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I  15.    PROPOSITIONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  LA 
THÉORIE  DES  NOMBRES. 

EXPOSÉ,  d'après  l'article  allemand  de  p.  BAOHMANN  (weimab), 
PAR  B.  ICAIIiLET  (bourq-la-reine). 


Divisibilité. 

1.  Décomposition  en  facteurs.  Par  propositions  élémentaires  de 
la  théorie  des  nombres  on  entend  les  propositions  concernant  les  nom- 
bres entiers,  et  plus  particulièrement  les  nombres  naturels,  qui  sont 
établies  sans  avoir  recours  à  l'Analyse  transcendante. 

Si  un  nombre  naturel  n  est  le  produit  de  deux  autres  a  et  h, 
on  dit  que  a  et  2»  sont  des  f licteurs  complémentaires  de  n;  n  est  mut- 
iiple  de  chacun  d'eux;  chacun  d'eux  est  un  diviseur  de  n.  Si  un 
nombre  naturel  n  n'a  d'autre  diviseur  que  lui-même  et  l'unité^  c'est 
un  nombre  premier]  sinon  c'est  un  nombre  compose'.  Deux  nombres 
naturels  dont  le  plus  grand  commun  diviseur  (p.  g.  c.  d.)  est  1  sont 
dits  premiers  entre  eux  ou  sans  diviseur  commun. 

L'ensemble  des  nombres  premiers  est  illimité^). 

Si  m  est  un  nombre  naturel  donné  ^  tout  nombre  entier  n  peut 
être  mis  sous  la  forme  ^) 
n^qf^m  +  r, 

1)  Voir  Eudide  [Elementa,  livre  9,  pzop.  20;  Opéra,  éd.  J.L,  Heiberg  2,  Leipzig 
1884,  p.  S88]  et  la  démonstration  de  E.  E.  Kummer,  au  moyen  de  Tindicateur 
tp{n)  [MonatBb.  Akad.  Berlin  1878,  p.  777].  D'après  un  théorème  empirique  de 
Chr.  Goklbaah  [lettres  de  Goldbach  à  Euler  du  7  Juin  1742  et  à'Euler  à  Goldhach 
dn  30  Juin  1742;  voir  P.  H.  Fusa,  Coiresp.  math.  phys.  1,  St.  Pétersbourg  1848, 
p.  127,  135],  que  semblent  confirmer  des  recherches  récentes  [J.  J,  Syhester,  Proc. 
London  math.  Soc.  4  (1871/3),  p.  4;  G.  Cantor,  Assoc.  fr.  avanc.  se.  23  (Caen) 
1894*,  p.  117;  P.  Stàdcél,  Nachr.  Ges.  Gôtt.  1896,  math.  p.  292;  JB.  Haussner, 
Jahresb.  deutach.  Math.-Yer.  5^  (1896),  p.  62;  avec  Tables:  Nova  Acta  Acad.  Leop. 
72  (1899),  p.  6  [1896];  F.  Aubry,  Interméd.  math.  3  (1896),  p.  76;  L,  Bipert,  id. 
10  (1903),  p.  74],  tout  nombre  pair  est  la  somme  de  deux  nombres  premiers. 

2)  Cette  propriété  sert  de  fondement  à  toute  la  théorie  des  nombres  [G.  L^ewne- 
DiriMet,  Vorles.  ûber  Zahlentheorie,  publ.  par  B.  Dtdekind,  Brunswick  18GS; 
4«  éd.  Bninswick  1894,  p.  514,  Suppl.  XI]. 

Ea^olop.  àm  peimio.  mathémaC.    18.  1 


Digitized  by  VjOOQIC 


2  P.  Bachmann.    I  16.   Dirisibilité.    E.  Maillet. 

OÙ  q^  est  entier  et  r  Tun  des  nombres   0,  1,  2,  .  . .,  m  — 1.     On  dit 

que  m  est  le  modtde^^)  et  que  r  est  le  résidu,  ou  reste,  de  n  (mod.  m). 

Si*)  jB(x),  ou*)  [rc],  désigne,  pour  toute  valeur  réelle  de  x,  le 

plus  petit  nombre  entier  immédiatement  inférieur  ou  égal  k  x,  on  a 


».-*Ê)-H- 


On  conclut  de  là  le  procédé  on  algorithme  d'Eudide^)  pour  la  recherche 
du  p.  g.  c.  d.  de  n  et  de  m;  il  est  exprimé  par  la  suite  d'égalités 

»  =  ?o*»  +  *»i;    m^-q^m^  +  tn^'^    Wi^ft^  +  ^^s;   ... 
où 

O^Wi<m;    0<,vn^<im^\    O'^m^Km^^   ... 

On  en  conclut  aussi  les  théorèmes  relatifs  à  la  divisibilité^): 

1°)  si  w  et  n  sont  deux  nombres  naturels  premiers  entre  eux, 

hm  n'est  divisible  par  n  que  si  h  est  divisible  par  n^; 

2^)  tout  nombre  naturel  n  est  décomposable  d'une  seule  manière 

en  un  produit  de  puissances  de  nombres  premiers  différents  j>i;Ps; .  • .  yPj^y 

Le  plus  grand  commun  diviseur  (p.  g.  c.  d.)  de  plusieurs  nombres 
naturels  est  le  produit  des  plus  hautes  puissances  des  nombres  pre- 
miers différents  qui  les  divisent  tous  à  la  fois^).    Le  plt/të  petit  commun 


.  S)  A.  M.  Legendre,  Théorie  des  nombres  (3*  éd.)  1,  Paris  1880,  p.  10;  [V  éd. 
sous  le  titre:  Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  Paris  an  VI;  2*  éd.  Paris  1808; 
Suppléments,  Paris  1816  et  Paris  1825]. 

4)  C.  F.  Gau88,  Commentât.  Soc.  Gott.  16  (1804/8),  math.  p.  71  [1808]; 
Werke  2,  GOttingue  1876,  p.  6. 

6)  Euclide,  Elementa,  livre  7,  prop.  2;  Opéra*)  2,  p.  190. 

6)  L,  Poinsot,  J.  math,  pures  appl.  (1)  10  (184ô),  p.  1  et  G.  Lejeune  DmcMet, 
Zahlenth.  *),  p.  6  et  suiv.  Ces  mêmes  théorèmes  peuvent  être  établis  à  Taide  de 
considérations  géométriques  dont  le  principe  est  dû  à  L.  Poinsot;  la  démons- 
tration que  L.  Poinsot  a  donnée  de  ce  principe  a  été  rendue  rigoureuse  par 
P.  Bachmann  [Die  Elemente  der  Zahlentheorie ,  Leipzig  1892,  p.  19]. 

7)  ,^ Quelques  unes  des  propositions  à'Euclide  [voir  par  ex.  Elementa,  livre  7, 
prop.  80;  Opéra*)  2,  p.  248;  cf.  H.  G.  Zeuthen,  Hist.  math.,  trad.  J.  Maseart, 
Paris  1902,  p.  128]  sont  basées  sur  ce  théorème,  mais  il  n'est  pas  énoncé  ex- 
plicitement dans  les  Elementa,  tandis  qu'on  y  rencontre  sa  réciproque  [livre  7, 
prop.  24;  Opéra»)  2,  p.  288]  (Note  de  G,  Enestrôm)* 

8)  ^R.  Dedekind  a  montré  [Festschrift,  Brunswick  1897,  p.  1/40]  comment, 
au  moyen  du  p.  g.  c.  d.  A  de  trois  nombres  naturels  a,  b,  c  et  des  p.  g.  c.  d. 
Oj,  6^,  Cj-  des  paires  de  nombres  (&,  c),  (c,  a),  (a,  5),  on  peut  former  six  nombres 
<ii:,y,c\  a",  6",  c"  tels  que  l'on  ait  a«A&Va",  6=-AcV6",  c«»Aa'6V'; 
les  7  nombres  a',  b%  c',  a",  &",  c",  A  sont  les  noyaux  (Keme)  du  système  (a,  5,  c). 
R.  Dedekind  a  ensuite  étendu  ce  mode  de  décomposition  à  un  système  formé  par 
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mtdHple  (p.  p.  c.  m.)  de  plusieurs  nombres  naturels  est  le  produit  des 
plus  hautes  puissances  des  nombres  premiers  qui  se  rencontrent  dans 
leurs  décompositions  en  facteurs. 

2.  Foliotions  arithxnétiqnes  élémentaires^).  Le  nombre  de  divi- 
seurs d'un  nombre  naturel  n  est 

<(»)  =  («1 +  !)(«.+ 1)  •••(«*+!) 
la  somme  des  diviseurs  de  n  est^^) 

le  nombre  des  décompositions  distinctes  de  n  en  deux  facteurs  premiers 
entre  eux  est  2*"*. 

On  appeUe  indicateur  de  n  (ou  fonction  d^Euïer)  le  nombre  des 
entiers  positifs  inférieurs  à  n  et  premiers  avec  n.  Si  Ton  désigne  ^^)  par 
ç?(n)  l'indicateur  de  n,  on  a^^) 

,(.,-.(i-i)(i-i)...(i-±), 

si  n   et  n"  sont  premiers  entre  eux,  on  a*') 

y(wV)  =  9)(w')9)(n"). 
La  somme  des  indicateurs  de  tous  les  diviseurs  d'un  nombre  est  égale 
à  ce  nombre^*). 


on  nombre  quelconque  de  nombres  naturels  et,  plus  généralement  encore,  à  des 
éléments  de  certains  groupes  abéliens  d^ordre  infini.* 

9)  n  n*j  a  malheureusement  pas  d*entente  au  si^et  des  notations  relatives 
aux  fonctions  arithmétiques  qui  interviennent  dans  la  Théorie  des  nombres.  Le 
■igné  r(fi),  ou  Tn,  est  dû  à  L.  Euler  [Opusc.  varii  argum.  2,  Berlin  1760,  p.  23; 
Commentât  Arith.  1,  S^  Pétersb.  1849,  p.  102];  J.  Liouville  [J.  math.  pYures 
appL  (2)  2  (1857),  p.  425]  désigne  par  £x(n)  la  somme  des  x**  puissances  des  di- 
▼iseurs  de  m,  et  écrit  i{n)  au  lieu  de  ti  (n), 

10)  ^Ges  deux  théorèmes  paraissent  avoir  été  énoncés  pour  la  première 
fois  par  /.  WaJlis  en  1685  [voir  G.  Peano,  Formulaire  math.  8,  Turin  1901, 
p.  100/1];  cf.  aussi  M.  Cantor,  Yorles.  Gesch.  Math.  (2*  éd.)  8,  Leipzig  1901,  p.  616.* 

11)  La  notation  tp(n)  est  due  à  C.  F.  Gauas,  Disquisitiones  Arithmeticae, 
Leipzig  1801,  n""  38;  trad.  A,  Ch.  M.  Foullet-Dealislè,  Recherches  arithmétiques, 
Paris  1807;  Werke  1,  GOttingue  1870,  p.  30. 

12)  X.  EuUr,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  8  (1760/1),  éd.  1763,  p.  74  [1759]; 
Commentât.  Arith.  1,  S'  Pétersb.  1849,  p.  274. 

13)  E.  Lucas,  [Théorie  des  nombres  1,  Paris  1891,  p.  399]  a  donné  une  for- 
mule plus  générale  convenant  au  cas  où  n'  et  n'*  ne  sont  pas  premiers  entre  eux. 

14)  ^La  somme  des  indicateurs  de  1,  2,  .  .  . ,  n  s*exprime  aisément  au 
mojen  de 

W  '        ^^J  '        \PiPhpJ  '  * 
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L'indicateur  d'un  nombre  est  un  cas  particulier  d'une  fonction 
étudiée  par  F.  Schemmd]  une  autre  généralisation  de  l'indicateur 
d'un  nombre  a  été  donnée  par  K  Th.  Vahlen,  une  autre  par  E.  Cahen^^). 

D'après  H.  J.  8.  Smith^^),  si  d[^^  est  le  p.  g.  c.  d.  de  r  et  de  s,  le 
déterminant  symétrique 

K/),d<«),. ..,<?.«)!       («  =  1,2,...,») 

est  égal  au  produit  g>{V)  ^(2)  ,  . .  g>(n) .  Cette  propriété  a  ét^  géné- 
ralisée par  P.  Mansion^'^).  ^Les  théorèmes  de  JB".  J.  8,  Sfnah  et  de 
P.  Mansion  ont  été  ensuite  généralisés  par  E,  Cesâro  **).* 

3.  Divisibilité  par  un  nombre  donné.  Soit  N  un  nombre  na- 
turel.    Tout  nombre  naturel  n  peut  être  mis  sous  la  forme  ^^) 

n  =  aoN«  -f  a^N"-*  +  •  •  •  +  ««.iN  +  a„, 
où  0  <  a^  <  N,  pour  i  =  0,  1,  2, . . . ,  a.  Pour  N  =  10,  on  a  la  repré- 
sentation décimale  de  n.  La  notion  de  congruenœ  (cf  n^  6)  permet  de 
déduire  de  la  relation  précédente,  écrite  pour  N  =  3,  5,  7,  9, 1 1, .  . .,  les 
théorèmes  sur  la  divisibilité  d'un  nombre  n  par  3,5,7,9,11,...*^). 
Tout  nombre  naturel  est  une  somme  de  puissances  différentes  de  2; 
il  est  aussi  une  somme  algébrique  de  puissances  différentes  de  3. 

Si  N  est  un  nombre  premier  p,  l'exposant  v  de  la  plus  haute 
puissance  de  N  qui  divise  ni  est 

♦»— («0+«lH |-«a) 


'-[;]+[;.]+[?]+ 


P' 


L.  8tickélberg€r  a  déterminé")  le  résidu  de  -:;;^w!  (mod|>). 

[/.  Pérou,  Bull.  ac.  math.  (2)5  (1881),  p.  87;  cf.  E,  Lucas  ^%  p.  500],  Autre  for- 
mule sur  les  indicateurs:  Th,  Pépin  et  A.  Moret-Blanc,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  14 
(1875),  p.  276,  874.* 

15)  F.  iS^:fc«»w€Ï,J.reineangew.Math.70(1869),p.l91.  Voir  aussi  J5.  Xticcw  "), 
p.  402  et  P.  Bachmann,  Niedere  Zahlentheorie  1,  Leipzig  1902,  p.  91/4;  K.  Th. 
VaMen,  Z.  Math.  Phys.  40  (1895),  p.  126;  voir  aussi  L.  Goîdschmidt,  id.  39  (1894), 
p.  208  ;  E.  Cahen,  Eléments  de  la  théorie  des  nombres,  Paris  1900,  p.  36. 

16)  Proc.  London  math.  Soc.  7  (1875/6),  p.  208;  Papers  2,  Oxford  1894, 
p.  161.    Voir  aussi  P.  Bachmann^  Niedere  Zahlenth. '^)  1,  p.  97. 

17)  Messenger  math.  (2)  7  (1877/8),  p.  81. 

18)  ^Ann.  Ec.  Norm.  (8)  2  (1885),  p.  425;  Nouv.  Ann.  math.  (3)  6  (1886),  p.  44.' 

19)  Ce  mode  de  représentation  peut  être  envisagé  comme  compris  dans 
celui  des  systèmes  simples  de  G.  Cantor  [Z.  Math.  Phys.  14  (1869),  p.  121;  cf. 
E.  Strauss,  Acta  math.  11  (1887/8),  p.  18].  Pour  ce  qui  concerne  la  représentation 
d*un  nombre  dans  des  systèmes  différents,  voir  E.  Lucas ^^),  p.  41  et  /.  Kraua, 
Z.  Math.  Phys.  37  (1892),  p.  321;  89  (1894),  p.  11. 

20)  Parmi  ces  théorèmes,  voir  en  particulier  ceux  de  0.  Kessler  [Z.  Math. 
Phys.  28  (1883),  p.  60]  ^et  de  A.  J.  Loir  [C.  R.  Acad.  se.  Paris  106  (1888),  p.  1070]. 
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Le  produit  de  n  nombres  Buccessifs  est  divisible  par  n!;  n!  n'est 
pas  une  puissance  exacte^');  quand  n  est  un  nombre  premier  >  5^ 
les  équations  r/n-ix  i« 

(n-l)!  +  l  =  n'',      K^)']  +1  =  ^ 

ne  sont  vérifiées  pour  aucun  nombre  naturel  fi^^).  D'après  un 
théorème  plus  général  de  M.  Weill,  établi  par  F.  G.  Teixeira, 
r^(hn)\  est  divisible  par  n!,  et  mème^  d'après  D.  André ^  par  une 
certaine  puissance  de  n!  que  A.  de  Polignac  a  déterminée  plus 
exactement**).  D'après  JE?. Coferfan**),  — , ,-  '^..j'  est  entier.  Cette  pro- 
position^ et  d'autres  analogues^  sont  contenues  dans  un  théorème  dû 
à  E.  Landau^:  d'après  ce  théorème  -tttt^t^îttt— i  «i:^  «st  entier. 

Dans  une  pile  de  ioulels")  à  base  triangulaire  ayant  n  boulets 
au  côté,  le  nombre  de  boulets  est  égal  à 

in(n  +  l)(w  +  2); 
c'est  le  nombre  tétraédral  jF<^)  d'ordre  n  [I  2,  15].     Dans  une  pile  de 
boidels  à  base  carrée,  ayant  n  boulets  au  côté,  le  nombre  de  boulets 

«^^"  i«(n  +  l)(2»+l). 

Le  premier  de  ces  deux  nombres  ^)  est  un  carré  pour  n^  1,2,  48;  le 

On  pent  auBsi  voir  A.  Zbtkavskij,  Bull.  Âcad.  Péterab.  (3)  3  (1861),  p.  151;  Mél. 
math.  asir.  Acad.  Péterab.  3  (1859/66),  p.  812.* 

21)  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  321;  cf.  K.  Hensel,  Archiv  Math.  Phye.  (3)  2 
(1902),  p.  293. 

22)  J.  LiauvUîe,  J.  math,  pures  appl.  (2)  2  (1857),  p.  277;  C.  Moreau,  Nouv. 
Ann.  math.  (2)  11  (1872),  p.  172.  La  démonstration  s'appuie  sur  le  postulat  de 
/.  Bertrand  [J.  £c.  poljt.,  cah.  30  (1845),  p.  129]  établi  par  P.  L.  Ôebyèev 
[Mém.  présentés  Acad.  Pétersb.  7  (1854),  p.  27  [1850];  J.  math,  pures  appl.  (1)  17 
(1852),  p.  881;  Œuvres  1,  S^  Pétersb.  1899,  p.  51],  postulat  d'après  lequel  il  y  a 
nn  nombre  premier  entre  a  et  2  a  —  2  pour  a>>8. 

28)  J.  LiaumUe,  J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (1856),  p.  351. 

24)  M.  Weill,  G.  B.  Acad.  se.  Paris  98  (1881),  p.  1066;  Bull.  Soc.  math. 
France  9  (1880/1),  p.  172;  D,  André,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  94  (1882),  p.  426; 
A.  de  PoUgnae,  id.  96  (1888),  p.  485. 

25)  NouY.  Ann.  math.  (2)  13  (1874),  p.  207,  523;  cf.  L,  Baurguet,  id.  (2)  14 
(1875),  p.  89  et  la  remarque  de  E.  Catalan  p.  179  ;  P.  Bachmann,  Elem.  Zahlenth.  *), 
p.  37.  «Voir  encore  E.  Maillet,  Mém.  prés.  Acad.  sc.Paris  (2)  82  (1902),  mém.  n^'  8, 
p.  48;  J.  math,  pures  appl.  (5)  2  (1896),  p.  5.'^ 

26)  Nouv.  Ann.  math.  (3)  19  (1900),  p.  344;  voir  aussi  (4)  1  (1901),  p.  282 
et  Archiv  Math.  Phys.  (3)  1  (1901),  p.  188;  ^G.  de  Bocquigny,  E.B.EscoU,  etc. 
Interméd.  math.  1—12,  1894—1905  passim.* 

27)  «Lire  à  ce  siget,  E.  Lucas,  la  Nature  14  H  (1886),  p.  282.* 

28)  A.  Maret-Blanc,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  15  (1876),  p.  46;  A.J.J.  Meyl, 
id.  (2)  17  (1878),  p.  464. 


Digitized  by  VjOOQIC 
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second  pour  n  =»  1,24;   aucun  des  deux**)  ne  peut  être  ni  un  cube 
ni  une  cinquième  puissance^). 

4.  Algorithme  d'iàtLolide.     Quand  deux  nombres  naturels  n  et 

m  sont  premiers  entre  eux^  ValgorUhme  d'Eudide  pour  la  recherche 

du  p.  g.  c.  d.  de  n  et  de  w  (cf.  n''  1)  donne  le  développement  de  — 

en  fraction  continue  ordinaire  que  Ton  représente  habituellement  par 

n  ,    1 

ST  --  îo  +  — 1 


m  , 


et  que  nous  représenterons  (cf  I  4;  par 

Pour  indiquer  la  liaison  entre  n^  m  et  les  dénominateurs  partiels, 
C.  F,  Gauss  emploie  les  symboles 

«  =  [?0J  ^u  '  •  'y  ^i\y         *^  ="  \ax7  <l%y  '  '  'j  ?<] 
auxquels  on  a  donné  le  nom  de  crochets  (ou  pareniJièses)  d^Euler  ou 
de  Gauss.    (Cf  I  4.) 

Si,  dans  la  fraction  continue,  quand  —  >1,  la  suite  des  dé- 
nominateurs partiels  est  symétrique,  w*+l,  ou  m^— 1,  est  divi- 
sible par  n,  et  inversement. 

Si  -*-  est  la  Ta  réduite  du  développement  en  fraction  continue 
ordinaire  d*un  nombre  réel  quelconque  œ,  on  a  (cf  I  4) 

^ky  Vk  ^^^^  premiers  entre  eux;  les  réduites  de  rang  impair  et  celles 
de  rang  pair  forment  deux  suites  de  valeurs  qui  convergent  vers  une 
même  limite  œ;  ^  =  1*,  y  =  >?*  donnent  un  minime  relatif'^)  de  x  —  yœ, 
en  ce  sens  que  cette  expression  x  ~  yco  pour  d'autres  nombres  moindres 
quelconques  x,  y,  est  plus  grande**)  que  pour  a?  «  |*,  y  ==«  %.  Les 
fractions  continues  ordinaires  relatives  à  deux  nombres  irrationnels 
œ,  œ'  équivalents,  c'est  à  dire  tels  que  Ton  ait 


29)  A,  Moret'Blanc,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  20  (1881),  p.  880. 

80)  Voir  encore,  pour  ce  qui  concerne  de  nombreux  cas  de  divisibilité, 
A.  Andreini,  Periodico  mat.  (2)  1  (1898/9),  p.  243;  /.  Fontes,  C.  R.  Acad.  se.  Paris 
116  (1892),  p.  1269;  G.  Loria,  Atti  R.  Accad.  Lincei,  Bendie.  (5)  10  II  (1901),  p.  160. 

31)  Les  mots  français  maxime,  minime  seront  employés  dans  tonte  Tédition 
française  de  TEncyclopédie,  plutôt  que  les  mots  latins  maximum,  minimum. 

82)  J.  L.  Lagronge:  dans  L.  EtUer,  Eléments  d'Algèbre  trad.  avec  addi- 
tions 2,  Lyon  1774,  p.  445;  Œuvres  7,  Paris  1877,  p.  66/7. 
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4.  Algorithme  d'Euclide.     5.  Suites  de  Farey.  7 

,       ccœ  +  6 

OÙ  of,  p,  y,  d  sont  des  entiers  vérifiant  la  relation  (adf  —  /3y)*  =  l,  ont 
un  quotient  complet  en  commun,  et  réciproquement'^). 

Si  dans  l'algorithme  du  p.  g.  c.  d.  on  prend,  au  lieu  de  restes 
positifs,  des  restes  négatifs,  ou  si  Ton  combine  les  deux  méthodes,  les 
numérateurs  partiels  deviennent  —  1  ou  ±1.  Toute  fraction  irré- 
ductible —  possède  m  développements  en  fractions  continues  de  ce 
genre;  aucune  n'est  plus  courte  que  celle  obtenue  en  prenant  successi- 
vement comme  diviseurs  les  plus  petits  restes  en  valeur  absolue;  les 
deux  plus  longues  s'obtiennent  en  prenant  successivement  comme  di- 
viseurs les  plus  grands  restes  en  valeur  absolue**).  Le  nombre  de 
divisions  nécessaire  dans  la  méthode  dérivée  de  Y  algorithme  éCEvœUde^) 
est  <  5(1,  où  fi  est  le  nombre  de  chifires  du  plus  petit  des  deux  entiers 
m,  n;  dans  la  méthode  où  Ton  prend  des  restes  positifs  ou  négatifs, 
mais  toujours  le  plus  petit  en  valeur  absolue,  ce  nombre  est  <y  log  m; 
il  est  même  toujours  inférieur  à  des  nombres  plus  petits  et  assi- 
gnables '•). 

5.  Suites  de  Farey.  Nombres  de  Farey.  Les  fractions  irré- 
ductibles dont  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  sont  ^  v  for- 
ment, quand  on  les  range  par  ordre  de  grandeur,  la  suite  de  Farey  ^'') 
d'ordre  v.     D'après  A.  L.  Cauchy^,  pour  deux  fractions  successives 

-^y  r^ —  d'une  pareille  suite,  on  a  a/&/+i  — a/+i6,  =  ±  1  (en  sorte  que 

deux  numérateurs  consécutifs,  ou  deux  dénominateurs  consécutifs,  sont 
nécessairement  premiers  entre  eux).  De  plus  {Théorème  de  Farey) 
chacune  des  fractions   ,-  de  cette  suite  est  égale  à  la  médiante  des 

deux  fractions  r^^~,  j~^  qui  la  comprennent,  c'est-à-dire  que  l'on 
a^,  pour  chaque  indice  i, 

33)  Cf.  /.  A.  Serret,  Alg.  Bup.  (6«  éd.)  1,  Paris  1886,  p.  34.  Ces  recherchea 
sont  liées  à  celles  qui  font  Tobjet  du  dernier  chapitre  de  Tarticle  I  17. 

34)  K.  Th.  VahUn,  J.  reine  angew.  Math.  115  (1896),  p.  221. 
36)  G.  Lamé,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  19  (1844),  p.  867. 

36)  J.  P.  M.  Binet,  J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1841),  p.  463;  A.  Dupré,  id. 
(1)  11  (1846),  p.  41. 

37)  /.  Farey,  Philos,  mag.  and  J.  47  (1816),  p.  386;  Bull.  Soc.  philom.  Paris 
(3)  3  (1816),  p.  112  [sans  démonstration;  résultats  obtenus  par  Tobservation  dep 
Tables  de  quotients  de  Henry  Goodtoyn].  Voir  aussi,  Philos,  mag.  and  J.  48 
(1816),  p.  204  „fettrefi  à  Tiîloch'',  signées  S.  A. 

38)  A.  L.  Cauchy,  Bull.  Soc.  philom.  Paris  (3)  3  (1816),  p.  133/6;  Exercices 
matii.  1,  Paris  1826,  p.  114;  Œuvres  (2)  6,  Paris  1887,  p.  146. 
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Ce  dernier  théorème  a  été  présenté  autrement  par  A.  Hurwitz^^)  qui 
en  a  ensuite  donné  une  réciproque. 

On  dit  de  deux  termes  successifs  —,  i:^  de  la  suite  de  Fareu 

d'ordre  v,  qu'ils  sont  des  valeurs  approchées^  d'ordre  v,  de  chacun  des 
nombres  o   qu'ils  comprennent     Si   l'on    fixe   co   et   que    l'on   fasse 

croître  v,  la  médiante  /  ,  ."''^  est  une  des  deux  valeurs  approchées 
de  0),  d'ordre  i;  +  1.      '"^  '''' 

En  partant  de  ^,  f  et  en  formant  indéfiniment  toutes  les  mé- 
diantes  possibles,  on  obtient  toutes  les  fractions  positives. 

Soit  o  un  nombre  quelconque.  En  partant  de  ^,  f-  formons  une 
suite  de  fractions  f^,  f^y  •  - ,  f^y  >  -  j  fkf  •  -  P^  ^^  règle  suivante-, 
/*+i  ^^  1*  médiante  entre  f^  et  /*^  où  /]^  est  la  fraction  d'indice  <.Jc 
le  plus  élevé  tel  que  /]^  et  f^  comprennent  entre  elles  co;  on  obtient 
ainsi  toutes  les  valeurs  approchées  de  œ,  d'osdres  successifs.  Celles-ci, 
rangées  dans  leur  ordre  de  formation^  se  partagent  en  groupes  de 
fractions  approchées  pcw  excès  et  en  groupes  de  fractions  approchées 
par  défaut'^  on  nomme  valeurs  approchées  principales  de  a  celles  de 
ces  fractions  approchées  où  le  sens  de  l'approximation  change.  A 
chaque  fraction  approchée  par  excès  on  peut  faire  correspondre  un 
même  symbole  €,  à  chaque  fraction  approchée  par  défaut,  un  même 
symbole  ij;  la  suite  des  symboles  £y  ri  correspondant  aux  valeurs 
approchées  de  tOy  rangés  dans  leur  ordre  de  formation  (et  commen- 
çant par  a  qui  correspond  à  ^,  suivi  de  ri  qui  correspond  à  ^);  est 
la  ca/radéristique^)  de  ai;  on  peut  la  représenter  par 

en  écrivant  i^*»  pour  indiquer  qu'il  y  a  ti  symboles  i^,  etc.;  à  cette 
caractéristique  de  o  correspond  le  développement  de  co  en  fraction 
continue  ordinaire 

les  réduites  de  cette  fraction  continue  sont  les  valeurs  approchées 
principales  de  o. 

...  ,..       1012847      10 

^Ainsi  pour  n  =  ;r,  on  a  la  suite  ^5  y;  Y>  y;  y 5  y^  Y>  y  > 


89)  A.  JSurwitg,  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  417. 

40)  Voir  E.  B.  Christoffel,  Ann.  mat.  pnra  appl.  (2)  16  (1887/8),  p.  253. 
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13     16     19     22     25     47     «9     »i     118     î^^     1^     II?     ??î     ?^^     ^*^     ?^ 
4  '    5  '  T'    7  '   Y'   15'   22'  29'    86  '    48  '  "5Ô"'    67  '    64  '    71  '    78  '    86  ' 
289     311     383     365     688  .  ..       ,  .,.  ,. 

W  W  ÏÔ6  5  113'  2Ï9'  •  •  •  ®*'  P*^  '^'*^'  ^*  caractéristique 

£r/«^iï*^£^  .  .  . 

à  laquelle  correspond  le  développement  en  fraction  continue^^) 

o     ,        1|      ,       1|     ,       Il     ,  ♦ 

On  peut,  de  même,  approcher  simultanément  de  deux  nombres 
quelconques  donnés  x,  y,  à  l'aide  de  deux  fractions  de  même  dénomi- 
nateur; et  géométriquement  au  moyen  des  réseaux  de  triangles  de 
Farey. 

Aux  suites  de  Farey  on  peut  rattacher  la  réduction  des  formes 
quadratiques  binaires  indéfinies  ^^). 

Le  déTeloppement  (w,  n)  de  M,  A.  Stem^^)  conduit  à  des  suites 
analogues 

^  m,         w  +  M,  w, 

m,      2m +  n,     m  +  n,     m  +  2n,       n, 
m,  Sm  +  n,  2m  +  n,  3m  +  2n,  m  +  n,  2nî  +  3n,  m  +  2n,  w  +  3n,  n 

déduites  des  deux  nombres  naturels  m,  n  sans  diviseur  commun;  tout 
nombre  naturel  1cm  +  In,  où  ^  et  Z  sont  premiers  relatifs,  s'y  trouve. 
Dans  la  suite  correspondant  à  fM  =  w=l,  on  trouve  tout  nombre 
naturel;  dans  cette  suite  on  trouve  aussi,  comme  termes  consécutifs, 
deux  nombres  quelconques  premiers  entre  eux.  Si  a  et  6  sont  deux 
nombres  naturels  sans  diviseur  commun,  le  développement  en  fraction 
continue  ordinaire  de  la  fraction  -,  permet  d'ailleurs  de  déterminer 
ceUe  des  suites  envisagées  où  a,  b  figurent  comme  termes  consécutifs. 
J.  Hernies*^)  appelle  nombres  de  Farey  les  nombres  r,-  définis  par 
les  relations  suivantes  dans  lesquelles  on  a  écrit  w  pour  2^  et  w^ 
pour  2''+^, 

'^l  "==  1;       '^n  =  '^n-^w  +  ^w,-n+l    P^Ur   W<n^  W^] 

41)  ^Pour  les  développements  donnés  au  16«  siècle  par  N.  Chuquet  cf.  1 3, 12.* 

42)  A.  Huncitz,  Math.  Ann.  89  (1891),  p.  279;  46  (1894),  p.  86;  Mathematical 
papen  of  the  Chicago  congress  1898,  éd.  New-Toik  1896,  p.  126;  voir  encore 
A.  A.  Markav,  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  381. 

48)  J.  reine  angew.  Math.  66  (1868),  p.  193;  voir  déjà  (r.  Eisenstein,  Ber. 
Akad  Berlin  1860,  p.  87/42;  ^voir  encore  A.  Broeot,  Calcul  des  rouages  par 
qn^oxûn'^tîon,  Paris  1862.*  Cf.  G.  H.  Eàlphenf  Bull.  Soc.  math,  France  6  (1876/7), 
p.  170;  11  (1882/8),  p.  144. 

44)  Math.  Ann.  46  (1894),  p.  871. 
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10  P'  Bachmann.    I  15.   Congruences.    E.  MaiUet. 

pour  V  =  0,  on  a  ainsi  Tj  =»  2;  pour  t/  «  1,  r^  =  3,  r^  =  3;  pour 
t/  =  2,  r-,  =  4,  Tg  =»  5,  Ty  =  5,  Tg  =«  4;  ...  ;  d'après  la  valeur  de  v,  on 
répartit  ainsi  les  nombres  de  Farey  en  sections;  ceux  de  la  (v  —  1)* 
section  sont  des  crochets  d'Euler-Gauss  dont  les  éléments,  qu'on  apprend 
à  former  au  moyen  de  Tindice  n  de  t^,  constituent  les  décompositions 
de  V  en  une  somme  de  nombres  naturels.  Une  pareille  décomposition 
est  dite  indépendante  de  (1,  2, . . .,  r)  quand  les  termes  1,  2, . . ., r  y 
manquent:  le  nombre  des  décompositions  de  v  (avec  permutations) 
indépendantes  de  (1,2,  ...,r)  est  égal  au  v®  terme  de  la  suite  de 
Lamc*^)  d'ordre  r  qui  commwice  par  r  zéros  suivis  de  r  +  1  imités, 
et  dont  les  éléments  suivants  sont  donnés  par  la  formule  de  récurrence 
L,^,^L,  +  L,_,,        (fc  =  2r+l,  2r  +  2,...). 

Congruences. 

6.  Résidus  et  oongruenoes.  Si  deux  nombres  entiers  ,n  et  n 
ont  même  reste  (mod.  m),  on  dit  qu'ils  sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule m,  ou  module  m,  et  l'on  écrit*^) 

n  =  n'  (mod.  m). 

Tous  les  nombres  entiers  congrus  (mod.  m)  forment  une  classe 
de  résidus-^  pour  m  =  2,  il  y  a  detdo:  classes  de  résidus,  celle  des  nom- 
bres pairs  et  celle  des  nombres  impairs. 

m  nombres  entiers  incongrus  forment  un  système  complet  de  résidus 
(mod.  m);  (p(m)  nombres  premiers  à  w  et  incongrus,  forment  un  système 
réduit  de  résidus  (mod.  m). 

Tout  nombre  entier  x  pour  lequel  une  fonction  entière  à  coeffi- 
cients entiers  f(x)  est  divisible  par  un  nombre  entier  m  est  une  solu- 
tion de  la  congruence 

f(x)^0  (mod.  m); 

toutes  les  solutions  congrues  forment  une  racine  de  la  congruence. 
Le  degré  de  la  congruence  est  l'exposant  h  de  la  plus  haute  puissance 
de  f(x)  dont  le  coefficient  n'est  pas  divisible  par  m.  Si  m  est  premier, 
le  nombre  des  racines  de  la  congruence  est  inférieur  ou  au  plus  égal 
au  degré  h  de  cette  congruence*^). 

46)  ^La  stiite  de  Lamé  d'ordre  0  est  formée  par  les  puissances  successives 
de  2;  celle  d'ordre  1  est  la  suite  ordinaire  de  Lamé  oa  suite  de  Fibona^ci 
(Léonard  de  Pise)  0,  1,  1,  2,  8,  5,  8,  18,  21,  .  .  .  [Cf.  I  2,  note  107].* 

46)  C.  F,  Gauss,  Disq.  ")  n«»  1,  2;  Werke  1,  p.  9. 

47)  J.  X.  Lagrange,  Hist.  Acad.  Berlin  24  (1768),  éd.  1770,  p.  192;  Œuvres  2, 
Paris  1868,  p.  667.  Cette  propriété  a  été  établie  directement  par  L.Euler  dans  le 
cas  où  f{x)  =  a;n  __  1  [Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  18  (.1778),  éd.  1774,  p.  86  [1772]  ; 
Commentât.  Arith.  1,  St.  Pétersb.  1849,  p.  516]. 
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6.  Résidus.     7.  Théorèmes  de  Fermai  et  de  Wilson.  H 

7.  Théorèmes  de  fermât  et  de  Wilson.  GénéraUsations.  Si  m 
désigne  on  nombre  naturel  et  a  un  nombre  premier  à  m,  on  peut 
dét^iminer  des  nombres  naturels  n  pour  lesquels  a"  —  1  est  divisible 
par  m.  Si  t  est  le  plus  petit  de  ces  nombres  naturels  n,  on  dit  que 
a  appartient  (relativement  à  m)  à  Texposant  t. 

On  démontre  que  t  divise  ^(w/);  la  congruence  a'  =  l  (mod.  w) 
entraîne  donc  la  congruence 

a^i^O^l  (mod.  w); 

c'est  le  théorème  de  Fermât  généralise.    Si  m  est  un  nombre  premier  p, 
on  a,  en  particulier^®),  pour  tout  nombre  entier  a  non  divisible  par  p, 

aP"^^  1  (mod.|î); 
c'est  le  théorème  de  Fermât.     On  en   déduit   que  pour   tout  nombre 
entier  a  et  tout  nombre  premier  p  on  a 

aP  =^a    (mod.  p). 
L.  Euler  démontra  le  tJiéorème  de  Fermai,  au  moyen  de  la  formule 
du  binôme**),  puis  par  exhaustion^);  il  démontra  aussi  le  théorème  de 
Fermât  généralisée^). 

J.  L.  Lagrange  **)  indiqua  la  congruence 

xP-^  —  l  =  (x+ï)(x  +  2)-"{x  +  p-l)    (mod.p\ 
où   p    désigne    un    nombre    premier;    cette   congruence   renferme   le 
théorème  de  Fermât  et  l'on  en  tire  aussi  le  théorème  de  Wilson,  exprimé 

par  la  congruence 

(p-l)!  =  -l     (mod.p) 

qui  est  caractéristique  pour  les  nombres  premiers  p^^). 

i»)  P.  de  Fermai,  Lettre  à  B.  Frenicle  de  Bessy  datée  du  18  oct.  1640;  Œuvres, 
éd.  Ch,  Henry  et  P.  Tannery  2,  Paris  1894,  p.  209.  ,^Vers  -600  déjà,  les  Chinois 
semblent  avoir  connu  ce  théorème  dans  le  cas  particulier  où  a  =  2  [cf.  G.  Peano, 
Formulaire  *«>;  8,  p.  96].* 

49)  Comm.  Acad.  Petrop.  8  (1736),  éd.  1741,  p.  141;  Commentât.  Arith.  t, 
St.  Pétersb.  1849,  p.  21;  voir  encore  J.  H.  Lambert,  Nova  Acta  Erud.  Lps.  1769, 
p.  109.  G.  W.  Leitmiz  a  énoncé  et  démontré  ce  théorème  dès  1683^  mais  ses 
résultats  n'ont  été  publiés  que  de  nos  jours  [cf.  G.  Vacca,  Bibl.  math.  (2)  8 
(1894),  p.  46;  BoUettino  bibl.  storia  mat.  2  (1899),  p.  113]. 

60)  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  7  (1758/9),  éd.  1761,  p.  49  [1765];  Commentât. 
Arith.  1,  St.  Pétersb.  1849,  p.  260;  cf.  CF.  Gauss,  Disq.  ")  n«  49;  Werke  1,  p.  40. 

61)  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  **)  8,  p.  74;   Commentât.  Arith.  1,  p.  274. 

62)  Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin  2  (1771),  éd.  177S,  p.  126;  Œuvres  3,  Paris 
1869,  p.  426. 

68)  G.  W.  Leibniz  a  énoncé  ce  théorème  dans  un  manuscrit  inédit  [cf. 
0.  Vacca^  Boll.  *•)].  E.  Wuring  a,  le  premier,  publié  le  théorème  en  l'attribuant 
à  J.  Wilson  [Meditationes  algebraicae,  Cambridge  1770,  p.  218;  (3*  éd.)  Cambr. 
1782,  p.  380]  mais  sans  le  démontrer.  Après  J.  L.  Lagrange^*)  L.  Euler  en  donna 
une  démonstration  [Opusc.  analjtica  1,  St.  Pétersb.  1783,  p.  329  [1778];  Commentât. 
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En  générai^  p  désignant  un  nombre  premier  impair  et  ce  nn  nombre 
naturel  quelconque,  le  produit  des  nombres  <  m  qui  sont  premiers 
à  m,  est  congru  à  —  1  (mod.  m)  quand  m  =  4,  p",  2p"]  il  est  congru 
à  +  1  (mod.  w)  dans  les  autres  cas"). 

Quand  |)  =  —  1  (mod.  4),  on  a  (-^— )  1  =  ±  1  (mod.  p)  ;  la  déter- 
mination du  signe  du  second  membre,  proposée  par  G.  Lejeune- 
DiricJilet^),  a  été  faite  par  C.  G.  J.  Jacdbi^)\  ce  signe  est  celui  de 
(—  1)®,  où  B  est  le  nombre  des  résidus  quadratiques  (n**  13)  de  /)  qui 
sont  >  -  ;  ce  nombre  s'obtient  au  moyen  du  nombre  de  classes  des 
formes  quadratiques.  Des  règles  moins  simples  ont  été  données  par 
L.  Kronecker  et  J.  Liouville  ^''). 

C.G.J.Jacohi^)  indiqua,  le  premier,  des  cas  où  o^""*--!  est  divisible 

par  p^.     Le  résidu  de (mod.  p)  se  détermine  par  la  règle  de 

D.  Mirimanov^^)y  d*où  résulte  une  règle  établie  par  M.  A.  Stem^)  et 
indiquée  par  J.  J.  Sylvester  **).  Des  formules  de  M.  A,  Stem  résulte, 
entre  autres,  celle  de  G,  Eisenstein^^) 

ir-^l  +  T  +  T+  ••  +  ^^     (mod.|>), 

où  p  continue  à  désigner  un  nombre  premier  impair. 

Arith.  2,  St.  Pétersb.  1849,  p.  44].  Cf.  C.  F.  Gauss,  Disq.  ")  n*>"76/7;  Werke  1,  p.  60/1. 
n  est  contenu  dans  un  théorème  plus  général  sur  les  nombres  premiers  dû  à 
/.  Steiner  [J.  reine  angew.  Math.  18  (1835),  p.  366;  Werke  2,  Berlin  1882,  p.  9];  cf.  C. 
G.  J,  Jacobi,  J.  reine  angew.  Math.  r4  (1886),  p.  64;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  262]. 
Voix  encore  une  démonstration  des  théorème  de  Fermât  et  de  WiUon  et  d'une  for- 
mule de  G.  Le^eu/ne-BiricMet  basée  sur  la  théorie  des  substitutions,  par  j&^.  Maillet, 
Thèse  de  doctorat,  Paris  1892;  L.E.Dickson,  Annals  of  math.  (2)  1  (1899/1900), 
p.  81;  L.  Kronecker,  Vorl.  ûber  Zahlen théorie  1,  publ.  par  K.  Hensel^  Leipzig 
1901;  remarque  de  K.Hensel  p.  604;  K.  HenFel,  Archiv  Math.  Phys.  (3)  1  (1901), 
p.  319.  Le  théorème  de  Wilson  est  aussi  compris,  comme  cas  particulier,  dans 
un  théorème  de  V.  Schemmel,  J.  reine  angew.  Math.  70  (1869),  p.  191. 

64)  C.F.Gauss,  Disq.")  n*»  78;  Werke  1,  p.  61;  M.  Brennecke,  J.  reine 
angew.  Math.  19(1839),  p.  319;  A.  L.  Crelle,  id.  20  (1840),  p.  29;  F.  Arndt,  id.  31 
(1846),  p.  329;  E.  Schering,  Acta  math.  1  (1882/3),  p.  163. 

66)  J.  reine  angew.  Math.  3  (1828),  p.  407;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  107. 

66)  J.  reine  angew.  Math.  9  (1^82),  p.  189;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  240. 

67)  J.  math,  pures  appl.  (2)  6  (1860),  p.  127,  267. 

68)  J.  reine  angew.  Math.  3  (1828),  p.  301;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  238. 

69)  J.  reine  angew.  Math.  116  (1896),  p.  296. 

60)  id.  100  (1887),  p.  182. 

61)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  62  (1861),  p.  161. 

62)  Formule  équivalente:  Ber.  Akad.  Berlin  1860,  p.  41;  &  et  c  étant  pre- 
miers entre  eux,  l'écriture  -j-  (mod.  c)  signifie  un  nombre  x  satisfaisant  à  la 
condition  a^hx  (mod.  c);  cf.  P.  Bachmann,  Niedere  Zahlenth.")  1,  p.  162. 
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8.  Baoines  primitives  suivant  un  module  premier  p.  Indices. 
Si  d  divise  p—1,  q>{d)  résidus  (mod.  p)  appartiennent  (relativement 
à  j))  à  l'exposant  d\  par  suite,  ç?(p  —  1)  à  l'exposant  p—\.  Chacun 
de  ces  ç)(|>  —  1)  résidus  est  dit  raci'^ie  primitive  de  la  congruence 
a:''~*=  1  (mod. p),  ou,  plus  simplement,  racine  primitive  (mod.  jf)).  Si 
g  est  une  racine  primitive  (mod.  p\  les  résidus  minimes*^)  des  nombres 
fi 9\  9^}  '9 ^^^  sont  les  nombres  1,  2,  3, .  .  . ,  j>  —  1  rangés  dans  un 
certain  ordre. 

Si  a  est  premier  avec  |>,  il  y  a  un  nombre  a  <  p  —  1  pour  lequel 
on  a  fl»"  =  a  (mod.  p)\  on  dit  que  a  est  Vindice  de  a  (pour  le  module  p, 
et  relativement  à  la  racine  primitive  g)  et  Ton  écrit  a  »  ind.  a,  en 
sorte  que 

g^^*"  =  a  (mod.  p). 

Les  indices  de  tous  les  résidus  (mod.  p)  forment  le  système  d'indices 
relatif  à  ^;  ce  sont  les  nombres  0,  1,  2, .  .  .,|)  —  2  rangés  dans  un 
certain  ordre.     Comme 

ind.  aa  =  ind.  a  +  ind.  a     (mod.  p  —  1), 

le  calcul  des  indices  et  le  passage  du  système  d'indices  relatif  à  une 
racine  primitive  au  système  d'indices  relatif  à  une  autre  racine  primi- 
tive se  font  comme  pour  les  logarithmes*'). 

Un  des  moyens  les  plus  commodes  de  trouver  une  racine  primi- 
tive est  dû  à  C.  F,  Gauss^).  Connaissant  une  racine  primitive,  il  est 
facile  de  les  avoir  iotUes. 

Le  produit  des  racines  primitives  est  =  1  (mod.  p)  si  2>  >  3- 
Leur  somme  est  =  0  (mod.  p)  quand  |>  —  1  a  des  facteurs  égaux; 
dans  les  autres  cas  elle  est  =  -f  1  (mod.  p)  ou  =  —  1  (mod.  p),  sui- 
vant que  le  nombre  des  facteurs  premiers  dep—1  est  pair  ou  impair**). 

9.  Ck>ngraenoe8  binômes.  Sur  la  théorie  des  indices  est  basée 
celle  de  la  congruence  binôme**) 

6.3)  Le  Canon  arithmeticns  de  C.  G.  J.  Jacohi,  EGniggberg  18S9,  donne  pour 
tout  nombre  premier  •<  1000  et  une  racine  primitive  correspondante,  les  indices 
correspondant  aux  restes,  et  réciproquement.  Voir  encore  V.  A.  Lebesgue,  J. 
math,  pures  appl.  (1)  19  (1854),  p.  884. 

64)  C.F.Gauss,  Disq.  ")  n*»  73;  Werke  1,  p.  68;  voir  aussi  G.  OUramare, 
J.  reine  angew.  Math.  49  (1865),  p.  161.  Une  table  des  plus  petites  racines 
primitives  de  tous  les  nombres  premiers  <  5000,  a  été  donnée  par  G.  Weriheim, 
Acta  math.  17  (1898),  p.  315;  20  (1896/7),  p.  153;   22  (1898/9),  p.  200. 

65)  C.F.Gauss,  Disq.  ")  n«»  80,81;  Werke  1,  p.  62/8;  F.  Amdt,  J.  reine 
angew.  Math.  31  (1846),  p.  826;  F.  Hofmann,  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  471. 

66)  Cf.  F.  Amdt.  J.  reine  angew.  Math.  81  (1846),  p.  333. 
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af  ^a  (mod.  p), 
où  le  module  p  est  un  nombre  premier. 

Si  d  est  le  p.  g.  c.  d.  de  w  et  j}  —  1 ,  cette  congruence  a  d  ou  0 
racines^  suivant  que  Ton  a^  ou  non, 

ind.  a  =  0  (mod.  d); 

dans  le  premier  cas,  on  dit  que  a  est  résidu  n®  de  j);  dans  le  second 
cas,  on  dit  que  a  est  nofi-résidu  n®  de  p. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  congruence  en- 
visagée admette  des  racines  est  donc  qu^on  ait 

a  ^    =  1  (mod.  p). 

10.  lUtoines  primitives  suivant  un  module  non  premier  m.  C'est 
seulement  lorsque  w  est  de  Tune  des  trois  formes  ^''j 

m  =  4,    m  =  p**,    m  =  2p" 

qu'il  y  a  des  nombres  a  appartenant  à  Texposant  (p(m),  (relativement 
à  7»).  Quand  m  est  de  Tune  de  ces  trois  formes,  on  dit  encore  dW 
résidu  appartenant  à  Texposant  q){m)  qu'il  est  racine  primitive  de  la 
congruence  afP^"^^  =  1  (mod.  m)  ou,  plus  simplement,  racine  primitive 
(mod.  m). 

Une  racine  primitive  g  (mod.  p)  Test  aussi  (mod.  p^),  et  alors 
aussi  (mod.  p"),  quand  g  n'est  pas  le  plus  petit  résidu  positif  de  g** 
{mod.p')^^). 

G.  Lejeune  DiricJdet^^)  a  montré  qu'on  peut  faire  correspondre  à 
tout  nombre  a  premier  avec  un  nombre  entier  quelconque  donné  m 
un  complexe  (un  ensemble)  d'autant  de  nombres  qu'il  y  a  de  facteurs 
premiers  différents  dans  m;  ces  nombres,  dont  la  détermination  ana- 
logue à  celle  des  indices  s'y  ramène  lorsque  m  est  premier,  sont  dits 
former  un  système  d'indices  de  a  pour  le  module  m;  F,  Mertens"^^)  a 
déterminé  autrement  un  pareil  système  d'indices  en  se  basant  sur  un 
théorème  de  L,  Kronecker. 

11.  Congruenoes  et  équations  indéterminées  du  premier  degré. 

La  congruence 

aa:  =  c  (mod.  b) 

67)  C.  F,  Gau88,  Disq.»*)  n"  92;   Werke  1,  p.  71. 

68)  V.  A.  Lebesgue,  J.  math,  pures  appl.  (1)  19  (1864),  p.  289,  S34. 

69)  a.  Leôeune  DiricMet,  Zshlenth.  «),  p.  381,  Suppl.  V;  Abh.  Akad.  Berlin 
1887,  math.  p.  46;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  313;  cf.  G.  T.  Btnnet,  Philos. 
TraiiB.  London  184  a  (1898),  p.  189,  où  il  y  a  aussi  des  Tables. 

70)  F.  MerUm,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  106  II'  (1897),  p.  132. 
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10.  Racines  primitiTes.     11.  Congraences  du  premier  degré.  15 

a^  si  (7  est  le  p.  g.  c.  d.  de  a  et  b,  d  ou  0  racines,  suiyant  que  c  est 
divisible  ou  non  par  d.     Elle  équivaut  à  Téquation  indéterminée 

ax  —  hy  ^  c; 
dans  le  cas  où  c  est  divisible  par  d,  dWe  solution  x  =^  x^y  y  ^  Vo 
on  déduit  la  solution  complète 

^-^ù  +  -j^>   y  =  yo  +  ^^, 

où  JB  désigne  un  nombre  entier  quelconque. 

Pour  rf=l,  l'équation  est  toujours  résoluble.  Si  alors  S^,  t]^ 
sont  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Tavant-demière  réduite  de 
—  ;  on  a,  pour  un  signe  convenable^ 

iPo  =  ±c6o,   yo-±<^Vù' 

On  ramène  à  des  congruences  du  premier  degré  la  solution  du 
problème  consistant  à  rendre  â:  à  la  fois  congru  à  a^  (mod.  a^),  à  a^ 
(mod.  a^\  . .  .  Quand  le  problème  n'est  pas  impossible,  on  peut  le 
ramener  au  cas  de  modules  premiers  entre  eux;  alors,  au  moyen  de 
nombres  auxiliaires  r^,  r^, .  .  .  qui  vérifient  les  congruences 

r,.  =  1  (mod.  a^) ,        r,  =  0  (mod.  --^y^') , 
on  obtient  la  solution  générale'^) 

X  =  a^r^  +  o^rg  +  •  •  .  (mod.  a^a^  .  .  .). 

Si,  pour  chaque  indice  i,  on  fait  prendre  à  a^  les  valeurs  d'un 
système  complet  (ou  réduit)  de  résidus  par  rapport  k  a^,  x  prend 
toutes  les  valeurs  d'un  système  complet  (ou  réduit)  de  résidus  (mod.  a^a^.. .). 

Deux  nombres  r,  s  pour  lesquels  on  a 
rs  =  1  (mod.  6) 
sont  dits  associés  (socii,  d'après  0.  F,  Gatiss)]  on  écrit 

-  =  5  (mod.  b). 


71)  Cette  règle  de  C.F.Gauss  [Digq.  >»)  n"  36;  Werke  1,  p.  26]  a,  dit-on, 
déjà  été  donnée  par  le  Chinois  Sun-tsè  (3*  siècle)  dans  son  Ta  yen  (c'est  à  dire 
grande  généralisation);  cf.  K,  L.Biei'natzki,  J.  reine  angew.  Math.  62  (1866),  p. 77; 
L.  Matthiessen,  id.  91  (1881),  p.  254;  Z.  Math.  Phys.  26,  hi8t.-lit.  Âbt.  (1881),  p.  33; 
«mais voir  anssi  H.  Cardier,  J.  asiatic.  Soc.  (2)  19(1887),  p.  368;  cf.  G.  Vaeca,h\\A. 
math.  (3)  2  (1901),  p*^  143.*  ^Sur  Thistoire  de  ce  théorème  chez  les  Arabes  et  en 
Europe  au  moyen  âge  voir  G.  Ene^irim  [Bibl.  math.  (3)  1  (1900),  p.  274];  M.  Curlse 
[Z.  Math.  Phys.  41  hist.-lit.  Abt.  (1896),  p.  81;  M.  Canior  [Vorles.  Gesch.  Math. 
(2«éd.)  1,  Leipzig  1894,  p.  643];  M.  Curtee  [Abh.  Gesch.  Math.  7  (1895),  p.  66] 
a  reproduit  un  énoncé  dn  théorème  général  d'après  on  manuscrit  allemand  du 
16»  siècle.  Voir  encore  L.  Euler,  Comm.  Acad.  Petrop.  7  (17MI/6),  éd.  1740,  p.  46 
^Kote  de  G.  Enestrôm).* 
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16  p.  Bachmann.    I  16.    Congruences.    E.  MaiUet. 

On  déduit  facilement  de  cette  notion  les  théorèmes  de  Fermât  et  de 
Wilson  et  ceux  relatifs  aux  résidus  quadratiques^^). 
La  solution  entière  de  Téquation  plus  générale 

est  encore  une  conséquence  des  notions  précédentes ''').    D'une  solution 
Ij  on  déduit  la  solution  générale  sous  la  forme 

^i  ==  !••  +  ccu^i  +  f^%ih  +  •  •  •  +  «,.-i,.-^«-i; 
où  «1,.,  c^^y .  .  .,  a,_i^i  sont  des  nombres  déterminés,  îs^y  z^y  .  .  .y  s^_^ 
des  entiers  indéterminés.  Dans  le  cas  où  c  et  a^^  ofg^  •  -  m  ^n  ^^^^  ^^^ 
nombres  naturels,  K,  Weihrauch  ^*)  a  donné,  pour  la  détermination  du 
nombre  fini  des  solutions  en  nombres  naturels,  une  formule  contenant 
comme  coefficients  les  nombres  de  BemouUi.     Pour  Téquation 

où  «1,  «jj  sont  premiers  entre  eux,    ce  nombre  est  | \  + y  où  y 

est  0  ou  1.") 

Pour  la  solution  en  nombres  entiers  d'un  système  d'équations  ou 
de  congruences  linéaires,  voir  (I  16). 

12.    Fraotions  partielles.    Fractions  décimales  périodiques.    Si 
n  '=  abc  .  .  .  est  une  décomposition  d'un  nombre  naturel  n  en  facteurs 
premiers  entre  eux  deux  à  deux,  la  fraction   irréductible  —  peut,  et 
cela  d'une  seule  manière,  être  mise  sous  la  forme 
«==fc+«+l  +  .r.  +  ..., 

n  '    o         6         c  ' 

où  h  est  un  nombre  entier  (positif,  nul,  ou  négatif)  et  a,  fi,  y, .  .  .  des 
nombres  naturels  respectiyement  plus  petits  que  a,  &,  c,  .  . .  ;  les 
fractions  —,?-;—,•••  sont  dites  frayions  partielles '^^)  de  -  • 

Si  un  nombre  naturel  n,  décomposé  en  ses  facteurs  premiers 
distincts  p,  q, .  .  . ,  est  n  =  p^^  . , . ,  la  fraction  irréductible  —  peut,  et 
cela  d'une  seule  manière,  être  mise  sous  la  forme 

72)  G,  Lejeune  Dirichlet,  Zahlenth.*),  p.  80;  E.  Schering,  Acta  math.  1 
(1882/3),  p.  168. 

73)  L.  Euler,  OpuBC.  analytica2,  St.  Pétersb.  1785,  p.  91  [1776];  Commentât. 
Arith.  2,  St.  Pétersb.  1840,  p.  99.  C.  G.  J.  Jacobi  a  donné  quatre  genres  de  solutions 
[J.  reine  angew.  Math.  69  (1868),  p.  1;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  866];  yoir  aussi 
la  simplification  et  l'extension  données  par  W.  F.  Meyer  [Verh.  des  ersten  intem. 
Math.-Kongr.  Zurich  1897,  publ.  par  F.  Eudio,  Leipzig  1898,  p.  168]. 

74)  Z.  Math.  Phys.  20  (1876),  p.  97,  112. 

76)  V,  A.  Lebesgue,  Exercices  d'Analyse  numérique,  Paris  1869,  p.  62; 
E.  Cesàro,  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1883),  mém.  n*»  6,  p.  276;  E.  Catalan,  id.  (2) 
12  (1885),  mém.  n°  2,  p.  23. 

76)  a  F.  Gau88,  Disq.**)  n*-  309/11;   Werke  1,  p.  380/1. 
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OÙ  i  est  un  nombre  entier  (positif  nnl,  on  négatif);  ac^, . .  .^  a^.i  des 
nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  plus  petits  que  p;  fi^f . .  .;/3».i  des 
nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  plus  petits  que  i]  •  -  -]  ^of  Po)  -  -  -  ^^ 
nombres  naturels  plus  petits  respectivement  que  p,  S; . . . 

Toute  fraction  irréductible  —  dont  le  dénominateur  ne  contient 

fi 

que  des  puissances  de  2  ou  de  5  donne  naissance  à  une  fraction  déci- 
male limitée  et  inversement;  si  n  »  2^5^,  le  nombre  des  chiffres  déci- 
maux du  nombre  décimal  est  le  plus  grand  des  deux  nombres  a,  /9. 
Si  a  est  impair,  le  nombre  obtenu  en  réduisant  —  en  fraction  déci- 
male est^  en  effaçant  la  virgule,  5^a;  si  a  est  premier  avec  5,  le  nombre  ob- 
tenu en  réduisant  --  en  fraction  décimale  est,  en  effaçant  la  virgule,  2^0. 

Toute  fraction  irréductible  —  dont  le  dénominateur  n  est  premier 

avec  2  et  avec  5  donne  naissance  à  une  fraction  décimale  périodique  simple 

et  inversement.     Toute  fraction  irréductible  —  dont  le  dénominateur 

n 

n  est  divisible  par  2  ou  5  et  par  un  autre  nombre  premier,  donne 
naissance  à  une  fraction  décimale  périodique  mixte  et  inversement. 

Soit  a   un  nombre  naturel  non  multiple  du  nombre  premier  p 
différent  de  2  et  de  5.    Si  l'on  réduit  en  fraction  décimale  la  fraction 

—  ,  on  obtient  une  fraction  décimale  périodique]  le  nombre  c  de  chif&es 

y 

(la  grandeur)  de  la  période  eqt  égal  à  l'exposant  auquel  10  apparHent 

relativement  à  pf*. 

Connaissant  les  parties  décimales  (mantisses)  des  fractions  par- 

tielles  d'une  fraction  —,   on  peut  obtenir  la  partie  décimale  de  —  • 

Si  n  «  2^b?Vy  où  v  >  1  ne  contient  ni  2  ni  5,  le  nombre  des  chiffires 

irréguUers  (c'est  à  dire  précédant  la  période)  de  la  fraction  périodique  mixte 

qui  représente  —  est  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  ck,  /9^'^).  Des 

propriétés  corrélatives  ont  été  indiquées  par  S,  Mord  et  A.  E.  PéUef^^)] 

J.Ch.Burckhardf^),  J. W.L.  Glaisher^),  O.Kessler^^)  donnent  lespériodes 

et  leur  grandeur  pour  une  suite  de  fractions  à  dénominateur  premier. 

77)  Disq.*0  ^"^  «l^V^;  Werke  1,  p.  88^8. 

78)  Nonv.  Ann.  maih.  (S)  10  (1871),  p.  89,  98. 

79)  Table  des  diviseurs  poux  tous  les  nombres  depuis  1  jusqu'à  8086000, 
Pans  1814/7. 

80)  Henry  Croodwyn'»  table  of  circles,  Froc.  Cambz.  philos.  Soc.  8  (1878/80), 
p.  186. 

81)  Periodenl&ngen  unendlicher  Decimalbzûche  .  .  . ,  Berlin  1896.    Au  si^et 

Saqyelop.  ûm  sci^nc.  m»tbta»t.    18.  % 
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Résidus  quadratiques. 

13.  Oongraenoes  du  second  degré.    La  congruence  générale  dn 
second  degré 

ax^  +  bx  +  c  =  0  (mod.  m) 

se  transforme^  par  la  substitution 

y  =  2ax  +  hy    b^  —  Aac^  n^,    4aw  — f^, 

en  une  congruence  binôme 

y^  =  ni  (mod.  fij). 

n  suffît  d'étudier  cette  congruence  binôme;  si  elle  n'a  pas  de  solution, 
la  congruence  en  x  n'en  a  pas  non  plus;  si  y  est  une  solution  de  la 
congruence   binôme^    on   est    ramené   à   résoudre   la    congruence   du 
^•premier  degré 

2ax  =  y  —  b  (mod.  f^) 

qui^  suivant  les  caS;  admet  0  ou  1  solution. 

Suivant  qu'une  congruence  binôme  y^  =  n  (mod.  /i)  est  possible 
ou  non,  on  dit  que  n  est  résidu  quadratique  ou  non-résidu  quadratique 
de  fi  [à  proprement  parler  résidu  on  non  résidu  d'un  carré,  par  rapport 
au  module  u]. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  fi  est  un  nombre  premier  p 
impair.  Si  n  est  multiple  de  py  la  congruence  binôme  est  vérifiée 
pour  tout  multiple  de  |>;  on  peut  donc  supposer  n  ei  p  premiers  entre 
eux.    Si  l'on  représente  alors,  avec  A,  M.  Legendre^^,  par 

[symbole  de  Legendrè\ 


© 


l'unité  positive  ou  négative,  suivant  que  n  est  résidu  ou  non-résidu 
quadratique  de  p,  on  a 


(|-)=«   '       {moLp) 


en  sorte  que  la  congruence  y*  =  n  (mod.  p)  est  possible,  ou  non,  sui- 

vaut   que   n  *     est   =  1   ou  —  1    (mod.  p)  [critère  d'-Bw/er]®') 
Si  n  =  t»!  (mod.  p\  on  a  manifestement 


{f)-&)i 


des  fractioxig  décimales  qui  représentent  des  fractions  ordinaires,  voir  aussi 
Th.  Schrôder,  Progr.  Ansbach,   1872;   J.  Hartmann,  Progr.  Rinteln^  1872. 

82)  Essai  sur  la  théorie  des  nombres  *),  (1*  éd.)  Paris  an  VI,  p.  186. 

88)  L.  Euler,  Opusc.  analytica  1,  St.  Pétersb.  1788,  p.  242,  268  [1778]; 
Commentât.  Arith.  2,  Si  Pétersb.  1849,  p.  1, 18. 
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18.  Congraences  du  second  degré.     14.  Loi  de  réciprocité.  19 

si  n  =  n^n^  •  •  •  it^,  on  a,  d'après  le  critère  dfJEuler, 

en  sorte  que  la  congraence  y^^n  (mod.  p)  est  possible,  ou  non^ 
Buiyaiit  que  parmi  les  facteurs  de  n^  il  y  a  un  nombre  pair  ou  impair  de 
non-résidus  quadratiques  de  p. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  général  où  ft  est. un  nombre 
composé;  soient  alors  Pi,  p^,  •  -j  Pk  1®^  facteurs  premiers  impairs 
inégaux  de  fi  et  soit 

Pour  qu'un  nombre  n,  premier  relatif  à  i^y  soit  résidu  quadratique 
de  fi  y  'û  faut  et  il  suffit^    quand  a  =  0  ou  1,    que  [— j  ==  +  1    pour 

t  »  1;  2, . . .,  X;;  quand  tt»2,  qu'en  outre  n  =  l  (mod. 4);  quand  a>2j 
qu'en  outre  n  =  1  (mod.  8).  Si  n  est  résidu  quadratique  de  fi^  le 
nombre  des  solutions  de  la  congruence  y'  =  n  (mod.  /it)  est  2*  quand 
«  =  0  ou  1,  2*+^  quand  c  =  2,  2*+»  quand  c>2. 

14.  Loi  de  réoiprooité  des  résiduB  quadratiques.  Belations  oom- 
plémentaires.  Lorsque  n  est  un  nombre  donné  (positif  ou  négatif), 
il  importe  souvent  de  pouvoir  discerner  les  nombres  naturels  {k  dont 
n  est  résidu  quadratique,  de  ceux  dont  n  est  novHrésidu  quadratique. 
D'après  ce  qui  précède,  on  peut  se  contenter  d'envisager  le  cas  où  {k 
est  un  nombre  premier  impair  py  et,  dans  ce  cas,  le  problème  se 
ramène  aux  trois  problèmes  suivants: 

1^)  Discerner  les  nombres  p  pour  lesquels  —  1  est  résidu  de  ceux 
pour  lesquels  —  1  est  nofHrésidu  quadratique. 

2')  Discerner  les  nombres  p  pour  lesquels  2  est  résidu  de  ceux 
pour  lesquels  2  est  ^ton-résidu  quadratique. 

3°)  Discerner  les  nombres  p  pour  lesquels  un  nombre  premier 
impair  donné  q  est  résidu  de  ceux  pour  lesquels  q  est  non-résidu 
quadratique. 

La  solution  des  deux  premiers  problèmes  est  donnée  par  les  rela- 
tions dites  complémentaires^) 

84)  P.  de  Fermât  a  connu  le  caractère  quadratique  de  —  1  et  au  moins 
partiellement  celui  de  2  [Lettres  de  P.  de  Fermât  à  Griles  Personier  dit  BohervcU 
(août  1640)  et  de  B.  Frenicle  de  Bessy  à  P.  de  Fermai  (2  août  1641);  Œuvres  *")  2, 
p.  204,  281].  L.  Eider  a  démontré  [Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1764/6),  éd.  1760, 
p.  8  [1761];  18  (1778),  éd.  1774,  p.  86  [1772];  Opusc.  analytica  1,  St.  Pétersb.  1788, 
p.  64  [1772?];  Commentât.  Arith.  1,  St.  Pétersb.  1849,  p.  210,  477,  616]  le  théo- 
lème  qn'ezprime  la  première  des  deux  relations  complémentaires;  /.  X.  Lagrange 
a  démontré  le  théorème  qu'exprime  la  seconde  [Notiv.  Mém.  Acad.  Berlin  6  (1776), 

2* 
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la  possibilité  de  résoudre  le  troisième  résulte  des  mêmes  relations  et 
de  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre: 

(f)(î)-(-')'"^'"^^ 

au  moyen  de  ces  relations  on  peut;  en  effet,  ramener  la  recherche 
d'un  symbole  donné  (— j  à  celle  dW  symbole  analogue  dans  lequel 
les  deux  termes  ont  des  valeurs  plus  petites  que  dans  le  symbole  donné. 

16.  Loi  dé  réoiprooité  généraliBée.     Si  (i  est  un  nombre  impair 
quelconque,  décomposé  en  facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux, 

et  n  un  nombre  premier  avec  ft,  on  désigne,  avec  C  O,  J.  Jacobi^), 
par  (— j  le  produit 

Lorsque  (—\  «-  —  1,  la  coi^ruence  rc^  =  n  (mod.  fi)  est  impossible; 

mais  lorsque  (— j  »  +  1;  elle  n'est  pas  toujours  possible. 
On  pose  aussi 

Le   symbole  de  Jombi  vérifie  les  relations  (— j  =  (— j  si  n^n^ 

(mod.  ^i);   (— j  y—\  «=  / j,  si  n  et  ft^  ainsi  que  n  et  f^  sont  premiers 

entre  eux,  ^^  et  f^  étant  impairs;  (  — )  =  (— )  (—h  ^in^n^n^^  n^  et  fi 

étant  premiers  entre  eux,  ainsi  que  n^  et  \k. 

On   en   déduit  les   rdeUions  complémentaires  pour   tout   nombre 

et  la  loi  de  réciprocité  étendue  à  deux  entiers  impairs  quelconques  fi,  v^ 
premiers  entre  eux,  dont  l'un  au  moins  est  positif. 


(^)  (7) -(-')' 


éd.  1777,  p.  851;  Œuvres  8,  Paris  1869,  p.  790];  voir  aussi  pour  les  deux  rela- 
tions complémentaires  C.  F.  Gauas,  Disq.*')  n<»  108/16;  Werke  1,  p.  8^8. 

85)  Ber.  Akad.  Berlin  1887,  p.  136;  J.  reine  angew.  Math.  30  (1846),  p.  178 
Werke  6«  Berlin  1891,  p.  862. 
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Les  règles  dont  on  se  sert  pour  la  détermination  de  (-  j  reposent 
sur  la  considération  soit  d'algorithmes  analogues  à  celui  XEudide^ 
soit  de  déyeloppements  en  fractions  continues.  La  première  de  ces 
règles  fut  donnée  par  C.  F,  Grouss^:  il  Ta  basée  sur  l'algorithme 
SEudide  et  les  propriétés  de  l'expression  qu'il  a  désignée  par  ç)(m,  n). 

Chr.  Zdler  ^'^\  qui  simplifie  cette  règle  de  Gauss,  part  cependant 
comme  C.  F,  Oauss  d'un  algorithme  à  restes  nécessairement  positifs. 

E.  Schering^  se  débarrasse  de  cette  restriction  et  parvient  à  un 
procédé  plus  général,  basé  sur  la  détermination  du  nombre  des  râleurs 
positives  ou  négatives  que  prend  l'algorithme  F(ji,  Vy .  . ,)  qu'il  en- 
visage [fonction  de  Sdiering']  quand  (i,  v, . . .  restent  compris  entre 
certaines  bornes. 

Une  autre  règle  a  été  donnée  par  6r.  Eisenstein^)  d'autres  encore, 
basées  sur  la  considération  des  fractions  continues,  par  L.  Gegenbauer^) 
et  L.  Kronecker^^). 

16.  Démonstrations  de  Is  loi  de  réciprocité.  C'est  L.  Euler^) 
qui  a  découvert  empiriquement  Ia  loi  de  réciprocité  de  Legendre  pour 
les  nombres  premiers,  mais  c'est  A.  M.  Legendre  qui  lui  a  donné  la 
forme  précitée  et  en  a  indiqué  une  première  démonstration  **);  complète 
au  moins  pour  le  cas  où  |7  et  g  ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme 
Ah  +  l.»*) 

C,  F.  Gauss  a  donné  sq^  démonstrations  de  ce  théorème  (qu'il  appe- 


86)  Commentât.  Soc.  Gott.  récent.  4  (1816/8),  math.  p.  17;  Werke  2,  Q6U. 
1876,  p.  61  et  Buiv. 

87)  Nachr.  Ges.  GGtt.  1879,  p.  197. 

88)  Abh.  Ges.  GOtt.  24  (1879),  math.  mém.  n«  2;  C.  R.  Acad.  se.  Paris  88 
(1879),  p.  1073;  Nachr.  Ges.  Gôtt.  1879,  p.  217;  Werke,  pnbl.  par  R.  Hauêêner  et 
K.  Sdiering  1,  Berlin  1902,  p.  331,  887,  341. 

89)  G.  Eiaenstein,  J.  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  317;  V.  A.  Lebesgue, 
J.  math,  pures  appl.  (1)  12  (1847),  p.  497. 

90)  X.  Gegenbauer,  Sitasgsb.  Akad.  Wien  82  H,  1880,  p.  931  ;  84  H,  1881,  p.  1089. 

91)  L.  Kronecker,  Sitzgab.  Akad.  Berlin  1884,  p.  630;  Werke  2,  Leipzig  1897, 
p.  613;  J.  J,  Sylvester,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  90  (1880),  p.  1063;  voir  encore 
G.  Heinite,  Diss.  Gôttingne  1893. 

92)  L.IMer,  Opusc.  analytica  1,  SiPétersh.  1783,  p.  84  [1772?];  Commentai 
Arith.  1,  St.  Pétersb.  1849,  p.  486. 

93)  A.  M.  Legendre,  Hist.  Acad.  se.  Paris  1786,  M.  p.  616;  Essai  snr  la 
théorie  des  nombres"),  Paris  an  Yl,  p.  186;  (3*  éd.)  1,  p.  230. 

94)  Voir  à  ce  sig^t,  L  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1876,  p.  267; 
Werke  2,  Leipzig  1897,  p.  3;  trad.  italienne  par  A.  Sparaçna,  Bnll.  bibl.  storia 
mai  18  (1886),  p.  241^.  Voir  aussi  Th,  Pépin,  Memorie  Accad.  pontif.  Nnovi 
Lmeeî  16  (1899),  p.  229/76. 


Digitized  by  VjOOQIC 


22  P-  Bachmaim^    I  15.   Béflidiu  qnadraidqTieB.    E.  Maillet 

lait  thearema  fundamenialé).  La  première^),  simplifiée  par  G.Lejeune 
Diriehlety  est  une  démonstration  par  indnction  et  s'appuie  sur  ce  lemme: 
Pour  tout  nombre  premier  p  =  1  (mod.  8),  il  y  a  un  nombre  premier 
plus  petit  dont  p  est  non-résidu  quadratique*^). 

La  seconde  démonstration*^)  repose  sur  la  théorie  des  formes 
quadratiques^  la  quatrième  et  la  sixième*^  sur  la  théorie  de  la  divi- 
sion de  la  circonférence,  la  septième**)  sur  la  théorie  des  congruences 
de  degré  supérieur ,  la  troisième  et  la  cinquième  ^^)  sur  le  lemme  de 

Voici  ce  lemme:  Si  p  est  un  nombre  premier  impair  et  g  un 
nombre  naturel  non  divisible  par  _p  et  si  /t  est  le  nombre  de  ceux  des 
résidus  des  nombres  __ 

1-î,  2.3,  ...,  ^T~^      (mod.i)) 

compris  entre  ""  "f"  ®t    2    ^^  ^^^^  négatifs,  on  a 

E.  Schering  a  démontré  la  même  proposition  quand  p  et  9  sont 
deux  nombres  impairs  positifs  quelconques  premiers  entre  eux.  Il  a 
aussi  montré  que  l'on  a^®*) 

96)  C.  F.  Gauss,  Diaq.  ")  n~  181/61;  Werke  1,  p.  99/118. 

96)  C'est  sur  le  même  théorème  que  repose  la  démonstration  de  L.  Kronecker, 
Monatsb.  Akad.  Berlin  1876,  p.  831;  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1884,  p.  619;  Werke  2, 
Leipzig  1897,  p.  13,  499;  cf  M.  Schaar,  Bull.  Acad.  Bruxelles  141  (1847),  mëm. 
D?  1,  p.  79. 

97)  a  F.  QausSy  Disq.  ")  n°  262;  Werke  1,  p.  292. 

98)  Commentât.  Soc.  Gott.  récent.  1  (1808/11),  math.  mém.  n^"  2  [1808];  4 
(1816/8),  math.  p.  9;  Werke  2,  G5tt.  1876,  p.  11,  66. 

99)  Œuvres  posth.  (Nachlass);  Werke  2,  Gm.  1876,  p.  234. 

100)  Commentât.  Soc.  Gott.  16  (1804/8),  math.  p.  69  [1808];  Commentât.  Soc. 
Gott.  récent.  4  (1816/8),  math.  p.  6;  Werke  2,  G^Jtt.  1876,  p.  3,  61. 

101)  Une  généralisation  du  lemme  de  Gauss  a  été  donnée  par  P.  Gazzaniga 
[Atti  Ist.  Veneto  (6)  4 II  (1885/6),  p.  1271]. 

102)  Monatsb.  Berlin  1876,  p.  330;  Werke ••)  1,  p.  186;  voir  aussi  '»).  On 
doit  à  jR.  Lipschite  une  démonslaration  de  la  généralisation  du  lemme  de  Gauss 
[C.  R.  Acad.  se.  Paris  108  (1889),  p.  489];  voir  aussi  M.  ManâX,  Quart.  J.  pure 
appl.  math.  26  (1891),  p.  227.  Au  lieu  de  cette  expression  algébrique,  G.  Eisen- 
stein  [J.  reine  angew.  Math.  29  (1846),  p.  177]  a  employé,  pour  p  premier  impair, 
Tezpression  transcendante 

A=^*    .    2hqn 
X    sm — ^^ 


(i)-n 


.    2^«  ' 

*«i       sm 

P 

voir  aussi,  dans  le  même  ordre  d'idées,  /.  lAouviUe,  J.  ma^.  pures  appl.  (1)  12 

(1847),  p.  96;  C.  R.  Acad.  se.  Paris  24  (1847),  p.  677. 
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si  R(x)  ^  X  —  [x  +  ^]  ©flt  la  différence  entre  x  et  le  nombre  entier 
le  plus  Toisin^  et  si  Ton  désigne^  avec  X.  Kranecker,  par  sgn  x^  rimité 
prise  avec  le  signe  de  x. 

Presque  toutes  les  autres  démonstrations  rentrent  dans  les  mêmes 
catégories.  0.  Baumgari  ^^^)  a  classé  d'une  manière  systématique  celles 
que  Ton  connaissait  en  1885.  Parmi  les  démonstrations  ultérieures^^) 
de  la  dernière  catégorie,  il  faut  signaler  particulièrement  celles  de 
H.  Schmidt  et  de  G,  Zoloiarev  ^^).  Cette  dernière  se  distingue  par 
le  principe  sur  lequel  elle  repose:  p  et  g  désignant  deux  nombres 
premiers,  on  a  f— J  =  +  1  ou  —  1,  suiyant  que  la  suite  des  résidus 

des  nombres 

1-g,  2q,  ...,  (p-l)g       {moA.p) 

se  déduit  de  la  suite  1,  2,  . . . ,  j)  —  1  par  un  nombre  pair  ou  impair 
de  dérangements.  M.  Lerch^^)  a  étendu  cette  proposition  au  cas  de 
deux  nombres  composés  p,  q. 

D'après  E.  Busche^^),  quand  p  et  q  désignent  deux  nombres 
premiers,  on  a  (— j  =-  +  1  ou  —  1,  suivant  que  le  nombre  des  produits 

1    ^     9    JL  Pszl     « 


2  '  '2  2 


103)  Z.  Math.  Phjs.  80,  hist.-lit.  Abt.  (1886),  p.  169;  Ûber  das  qnadratische 
BeziprozitiltBgesetz,  Leipzig  1886;  voir  anssi  P.  Badimann,  Niedere  Zahlenth.  ^'^)  1, 
p.  208. 

104)  Voir  entre  autres  A.S.Bang,  Njt  TidsBkrift  mat.  6B  (1894),  p.  92; 
V.Buntakovskij,  Bull.  Acad.  Pétersb.  (8)  14  (1870),  col.  482  [1869];  22  (1877), 
col.  368  [1876];  Mélanges  math.  astr.  Pétersb.  4  (1867/72),  p.  627;  6  (1874/81),  p.  861  ; 

F.  Franklin,  Messenger  math.  (2)  19  (1889/90),  p.  176;  /.  C.  Fûlds,  Amer.  J.  math. 
13  (1891),  p.  189;  3f.  Lerch,  Jomal  sciencias  math.  astr.  (Coïmbre)  8  (1887),  p.  187; 
id.  16(1904),  p.  97;  Sitzgsb.  bôhm.  Ges.  Prag  1908,  mém.  n»  8;  J.  Hermès,  Axchiv 
Math.  Phys.  (2)  5  (1887),  p.  190;  E.  Lucas,  Bull.  Acad.  Pétersb.  (4)  1  (1890), 
p.  496/6;  Mélanges  math.  astr.  Pétersb.  7  (1891/4),  p.  66/6;  Ass.  fr.  avanc.  se.  19 
(Limoges)  1890\  p.  147;  voir  encore  A.  Matrot,  id.  19,  (Limoges)  1890*,  p.  79,82. 

106)  H.  Schmidt,  J.  reine  angew.  Math.  111  (1893),  p.  107;  G.  Zolotarev, 
Nour.  Ann.  math.  (2)  11  (1872),  p.  864. 

106)  Rozprayy  èeské  Akad.  6  (1896)11,  mém.  n"*  17;  Acad.  Fr.  J.  I,  Bull, 
intem.  (Prague)  8  (1896),  p.  84. 

107)  J.  reine  angew.  Math.  108  (1888),  p.  118;  Mitth.  math.  Ges.  Hamburg 
8  (1891/1900),   p.  283  [1896],   démonstration  géométrique   analogue  à  celle  de 

G.  Eisenstein  [J.  reine  angew.  Math.  28  (1844),  p.  246].  Cf.  encore  /.  Lange,  Ber. 
Ges.  Lpz.  48,  (1896),  math.  p.  629;  49  (1897),  math.  p.  607;  T.  Tagaki,  Tokyo 
Sugaku-Butorigaku  kiji-Gaiyô  2  (1908/6),  p.  74/78  [1908]. 
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compris  entre  un  multiple  impair  de  ^  ^^  1^  multiple  pair  suivant 
de  Y  9  ^  P^  ^^  impair. 

En  s'appuyant  sur  les  propriétés  de  la  fonction  [x],  L.  Kronecker  a 
cherché  dans  plusieurs  mémoires  à  obtenir  une  démonstration  de  la 
loi  de  réciprocité  aussi  directe  que  possible.    Chacune  des  deux  formules 

\p}        «"iiU       P)'  A-l,2,...,i(„-l)\ 

(f)-«^IJ(M)(}+M)>    ^-M,-,i(.-i)^ 

auxquelles  il  est  parvenu  sans  faire  usage  d'aucun  artifice,  entraine  la 
loi  de  réciprocité*^®).  Dans  ses  travaux  ultérieurs*^*),  il  a  établi  le 
rapport  de  ses  recherches  avec  celles  de  A,  Genocchi  **^)  et  de  E,  Schering  ***). 
Les  démonstrations  de  ces  derniers,  identiques  au  fond,  et  la  cinquième 
démonstration  de  C.  JP.  Gauss  peuvent  être  regardées  comme  une  trans- 
formation logarithmique  de  la  troisième  démonstration  de  C.  F.  Qauss 
simplifiée  par  L.  Kronecker. 

D'autre  part,  E.  Schering^^^  a  fait  ressortir  que  toutes  ces  démon- 
strations, ainsi  que  la  démonstration  géométrique  de  6r.  Eisenstein,  re- 
viennent à  l'évaluation  du  nombre  des  solutions  de  congruences  liné- 
aires  et  bilinéaîres.     Déjà  A,  Genocchi  avait  remarqué  les  relations 


m-i^X'^Mj-i)) 


d'où  résulte  immédiatement  celle  de  X  Hacks  *^') 

108)  L.  Kronecker,  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1884,  p.  519,  645;  Werke  2, 
Leipzig  1897,  p.  499,  529. 

109)  L.  Kronecker,  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1885,  p.  888,  1045;  J.  reine  angew. 
Math.  104(1889),  p.  348;  Werke  B\  Leipzig  1899,  p.  113,  189. 

110)  A.  Genocchi,  Mém.  conronnés  et  sav.  étr.  Acad.  Bnixelles  in  4^,  25 
(1851/8),  éd.  1854,  mém.  n°  2,  p.  49/52;  C.  R.  Acad.  bo.  Parie  90  (1880),  p.  800; 
voir  ansBi  id.  101  (1885),  p.  425. 

111)  E.  Schering,  Nachr.  Gea.  GOttingen  1879,  p.  217;  C.  E.  Acad.  bo.  Paris 
88  (1879),  p.  1073/5;  Werke")  1,  p.  381,  887;  voir  encore  /.  Hacks,  Actamath.  12 
(1888/9),  p.  109. 

112)  E.  Schering^*);  Acta  math.  1  (1882/3),  p.  158;  Werke •«)  2  (boub  presse). 
118)  J.  Hacks^^y,  E.  Busche,  Diss.  Gôttingen  1883. 
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M.  A.  Stem  a  indiqué  des  relations  analogues  ^^^). 

On  doit  à  L,  Kronecker^^^)  une  démonstration  de  la  loi  de  récipro- 
cité reposant  sur  l'identification  des  deux  déterminations  différentes 
des  nombres  premiers  pour  lesquels  la  congruence  F(x)  =  0  (mod._p) 
admet  des  racines,  -^C^)  désignant  le  premier  membre  d'une  équation 
abélienne,  à  module  singulier,  F{x)  =  0.  Th.  Pépin  *^®)  a  donné  une 
démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  reposant  sur  la  composition 
des  formes.  Voir  aussi  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  de 
E.  Busche^^'^  et  ceUe  de  W,  Scheibner^^^). 

17.  Propriétés  des  résidus  quadratiques.  On  appelle  diriseurs 
d'une  forme  f{x)  les  diriseurs  des  nombres  qu'on  obtient  en  rem- 
plaçant successivement  x  par  tous  les  nombres  entiers.  Les  diviseurs 
m  d'une  forme  x'  —  n,  où  n  est  un  entier  quelconque  positif  ou 
négatif,  sont  donc  les  modules  m  pour  lesquels  la  congruence 

a;*  —  w  =  0     (mod.  m) 

est  possible.  Pour  chacun  de  ces  modules  m  on  a  (— j  =  +  l.  La 
détermination  des  diviseurs  m  d'une  forme  donnée  x^  —  n  peut  donc 
être  rattachée  à  celle  des  nombres  m  dont  n  est  résidu  quadratique 
(n«  13). 

Si  n  n'est  divisible  par  aucun  carré,  on  peut  écrire  n  —  ±  2"  •  ft 
où  fi  est  positif  et  impair  et  ne  contient  que  des  facteurs  inégaux  et  où 
V  est  soit  0  soit  1;  pour  tout  nombre  naturel  m  premier  à  2  n,  on  a 
k  relation  de  G.  Lacune  DiricMet 

m-l     m«-l 

dans  laquelle  8  doit  être  remplacé  par  +  1  ou  —  1  suivant  que  ±  ^ 

est  ^  1  ou  3  (mod.  4),  et  £  par  -f  1  ou  —  1  suivant  que  v  =>  0  ou  1. 

Tous   les   nombres   naturels   m   pour  lesquels  on   a  (— j  «  +  1 

114)  J.  reine  angew.  Math.  106  (1890),  p.  887. 

116)  Monatsb.  Alad.  Berlin  1880,  p.  404;  Worke  2,  Berlin  1897,  p.  97. 

116)  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  48  (1889/90),  p.  192;  61  (1897/8),  p.  128; 
Mem.  Accad.  pontif.  Nnovi  Lincei  16  (1899),  p.  229/276. 

117)  J.  reine  angew.  Math.  106  (1890),  p.  66;  cf.  Encyclopédie,  éd.  fran- 
çaise I  17. 

118)  Abh.  Gw.  Lps.  math.  26  (1899),  p.  869/410  (mém.  n^  6,  éd.  1900). 
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sont  contenus  dans  ^<p{(i)  progressions  arithmétiques  2nz  -\-  a  quand 
J  =x.  £=:-}-  1  et  dans  ^9(/*)  progressions  arithmétiques  A^nz  +  a  dans 
les  autres  cas^^^).  Tous  les  nombres  naturels  m  pour  lesquels  on  a 
(—1  —  — -  1  sont  de  même  contenus  dans  4-<p(/tt)  progressions  arithméti- 
ques 2nz  +  b  quand  d==£==  +  l  et  dans  ^9?(ft)  progressions  arith- 
métiques 4nz  +  b  dans  les  autres  cas. 

Des  formules  de  G.Lejeune  DiricidetÇL  16)  pour  le  nombre  de  classes 
de  formes  quadratiques  ax^  +  2bxy  +  cy^  résultent  des  propriétés  des 
résidus  et  non-résidus  quadratiques  entre  certaines  limites.  Ainsi  pour 
les  nombres  premiers  |)  =  3  (mod.  4),  le  nombre  des  résidus  quadra- 
tiques a  est  plus  grand  que  celui  des  non-résidus  b  dans  Tinterralle 
de  0  à  Y  )  P^^r  <^s  mêmes  nombres  premiers  =  3  (mod.  4)  on  a,  entre 
0  et  py  Sa  <  2Jb.  M,  A.  Stem  ^**)  a  trouvé  2Jb  <  2 Sa  pour  les  nombres 
premiers  =3  (mod.  8)  et  276  <  327a  pour  les  nombres  premiers 
=  7  (mod.  8)  entre  les  mêmes  limites  0  et  p. 

D'après  JR.  Gôtting  ^**)  on  a,  pour  les  nombres  premiers  =  3  (mod.  8), 
autant  de  résidus  quadratiques  que  de  non-résidus  entre  0  et  ~  ;  pour 
les  nombres  premiers  =  7  (mod.  8),  on  a  autant  de  résidus  quadrati- 
ques que  de  non-résidus  entre  4"  ®^  o  •  -Zlf.  -4.  Siem  a  donné  d'autres 
théorèmes  analogues:  pour  les  nombres  premiers  =1  (mod.  8)  par  ex.,  on 
a  entre  0  et  y  plus  de  résidus  quadratiques  pairs  que  de  résidus 
impairs;  c'est  l'inverse  pour  les  nombres  premiers  =  5  (mod.  8). 

En  dehors  des  résidus  quadratiques,  M,A,Siem^^^  a  étudié  les  résidus 
(mod.p)  des  nombres  triangulaires  et  bitriangulaires,  c'est-à-dire  les  résidus 
(mod.  p)  des  nombres  ^x(x-\-V)  et  x{x-\-\).  Un  nombre  naturel  n 
qui  n'est  pas  de  la  forme  i(p^—  1)  est  résidu  triangulaire  ou  non- 
résidu,  suivant  que  8w-f  1  est  résidu  ou  non-résidu  quadratique; 
\{p^  —  1)  a  même  caractère  triangulaire  et  quadratique. 

M,  A.  Stem  donne  encore  des  théorèmes  concernant  d'une  part  les 
sommes  des  résidus  et  non-résidus  quadratiques,  d'autre  part  les  sommes 
des  résidus  et  non-résidus  triangulaires  et  bitriangulaires,  ainsi  que  le 
nombre  des  uns  et  des  autres  entre  certaines  limites.  On  en  conclut 
le  théorème  de  O.Eisenstein  ^*^):  Si  g  est  une  racine  primitive  d'un  nombre 

119)  a  F.  Gau88,  Digq.  ")  n»- 147/9;  Werke  1,  p.  llS/6. 

120)  J.  reine  angew.  Math.  71  (1870),  p.  137. 

121)  id.  70  (1869),  p.  363;  cf.  F.  A,  Lebesgtte,  J.  math,  pures  appl.  (1)  7 
(1842),  p.  137;  voir  aussi  C.  F.  Gauss  (mém.  posth.)  Werke  2,  GOttingue  1876, 
p.  269  [1834];  L.  Karpinski,  Diss.  Strasbourg  1903. 

122)  J.  reine  angew.  Math.  69  (1868),  p.  870. 
}28)  id.  27  (1844),  p.  283. 
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premier  j)  =  1  (mod.  4),  et  si  a,  fe,  c,  d  indiquent  combien  paxmi  les 
p  —  2  premiers  nombres  triangulaires  (ou  bitriangulaires)  il  y  en  a 
qui   ont   des   indices   (relativement   à  g)  respectivement  ==  0,  1,  2,  3 

(mod.  4);  on  a 

(a_c)»  +  (fe-d)««p. 


Eqnations  indéterminées  de  degré  >  1. 

18.  Equations  quadratiques  indéterminées.  La  théorie  des 
formes  étudie  les  solutions  entières  des  équations  i^idéterminées  de 
degré  supérieur;  ainsi  la  théorie  des  formes  binaires  quadratiques 
donne  les  solutions  entières  de  Téquation  générale  à  deux  indéter- 
minées (cf.  1 16),  en  particulier  celle  de  Y  équation  de  ^Fermât  ^^)  dite 
improprement  équation  de*  Pell 

a^  -  Dy»  =  ±  1. 

Mais  bien  des  équations  ou  des  systèmes  d'équations  indéterminées 
ont  été  traités  par  des  procédés  particuliers  qui,  basés  le  plus  souvent 
sur  des  identités,  ont,  ou  bien  montré  leur  impossibilité,  ou  bien 
ioumi  le  moyen  de  déduire  d'une  solution  une  autre  solution. 

Exemple  a).  La  détermination  des  triangles  rationnels,  c'est  à  dire 
des  triangles  dont  les  côtés  et  la  surface  sont  rationnels,  revient  à 
la  détermination  des  triangles  rectangles  en  nombres  (appelés  parfois 
aussi  triangles  pythagoriques),  pour  lesquels 

a;»  4-  y»  =  z^. 

Les  nombres  entiers  Xj  y,  Zy   vérifiant  cette  relation,  sans  avoir 

aucun  diviseur  commun,  fournissent  les  solutions  primitives.   Ex:  3,  4,  5. 

Pythagore^^^)  avait  déjà  donné  une   règle  pour  trouver  de  tels 


124)  J\  faut  dire  avec  H.  Konen  [Geschichte  der  Gleichung  <»— Dt«*  =  l, 
Leipzig  1901,  p.  83]  équcUion  de  Fermât  et  non  pas  comme  on  le  dit  encore  trop 
souvent  équation  de  Pell.  Ce  dernier  nom  provient  d'une  confusion  qu'a  faite 
L.  EuUr  [voir  par  ex.  Novi  Gomm.  Acad.  Fetrop.  11  (1766),  p.  28  [1759];  Commentât. 
Aiith.l,  S*  Pétersb.  1849,  p.  316];  J.  Pell  n'a  jamais  parlé  du  problème  en  question 
[cf.  G.  Enestrôm,  Bibl.  math.  (3)  3  (1902),  p.  204;  P.  Tannery,  Bull.  se.  math.  (2) 
27  (1903),  p.  47]* 

125)  «n  représentait  le  plus  petit  x  des  deux  côtés  de  Tangle  droit  par  un 
nombre  impair  quelconque  2^4-  1  et  prenait  ensuite  pour  le  plus  grand  y  des 
deux  côtés  de  l'angle  droit  le  nombre  y  «=  ^  (a:»  —  1)  et  pour  l'hypoténuse  z  le 
nombre  irs«y-fl  =  2a'-f2a  +  l  [cf.  Procli  Diadochi  in  primum  Ëuolidis  ele- 
mentorum  librum  commentarii  (5*  siècle)  ;  éd.  G,  Friedlein,  Leipzig  1873,  p.  428] 
(Note  de  P.  Tannery).* 


Digitized  by  VjOOQIC 


28  P-  Bœhmann,    I  16.   Equations  indéteiminëes.    E.  Maillet. 

nombres;  Platoti^^^)  en  avait  donné  une  autre;  ^Eudide^^)  avait  géné- 
ralisé ces  règles  particulières;  de  même  Diophante^*^)  qui  indique  la 
solution 

où  my  n  sont  des   nombres   naturels  distincts  tels  que  m'  soit  plus 
grand  que  n\    Le  triangle  est  primitif  si  m  et  n  sont  premiers  entre 
eux  et  de  parité  différente.*  La  connaissance  des  mêmes  relations  est 
supposée  par  Brahmagupta^^)  au  7®  siècle  de  notre  ère. 
Pour  les  triangles  pythagoriques,  on  a***) 
x^d(2n  +  d),    y=-2n(n  +  d),    ;8r  =  y  +  ^*  =  a?  +  2n», 
où  d  est  impair.    A  chaque  valeur  de  d  correspond  un  complexe  par- 
ticulier; la  règle  de  Pythagare  donne  le  premier  complexe  (celui  pour 
lequel  d»  1);  la  règle  de  Platon  donne  les  premiers  triangles  (ceux 
pour  lesquels  n  =  1)  de  tous  les  complexes  ^et  aussi  les  doubles  des 
triangles  du  premier  complexe.*     Par  adjonction  et  superposition  de 
triangles   pythagoriques^    on   trouve    tous   les   triangles    obliquangles 
rationnels.    ^P,  de  Fermât  *'^)  a  montré  que  Taire  d*un  triangle  rectangle 
en  nombres  ne  peut  être  un  carré.* 

126)  ^n  représentait  x  par   nn  nombre   pair  quelconque  2a,   et  prenait' 
ensuite   y«a*— 1   et  xr=a»+l    [cf.    iVocW  . . .  comm.  *"),  p.  428/9]   (Note  de 
P.  Tanneryy 

127)  ^Euclide  [Elementa,  livre  10,  prop.  29,  lemme  1;  Opéra,  éd.  J.L.Hei- 
berg  8,  Leipzig  1886,  p.  80]  donne  une  solution  équivalente  à 

««ajîy,      y-i(a|3«--ay«),      «  =  i(aP»-f  «y»), 
(les  longueurs   AB,  BF  du  texte   à'Euclide  étant  prises   égales  à  a^',  a  y*) 
(Note  de  P.  Tannery)* 

128)  ^Opera,  éd.  P.  Tannery  1,  Leipzig  1899,  p.  90/92.    Diophante  y  pose, 

en  se  donnant  jt, 

2Zg  (X«  —  l)g 

ou,  comme  Z  est  un  nombre  rationnel,  soit  — , 

fi 

2mna  {m*  —  n*)a 

mais  généralement  (id.  p.  186,  en  note)  il  entend  par  triangle  rectangle  en 
nombres  formé  des  deux  nombres  m  et  n,  le  triangle  x^  y,  m  défini  par  les  rela- 
tions données  dans  le  texte  (Note  de  P.  Tannery).* 

129)  «Brâhma-sphuta-siddhftnda;  trad.  H.  T.  Coîebrooke,  Alg.  witb  Arith., 
Londres  1817,  p.  363/72  (Note  de  P.  Tannery).* 

180)  ^Cf.  T.  Fantet  de  Lagny,  Hist.  Acad.  se.  Paris  1729,  M.  p.  318.  Au 
sujet  des  triangles  pythagoriques  dont  les  longueurs  des  côtés  sont  respective- 
ment divisibles  par  8,  4,  6,  voir  encore  B.  Frenicîe  de  Besey,  Mém.  Acad.  se. 
Paris  1666/99,  6,  éd.  1729,  p.  127  [1676].* 

181)  ^P.  de  Fermai,  Observations  sur  Diophante;   Œuvres,  éd.  Ch.  Henry 
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KBoth^  a  publié  une  étude  systématique  des  triangles  ration- 
nels; iZ.  Hqppe^^  a  indiqué  les  triangles  rationnels  dont  les  côtés  sont 
trois  nombres  naturels  consécutifs.  Th,  Pépin  "*)  a  publié  une  note 
et  des  notices  historiques  sur  quelques  questions  concernant  les  triangles 
rationnels. 

A  ces  notions  sont  liés  intimement  les  nombres  n  pour  lesquels 
les  deux  équations 

sont  possibles  en  nombres  rationnels.  L'étude  de  ces  nombres  n  figure 
dans  des  écrits  de  Léonard  de  Pise  (Fibonacci)  qui  les  a  nommés 
,^umeri  congrui***");  elle  avait  déjà  été  abordée  par  les  Arabes; 
F.  Wopcke,  qui  a  traduit  deux  manuscrits  arabes  où  il  en  est  question  *'•), 
a  donné  diverses  formules  pour  leur  détermination;  A.  Genocchi  s'en 
est  aussi  occupé^*'). 

Bràhmagupta  avait  déjà  donné  le  moyen  de  former  des  quadrila- 
tères à  côtés  rationnels  et  diagonales  rationnelles;  ses  théorèmes^  diffi- 
ciles à  comprendre^  ont  été  éclaircis  par  M.Chasles^^):,  E.E.Kummer^^^), 
d'après  qui  le  problème  revient  à  la  considération  des  triangles  ration- 
nels^ le  ramène  plus  généralement  au  problème  suivant  de  L.Euier^*^): 
rendre  rationnelle  la  racine  carrée  d'une  fonction  entière  du  quatrième 
degré;  K.Schwering^^^)  a  donné  pour  la  recherche  des  tétraèdres,  dont 
les  arêtes  et  le  volume  sont  rationnels,  une  méthode  qui  conduit  en- 
core au  même  problème  de  L.  Euler. 


et  P.  Tannery,  1,  Paris  1891,   p.  840;  trad.  par  P.  Tawnery,  id.  3,  Paris  1896, 
p.  271.* 

132)  Archiv  Math.  Phja.  (1)  66  (1874),  p.  188  [1870]. 

133)  id.  (1)  64  (1879),  p.  441.  Voir  encore  Th.  Pépin,  Atti  Accad.  pontif. 
NaoTi  linoei  46  (1892/3),  p.  119. 

134)  Mem.  Accad.  pontif.  Nuoyi  Lincei  8  (1892),  p.  86.  Voir  encore  A.  Aubry, 
Mathesis  (3)  6  (1906),  p.  6. 

136)  Liber  qnadratovom,  écrit  en  1226  [ms.  bibl.  ambroisienne  Milan, 
fol.  27*;  Scritti  di  Leonardo  Pisano  pubb.  da  B.  Bùncompagni  2,  Rome  1862, 
p.  266]. 

136)  Ann.  mat.  pnra  appl.  (1)  3  (1860),  p.  206;  (1)  4  (1861),  p.  247. 

137)  Ann.  bc.  mat.  fis.  6  (1866),  p.  273/320. 

138)  Aperça  hist.,  Broxelles  1837;  2«  éd.  Paris  1876;  3«  éd.  Paris  1889 
(note  12),  p.  421;  «cf.  à  ce  siget  H,  G.  Zeuthen,  Bibl.  math.  (8)  6  (1904), 
p.  107.* 

139)  J.  reine  angew.  Math.  37  (1848),  p.  1. 

140)  Mém.  Acad.  Pétersb.  11  (1822),  (Snppl.  de  Y  ancienne  série),  éd.  1830, 
p.  69  [1780];  Commentai  Arith.  2,  St.  Pétersb.  1849,  p.  474. 

141)  J.  reine  angew.  Math.  116  (1896),  p.  301;  voir  encore  B.  Hoppe^  AzchiT 
Math.  Phys.  (1)  61  (1877),  p.  87. 
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Exemple  b).   1%,  Pepin^^^)  a  donné  la  solution   rationnelle  du 
système 

Déjà  Behâ  Ed-Dîn^^^)  avait  proposé  de  résoudre  le  système 
a?*  +  a;y  +  2y*  =«  w* ,     x^  —  xy  —  2y*  =  v^  5 

A.  Genocchi  ***)  donne  la  solution  a;  =»  34,  y  =  15;  E.Lucas^^)  ramène 
la  solution  à  celle  de  Téquation 

(^«  +  5«)î  +  32r5(r«-s«)-f«, 

c'est  à  dire  à  ce  problème:  trouver  un  triangle  rectangle  ABC,  tel 
que  Taire  du  carré  de  Thypoténuse  BC,  augmentée  de  32  fois  l'aire 
du  triangle  ABC,  donne  un  nombre  carré;  il  indique  le  moyen  de 
déduire  de  toute  solution  une  nouvelle  solation. 

Exemple  c).  E.  Lucas ^^^)  traite  de  la  même  manière  le  système 
de  Fïbonacd  (Léonard  de  Pisé) 

x^  —  Ay^  =  u^,      x^  +  Ay^  =  v*; 
il  n'y  a  de  solution  qu'à  la  condition  nécessaire  et  suffisante  que  A 
soit  de  la  forme 

Ac^==ab(a  +  b)(a-b). 

Les  valeurs  A  =  l,2,  p,  2q,  pp',  2qq,  où  p,p'  désignent  des  nombres 
premiers  =  3  (mod.  8)   et  q,  q'  des  nombres  premiers  =  5  (mod.  8), 
ne  donnent  aucune  solution  ^^^. 
Exemple  d).    Le  système 

y^x'+(x+iy,      y'==z'+(z+iy 

a  été  traité  par  J.  Ph.  E.  de  FoMque  de  Jonquières  ^*^);  y  =»  5^  est  la  seule 
puissance  de  nombres  premiers  admissible.  Des  théorèmes  analogues 
(d'après  E.  Lionnet)  ont  été  indiqués  par  A.  Moret-Blanc^^^)\  en  parti- 


142)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  14  (1875),  p.  68. 

143)  Béhâ  Ed-Dîn,  Cbnlâsat  al  hisâb  (Principes  de  Tart  du  calcul);  trad. 
ail.  par  G.  H.  F.  Nesseîniann,  Berlin  1848,  p.  66;  remarques  de  Nesselmann,  p.  72/8. 

144)  Ann.  se.  mat.  fis.  6  (1866),  p.  161/186,  218/261,  278/820,  846/862;  Sopra 
tre  Bcritti  inediti  di  Leonardo  Pisano,  pubb.  da  B.  Boncompagni,  Rome  1866. 

146)  NouY.  Ann.  math.  (2)  16  (1876),  p.  869. 

146)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  17  (1878),  p.  446;  pour  le  cas  où  ^4  =  6  {Pro- 
blème de  Fermât)  voir  id.  (2)  16  (1876),  p.  466  [cf  S.  Boberts,  Proc.  London  math. 
Soc.  11  (1879/80),  p.  86]. 

147)  A.  Genocchi,  Ann.  se.  mat.  fis.  6  (1866),  p.  299. 

148)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  17  (1878),  p.  219,  241,  289,  874,  419,  488,  614; 
(2)  18  (1879),  p.  4r)4.  Voir  xme  conséquence  déduite  par  E,  Gerono,  id.  (2)  17 
(1878),  p.  881,  et  voir  aussi  des  équations  analogues,  p.  621. 

149)  NouT.  Ann.  (8)  1  (1882),  p.  867. 
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cnlier^  13  est  le  seul  nombre  premier  qui  soit^  ainsi  que  son  bicarré^ 
somme  de  carrés  de  deux  nombres  successifs. 

Exemple  e).   D'après  P.  de  Fermatt^),  le  système 

n'a  que  les  solutions  a:  =  1  et  a?  -=  7. 

Exemple  f).    Ch.  Chaband^^^)  a  donné  une  infinité  de  solutions 
des  équations 

déjà  étudiées  par  L.  JSwier^"). 

^A.  Palmshrom^^^)  a  envisagé  les  solutions  de  l'équation  indéter- 
minée 

V.Bumakavskip^)  a  démontré  que  certaines  expressions,  parmi  les- 
quelles les  plus  simples  sont 

yi  +  yi,   yi  +  yi  +  1/c, 

ne  peuvent  être  rationnelles  pour  des  valeurs  entières  non  quadratiques 
de  A,  B,  c* 

V.  A.  LeiesgiÂe^^^)  a  envisagé  les  solutions  de  l'équation 
x^  +  y^  +  z^^  t\ 

19.    Équations    oubiques    indéterminées.      L'équation   cubique 
générale  homogène  à  trois  indéterminées 

f{x,  y,  z)^A3?  +  Bx^y  -|-  Cx^js  +  ...  «  0 

a  été  étudiée  par  A,  L.  Cauchy  ^^\  plus  tard  par  A.  H.  Deshoves  **^.  D'une 
solution  (Xy  y,  e)  de  cette  équation,  on  en  déduit  une  seconde  en 
prenant  l'intersection  de  la  tangente  menée  à  la  courbe  f{Xy  y,js)=^0 


160)  ^P.  de  Fermât,  Lettre  à  P.deCarcavi  datée  de  août  1659;  (EavieB*^2, 
p.  434;*  voir  anssi  E.  Lucas,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  18  (1879),  p.  74;  A.  OenoccM, 
id.  (8)  2  (1888),  p.  306. 

161)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  13  (1874),  p.  289;  «voir  encore  id.  p.  848  une 
note  de  C.  Moreau.* 

168)  Yollst&ndige  Anleitimg  znr  Algebra  2  H,  St.  Péteisb.  1770,  p.  495; 
tiad.  avec  additions  par  J.  L.  Lagrange  2,  Lyon  1774,  p.  327. 

163)  «Bergens  Muséums  Aarbog  for  1896,  éd.  Bergen  1897,  mém.  n^'  14,  p.  1.* 

164)  «Mém.  Acad.  Pétersb.  (6)  4,  se.  math.  phjs.  nat.  (désigné  aussi  comme 
étant  (6)  2,  se.  math,  phjs.),  éd.  1841,  p.  471." 

166)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  66  (1868),  p.  896. 

166)  Exercices  math.  1,  Paris  1826,  p.  236;  Œuvres  (2)  6,  Paris  1887,  p.  289. 

167)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  18  (1879),  p.  266;  (2)  20  (1881),  p.  173;  (3)  6 
(1886),  p.  646. 
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32  -P-  Bachmann.    1 15.   Equations  indéterminées.   E.  MaiUet. 

en  (x,  y,  z),  avec  cette  courbe  f(Xj  y,  z)  =  0.     Ainsi,  {Xy  y,  z)  étant 
une  solution  de  Téquation 

fixy  y,  z)='ax^  +  by^  +  cz^  +  dxyz  =  0, 
les  formules 

x'  =-x  (bi^  —  cz^) ,  y'  =  y  (cz^  —  ax^) ,  z'  ^  z  (ax^  —  hy^) 
donnent  une  seconde  solution  (x',  y\  z')  de  cette  même  équation.  Des 
deux  solutions  {x^  y,  z),  (x\  y\  z')  on  déduit  une  troisième  solution, 
en  prenant  l'intersection  de  la  sécante  à  la  courbe  f{Xf  y,  z)  =  0 
définie  par  les  deux  points  (x,  y,  z),  {x',  y',  z')  avec  la  courbe 
f{x,  y,  z)  =  0;  ainsi,  (x,  y,  z),  {x',  y',  z')  étant  deux  solutions  de 
Téquation 

f(x,  y,  z)^aa^  +  bi^  +  cz^  +  dxyz  =  0, 
les  formules 

x''  =  x^y'z'  -  x' ^yz,    y"  =  y^x'z  -  y'^xz,    z'  =  z^s^y'  -  z'^xy 
donnent  une  troisième  solution  (x"y  y\  z"). 

Lorsqu'on  prend  pour  (af^  y\  z')  la  seconde  solution  déduite  de 
{Xy  y,  z)  par  le  procédé  dont  on  a  parlé  plus  haut^  la  troisième  solu- 
tion, formée  au  moyen  de  (a?,  y,  z),  (x\  y,  z")  par  le  procédé  dont  on 
vient  de  parler,  est  égale  à  la  première  {x,  y,  z),  à  moins  que  le 
polynôme  f(x,  y,  z)  ne  soit  symétrique  par  rapport  à  deux  des  trois 
indéterminées  x^  y,  z,  comme  c'est  le  cas,  par  exemple,  pour 
f(x,y,z)'^x^  +  y^-Az^^O. 
Pour  que  cette  dernière  équation  soit  résoluble,  il  faut  et  il 
suffit  ^^)  que  A  soit  de  la  forme 

Ac*  =  ah(a  +  b), 
où  a,  b,  c  désignent  des  nombres  entiers. 

A.  M.  Legendre^^)  avait  déjà  montré  que  l'équation 

est  impossible  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  >  1  que  l'on  envisage. 
Il  avait  cru,  à  tort,  que  l'équation 

est  elle  aussi  impossible;  cette  équation  admet  la  solution 
aî  =  37,     y=17,     jer  =  21. 
D'autres  cas  d'impossibilité  ont  été  indiqués  par  «71 J,  Sylvester  ^^), 
RLucas^^"),  Th.  Pepi»"»),  ,4xd  Thm^^%  . .  .* 

168)  E.  Lucas,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  17  (1878),  p.  426. 

169)  Théorie  des  nombres  «),  (3*  éd.)  2,  Paris  1880,  p.  9. 

160)  London  Ëdinb.  Dublin  philos,  mag.  31   (1847),   p.  189,  293,  467,    en 
pactic.  p.  470. 
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19.  Equations  cubiques  indéterminées.  3B 

^K.  Sehtaering^^)  a  appliqué  le  théorème  d'Abd  à  la  solution  de 
réquation 

a^  +  ay^-£f^  =  0.* 
L'équation 

s^  +  a=-y^ 

a  été  étudiée  plusieurs  fois  depuis  P.  de  Fermât  *•*)  et  L,  EuHer  *••). 
Pour  a  =  — 2  eto  =  —4,  elle  n'a  qu'une  solution^  ainsi  que  pour 
a=l.  D'autres  cas  analogues  ont  été  indiqués  par  Th,  Fepin^^'^) 
Pour  a  =  8,  elle  a  plus  d'une  solution;  pour  a  =  — 17,  elle  est  im- 
possible*^); elle  l'est  aussi  dans  des  cas  plus  étendus  indiqués  par 
J.  Ph.  E.  de  Fauque  de  Janquières^^^), 

^L.  Euler^''^)  a  aussi  étudié  l'équation 

X^  -1—  fi'  ■~—   af8 

et  Tk  Pepin"!)  l'équation 

x^  +  cy'  =  jet' * 

Pour  les  solutions  de  l'équation  ^déjà  étudiée  par  P.  de  Fermai  ^^*)* 

rr*  +  y*  =  £?'  +  M*, 

L.  Eider  a  donné  des  formules  que  J.  P.  M,  Binet  a  transformées  et  que 

Ch.  Hermite    a   déduites    de    la    théorie    des    surfaces    du   troisième 

ordre"»). 


161)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  17  (1878),  p.  607;  (2)  19  (1880),  p.  89,  206. 

162)  J.  math,  pures  appl.  (2)  16  (1870),  p.  217;  Atti  Accad.  pontif.  Nucvi 
Lincci  S4  (1880/1),  p.  78. 

168)  «Egl.Nor8keyidenskaber8SelskabBSkrifter(Drontheim)  1896,  mém.n<'6.* 

164)  Jbrchiv  Math.  Phys.  (3)  2  (1902),  p.  285*. 

165)  ^ObseorationB  sur  Diophante;  Œuvres  ^'^)  1,  p.  388/4;  3,  p.  269  (Note 
de  P.  Tannery),* 

166)  ^Comm.  Acad.  Petrop.  10 (1788), éd.  1747,  p.  146;  Mém.  Aead.  Pétersb."*) 
11,  p.  69.  Commentât.  Arith.  1,  St.  Pétersb.  1849,  p.  33;  2,  p.  474;  Algebra"*)  2, 
p.  386,  338,  409  (sect.  E,  chap.  8,  n"- 119/21;  chap.  12,  n^»  188/92);  trad.  2, 
p.  142/Ô,  231/B.*  A  propos  de  la  solution  de  L.  Euîer  pour  a  =«  —  2,  voir 
E.  Landau,  Interméd.  math.  8  (1901),  p.  145  [Question  1360]. 

167)  J.  math,  pures  appl.  (3)  1  (1875),  p.  317;  ^voir  aussi  Ann.  Soc.  scient. 
Bruxenes  6*  (1881/2),  p.  86/100.* 

168)  a  Chr.  E.  Gerono,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  16  (1877),  p.  325. 

169)  id.  (2)  17  (1878),  p.  874;  voir  encore  S.  Bealis  id.  (3)  2  (1888),  p.  289 
,et  /.  Fh.  E.  de  Fauque  de  Jonquières,  Interméd.  math.  6  (1899),  p.  91/5  [Question 
1371].' 

170)  ^Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1756/7),  éd.  1761,  p.  181  [1754]  ;  Commentât. 
Arith.  1,  8*  Pétersb.  1849,  p.  207.* 

171)  ^Mem.  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  8  (1892),  p.  41.* 

172)  ^Observations  sur  Diophante;  Œuvres  *")  1,  p.  297/99;  8,  p.  246/8  (Note 
de  P.  Tatmeryy 

173)  L.  EuUr,   Novi   Comm.    Acad.   Petrop.  6  (1756/7),   éd.  1761,   p.  165 

focyelop.  des  teiene.  mathémat.    I  S.  3 
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34  P'  Backtnann.    I  16.    Équations  indéterminées.   E.  Maûîet. 

A.  Genocdii  ^'*)  a  étudié  les  solutions  de  Téquation 
o^  +  (x  +  ry  +  {x  +  2ry+  ■''  +[x  +  (n-  l)rf  =  y\ 
où  M  >  3  ;  elles  se  ramènent  aisément  à  celles  de  Téquation 

»5[5*  +  (n»~l)rT=.8y»; 
de  chaque   solution  de   cette  dernière  équation   on  peut   d'ailleurs  en 
déduire  une  nouvelle.    A.  Genocchi  a  aussi  donné  les  solutions  ration- 
nelles de  réquation 

x^  +  {x  +  ry+'''[x  +  {n-  l)rf  ^  y^; 
dans  le  cas  particulier  où  r  ==  1,  E.  Catcdan^''^)  a  donné  les  solutions 
entières  de  la  même  équation. 

^P.  de  Fermai  ^'®)  a  étudié  des  systèmes  de  quatre  nombres  tels  que 
la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  eux  soit  un  cube.* 

P.  de  Fermai^'''')  s'est  proposé  de  trouver  un  cube  x^  dont  la 
somme  des  diviseurs  soit  un  carré  parfait.  Quand  x  est  premier,  ce 
problème  revient  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

1  +  a:  +  a;*  +  rr*  =  y*. 
La  solution  x^  1   est  évidente.     P.  de  Fermât  a  indiqué  la  solution 
rr  =  7.    C,  Chr.  E.  Oerono^'^^  a  montré  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  solution; 
quand  x  n'est  pas  premier,  le  problème  admet  une  infinité  de  solutions; 

la  plus  petite  est^'^)  t 

a:  «  2  .  3  .  5  .  13  .  41  .  47. 

20.  Équations  biquadratiques  indéterminées.  P.  de  Fermât  ^^) 
a  indiqué  le  moyen  de  trouver  une  infinité  de  solutions  de  l'équation'®*) 

[1764];  8  (1760/1),  éd.  1763,  p.  106  [1769];  Commentai  Arith.  1,  S*  Pétereb.  1849, 
p.  198,287;  /.  P.  M.  Sinet,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  12  (1841),  p.  248;  Ch.  Hermite, 
Nonv.  Ann.  math.  (2)  11  (1872),  p.  6. 

174)  Atti  Aecad.  pontif.  Nuovi  Lincei  19  (1866/'6),  p  48.  Voir  anssi  M.  Cantor, 
Z.  Math.  Phys.  11  (1866),  p.  248. 

175)  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  20  (1866/7),  p.  1. 

176)  «Cf.  les  lettres  de  J.  WaMis  et  de  B.  Frenicle  de  Bessy  à  K.  Digby  (datées 
de  1667/8),  pnbl.  dans  J.  WaUis^  Commercinm  epistolicnm,  Oxford  1668;  trad. 
par  P.  Tawnery  dans  P.  de  Fermât,  Œuvres"*)  3,  p.  436,  586,  638.  Voir  aussi 
H.  Brocard,  Interméd.  math.  8  (1901),  p.  183;  E.  B.  Escott,  id.  9  (1902),  p.  16; 
E.  Fauquembergue,  id.  9  (1902),  p.  165;  10  (1903),  p.  82  [Question  1882]  (Note 
de  P.  Tannery)* 

177)  P.  de  Fermât,  premier  défi  aux  mathématiciens  daté  du  8  janvier  1657 
et  lettre  à  K  Digby  datée  du  6  juin  1667;  Œuvres^»)  2,  p.  832,  833,  841. 

178)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  16  (1877),  p.  234. 

179)  E.  Lucas,  Bull.  bibl.  storia  mat.  10  (1877),  p.  287. 

180)  «Cf.  J,  de  BiUy,  Inventum  novum  (d'après  des  lettres  de  P.  de  Fermai) 
publ.  dans  les  Observations  sur  Diophante  éditées  par  Samuel  ds  Fermât^  Toulouse 
1670;   dans  P. de  Fermai,   Œuvres"»)  3,   p.  378  (Note  de  P.  Tcmnery).* 
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20»  équatioBs  biquadratîques  indéterminées.  ^6 

aar*  +  ha^y  +  cix^y^  +  dxy^  +  «y*  =  ^* 
quand  a  oa  «  est  un  carré  ^  ou  qu'une  solution  est  déjà  connue. 
G.  B.  L  T.  Libri  ^®*)  a  étudié  cette  équation  d'après  les  vues  de  J.  L, 
Lagrange]  il  s'est  aussi  occupé  d'équations  plus  générales  en  faisant^ 
à  l'occasion^  intervenir  des  séries  et  il  a  montré*®*)  que  tout  nombre 
positif  rationnel  est  la  somme  de  quatre  cubes  positifs  rationnels. 
L,Éider^^)  a  étudié  l'équation 

a^  +  mx^y^  +  y*  =  jer*  ; 

V.A.Lebesgae^^)  a  envisagé  l'équation  plus  générale 

a:*  +  mx^y^  +  »y*  =  z^ 

et  a  montré  comment  connaissant  une  solution  de  cette  équation  on 
peut  en  déduire  une  infinité  d'autres*^). 

E.  Lucas  **'')   a  montré  comment  on  peut  déduire  d'une   solution 
de  l'équation 

deux  autres  solutions  de  cette  même  équation. 
J. L, Lagrange^^)  a  résolu  les  équations*®') 

Y, A. L(i>esgue^^)  a  généralisé,  en  étudiant  les  équations 

a:*  ±  2~y*  ==  i?%      2~a;*  -  y*  =  ier% 

« 

où  m  est  un  nombre  naturel  >  1.   Axd  Thtœ^^^)  a  montré  que  l'équation 


181)  Voix  A.M.Legendre,  Théorie  des  nombres»),  (&•  éd.)  2,  Paris  1880,  p.  123. 

182)  J.  reine  angew.  Math.  9  (1882),  p.  54. 

183)  id.  p.  291;  voir  anssi  F.  A.  Lebesgue,  Exercices  "),  p.  147  et  A.  H.  Des- 
bwes,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  88  (1879),  p.  638,  762. 

184)  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  10  (1792),  éd.  1797,  math.  p.  27  [1777];  Mém. 
Acad-Péteisb.  7  (1816/6),  éd.  1820,  p.  10  [1782];  Commentât.  Arith.  2,  St.  Pétersb. 
1849,  p.  188,  492. 

185)  J.  math,  pures  appl.  (1)  18  (1863),  p.  84. 

186)  Voir  A.  M.  Legendre,  Théorie  des  nombres  »),  (S"  éd.)  2,  Paris  1880,  p.  126. 

187)  Nouv.  Ami.  math.  (2)  18  (1879),  p.  67;  voir  anssi  A.  H,  Desboves, 
Nonr.  Ann.  math.  (2)  18  (1879),  p.  143,  266;  C.  B.  Acad.  se.  Paris  87  (1878), 
p.  582,  598;  104  (1887),  p.  846,  1602,  1882,  Ih.  Pépin  C.  B.  Acad.  se.  Paris  78 
(1874),  p.  144;  88  (1879),  p.  1255. 

188)  Nonv.  Mém.  Acad.  Berlin  8  (1777),  éd.  1779,  p.  140;  Œuvres  4,  Paris 
1869,  p.  377. 

189)  Pour  x*—2y*^z\  cf.  L.EuUr,  Algebra  "•)  2,  p.  48Ô  (sect.  II,  chap.  18, 
ii»211);  trad,2,  p.260. 

190)  J.  math,  pures  appl.  (1)  18  (1853),  p.  73. 

191)*Archiv  for  Math,  og  Naturvidenskab  25  (1908),  mém.  n°  3. 

3* 
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36  P.  Bachmann.    I  15.    Éqnations  indétennm^eB.   E.  MaiUet. 

où  m  est  un  nombre  naturel  quelconque  donné;  est  impossible. 
D'après  B.  Frenicle  de  Bessy^^^),  l'équation 

ic*  +  y*  =  ^* 

n'admet    aucune    solution    sauf   la    solution    évidente  x  =^  0,  .V  =  0^ 

0  ^  Oy  et  l'équation 

iç*  _  y*  «  £r« 

n'admet  aucune  solution^^')  sauf  les  solutions  évidentes  a?  «  0,  y  =  0, 
ier  =  0  et  x  ^y,  jgr  =  0;  l'équation 

n'admet  d'autres  solutions  ^^)  que  x  =»  1,  y=*l,  ^—1.     TJi,  Pepin^^) 
a   indiqué  des  classes   étendues   de    cas    où   l'équation   indéterminée 

aa^  +  6y*  =  g* 
est  impossible.     Ainsi  l'équation 

pa^  —  14y*  =  0* 
est  impossible  quand  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  2u*  +  7t?*. 
î%.  Peptw  ^^)  a  encore  donné  une  méthode  pour  la  solution  complète 
de  l'équation 

21.  Équations  de  degrés  supérieurs.  ^U  y  a  lieu  de  lùettre  en 
évidence  les  remarquables  méthodes  élémentaires  par  lesquelles  Sophie 
Germain^^'^  a  démontré  l'impossibilité  de  l'équation  indéterminée 

en  nombres  entiers   premiers   entre   eux   deux  à  deux  et  à  m,  pour 

192)  ^Traité  des  triangles  rectangles  en  nombres,  Paris  1676;  Mém.  Acad. 
se.  Paris  1666/99,  6,  éd.  Paris  1729,  p.  178.*  Voir  encore  L.  Evier,  Comm.  Acad. 
Petrop.  10  (1738),  éd.  1747,  p.  126/84;  Commentât.  Arith.  1,  S*  Pétersb.  1849, 
p.  24/^4;  Algebra  "*)  2,  p.  418  (sect.  E,  chap.  18,  n«  202);  trad.  2,  p.  242/54. 

193)  JLk  démonstration  assez  obscure  de  P.  de  Fermât  [Observations  sur 
Diophante;  Œuvres"*)  1,  p.  840;  3,  p.  272]  a  été  reconstituée  par  H.  G,  Zeuthen 
[Geschichte  der  Math,  im  16.  und  17.  Jahrhundert,  Leipzig  1908,  p.  168/4].  Le 
principe  de  démonstration  employé  par  B.  Frenicle  de  Bessy^^*)  est  sans  doute 
dû  à  P.  de  Fermât  (Note  de  G.  Enestram).* 

194)  A.  M.  Legendre,  Théorie  des  nombres  «),  (3«  éd.)  2,   Paris  1830,  p.  4/6. 
196)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  78  (1874),  p.  144;   91  (1880),  p.  100;  94  (1882), 

p.  122;  voix  aussi  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  86  (1882/3),  p.  34. 

196)  J.  math,  pures  appl.  (3)  ô  (1879),  p.  405. 

197)  ^Mém.  Acad.  se.  Institut  France  (2)  6  (1823),  éd.  Paris  1827,  p.  17. 
Voir  aussi  A.  M.  Legendre^  Essai  sur  la  théorie  des  nombres  (2*  éd.)  Second 
supplément,  Paris  1825.* 
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21.  Équations  de  degrés  supérieurs.  37 

2  <iit  <  100;  A.  M,  Legendre  a  établi  cette  impossibilité  pour  i»<  197. 
Ce  résultat  est  encore  vrai  ^^)  pour  m  <  257. 

P.  de  Fermât  ^^)  avait  énoncé^  sans  faire  connaître  de  démonstra- 
tion, le  théorème  connu  sous  le  nom  de  dernier  théorème  de  Fermai 
d'après  lequel,  pour  m  >  2,  l'équation  indéterminée 

est  impossible  en  nombres  entiers  différents  de  0.  Nul  n'a  pu  jusqu'ici 
démontrer  cette  impossibilité  complète;  il  suffirait  d'ailleurs  de  la  dé- 
montrer pour  m  premier,  puisque  de  l'impossibilité  pour  un  entier  quel- 
conque m  résulte  l'impossibilité  pour  tout  multiple  de  w. 

Avant  P.  de  Fermât  cette  impossibilité  était  admise*^)  pour 
m  =«  3.  Pour  m  =  3  elle  a  été  démontrée  par  L,  EvUer  *^).  Pour 
m  =  4     elle     résulte    immédiatement  ^•*)     de     celle     de     l'équation 

L'impossibilité  de  l'équation 

a  été  établie  pour  m  ^  5,  après  un  essai  insuffisant  de  A,  M.  Le- 
gendre^^y  par  G,  Lgeune  Dirichlet^.  Pour  w  =  7,  cette  impossi- 
bilité  a   été   établie   par   G.  Lamé^)   et  F.  A,  Lebesgue^),      Pour 

198)  ^E.Mailkt,  [Ass.  fr.  avanc.  se.  26  (St.  Etienne)  1897*,  p.  156]  a  montré 
qu'il  en  est  ainsi  pour  f»<  228;  D.  Mirimanav  [J.  reine  angew.  Matb.  128  (1904), 
p.  45]  a  ensuite  montré  qu'il  en  est  ainsi  pour  m  •<  257.* 

199)  ^P.  de  Fermât  (pour  »*  =  3  et  m  =«  4,  vraisemblablement  dès  1687)  Ob- 
servations sur  Biophante  ;  Œuvres"*)  1,  p.  291;  3,  p.  241;  cf.  P.  Tannery,  Bull.  se. 
math.  (2)  7  (1888),  p.  121/3.* 

200)  Voir  par  er.  Behd  Ed-Dîn,  Chulâsat  al  hisâb  »"),  trad.  G.  H.  F.  Nensel- 
maftn,  p.  55/56;  la  démonstration  que  l'on  donnait  de  cette  impossibilité  était 
toutefois  insuffisante. 

201)  .Algebra"»)  2,  p.  609/16  (sect.  Il,  chap.  16,  n°  243);  trad.  2,  p.  343;  la 
découverte  de  cette  démonstration  a  été  mentionnée  par  L.  Euîer  dans  une  lettre 
à  Chr.  Goldbaeh  datée  du  4  août  1753;  cf.  P.  H  Ftm,  Corresp.  matb.  phys.  1, 
S*  Pétersb.  1843,  p.  618;  voir  aussi  p.  623.* 

202)  «Essai  sur  la  théorie  des  nombres  (2^  éd.)  Second  supplément,  Paris 
1825;  voir  aussi  (S*  éd.)  2,  Paris  1880,  p.  6,  361.  Cf  C.F.Gauss  (mém.  posth.) 
Werke  2,  Gôttingue  1876,  p.  398.* 

208)  «Mémoire  présenté  à  TAcadémie  des  sciences  de  Paris  le  14  novembre 
1825;  J.  reine  angew.  Math.  3  (1828),  p.  354;  9  (1882),  p.  390  (pour  m  »  14); 
Werke  1,  Berlin  1889,  p.  18,  23,  91.* 

204)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  9  (1839),  p.  359;  J.  math,  pures  appl.  (1)  5  (1840), 
p.  195. 

205)  J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1840),  p.  276,  348;  (1)  8  (1843),  p.  49  Voir 
aussi  Th.  F^n,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  82  (1876),  p.  676,  743. 
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w^lOO  eUe  a  été  étabUe  par  E.  E,  Kummer^)  (cf.  I  18).    D.Miri- 
manav^"^)  a  montré  à  nouveau  cette  impossibilité*^*)  pour  w=»37. 
L'équation 

sfi  +  y^^  ai8\ 

où  a  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  a  été  étudiée  par  G.  Le- 
jeime  Diriddet^)  et  F.  A.  Lébesgue^^'^). 

A.  H,  Desboves^^^)  a  étudié  Téquation  plus  générale 

où  a,hy  c  sont  des  entiers  quelconques.* 

F.  P.  Ermakov   et   F.  P.  Vdmine^^^   ont   cherché   pour   quelles 
valeurs  des  nombres  naturels  m,  n,  ]c,  l'équation 

x^  +  f/^  ='  J^ 
est  possible. 

^E,  Maillet^^^)   a  indiqué   de   nombreux   cas   d'impossibilité   des 
équations 

a?™  +  y"  =  cjf^' 

Ainsi  pour  c=-m>2,  pour  c  =  2w>6,  pour  c  =  3w  >  9,  cette 
équation  est  impossible  quand  m  est  divisible  par  4,  ou  encore  quand 
m  divisible  par  2  possède  un  diviseur  premier  =  —  1  (mod.  4),  et 
probablement  en  général.* 


206)  ^Pour  2  <[  m  <<  100  (sauf  pour  m  =  37,  69, 67)  et  pour  certaines  classes 
de  nombres  m  ]>  100,  voir  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  130;  J.  math,  pures 
appl.  (1)  16  (1861),  p.  488.  Les  intervalles  entre  les  nombres  m  auxquels  s* appli- 
que la  démonstration  de  E.  E:  Kummer,  paraissent  d'ailleurs  augmenter  avec  m  ; 
le  dernier  théorème  de  Fermai  est  donc  loin  d'être  démontré.  Pour  m  «  37, 69,  67 
voir  Abh.  Akad.  Berlin  1867,  math.  p.  41;  Monatsb.  Akad.  Berlin  1867,  p.  275.* 

207)  J.  reine  angew.  Math.  111  (189S),  p.  26. 

208)  ^F.  Lindemann  avait  cru  avoir  démontré  le  dernier  théorème  de  Fermai 
[Sitzgb.  Akad.  Mûnchen  81  (1901),  p.  186/202];  il  n'en  était  rien  [id.  p.  495].* 

209)  J.  reine  angew.  Math.  8  (1828),  p.  864. 

210)  ^J.  math,  pures  appl.  (1)  8  (1843),  p.  49.  Voir  encore  A.  Werébrusov^ 
Interméd.  math.  11  (1904),  p.  96  [Question  646]." 

211)  ^Nouv.  Ann.  math.  (2)  18  (1879),  p.  265,  398,  433,  481.  Voir  encore 
E,  Maillet  "»),  et  Acta  math,  24  (1901),  p.  247.* 

212)  Math.  Sbomik  [recueil  Soc.  math.  Moscou]  20  (1898),  p.  298/8;  24(1903/4), 
p.  633/61. 

218)  ^C.  R.  Acad.  se.  Paris  129  (1899),  p.  198;  140  (1906),  p.  1229;  Acta 
math.  24  (1901),  p.  247;  Mém.  Acad.  se.  Toulouse  (10)  6  (1906),  p.  132/3;  Ann. 
mat.  pura  appl.  (8)  12  (1906),  p.  146.* 
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Congruences  de  degré  >  1.  «  . 

22.  Oongmenoes  quadratiques.  F.  A,  Ld>esgne^^*)  a  étudié  les 
congraences  /"(^i,  a:,, . .  .,a:J  =  0  (mod.  p)  pour  les  fonctions  ration- 
nelles entières  f,  à  coefficients  entiers,  en  particulier  les  congraences 
de  la  forme 

o, Xj"*  +  a^x^^  +  •  •  •  +  a.rr/»  ^  a^^^     (mod.  p) 

où  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme   km  +  1. 

Pour  m  =-  2,  G,B,1.T,  Libri  **^)  avait  déjà  déterminé  le  nombre 
des  racines  de  la  congraence  quadratique,  à  deux  variables,  de  la  forme 
a^x^  H-  a^x^^  =  Oj     (mod.  p) . 

V,A.Lebesffue^^^)  donna  les  formules  générales  pour  le  nombre  des  racines 
des  congraences  quadratiques,  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
de  la  forme 

a^Xj*  +  a^x^^  +  '"  +  a^xj  =  a^^^  (mod.  p). 

G.  B.  I.  T.  Libri  et  F.  A,  Lebesgue  ont  donné  des  applications  de 
diverses  natures,  à  la  théorie  de  la  division  de  la  circonférence  du 
cercle  en  parties  égales. 

23,  Ck>ngnienoe8  de  degré  supérieur.  La  théorie  générale  des 
congraences  de  degré  supérieur   (équivcdences  de  A.  L,  GaudHf) 

F(x)  =  0  (mod.  p), 
où  F{x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  x,  à  coefficients  entiers, 
et  où  p  désigne  un  nombre  premier,  a  déjà  été  étudiée  par  C.  F. 
Gauss^'')]  ^mais  les  premières  publications  qui  s'en  occupent  d'une 
façon  spéciale  sont  dues  à  A.  L.  Cauchy^^^),  E.  Gahis  ***)*  et  Th,  Schime- 
mann^]   R.  Bedekind^^)  en  a   donné  une  exposition  systématique 


Pour   qu'une   congraence  F{x)^0  (mod.  n),   où   w=|?J>pf... 
n'est  pas  premier,  admette  une  racine,   il  faut  que  chacune  des  con- 

214)  J.  math,  purea  appl.  (t)  2  (1837),  p.  268. 
216)  J.  reine  angew.  Ma^.  9  (1832),  p.  182  et  suiv. 

216)  Yoir   aasfli  C.  Jordan,  Tiaité   des  sabstitutions ,   Paris  1870,  p.  166. 

217)  (mém.  posth.);  Werke  2,  Gôttingue  1876,  p.  212. 

218)  «Exercices   math.   4,   Parie  1829,   p.  263;    Œuvres  (2)  9,   Paris    1891, 
p.  298.* 

219)  ^Biill.  se.  math.    aetr.   phjs.    chim.  18  (1880),  p.  428;    J.  math,  pures 
appl.  (1)  11  (1846),  p.  398;  (Envies,  publ.  par  E,  Picard,  Paris  1897,  p.  16.* 

220)  J.  reine  angew.  Math.  SI  (1846),  p.  269;  82  (1846),  p.  93. 

221)  id.  64  (1867),  p.  1. 

222)  Voir  aussi  J.A.Serret,  Alg.  sup.  (6*  éd.)  2,   Paris  1885,  p.  122. 
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groeoces  F(x)  =  0  (mod.  p/^)  admette  cette  même  racine.  Des  racines 
de  ces  dernières  congraences  on  déduit  d'ailleurs  aisément  celles  de 
la  congrueni^e  proposée,  en  sorte  que  Tétude  générale  des  congniences 
prises  suivant  un  module  quelconque  se  ramène  à  celles  des  con- 
graences prises  suivant  un  module  égal  à  une  puissance  d'un  nombre 
premier  quelconque  **•). 

Si  p  désigne  un  nombre  premier,  on  dit  de  deux  fonctions 
rationnelles  entières  à  coefficients  entiers,  f{x)y  g(x),  qu'elles  sont  con- 
grues (mod.^)  et  l'on  écrit 

f(x)  =  g{x)  (mod.  p), 
quand  les  coefficients  de  f{x)'—g{x)  sont  divisibles  par  ^5  f{x)  est 
dit  de  degré  n  quand  of  est  la  plus  baute  puissance  dont  le  coefficient 
n'est  pas  divisible  par  p;  f{x)  est  •dit  prinmire,  quand  le  coefficient 
de  a;"  est  =  1  (mod.  p);  f(x)  est  dit  irréductible  (mod.  p)j  ou  fonction- 
première  (mod.  jp),  quand  il  n'existe  aucune  décomposition  de  la  forme 

f{x)  =  tp{x)il>  {x)     (mod.  p) , 
où    <p{x)j  îp(x)    soient   des    fonctions   rationnelles   entières   à   coeffi- 
cients entiers. 

Si  f(x)  est  une  fonction-première  (mod.  p),  la  congruence  /'(x)  =  0 
(mod.  p)  n'est  vérifiée  pour  aucun  nombre  entier  x]  mais  de  ce  que 
la  congruence  f(x)  =  0  (moà,p)  n'est  vérifiée  pour  aucun  nombre 
entier  x  on  ne  peut  conclure  que  f(x)  est  une  fonction-première 
(mod.  p). 

Toute  fonction  entière  primaire  f(x)  est,  ctune  seule  tnaâtière^ 
congrue  à  un  produit  de  fonctions-premières  primaires  (mod.  p). 

Si  q>{x)  -—  i;(x)  est  divisible  par  F{x),  suivant  le  module  p,  en 
d'autres  termes  si  l'on  a 

q>{x)  '-tlf{x)  =  F(x)  G{x)      (mod.  p) , 
on  écrit 

q>{x)  =  tlf{x)      (modd.  p,  F(x)). 

On  dit  que  la  congruence  ç)(a:)  =  ^(rc)  est  prise  suivant  le  système 
de  modules  (p,  F(x))]  il  est  aisé  de  voir  que  les  lois  d'addition  et  de 
multiplication  de  ces  congniences  sont  les. mêmes  que  celles  des  con- 
gruences  suivant  un  seul  module.  Cette  façon  de  parler  rentre  comme 
cas  particulier  dans  celle  adoptée,  à  un  point  de  vue  plus  général, 
par  L.  Kronecker  (cf.  I  3,  10). 

223)  Th.  Schànemaim  envisage  déjà  [J.  reine  angew.  Math.  82  (1846),  p.  93] 
des  congniences  de  degré  >•  1  prises  snivant  un  module  égal  à  la  puissance 
d'un  nombre  premier.  Nous  n'envisagerons  ici  que  les  congruences  prises  sui- 
vant un  module  premier. 
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Soient,  pour  le  module  p,  fi  le  degré  d'une  fonction  rationnelle 
entière  F(x)  à  coefficients  entiers;  soient  ç^  6^  t,  .  , .  les  degrés  des 
diverses  fonctions  premières  qui  composent  F{x),  (mod.  p)]  toutes 
les  fonctions  rationnelles  entières  à  coefficients  entiers  peuyent  se  ré- 
partir, par  rapport  au  système  de  modules  (p,  F(x)),  en  p^  classes 
de  fonctions   incongrues  entre  elles  et  dont 


p-i'(i-^-)C-i)0-^) 


n'ont  aucun  diviseur  commun  avec  F(x),  (mod.  p).  Si  f(x)  désigne 
une  quelconque  de  ces  P  fonctions-premières  réUxtivement  à  F  (x), 
(mod.  p)y  on  a 

\f{x)f^l     (moM.  p,  F(x)). 

En  particulier,  si  F(x)  est  une  fonction-première  (mod.  p),  de 
degré  ;r,  on  a,  pour  toute  fonction  rationnelle  entière  f(x)  à  coeffi- 
cients entiers 

[f(x)y  =  fix)     (moid.  p,F{x)). 

Pour  toute  fonction  rationnelle  entière  f(x)  à  coefficients  entiers, 
non  divisible  (mod.  p)  par  F(x)y  on  a  aussi 

[/•(rr)]^-^^l     (modd.i?,  F{x)) 

congruence  analogue  à  celle  qu'exprime,  pour  un  seul  module  p,  le 
théorème  de  Fermai. 

JParmi  les  jp*  classes  de  fonctions  f{x)  incongrues  (modd.  p,  F{X)), 
une  seule  contient  les  fonctions  divisibles  (mod.  p)  par  F(x)]  si  Ton 
choisit  dans  chacune  des  p^  —  1  autres  classes  un  représentant,  on 
forme  un  système  réduit  /i(rr),  f^ix),  .  .  .,  f^_-^{x)  de  restes  {moAA.p, 
F(x)).  On  a  d'ailleurs  pour  tout  système  réduit  (modd.  p,  F{x))  la 
congruence 

f^(x)f,ix)  . . .  f^_,{x)  =  -  1     (modd.  p,  F(x)) 

qui  est  analogue  à  celle  qu'exprime,  pour  un  module  p,  le  iiiéorème 
de  Wilson. 

Du  théorème  analogue  au  tiiéorème  de  Fermât  on  peut  déduire 
des  conséquences  importantes  relatives  à  l'étude  des  congruences  des 
degrés  supérieurs.  En  prenant  f(x)  =  x,  on  déduit  de  ce  théorème 
que  Ton  a 

af*  -  rc  =  0     (modd.  p,  F(x))  ; 

on  en  conclut  que  toute  fonction  primaire  irréductible  de  degré  x  divise 
(mod.  p)  la  fonction  x^  —  x.  Toute  fonction  primaire  irréductible  de 
degré  égal  à  un  diviseur  de  x  divise  aussi  (mod.  p)  la  fonction  x^  —  X] 
cette  fonction  x^  —  x  ne  contient  d'ailleurs  pas  d'autre  facteur  primaire 
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irréductible  et  elle  ne  contient  chacun  de  ses  facteurs  primaires  irré- 
ductibles qu'une  fois,  en  sorte  que  la  fonction  oiP^  —  x  est  congrue 
(mod.  j!))  au  produit  de  toutes  les  fonctions  primaires  irréductibles 
incongrues  dont  le  degré  est  égal  à  ^  ou  à  un  diyiseur  de  %,  De  là 
résulte  immédiatement,  par  des  considérations  élémentaires,  que  si  N 
est  le  nombre  de  toutes  les  fonctions  primaires  irréductibles  incon- 
grues de  degré  n^  on  a^^*) 

1t  1t  Jt  31 

(0  {i<h)  {i<h<ï) 

où  la  première  somme  est  étendue  à  tous  les  facteurs  premiers  in- 
égaux a^,  a^,  . . .,  a^  de  or,  la  seconde  somme  à  toutes  les  combinai- 
sons deux  à  deux  de  ces  facteurs  premiers  inégaux,  la  troisième  à 
toutes  les  combinaisons  trois  à  trois  de  ces  facteurs,  . .  . ,  et  où  l'ex- 
posant du  dernier  terme  est  égal  au  quotient  de  %  par  le  produit  de 
tous  les  facteurs  premiers  inégaux  a^,  a^,  . .  -,  a^  contenus  dans  x. 
D  est  aisé  de  voir  directement  que  le  second  membre  de  cette  égalité 
ne  peut  être  nul;  N  n'est  donc  jamais  nul,  en  sorte  qu'il  existe 
des   fonctions-premières  (mod.  p)  de  chaque  degré  jc. 

De  ce  que  N  est  un  nombre  naturel  on  conclut  que  le  second 
membre  de  l'^alité  précédente  est  divisible  par  n.     La  congruence 

n^^^^n^i+^n"^-' ±n^^    •"*=0    (mod.  ;r) 

(0  (••<*) 

a  d'ailleurs  lieu  pour  tout  entier  n.     C'est  là  une  généralisation  du 
théorème  de  Fermat^^^). 

Le  numérateur  de  l'expression 


i7(«*'-x)  i7  («>"•*■' -0.) 

(0  («A<0 


224)  La  même  formule  a  été  établie  par  C.  F.  Gauss  par  des  considérations 
analytiques  [(mém.  posth.);  Werke  2,  Gôttingue  1876,  p.  219/22];  cf.  P.  Bach- 
mann, Niedere  Zahlenth.  ")  1,  p.  372/Ô. 

225)  L.D.H.Picquet,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  96  (1888),  p.  1139,  1424;  J.  Ec. 
polyt.  (1)  cafa.  54  (1884)  ,p.  88/9  ;  voir  aussi  E,  Lucas  G.  B.  Acad.  se.  Paris  96  (1883), 
p.  1300;  A,  E.  Peïlet,  id.  p.  1301;  5.  Kantor,  id.  p.  1423.  Lorsque  n  est  nne 
puissance  d'un  nombre  premier,  ce  théorème  se  confond  avec  le  théorème  de 
Fermât  généralisé  démontré  par  L.  Euler\  dans  tout  autre  cas  c'est  une  géné- 
ralisation nouvelle  du  théorème  de  Fermât  La  démonstration  du  théorème,  dans 
le  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  est  due  k  J.  A.  Sen'et  [Nouv.  Ann.  math. 
(1)  14  (1866),  p.  261]. 
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[dans  laquelle  on  a  écrit  pour  abréger  M^  M^^  ^%,kJ  ■^i.h.u  •  *  •  P^^^ 


est  divisible  par  le  dénominateur  de  cette  même  expression^  en  sorte 
que  X  peut  être  enyisagé  comme  une  fonction  rationnelle  entière  de  X] 
cette  fonction  X  est  d'ailleurs  congrue  (mod.  p)  au  produit  de  toutes  les 
fonctions-premières  primaires  incongrues  de  degré  st  dont  on  vient  de 
déterminer  le  nombre  n. 

A  toute  fonction  rationnelle  entière  /  (x)  à  coefficients  entiers  qui 
n'est  pas  divisible  (mod.  p)  par  une  fonction-première  F(x)^  corres- 
pondent des  nombres  naturels  v  tels  que  l'on  ait 
[f(xyy  =  1     (modd.  p,  F{x)), 

Si  n  est  fe  pius  petit  de  ces  nombres  v  on  dit  que  f(x)  appartient 
(modd.  Pj  F{x))  à  l'exposant  n.  Si  F(x)  est  de  degré  n,  n  divise 
nécessairement  i>^  —  1;  à  chaque  diviseur  n  àe  p"  —  1  appartiennent 
(modd.  p,  F{x)\  9>(n)  fonctions  incongrues  f(x).  Les  fonctions  in- 
congrues qui  appartiennent  (modd.  p,  F{x))  à  p^—  1  sont  dites  racines 
primitives  (modd.  p,  F{x)).  Si  f(x)  est  une  racine  primitive  (modd.  p, 
JP(x)),  les  puissances 

sont  toutes  incongrues  (modd.  p,  F(x))  et  représentent  donc  un  système 
réduit  de  restes  (modd.  jp,  F(x)). 

A  toute  fonction  rationnelle  entière  f(x)  à  coefficients  entiers, 
qui  n'est  pas  divisible  (mod.  p)  par  une  fonction-première  F{x), 
correspondent  des  nombres  naturels  fi  tels  que  Ton  ait 

[f(x)y  -  ^  =  1     (modd.  j),  F(x)). 

Si  tn  eçt  le  plus  petit  de  ces  nombres  fi ,  on  dit  que  f(x)  conviefd 
(modd.  |),  F{x))  à  w.  On  démontre  que  m  divise  le  degré  «  de  F(x) 
et  que  si  a^^  a^-  -  '  a^  sont  les  facteurs  premiers  inégaux  de  m  le 
nombre  naturel 


±:  païa^-'-a^ 


oà  les  sommes  sont  formées  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut,  indique 
combien  parmi  les  fonctions  f{x)  incongrues  (modd.  py  F{x))  il  y  en 
a  qui  conviennent  à  m. 

Si  f{x)  convient  (modd.  p,  F{x))  à  l'exposant  w,  les  puissances 

sont  les  racines  d'une  congruence  irréductible  à  coefficients  entiers 
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<P(a;)^(X~Xo)(X-X,)(X-Z,)...(Z-X_,)-0 
(modd.  py  F{x)\ 
Réciproquement^  toute  congruence  à  coefficients  entiers 

<P(ir)  =  0     (modd.  |),  F{x)) 
H  laquelle  satisfait  f(x)  est  aussi  vérifiée  pour  les  puissances  de  f{x) 
à  exposants  Py  p^y  . .  .,  l^'^^S  où  m  est  le  diviseur  de  tc  auquel  con- 
vient f{x). 

De  ce  que  x  convient  (modd.  jp,  F{x))  au  degré  n  de  F{x)y  on 
peut  donc  conclure  que  toute  fonction  symétrique  entière  à  coeffi- 
cients entiers  de 

Xy       afy       0(^y       ,,.,       OlP^"  ^   ^ 

est  congrue  (modd.  py  F{x))  à  un  nombre  entier. 

On  démontre  aussi  que  toute  congruence  irréductible  W{x)  ~  0 
(modd.  py  F(x))  dont  le  degré  est  un  diviseur  du  degré  x  de  F(x)y 
(mod.  p)y  a  un  nombre  de  racines  égal  à  son  degré.  Toute  congruence 
irréductible  W{x)  =  0  (modd.  py  F{x))  dont  le  degré  n*est  pas  un 
diviseur  de  %  n'a  aucune  racine. 

Les  théorèmes  précédents  permettent  d'établir  la  proposition  capi- 
tale que  voici:  A  toute  fonction  rationnelle  entière  W{x)  à  coeffi- 
cients entiers,  de  degré  n  (mod.  p),  on  peut  faire  correspondre  une 
fonction-première  F{pc)y  (mod.  p)y  telle  que  la  congruence 

W{x)  =  0     (modd.  jp,  Fi^x)) 
ait   précisément  n  racines    (inégales    ou   égales).     Le   degré  %  de  la 
fonction-première  F{x)y    (mod.  p)    est   le  p.  p.  m.  c.   des    degrés    des 
fonctions-premières   (mod.  p)    différentes    dont    W(x)   est    le    produit 
(mod.  pY^y 

24.  Imaginaires  de  Ghalois.  L'étude  des  congruences  des  degrés 
supérieurs  est  facilitée  par  l'introduction  des  imaginaires  de  Galois, 

Lorsque  Fix)  est  une  fonction-première  (mod.  p),  de  degré  ^r  >  1, 
la  congruence  irréductible 

F{x)  =  0     (mod.  p)  y 
n'a  aucune  solution  entière.     Dans  ce  cas,  E.  Galois^   introduit   un 
symbole  i  auquel  s'appliquent,  par  définition,  les  mêmes  règles  de  calcul 
qu'aux  nombres  naturels  et  qui  est,  en  outre,  supposé  tel  que  Ton  ait 

F(i)  =  0     (mod.  p). 
On  peut  dire  que  i  est  une  solution  irnaginaire  de  la  congruence  irré- 
ductible  JF(ic)  =  0    (mod.  jp);   rien  n'empêche  d'imaginer  par  exemple 

,Cf  P.  Bachmann,  Niedere  Zahlenth.  ")  1,  p.  »93.* 
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que  i  est  une  des  racines  de  l'équation  irréductible  F(x)  »»  0.  ^.  GaUns 
a  d'ailleurs  mis  en  pleine  lumière  les  avantages  que   l'on  peut  tirer 
de  cette  façon  de  parler,  dans  la  théorie  des  congruences  **').* 
Une  congruence  de  la  former 

97 {x)  =  ^(rc)      (modd.  p,  F{x)) , 
est  complètement  équivalente  à  la  congruence 
<)p(i)  =  ^(i)     (mod.  p) . 

On  appelle  imaginaire  de  GaUns,  toute  fonction  rationnelle  entière 
de  iy  à  coefficients  entiers;  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  im^inaire  de  Galois  f{i)  soit  =  0  (mod.  ^),  est  que  f(x)  soit 
=  0  (modd.  Py  F{x)).  Si  l'on  envisage  comme  égales  deux  imaginaires 
de  Galois  congrues  (mod.  p),  H  n'y  a  qu'un  nombre  limité  pî^  d'ima- 
ginaires de  Galois  distinctes ,  parmi  lesquelles  une  seule  est  nulle 
tandis  que  (p  —  1)  sont  congrues  (mod.  p)  aux  (p  —  1)  premiers 
nombres  naturels;  chacune  de  ces  p^  imaginaires  de  Galois  peut  être 
mise  sous  la  forme 

/■(O  =  «0  +  «1^*  +  <hi^  +  '"  +  <^n-ii'"^     (mod.  p) , 
où  a^,  a^,  a^,  .  .  .,  «^_i  sont  des  nombres  entiers  que  l'on  peut  choisir 
parmi  les  nombres  0,  l,  2,  .  , .,  p  —  1 . 

Le  produit  de  plusieurs  imaginaires  de  Galois  ne  peut  être  =  0 
(mod.  p)  que  si  l'une  de  ces  imaginaires  est  ^^  0  (mod.  p).  A  chaque 
imaginaire  de  Galois  diiférente  de  0  (mod.  jj),  correspond  une  imaginaire 
associée  /^(i)  telle  que  l'on  ait 

Lorsqu'on  introduit  les  imaginaires  de  Galois,  aux  théorèmes  dé- 
montrés pour  les  congruences  prises  suivant  un  système  de  modules 
p,  F{x)y  correspondent  les  théorèmes  suivants  concernant  les  con- 
gruences prises  suivant  un  module  p. 

Chacune  des  p^  imaginaires  de  Galois  f{i)  est  racine  de  la  con- 
gruence 

x^  ^^x     (mod.  p)  y 

en  sorte  que  cette  congruence  a  autant  de  racines  que  l'indique  son 
degré. 

Les  racines  de  la  congruence  fondamentale  F(x)  ^  0  (mod.  p)  sont 

f,      f,      #  y      ...    y      l 

Quelle  que  soit  la  congruence  fondamentale  F{x)  =  0  (mod.  p) 

227)  ,Cf.  E.  Boreî  et  J.  Brach ,  Introd.  à  Tétude  de  la  théorie  des  nombreH, 
d*après  des  conférences  de  J.  Tannery^  Paris  1895,  p.  68/ 
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serrant  à  définir  les  imaginaires  de  Gblois^  le  nombre  des  racines 
(imaginaires  de  Galois)  d'une  congruence  quelconque  0{x)^O  (mod.p) 
est  au  plus  égal  au  degré   de  cette  congruence. 

Toute  imaginaire  de  Galois  f(iy  a^ppoHient  à  un  exposant  n  qui 
divise  |?^  —  1  ;  à  chaque  diviseur  »  de  p^  —1  appartiennent  tpivi) 
nombres  /*(t);  la  congruence  af^  —  rc  =  0  (mod.  jp)  a  ç?  {j^  —  1)  racines 
primitives  f(i)  qui  sont  incongrues  et  appartiennent  à  Texposant 
1)"- 1. 

Chacune  de  ces  ^{p^  —  1)  racines  primitives  est,  comme  i 
elle-même^  racine  d'une  congruence  irréductible  de  degré  %,  et  ses 
puissances  donnent  toutes  les  racines  de  la  congruence  ixf^  ^  x 
(mod.  p)  y  c'est  à  dire  des  quantités  f{i)  toutes  incongrues.  Ainsi  les 
racines  de  la  congruence***) 

x'^^  =  X    (mod.  7) 

peuvent  toutes,  puisque  t*^2  (mod.  7)  est  irréductible,  se  mettre 
sous  la  forme 

^0  +  ^*  +  a,i*     (mod.  7)  ; 

on  trouve  comme  racine  primitive 

j^i  —  i* 
c'est  à  dire  une  racine  de  la  congruence  irréductible 
f^j  +  2  =  0     (mod.  7), 

et  toutes  les  racines  de  la  congruence  x^^  =  x  (mod.  7)  sont  aussi 
de  la  forme 

«0  +  ^J  +  ^/     (mod.  7) . 

Si  m  est  le  nombre  auquel  convient  f(t),  c'est-à-dire  le  plus  petit 
nombre  naturel  pour  lequel  1/(0]''"*"*  — 1  (mod.  p),  m  est  un  diviseur 
de  ;r,  et  si  ttj,  %,  a^?  *  •  •>  ^*  ^^^*  ^^^  nombres  premiers  inégaux  qui 
divisent  m,  le  nombre  naturel 

tft  m  m  tn 

p"»  —  ^  P^  +  ^  P^i^^   —  ^j  p^i'^à^'l   +    .  •  •  4-|?«i«»-    -«Jt^ 

OÙ  les  sommes  sont  formées   comme  il  a  été  expliqué  plus  haut,  in- 
dique   combien,  parmi   les   nombres    incongrus  f(i),  il  y  en   a   qui 
conviennent  à  m. 
Les  puissances 

228)  E,  Galois,  Œuvres"»),  p.  19;  cf  J.  A.  Serret,  Alg.  sup.  (6«  éd.),  2, 
Paris  1886,   p.  181. 
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sont  les  racines  d'une  congruence  irréductible  C[>(a:)  =  0  (mod.  p)  de 
degré  m,  en  sorte  que  toute  fonction  symétrique  entière  de  ces 
puissances ^  à  coefficients  entiers^  est  congrue  (mod.  p)  à  un  nombre 
entier;  réciproquement,  toute  congruence  entière  à  coefficients  entiers, 
à  laquelle  satisfait  fi})  y  a,  en  même  temps,  ces  puissances  pour  racines. 

Si  %  est  le  degré  de  la  congruence  fondamentale  F(x)^0  (mod.  jp) 
an  moyen  de  laquelle  on  introduit  les  imaginaires  de  Galois,  toute 
congruence  irréductible  0(a:)  =  0  (mod.  p),  dont  le  degré  est  un  divi- 
seur de  sr,  a  un  nombre  de  racines  égal  à  son  degré,  tandis  que  toute 
congruence  irréductible  0(x)  =  O  (mod.  p)  dont  le  degré  n'est  pas 
diyiseur   de  x  n'admet  pas  de  racine  (imaginaire  de  Galois). 

Si  W(a:)  =  0  (mod.  p)  est  une  congruence  quelconque,  entière  à 
coefficients  entiers,  si  f(x),  fi{x),  . , .  sont  les  fonctions  premières  de 
degrés  respectifs  ii,  fi^^  .  . ,  dont  V^(x)  est  le  produit  (mod.  jp),  si 
enfin  x  désigne  le  p.  p.  c.  m.  de  ft,  /li^^,  .  .  .,  il  existe  une  fonction- 
première  F(x)  de  degré  «;  si  l'on  introduit  l'imaginaire  de  Galois  i 
définie  par  la  relation 

F(i)  =  0    (mod.  p), 

la  congruence  V(x)  =  0  (mod.  p)  aura  un  nombre  de  racines  (imi^i- 
naires  de  Galois)   égal  à   son  degré. 

Il  suffît  de  rapprocher  ce  théorème  du  théorème  fondamental  de 
l'Algèbre  pour  avoir  nettement  conscience  de  l'utilité  de  l'introduction 
des  imaginaires  de  Galois  dans  la  Théorie  des  nombres.  Ce  théorème 
a  d'ailleurs  donné  lieu  à  mainte  application,  notamment  dans  la  Théorie 
des  substitutions"^. 

Problèmes  diyers  sur  les  Bombres  naturels. 

25.  Détermination  des  nombres  premiers.  On  trouve  les  nom- 
bres premiers  de  la  suite  1,  2,  3,  . . .,  n,  en  supprimant,  dans  cette 
suite,  tous  les  multiples  des  nombres  premiers  inférieurs  à  Yn. 

On  a  donné  le  nom  de  Orible  d'EraiosiJiènes^^)  au  procédé  con- 
sistant à  supprimer  ainsi  dans  la  suite  des  nombres  naturels  tous  les 
multiples  des  nombres  premiers  successifs  inférieurs  à  un  nombre 
déterminé '•^). 


229)  Voir  à  ce  s^jet,  C,  Jordan,  Traité  des  substitutions,  Paris  1870;  cf.  I  8. 

230)  ^L'attribution  de  ce  procédé  â  JEratosthènes  remonte  à  Nicomaque  de 
Gérase  [Nicomachi  Geraseni  Pythagorei  Introd.  arith.  livre  1,  chap.  13,  n""  2; 
éd.  B.  Hoche,  Leipzig  1866,  p.  29;  cf.  G.Bemhardy,  Eratosthenica,  Berlin  1822, 
p.  173/4]  (Note  de  G.  Loriay. 

231)  Léonard  de  Pise  [Liber  abbaci  1228;  Scritti  di  Leonardo  Pisano  pubb. 
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Si,  dans  la  suite  des  nombres  naturels ^  on  supprime  les  mul- 
tiples des  Je  premiers  nombres  premiers:  si  Ton  compte  alors  combien 
il  manque  de  nombres  entre  deux  de  ceux  qui  restent^  on  obtient  la 
i®  suite  diatomique  de  A,  de  Polignac  ^**).  La  suite  des  nombres  2"  —  1 
forme  une  suite  médiane  de  suites  diatomiques. 

Entre  un  nombre  naturel  quelconque  et  son  carré,  il  y  a  tou- 
jours un  nombre  premier***). 

Sauf  2  ou  3,  tout  nombre  premier***)  est  =  ±  1  (mod.  6). 

26.  Décomposition  des  grands  nombres  en  f aoteurs.  (  \  F.  Gauss  ^ 
a  doimé  deux  méthodes  pour  décomposer  les  grands  nombres  en  facteurs. 
Déjà  antérieurement,  ^P.  de  Fermat^^)  avait",  dans  le  même  but,  uti- 
lisé la  représentation  d*un  nombre  par  la  forme  x^  —  t/*.*  L.  Euler^^'^ 
a  ensuite,  toujours  dans  le  même  but,  utilisé  les  représentations 
d*un  nombre  par  la  forme  rx^-\-sy^,  avec  un  déterminant  D  =  rs 
convenablement  choisi  \nwmeri  idonei].  ^F.  BunïaJcovshij^^)*  et  P.  Seél- 
hoff^^^)  s'appuient  sur  des  considérations  analogues. 

da  B.  Boncompagni  1,  Rome  1857,  p.  38]  paraît  être  le  premier  auteur  connu 
qui  ait  fait  observer  que,  pour  reconnaître  si  n  est  premier  ou  non,  on  peut 
se  borner  à  envisager  ceux  des  diviseurs  de  n  qui  sont  ^  l/n  ;  toutefois  Léonard 
de  Pise  ne  fait  pas  usage  du  Crible  d^Eratosthènes  pour  trouver  les  nombres 
premiers.  Mais,  vers  la  fin  du  13*  siècle,  Ibn  Aïbannâ  fait  usage  de  ce  procédé 
pour  reconnaître  si  n  est  premier  ou  non  en  observant  expressément  que  les 
nombres  premiers  dont  il  faut  supprimer  les  multiples  sont  ceux  qui  sont  au 
plus  égaux  à  |/n  [voir  E.  A.  Marre,  Atti  Accad.  pontif  Nuovi  Lincei  17  (1863i/4), 
p.  307;  trad.  du  Talkhîs"»)  d'Un  AWannâ]  (Note  de  G.  Enestrôm.y 

232)  Pour  les  propriétés  de  ces  suites,  voir  A.  d^  Polignac,  J.  math,  pures 
appl.  (1)  19  (1864),  p.  306. 

233)  A.  de  Polignac,  id.  p.  330. 

234)  ^Ce  théorème  paraît  avoir  été  énoncé  pour  la  première  fois  vers  la 
fin  du  16*  siècle  par  P.  Bongo  (Bungus)  [Numerorum  mysteria  .  .  . ,  Bergame 
1699,  p.  399;  rééd.  de  „My8ticae  numerorum  .  .  .",  Bergame  1684];  cf  G.  Vacca, 
Bibl.  math.  (3)  2  (1901),  p.  149.  Vers  le  commencement  du  16*  siècle,  Ch,  de 
Bouvdles  avait  d'ailleurs  fait  une  observation  qui  équivaut  au  théorème  en 
question  [voir  J.  Fontes,  Mém.  Acad.  Toulouse  (9)  6  (1894),  p.  160]  (Note  de 
G.  Enestrôm).* 

236)  Disq.  "),  n°-  329/34;  Werke  1,  p.  401/11. 

236)  ^lettre  adressée  probablement  en  1643  à  B.  Frenicle  de  Bessy  ou 
à  M.  Mersenne;  Œuvres")  2,  p.  266  (Note  de  G.  Enestrôm).* 

237)  lettre  k  N,  de  Béguélin^  datée  de  mai  1778,  insérée  Nouv.  Mém.  Acad. 
Berlin  7  (1776),  éd.  1779,  p.  387;  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  13  (1768),  éd.  1769, 
p.  67  [1766];  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  12  (1794),  éd.  1801,  math.  p.  22[1778J; 
Commentât.  Arith.  1,  St.  Pétersb.  1849,  p.  379;  2,  St.  Pétersb.  1849,  p.  249,  270. 
Voir  encore  F,  Gruhe,  Z.  Math.  Phys.  19  (1874),  p.  492. 

238)  ^Mém.  Acad.  Pétersb.  "*)  (6)  4  (1841),  p.  447  [1839].* 

239)  Z.  Math.  Phys.  31  (1886),   p.  166;   Archiv  Math.  Phys.  (2)  2  (1885), 
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Pour  décomposer  les  grands  nombres  en  facteurs,  E.Lucas^^)  a 
atHisé  les  expressions 

où  a,  h  sont  les  racines  d'une  équation  x^  =»  Px  —  Qj  h,  coefficients 
entiers  positifs  ou  négatifs,  premiers  entre  eux.  Ces  expressions,  qui 
ont  la  plus  grande  analogie  avec  le  sinus  et  le  cosinus,  se  déterminent 
à  l'aide  d'une  relation  récurrente**^) 

à  laquelle  elles  satisfont.     U  y  en  a  de  trois  espèces: 

1®)  les  expressions  où  a  et  6  sont  entiers-^  pour  a  =  2,  6=1, 
on  obtient  la  suite  des  nombres  de  Fermat^"^) 

u,^2»-i,   r,  =  2-  +  i, 

dont  les  premiers  termes  sont 

0,  1,3,  7,  15,  ...;    2,3,5,9,  17,  ... 
2^)  les  expressions   où  a  et  6   sont  incom'tnetiSfiMrables.    Dans  le 
cas   particulier   où   l'équation    x^  »»  Px  —  Q    se    réduit   à   la    forme 
J*  «  ar  +  1 ,  on  a 

*^  2"  1/6  '  •  2" 

et  les  U^  sont  les  nombres  de  Fibonacci^^) 

0,  1,  1,2,3,5,8,13,21,34,... 
.étudiés  par  A,  Girard^),    Bobert  Simson^),   J.  P.  M. Binet^^*  et 
G.  Lamé^'^]  les  premiers  termes  de  la  suite  des  nombres  F,  sont 
2,  1,  3,  4,  7,  11,  18,  29,  47,  76,  . . . 

p.  329;    Amer.  J.  math.   7  (1886),   p.  264;    8  (1886),   p.  26,  39.      Voir   encore 
Th,  Pépin,  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  43  (1889/90),  p.  163. 

240)  E.  Lucas,  Atti  Accad.  Torino  11  (1876/6),  p.  928;  13  (1877/8),  p.  271 
[1878];  C.  R.  Acad.  se.  Paria  82  (1876),  p.  166, 1303;  83  (1876),  p.  1286;  Amer.  J. 
math.  1  (1878),  p.  184,  289.  Voix  aussi  A,  Genocchi,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  98 
(1884),  p.  411;  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  2  (1868/9),  p.  266;  D.  Sdivanav,  Math. 
Sbomik  (recueil  Soc.  math.  Moscou)  16  (1891/3),  p.  469  [1892];  J.  G.  Birch, 
Messenger  math.  (2)  22  (1892/8),  p.  62;  W.  W.JR.BaU,  id.  p.  82. 

241)  An  siget  de  pareilles  suites  récurrentes,  Yoir  F.H.Siébtck,  J.  leine 
angew.  Math.  83  (1846),  p.  71;  D.  André,  Bull.  Soc.  math.  France  6  (1877/8), 
p.  166;  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  7  (1878),  p.  876;  (2)  9  (1880),  p.  209. 

242)  Lettres  de  P.  de  Fermât  à  M,  Meraenne  probablement  de  juin  et  août 
1640;  Œuvres*")  2,  p.  198,  206. 

248)  ^Léonard  de  Pise,  Liber  abbaci  (1228);  Scritti  di  Leonardo  Pisano 
pnbb.  da  B.  Boncompagni  1,  Rome  1867,  p.  283/4.* 

244)  ^Albert  Girard,  trad.  du  livre  6  de  TArithmétique  de  Diophante, 
publiée  dans  les  Œuvres  math,  de  Simon  Stevin,Lejàe  1634,  p.  169,  170.* 
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50    P-  Badtmann,    I  16.   Problèmes  direxs  sur  les  nombres  mitnrelB.    E.  MaiUet, 

E.  Lucas  appelle  suite  (ou  série)  de  PèU  la  snite  des  nombres  U^ 
et  F^  (w  =  0,  1,  2,  . . .)  qui  correspondent  au  cas  particulier  où 
Téquation  x^  «  Px  —  Ç  se  réduit  à  la  forme  x^  =>  2x  -\-  1]  les  pre- 
miers termes  de  cette  suite  sont 

0,  1,  2,  5,  12,  29,  70,  169,  . . .;    2,  2,  6,  14,  34,  82,  198,  . . .; 

3^)  les  expressions  où  a  et  &  sont  imaginaires. 

Les  théorèmes  suivants  sont  importants: 

Les  termes  de  rang  impair**^)  de  la  suite  U^  sont  des  diviseurs 
de  X*  —  Qff^  ;  en  particulier,  les  termes  de  rçjig  impair  de  la  suite  de 
Fibonacci,  ou  de  la  suite  de  PeU,  ne  peuvent  contenir  comme  diviseur 
aucun  nombre  premier  =  3  (mod.  4).  Les  diviseurs  premiers  propres 
de  Î7„,  c'est-à-dire  ceux  qui  divisant  U^  ne  divisent  aucun  f/^  où  v  <  w, 
sont,  pour  a  et  h  entiers,  de  la  forme  in  -f  1;  les  diviseurs  premiers 
propres  de  V„  sont,  pour  a  et  6  entiers,  de  la  forme  2Jcn  +  l  **^). 

Si  Uj,_i  est  divisible  par  p  sans  qu'aucun  des  U^  à  indice  n 
divisant  p  -—  1  le  soit,  le  nombre  p  est  premier.  De  même,  si  U^^^ 
est  divisible  par  p,  sans  qu'aucun  des  U^  à  indice  n  divisant  p  +  l 
le  soit,  le  nombre  p  est  premier^.  Ce  théorème  comprend,  comme 
cas  particulier,  le  théorème  suivant**^)  que  l'on  peut  envisager  comme 
une  réciproque  du  théorème  de  Fermât: 

„Si  a*  —  1  est  divisible  par  p  quand  x  =p  —  l  et  n'est  pas 
divisible  par  p  quand  x  <,p  —  1,  le  nombre  p  est  premier. ^^ 

U  comprend  d'ailleurs  encore  beaucoup  d'autres  théorèmes  parti- 
culiers du  genre  de  ceux  de  Th.  Pepin*^^),  par  exemple  les  suivante: 
Si  p  =  4g  -f  3  est  un  nombre  premier,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  2p+l  soit  un  nombre  premier  est  que  dans  la  suite 
de  Fermât  on  ait 

tr^=- 2^-1  =  0  (mod.  2i>-f  1). 

Si  p=^4q  +  Z  est  un  nombre  premier,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 


246)  ^Philos.  Trans.  London  48  (1768),  p.  868.* 

246)  ^C.  R.  Acad.  bc.  Paris  17  (1848),  p.  668;  19  (1844),  p.  989.* 

247)  C.  B.  Acad.  bc.  Paris  19  (1844),  p.  867. 

248)  E.  Lucas,  Amer.  J.  math.  1  (1878),  p.  200. 

249)  Amer.  J.  math.  1  (1878),  p.  291. 

260)  id.  p.  802. 

261)  E.  Lucas,  Théorie  des  nombres  1,  Paris  1891,  p.  441.  Au  stget  de 
Tapplication  de  ce  théorème  à  des  exemples  déterminés,  cf.  G.  AmotiX,  Amoc. 
fr.  avanc.  se.  82  (Angers)  1908',  p.  118. 

262)  C.  E.  Acad.  se.  Paris  86  (1877),  p.  829;  86  (1878),  p.  807. 
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26.  Décomposition  des  grands  nombres  en  facteurs.  51 

saute  pour  que  2p  —  l  soit  un  nombre  premier  est  que  dans  la  suite 
de  Pdl  on  ait 

_  (i+yi)^-(i-0)!  ^  0     (^^d  2p  - 1). 

Les  théorèmes  de  JÇ.  Luccis^  conviennent  particulièrement  pour 
la  décomposition  des  nombres  de  la  forme  2"  ±  1.  Le  nombre  2"  +  1 
ne  peut  être  premier  que  si  n  ==  2*^  ;  le  nombre  2"  —  1  ne  peut  être 
premier  que  si  n  est  premier. 

Si  j9  est  premier^  les  facteurs  premiers  de  2^—1  sont^  d'après 
P.  de  Fermai  ^j  de  la  forme  2îcp  +  1;  les  facteurs  premiers  de  2^  +  1 
jouissent  d'ailleurs  d'une  propriété  analogue. 

L.E\der  a  montré  que^  contrairement  à  l'assertion  de  P.  deFermat^^)^ 
les  nombres  2**^  +  1  ne  sont  pas  tous  premiers.  Pour  v  =—5;  le 
nombre  2**  +  1  est  égal  à  4294967297  qui  est  le  produit  de  6700417 
par  641.  Pour  v  =  6,  12,  23,  36,  le  nombre  2*'+  1  est  divisible 
respectivement  par  les  nombres  premiers '^•) 

274177,    114689,     167772161,    2748779069441; 
le    nombre   2^   a  plus   de   vingt   mille   millions  de  chif&es.     Pour 


253)  Pour  la  décomposition  d^im  nombre  JV  connaissant  celle  de  ^±  1,  voir 
E.  Lucas,  Assoc.  fir.  avanc.  se.  5  (ClermonIrFerrand)  1876,  p.  61/8. 

254)  «P.  de  Fermai,  lettres  à  M.  Mersenne  et  à  B,  Fremcle  de  Bessy  datées 
de  1640;  Œuvres  ^^  2,  p.  198,  205.*  Démonstration  de  L.  Eider^  Novi  Comm. 
Acad.  Petrop.  1  (1747/8),  éd.  1750,  p.  20  [1748];  Commentât.  Aiith.  1,  St.  Pétersb. 
1849,  p.  50.  An  si^jet  d'nne  généralisation  de  cette  propriété,  voir  A.Lefébure, 
C.  R.  Acad.  se.  Paris  98  (1884),  p.  293,  413,  667,  618;  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  1 
(1884),  p.  889;  (3)  2  (1885),  p.  113. 

255)  «Lettre  à  B.  Pascal  datée  du  29  août  1654;  Œuvres  *^  2,  p.  309  [en  1640, 
dans  des  lettres  à  B.  Frenicle  de  Bessy,  il  écrivait  seulement  „je  suis  quasi- 
persuadé**  ;  Œuvres  *')  2,  p.  206/12]  ;  il  importe  d* ailleurs  de  remarquer  que  dans 
sa  lettre  à  B.  Pascal,  P.  de  Fermât ^  tout  en  disant  être  persuadé  de  la  vérité 
du  théorème,  ajoute  [Œuvres  *^  2,  p.  310]  qu'il  ne  lui  en  proposerait  pas  la  dé- 
monstration s'il  en  était  venu  lui-même  à  bout.*^ 

256)  L.  EuUr,  Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1732/3),  éd.  1738,  p.  103  [1732]; 
Commentai.  Arith.  1,  St.  Pétersb.  1849,  p.  1  ;  N.  de  Bégudin,  Nouv.  Mém.  Acad. 
Berlin  6  (1775),  éd.  1777,  p.  800;  F.  B\miàkovskiQ  [Bull.  Acad.  Pétersb.  (3)  24  (1878), 
eoL  559;  (3)  25  (1879),  col.  68;  Mélanges  math.  astr.  Acad.  Pétersb.  5  (187^81), 
p.  505,  519]  communique  les  résultats  obtenus,  pour  tr  =  12  et  f/  =  23,  par 
J.PervuHn  en  novembre  1877  et  février  1878;  ^i^.  Lucas,  Atti  Accad.  Torino  13 
(1877/8),  p.  271  [1878];*  F.  Landry,  (pour  i^  =  6)  Nouv.  Corresp.  math.  6  (1880), 
p.  417;  P.  Sedhoff,  (pour  v  =  86)  Z.  Math.  Phys.  31  (1886),  p.  380.  Ce 
dernier  indique  encore  la  décomposition  d'une  suite  de  nombres  de  la  forme 
i.2-.f  1. 
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52    ^-  Baehmtvnn,    1 15.   Problèmes  divers  sur  les  nombres  naturels.    E.  MaiM. 

V  ■=  9, 11,  18,  38  le  nombre  2^^  +  1  ©st  respectivement  divisible*^) 
par  2i«  -37  +  1,   2"  •  39  +  1,   2»  •  13  +  1,   2*^  •  3  +  1. 

On  trouve  une  table  des  facteurs  de  2"  ±  1  pour  1  ^  n  ^  64, 
d'après  F.  Landry  ^^,  dans  le  mémoire  fondamental  de  E,  Lucas^^ 
et  dans  un  article  de  W.  W,  B.  BalV^). 

Par  une  extension  de  la  méthode  de  décomposition  de  C,  F.  Gauss, 

Th.  Pépin  ^^)  trouve,  en  particulier,  que  ^    _      est  premier. 

K.  Zsigmondy^^^)  donne  la  possibilité  de  reconnaître  les  nombres 
premiers  parmi  les  nombres  naturels  compris  dans  certaines  formes 
linéaires  données. 

^Si  Ton  désigne»»»)  pari>i  "-  2,  jp,  «  3,  pj,  =  5,  ...,i>,,  jp„+,, ..., la 
suite  illimitée  des  nombres  premiers  rangés  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  par  P^  le  produit  P^  ^^PiP^Pz  -  -  •  Pn  ®*  P*^  Qh  ^'^^  V^^^' 
conque  des  nombres  naturels  1,  2,  3, ... ,^^  —  1;  si  enfin  pour  A  =  1, 
2,  .  . . ,  n  on  prend  pour  ^j^^  un  nombre  entier  vérifiant  la  congruence 


la  formule 


donnera   sans   omission   tous   les   nombres    premiers  et  rien  que  les 
nombres  premiers  compris  entre  p^  et  jpî+i. 
Ainsi  pour  n  =  7,  la  formule 


267)  ^Voir  E.  B.EscoU,  Interméd.  math.  10  (1908),  p.  168;   11  (1904),  p.  79 
[Question  1173].* 

268)  Décomposition  des  nombres  2'*  ±  1  en  leurs  factenrs  premiers  de 
n»=l  à  n»«64,  moins  quatre,  (avec  opuscule:  Aux  mathématiciens  de  tontes 
les  parties  du  monde:  Commun,  sur  la  décomp.  des  nombres  en  facteurs  simples, 
Paris  1867),  Paris  1869;  H.  Le  Lasseur  [cf.  E.  Lucas,  Atti  Accad.  Torino  18 
(1877/8),  p.  279]  a  utilisé,  pour  des  recherches  analogues,  la  formule  de  X.  Euler 
[voir  P.  H.  Fusa,  Corresp.  math.  phys.  1,  S*  Pétersb.  1843,  p.  146]  et  de  L.  F, 
A.  AurifeuiUe 

2*''  +  «+l=(2^''  +  l  +  2'*  +  ^+l)(2*"+*-2"  +  ^  +  l); 

^Yoir  E.  Lucas,  Bull.  bibl.  storia  mat.  11  (1878),  p.  788;  Récréations  math.  1, 
Paris  1882,  p.  241;  2,  Paris  1888,  p.  280;  voir  encore  E.  Barbette,  Mathesis  (2) 
9  (1899),  p.  241.*  Cf.  L.  Euîer,  Tractatus  de  numerorum  doctrina,  chap.  1 1,  n*>  407 
(Opéra  inedita).  Commentât.  Arith.  2,  S*  Pétersb.  1849,  p.  661. 

269)  Amer.  J.  math.  1  (1878),  p.  289/40. 

260)  Messenger  math.  (2)  21  (1891/2),  p.  84,  121. 

261)  Mem.  Accad.  pontif  Nuovi  Lincei  9  I  (1898),  p.  47/76. 

262)  Monatsh.  Math.  Phys.  4  (1893),  p.  79;  6  (1894),  p.  128. 
^Voir  B.  Le  Vavasseur,  Mém.  Acad.  se.  Toulouse  (10)  3  (1903),  p.  36/8/ 
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27.  Nombres  parfaits.  53 

X  =  lOôji  +  703j  +  126?,  +  I2O34   (mod.  210) 
donne  tous  les  nombres  premiers  entre  7  et  121.* 

L.  Chemac^  a  constrait  des  Tables  qui  donnent  les  diviseurs 
des  nombres  jusqu'à  1020000.  D'autres  Tables  sont  dues  à  J,  Gh. 
Burdchardt^),  jr.  A.  Lébesgue^Yy  Z.  Base^'^,  James  Glaisher*^). 
Dans  ces  dernières ,  on  trouve^  par  exemple^  réyaluation  directe  du 
nombre  de  nombres  premiers  inférieurs  à  certains  nombres  déter- 
minés***) et  une  comparaison  avec  les  résultats  fournis  par  les  for- 
mules de  CF.Gatiss,  A.  M.  Legendre,  B.  Riemann^^)  sur  la  fréquence 
des  nombres  premiers.  On  7  trouve  aussi  de  nombreux  renseignements 
bibliographiques  *^*). 

27.  Nombres  parfaits.  Un  nombre  naturel  est  dit  parfait  quand 
il  est  égal  à  la  somme  de  ses  parties  aliquotes  (c'est-à-dire  de  tous 
ses  diviseurs  excepté  lui-même  mais  7  compris  l'unité).  La  somme 
des  diviseurs  d'un  nombre  parfait  est  donc  égale  au  double  de  ce 
nombre  pai&it. 

Les  nombres 

6  =  1+24-3,   28-l-f-2-f4-f7  +  14,   496,  8128, 
33550336,  8589869056,  137438691328,  2305843008139952128 
sont  des  nombres  parfaits. 


264)  Gribram  arithmeticam,  Deventer  1811,  jusqu'à  1020000. 
266)  Table   des   diviseurs  pour  tons  les  nombres  depuis  1  jusqu'à  8086000 
(en  trois  parties),  Paris  1814,  1816,  1817. 

266)  ^Tables  diverses  pour  la  décompoiAtion  des  nombres  en  leurs  facteurs 
premiers,  Paris  1864.  Ces  tables  contiennent  un  Tableau  des  nombres  premiers 
inférieurs  à  6600.* 

267)  Faetorentafeln  for  aile  Zahlen  von  6000001  bis  9000000  (en  trois 
parties),  Hambourg  1862, 1868, 1866  ;  ^Z,  Da&e  et  H.  Basenberg  ont,  en  outre,  calculé 
des  Tables  pour  le  dixième  million:  elles  sont  déposées  aux  Archives  de  TAcad. 
de  Berlin.  Une  Table  manuscrite  de  J.  P.  Kulik^  donnant  les  diviseurs  de  8  millions 
à  100  millions  est  déposée  aux  Arcbives  de  TAcad.  de  Vienne.* 

268)  Factor  Table  for  the  fourth,  fifbh,  sixth  million  (en  trois  parties), 
Londres  1879,  1880,  1888.  Voir  encore  W.  Davis,  J.  math,  pures  appl.  (2)  11 
(1866),   p.  188. 

269)  ^Pour  Fusage  courant,  on  trouve  dans  les  Tables  de  logarithmes  à 
cinq  décimales  de  G.  J.  HaUel  (dernier  tirage,  Paris  1906),  les  plus  petits  divi- 
seurs des  nombres  composés  <  10841  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  2, 8, 6  ou  11.* 

270)  Voir  1 17.  Voir  aussi  C.  Tuxen,  Tidsskrift  math.  K6benhavn  (Copen- 
hague), (4)  6  (1881),  p.  16/25;  F.  Thaarup,  id.  p.  77/86;  cf.  Interméd.  math.  2 
(1896),  p.  40;    10  (1903),  p.  328;    11  (1904),  p.  103. 

271)  ^L'exactitude  des  tables  imprimées  a  été  contrôlée  par  J.  P.  Ghram, 
Aeta  math.  17  (1898),  p.  801  (Note  de  G.  Enestrâm)* 
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54    -P-  Bachfnann.    I  16.   Problèmes  diyers  sur  les  nombres  naturels.     E.  MaUlet. 

Eudide  ^^  a  démontré  que,  si  la  somme  1  +  2  +  2*  + h  2^-^ 

c'est-à-dire  2P  —  1  est  un  nombre  premier  (ce  qui  implique  p  premier), 
le  nombre 

est  un  nombre  parfait.  Tout  nombre  parfait  pair  a  d'ailleurs  néces- 
sairement cette  forme*'*). 

^n  en  résulte  que  tout  nombre  parfait  pair  se  termine  nécessairement 
par  un  6  ou  par  un  8.  *'^)  A  part  le  nombre  6,  tout  nombre  parfait 
pair,  diminué  de  1,  est  divisible  par  9."^)* 

La  démonstration  de  J,  CarvaUo  *'*)  tendant  à  montrer  quHl  n'y 
a  aticun  nombre  parfait  impair  est  insuffisante;  pourtant  on  n'en 
connaît  aucun*''). 

M.  A,  Stem  *'®)  a  montré  qu'il  n'y  a  aucun  nombre  parfait  de  la 
forme  4Z;  -f  3  et  a  indiqué,  comme  l'avait  fait  L,  Euler,  l'expression 
nécessaire  de  ceux  qui  sont  de  la  forme  4ft  +  1.  D'autres  théorèmes 
sur  ces  nombres,  au  cas  où  ils  existeraient,  ont  été  donnés  par 
a.  Servais  *'«),  E.  Cesâro  ^),  J.  J,  Sylvester  ^^\  ,C.  Bourlet  «*»),  M.  Stuy- 
vaert^'^y 


272)  Ëlementa,  livre  9,  prop.  86;  Opéra*)  2,  p.  408. 

278)  L.  Eider,  Tractatas  de  numerorum  doctrina,  chap.  8,  n^  107/9  (Opéra 
inedita);  Commentât.  Arith.  2,  St.  Pétersb.  1849,  p.  514;  voir  aussi:  De  nameris 
amicabilibns  (inedita),  Commentât.  Arith.  2,  p.  630;  cf.  E,  Lucas,  Théorie  des 
nombres  1,  Paris  1891,  p.  374. 

274)  Nicamaque  de  Qérctse  (vers  -j-  100)  avait  déjà  fait  cette  remarque 
[Introd.  arith. ''^)  livre  1,  chap.  16,  n°  8;  éd.  .S.  Hoche,  p.  40;  cf.  lambUque,  lam* 
blichuB  ...  in  Nicomachi  Introd.  arith.,  éd.  S,  Temmltus,  Amheim  1668,  p.  88]; 
voir  aussi  E.  Lucas,  Récréations  math.  1,  Paris  1882,  p.  160. 

276)  Charles  de  Bouvélîes  [Opus  de  Xn  numeris,  Paris  1610],  indique  ce 
théorème;  il  a  été  démontré  par  T.A.Cataldi  [Trattato  de*  numeri  perfetti, 
Bologne  1603;  voir  G,  Wertheim,  Bibl.  math.  (S)  8  (1902),  p.  79]  et  par  P.  L. 
Wantsel  [Nouv.  Ann.  math.  (1)  8  (1844),  p.  837].  Voir  encore  E.  Lucas,  Mathesis 
(1)  6  (1886),  p.  260. 

276)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  81  (1875),  p.  73. 

277)  B,  Descartes  estimait  qu*il  peut  y  avoir  des  nombres  par&its  impairs 
[lettre  à  B,  Freniele  de  Bessy,  datée  du  9  janvier  1639  ;  Œuvres,  éd.  Ch.  Adam  et 
P.  Tannery  2,  Paris  1898,  p.  476]. 

278)  Mathesis  (1)  6  (1886),  p.  248.  Voir  encore  R  Seelhoff,  id.  p.  101,178; 
E,  Lucas,  id.  p.  146. 

279)  Mathesis  (1)  7  (1887),  p.  228;  (1)  8  (1888),  p.  92,  136. 

280)  Mathesis  (1)  7  (1887),  p.  246. 

281)  Mathesis  (1)  8  (1888),  p.  67;  C.  R.  Acad.  se.  Paris  106  (1888),  p.  403, 
446,  622,  641. 

282)  C.  Bourlet,  Nouv.  Ann.  math.  (3)  15  (1896),  p.  297. 

283)  M.  Stuyvaert,  Mathesis  (2)  6  (1896),  p.  132. 


Digitized  by  VjOOQIC 


27*  Nombres  paifitits.  55 

Niconuigp*e^^)  connaissait  les  quatre  nombres  parfaits 
6,    28,    496,    8128 
qui  dans  la  formule  à*JEk*clide,  correspondent  à  j)  »  2,  3,  5,  7. 

^Le  cinquième  nombre  parfait 

33550336 
est  indiqué  dans  un  manuscrit'^)  de  Tau  1461.  Les  sixième,  sep- 
tième et  huitième  nombres  parfaits  qui  correspondent  à  p  »  17, 19, 
31  et  sont  cites  plus  haut  ont  été  signalés  au  16**"*®  siècle  mais  on 
les  rencontre  entremêlés  à  d'autres  nombres  prétendus  parfaits  et  qui 
ne  le  sont  pas.  Ainsi  N.  Tartaglia*^)  mentionne  yingt  nombres  qu'il 
croyait  parfaits.  J,  Prestet^'^  a  indiqué  exactement  (abstraction  faite 
de  deux  fautes  d'impression)  les  huit  premiers  nombres  parfaits.  On 
retrouve  ces  huit  nombres  dans  L.  Euler^* 

P.  Sedhoff^  ^et  J.  Penmin  ^*  ont  indiqué  un  neuvième  nombre 
parfait]  c'est  le  nombre 

2658455991569831744654692615953842176; 
il  correspond  dans  la  formule  d'Eudide,  à  jî  =*  61. 

Les  nombres  premiers  de  la  forme  2^  —  1  pour  lesquels  i>  <  61 
sont   dits    nombres  de  Mersenne^    celui-ci    les   ayant   mentionnés  ^^) 

284)  Voir  note  274. 

2S6)  «Codex  lat.  Monac.  14908  fol.  34;  cf.  M.  CuHze,  Bibl.  math.  (2)  9 
(1896),  p.  41  (Texte  et  note  de  G.  Enesttôm),* 

280)  «(de  son  txu  nom  N,  Fontana)  Général  Trattato  di  nnmeie  e  misnre  2, 
Veni»e  1566,  fol.  146*»;  trad.  G.  Goaaelin,  Paris  1678.  (Texte  et  note  de  G.  Enestrôm)* 

287)  «Nouveaux  élémens  de  math.  1,  Paris  1689,  p.  155  (Texte  et  note  de 
G.  Enestrôm).* 

288)  «NouY.  Mém.  Acad.  Berlin  8  (1772),  éd.  1774,  H.  p.  86;  Commentât. 
Arith.  1,  S*  Pétersb.  1849,  p.  684.*  «En  1738,  i.  EtUer  [Comm.  Acad.  Petrop.  6 
(1732/3),  éd.  1738,  p.  103/7;  Commentai  Aiith.  1,  p.  1/3]  avait  signalé  l'existence 
de  dix  nombres  parfaits  pairs  parmi  lesquels  les  deux  derniers  qui  correspondent 
dans  la  formule  d'JEuclide  à  jp  »»  41  et  à  p  «»  47  ne  sont  cependant  pas  parfaits 
(Note  de  G.  Enestrom)* 

289)  Z.  Math.  Phys.  31  (1886),  p.  174;  Archiv  Math.  Phys.  (2)  2  (1886), 
p.  327, 829;  (2)  3  (1886),  p.  326;  G.  Valentin,  Archiv  Math.  Phys.  (2)  4  (1886),  p.  100. 

290)  J.Penmèin  a  indiqué  que  2^^ — 1  est  un  nombre  premier;  voir  à 
ce  sujet  le  rapport  de  F.  G.  Itnèeneckij  et  de  F.  Buniakovshij  [Bull.  Acad. 
Pétersb.  (3)  31  (1887),  col.  632;  Mélanges  math.  astr.  Acad.  Pétersb.  6  (1881/8), 
p.  563].  Voir  aussi  J.  Hudeht  [Mathesis  (1)  7  (1887) ,  p.  45]  qui  s'appuie  sur 
un  des  théorèmes  de  E.  Lucas, 

291)  Cogitata  physico-mathematica,  Paris  1644:  préface,  n*"  19.  «D'après 
d'autres  passages  de  M.  Mersenne^  p  devrait  en  tout  cas  être  un  nombre  premier 
de  la  forme  2*'  ^b  ^  ^^  2"  4;  3  [Note  de  P.  Tannery].*  Au  sujet  des  nombres  ds 
Merseumey  voir  encore  Interméd.  math.  3  (1896),  p.  116,  188,  281;  8  (1901),  p.  176; 
U  (1904).  p.  74. 
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d'après  les  indications  de  P.  de  Fermât  "*).  L'assertion  de  M.  Mer- 
senne  concernant  les  nombres  premiers  2^—1  pour  lesquels  67<jj<257 
n'a  pu  être  vérifiée.  D'après  J.  N.  CoU^^)  le  nombre  2*^—1,  que 
M.  Mersenne  avait  cru  premier,  ne  l'est  pas,  et  le  nombre  2**(2^^— 1) 
n'est  certainement  pas  parfait.  D'après  W.  W.  JB.  JB^***)  les  nombres 
correspondant  à  ^  =  127  et  à  ^  =  257  sont  douteux. 

E.  Lionnet^  appelle  nombres  parfaits  de  seconde  espèce  ceux  qui 
sont  égaux  au  produit  de  leurs  parties  aliquotes;  les  nombres  p^ 
(par  ex.  8)  et  p^p^  (par  ex.  10,  14, .  . .)  sont  des  nombres  parfaits  de 
seconde  espèce;  6  est  le  seul  nombre  doublement  parfait  c'est-à-dire 
qui  soit  à  la  fois  parfait  et  parfait  de  seconde  espèce. 

28.  ^Kombres  aliqnotaireB  ^^).  On  appelait  autrefois  nombre 
abondoM  tout  nombre  auquel  la  somme  de  ses  parties  aliquotes  est 
supérieure  et  nombre  déficient  tout  nombre  auquel  la  somme  de  ses 
parties  aliquotes  est  inférieure.  Des  propositions  curieuses  relatives 
à  ces  nombres  peuvent  être  formulées. 

Le  plus  petit  nombre  abondant  impair  est^^^) 
10665  c=  3» .  5  .  79. 

On  a  appelé  sous-double^  sous-triple,  sous-quadruple ,  sous-guintupley 
. . . ,  les  nombres  abondants  égaux  à  la  moitié,  au  tiers^  au  quart,  au 
cinquième,  ...  de  la  somme  de  leurs  parties  aliquotes.  Un  nombre 
égal  à  la  ¥^^^  partie  de  la  somme  de  ses  parties  aliquotes  est  d'ailleurs 
égal  à  la  (jfe  -f  1)'  partie  de  la  somme  de  ses  diviseurs,  en  sor€e  qu'un 
nombre  sous-double  est  égal  au  tiers  de  la  somme  de  ses  diviseurs, 
un  nombre  sous-triple  au  quart  de  la  somme  de  ses  diviseurs,  etc. 

En  1631,  Jf.  Mersenne^^)  proposa  de  trouver  un  nombre  autre  que 
120  qui  fût  sous-double.  P.  de  Fermât*^),  en  1636,  indiqua  672 
avec  une  construction;  cette  construction  consiste  en  général  à  former 

292)  ^ou  de  B.  Frenicle  de  Bessy  (Note  de  P.  Tannery).* 

298)  Bull.  Amer.  math.  Soc.  10  (1903/4),  p.  137. 

294)  Messenger  math.  (2)  21  (1891/2),  p.  34,  120.  Pour  la  bibliographie 
des  nombres  parfaits  voir  encore  Interméd.  math.  2  (1895),  p.  62;  8  (1901),  p.  176; 
12  (1906)  p.  19. 

296)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  18  (1879),  p.  306. 

296)  «Le  texte  de  ce  n»  2S  est  dû  à  P.  Tannery,* 

297)  ^E.  Lucas,  Théorie  des  nombres  1,  Paris  1891,  p.  380.* 

298)  Voir  B.  Descartes,  lettre  à  Jf.  Mersenne  écrite  en  octobre  on  novembre 
1631;  Œuvres,  éd.  Gh,  Adam  et  P.  Tannery  1,  Paris  1897,  p.  229  ligne  28;  la 
question  posée  par  M.  Mersenne  a  été  publiée  dans  la  préface  de  son  „Harmonia 
universalisa,  Paris  1634. 

299)  ^.Œuvres  *^  2,  p.  21  ;  extrait  de  M.  Mersenne,  Harmonia  universalis 
2**«*  partie,  Paris  1637,  p.  26  et  suiv.  (Note  de  P.  Tannery).* 


Digitized  by  VjOOQIC 


28.  Nombres  aliqnoturee.  57 


o"»+i 


—  1 


le  nombre  3p  -  2"*,  p  étant  premier  et  égal  à     ^_g ;  pour  m  =»  3, 

2         +1 

on  ai>  =  5  et  3i). 2^=120;  pour  m  =  5,  on  ai>  =  7  et  3i>-2~«672. 

En   1638,  André  Jumeau  prieur  de   Sainte-Croix^  trouva  un 

troisième  nombre  que  ne  donnait  pas  la  règle  de  P.  de  Fermât*^  c'est 

le  nombre 

523776  =  2» .  3  .  11  .  31. 

a.  Descartes  en  trouva  un  quatrième;  c'est  le  nombre 
1476304896  -  2^»  •  3  - 11  •  43  •  127. 
Le  13  juillet  1638,  22.  Descartes  indique  à  M.  Mersenne  six  nom- 
bres*^*) sous-triples;  les  deux  plus  petits  sont 
30240-2*'3».5.7, 
32760«2».32.5.7    13; 
dans  la  même  lettre,  R,  Descartes^  indique  aussi  le  nombre  sous- 
quadruple 

14182439040  =  2^  •  3*  •  IP  -  5  •  7  -  17  •  19; 

le  15  novembre  1638  il  énonce  quelques  propositions  au  sujet  des 
nombres  abondants^  et  le  9  janvier  1639  il  traite  encore  le  même 
sujet  dans  une  lettre  à  D.  Frenide  de  Bessy^.  C'est  peut-être  à 
ce  dernier  qu'appartient  la  règle  qui  se  trouve  sous  le  nom  de 
R  Descartes  dans  un  manuscrit^^)  de  la  bibliothèque  nationale  publié 
par  Ch.  Henry^. 

P.  de  Fermât^'')  s'était  fait  une  règle  semblable,  probablement  pour 
procéder  par  tâtonnements  méthodiques.  Plus  tard,  en  1657,  dans 
son  premier  „Défi  mathématique^',  il  proposait  ^^)  de  trouver  un  cube 

800)  ^B.  Descartes,  lettre  à  M.  Mersenne  datée  du  3  juin  1638;  Œuvres"^  2, 
p.  167  (Note  de  P.  Tannery).* 

301)  Lettre  à  M.  Mersenne^  datée  du  18  juillet  1688;  Œuvres'^')  2,  p.  260. 

302)  id..  Œuvres"^  2,  p.  261. 

303)  Lettre  à  M.  Mersenne,  datée  du  16  novembre  1638;  Œuvres*'^  2, 
p.  427. 

804)  «Lettre  à  B.  Frenicle  de  Bessy,  datée  du  9  janvier  1639;  Œuvres"^  2, 
p.  474.» 

305)  4.fondB  français,  nouvelles  acquisitions  n^  3280,  fol.  166/7  (Note  de 
P.  Tannery)* 

806)  «C%.  Henry,  Bull.  bibl.  storia  mat.  12  (1879),  p.  713/5  (Note  de 
P.  Tanneryy 

807)  «Lettres  à  P.  de  Carcavi  et  à  Jf.  Mersenne  sans  doute  de  1643; 
Œuvres^*)  2,  p.  248,  261;  dans  sa  lettre  à  M.  Mersenne  datée  du  7  avril  1643, 
il  donne  en  particulier  un  sous -quintuple  [Œuvres  ^^  2,  p.  255]  (Note  de 
P.  Tanneryy 

808)  Œuvres*»)  2,  p.  332/3. 
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qni;  augmenté  de  ses  parties  aliquotes,  fût  un  carré,  et  un  carré  qui, 
augmenté  de  ses  parties  aliquotes,  fût  un  cube.  Ces  problèmes  furent 
traités  dans  le  Commercium  epistolicum  de  J>  WaUis^^). 

Parmi  les  nombres  abondants  donnés  par  P.  de  Fermai  citons 
en  particulier  le  nombre  sous-double 

51001180160  «  2^*  .  5  .  7  .  19  .  31  .  151 
qui,  multiplié  par  3,  donne  un  nombre  sous-triple'*®). 

Depuis,  ces  problèmes  ont  été  négligés.  Cependant  A.  M,  Le- 
gendre^^^)  s'en  est  occupé,  E.  Lucas  aussi  **^)  et  J.  WesUund^^^)  a 
démontré  récemment  que  parmi  tous  les  nombres  de  la  forme  p^p^p^,  où 
PuP^iPi  désignent  trois  nombres  premiers  tels  que  l>i<P2<ft>  ^ 
"ELj  en  a  que  deux,  savoir  2'  •  3  •  5  et  2*  •  3  •  7,  qui  soient  sous-doubles.* 

39,  Nombres  amiables.  Deux  nombres  amiables  (numeri  ami- 
cabiles)  sont  deux  nombres  dont  chacun  est  égal  à  la  somme  des 
parties  aliquotes  de  l'autre.     Exemples: 

1)  les  deux  nombres 

220  =  1  +  2  +  4  4-  71  +  142, 

284  -  1  -f  2  -f  4  +  5  +  10  +  11  -f  20  +  22  -f  44  +  55  +  110; 

2)  les  deux  nombres'**) 

17296    et    18416; 

3)  les  deux  nombres'**) 

9363584    et    9437056. 

Ces  nombres  sont  encore  peu  étudiés.  ^Et  cependant,  au  dire  de 
Iambligue^^^\  le  couple  220,  284  aurait  été  indiqué  par  Pyfhagore^^'^] 


809)  ^Comm.  epistolicum,  Oxford  1658;  trad.  par  P.  Tannery  dans  P.  de 
Fermât,  Œuvres"^)  3,  p.  656  (lettre  de  F.  mn  Schoaten  à  /.  Waais  datée  du 
17  féYrier'1657);  voir  aussi  I  15,  note  177.* 

310)  ^Lettre  de  P.  de  Fermât  à  P.  de  Carcavi,  sans  doute  de  1643; 
Œuvres")  2,  p.  248.* 

811)  ^Théorie  des  nombres»)  (3«éd.)  2,  Paris  1830,  p.  146/7.* 

312)  ^Théorie  des  nombres  1,  Paris  1891,  p.  379.* 

313)  ^Annals  of  math.  (2)  2  (1900/1),  p.  172/4.* 

814)  ^M.  Mersenne,  Harmonia  universalis,  préface  (9^*'°*  page  non  numé- 
rotée); P.  de  Fermât,  Œuvres")  2,  p.  20.* 

315)  ^Lettre  de  JR.  Deecartes  à  M.  Mersenne  datée  du  31  mars  1638  ;  Œuvres  '^') 
2,  p.  94.* 

316)  ^lamblichus  ...  in  Nicomachi  arith.  introd.  éd.  S.  Tennulius,  Amheim 
1668,  p.  47/8  (Note  de  P.  Tannery).* 

317)  ^Avec  le  système  de  fractions  des  Egyptiens  (1 1,  note  173)  la  considéra- 
tion des  parties  aliquotes  et  de  leur  somme  avait  un  certain  intérêt.    On  a  pu 
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au  9*  siècle^  Tâbit  ben  Konrah  •**)  indique  que  si,  pour  un  nombre 
naturel  n,  les  trois  nombres 

sont  premiers,  les  deux  nombres 

2"6c,      2^a 
sont  nécessairement  amiables.    Plus  généralement'^^)  les  deux  nombres 
2"a  et  2^hc  seront  amiables  si,   pour  un  nombre  naturel  a  plus  petit 
que  ft,  les  trois  nombres 

c  «  2-  —  1  +  2"+«,    6  =  2"  -  1  +  2»-«,    a  =  (2«  +  l)«2«"-«  -^  1 
sont  premiers;   a   doit   d'ailleurs   être  impair  pour  que  a  puisse  être 
premier.    Pour  a  =  1  on  retombe  sur  les  nombres  de  Tâbithen  Korrah* 

L.  Evier^  a  indiqué  61  couples  de  nombres  amiables;  les  deux 
nombres  de  34  de  ces  61  couples  sont  des  nombres  pairs;  les  deux 
nombres  des  27  autres  couples  sont  des  nombres  impairs. 

^A.  M,  Legendre^^)   a   indiqué   le   nouveau   couple  de   nombres 

amiables 

2». 257. 33023;   2«.8520191.' 

P.  Sedhoff^  a  indiqué  d'autres  couples  de  nombres  amiables;  de  même 
aussi  E,  Lucas  ^  d'après  les  recherches  de  JET.  Le  La^ssewr.  Parmi  les 
couples  de  nombres  amiables  non  cités  par  L.  Euler  il  conyient  de 
mentionner  les  deux  nombres 

1184    et    1210. 

30.  Somme  des  puissances  des  m  premiers  nombres  naturels. 
Si  Ton  pose,  quel  que  soit  k, 

S,(m)  =.  1*  +  2*  +  •  •  •  +  w*, 
on  a 


diesser  des  Tables  et  remarquer  empiriquement  Texistence  d*un  couple  de  nom- 
bres amiables  (Note  de  P.  Tannery)* 

818)  «Texte  traduit  par  F.  Wôpcke,  J.  asiatique  (4)  20  (1862),  p.  420/9.* 
Yoir  aussi  L,  Euler,  Opusc.  yarii  argum.  2,  Berlin  1750,  p.  28/107;  Commentât. 
Aiith.  1,  S*  Pétersbourg  1849,  p.  102/46,  Yoir  en  partie,  p.  113. 

319)  «Voir  L.EuUr^^^i  A.  M,  Legendre,  Théorie  des  nombres*)  (3«  éd.)  2, 
Paris  1880,  p.  148;  E.  Lucas,  Théorie  des  nombres,  Paris  1891,  p.  381.* 

320)  Opusc.  yadi  argum.  2,  Berlin  1760,  p.  23;  Commentât.  Axith.  1, 
S'  Pétersb.  1849,  p.  102.  «On  trouve,  en  outre,  quatre  autres  couples  de 
nombres  amiables,  [dont  deux  sont  les  couples  mentionnés  plus  haut  sous  (2) 
«i  (8)],  dans  X.  Euler,  De  numeris  amicabilibus  (inedita),  Commentât.  Ârith.  2, 
fi*  Pétersb.  1849,  p.  627.* 

821)  Théorie  des  nombres")  (8*  éd.)  2,  Paris  1830,  p.  150. 

822)  P.  Sedhoff,  Archir  Math.  Phys.  (1)  70  (1884),  p.  76. 

823)  E.  Lucas,  Théorie  des  nombres  1,  Paris  1891,  p.  381. 
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S^(m)  c=  m;     S^(m)  =  jm(w  +  1);     S^{m)  ^\m(m  +  1)  (2m  +  1); 
S^(m)  =  ^m\m  +  1)«;     S^(m)  =  -^  w(m  +  1) (6w»  +  9nt«  +  w  -  1); 

S5(w)  =  i^m»(m  +  l)«(2w«  +  2m-l);  ... 
D'une  façon  générale^  la  somme  S^_^{x  —  l)  s'exprime  par  une  fonc^ 
tion  rationnelle  entière  de  x,  de  degré  k,  qui  ne  contient  pas  de 
terme  constant  et  dans  laquelle  le  coefficient  de  â;*  est  -v--  Cette 
fonction***)  porte  le  nom  de  polynôme  de  BemouUi^^^).  On  trouve  l'ex- 
pression générale  de  S^{fn)  dans  Jacques  BemouUi^^),  L.  Etder^^)  et 
A.L.Cauehy^^). 

P.  AppeU^^)  a  indiqué  comment  on  peut  obtenir  8j^{m)  par  in- 
tégration. 

G.  Dostor^  a  donné  des  théorèmes  comme  celui-ci: 

^,(i»)-5,(m)       ^  .g  j. 

5i(m)-^,(m)        ô  ^^^'^  +  ^>'i 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  donc  entier  ^^)  quand  m  =  2 
(mod.  5). 

Du  théorème  de  Fermât  et  de  la  notion  de  racine  primitive 
(n°  8)  on  déduit  aisément^*)  que,  pour  tout  nombre  naturel  A;  et  un 
nombre  premier  p,  la  somme 

. '       S,{p-1) 

824)  Jacques  BemouUi  [Ars  conjectandi ,  Opus  posth.  pnbl.  par  Nicolas 
BemouUi,  B&le  17t8,  p97;  trad.  L.  G.F.Vastel,  Caen  an  X]  donne  explicitement 
Sj^(m)  ponr  ^*  =  1,  2,  .  .  . ,  10. 

825)  ^Ayant  Ini^  J,  Prestet  [Elémens  de  matb.^  Paris  1676,  p.  178  ;  Nouveaux 
élémens  de  math.  1,  Paris  1689,  p.  405]  avait  indiqué  un  procédé  de  récurrence 
pour  déterminer  S^(m)  lorsqu'on  connaît 

Si{m),    ^(»i),---,  54.i(i«). 
Ce  procédé,  qu'il  attribue  à  B.  Pascal,  équivaut  à  Temploi  de  Téquation 

(k  +  l)S,(m)  +  ^^^j^S,.^{m)  +  ---  +  (k  +  l)Sdm^ 

(Note  de  G.  Enestrâm).* 

826)  Ars  coxyectandi  "*),  p.  98. 

827)  Comm.  Acad.  Petrop.  8  (1786),  éd.  1741,  p.  9/22,  n<>  22. 

828)  Résumés  analytiques,  Turin  1838,  p.  70;  Œuvres  (2)  10,  Paris  1895^ 
p.  88.  Voir  aussi  J.  L.  Eaàbe,  J.  reine  angew.  Matb.  42  (1851),  p.  348;  Ch.  HermUe, 
i^.  79  (1876),   p.  389;  F,  Siacci,  Ann.  mat.  pura  appl.  (1)  4  (1861),  p.  46. 

329)  Nouv.  Ann.  math.  (8)  6  (1887),  p.  812,  647. 

830)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  18  (1879),  p.  459,  518;  Archiv  Math.  Phys.  (1) 
68  (1879),  p.  458;  (1)  64  (1879),  p.  310. 

331)  Voir  à  ce  si:get  E.  Imcos,  Recherches  sur  l'Analyse  indéterminée^ 
Moulins  1878. 

882)  j;  WestbMid,  Proc.  of  the  Indisna  Acad.  of  science  1900,  p.  103/4. 
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est  congrue  à  0  ou  à  —  1  (mod.  p)  suiTant  que  k  n'est  pas  diyisible 
par  (p  —  1)  ou  est  diyisible  par  (p  —  1). 

La  somme  S^(in)  est  donc  divisible  par  m  quand  m  est  premier 
et  que  l'on  a  m  >  i  +  l-***) 

On  doit  à  K.  6r.  Chr.  von  Statidt^^)  plusieurs  théorèmes  du 
genre  de  celui-ci:   si  a,  2», . . .   sont   premiers  entre  eux, 

est  entier. 

Les  Hindous  •**)  ^et  probablement  déjà  les  Grecs  *^^)*  connaissaient 
la  relation *^^)  a  /    \       os/   \  «a«\ 

ElrHassâr  ^  et  après  lui  Ibn  Albannâ  •***)  indiquent  que  si  le  nombre 

m  =  Vy^v+T+i  - 1 

est  impair  pour  une  Taleur  entière  positive  de  N,  on  a**^) 
l»  +  38  +  5»  +  . . .  +  ^s  «  N. 
C  Gr.  J.  Jaccbi  ^*)  a  indiqué  la  formule 

Sd3)  Cette  remarque  est  due  à  E.  Lionnet.  Voir  E.  CataHa/n,  Mém.  Acad. 
Belgique  46  (1886),  mém.  n»  1,  p.  14. 

884)  J.  reine  angew.  Math.  21  (1840),  p.  372.  • 

835)  «Voir  Brahmagupta,  Brâhma-sphuta-siddh&nda,  chap.  12,  section  8, 
n«20;  trad.  H,  T.  Colebrooke,  Alg.  with  Arith.,  Londres  1817,  p.  298/4.* 

336)  ^Nûxmaque  de  Gérase,  Introd.  arith. ''^,  liyre  2,  chap.  20,  n**  6;  éd. 
R  Hoche,  p.  119.    Cf.  P.  Tannery,  Bibl.  math.  (3)  3  (1902),  p.  267.* 

837)  ^H.  G.  Zeuihen  [Bibl.  math.  (8)  6  (1904),  p.  97/112]  observe  qu' AîkarkM 
a  pu  être  amené  à  la  démonstration  qu'il  donne  [cf.  H,  Hankel,  Gesch.  Math., 
Leipzig  1874,  p.  192]  de  ce  théorème  par  la  lecture  de  Nicomctqw  de  Géra8e^*%* 

388)  «On  retroure  la  même  relation  dans  M.  Stifeî,  Arithmetica  intégra, 
Nuremberg  1644,  foL  806/7.* 

889)  «Traité  d'Arithmétique  probablement  du  12*  siècle  [cf.  H.  Suter,  Bibl. 
math.  (3)  2  (1901),  p.  83].  En  fait  El-Ha§çâr  et  Ihn  Albannâ  énoncent  le 
théorème  réciproque  de  celui  du  texte;  El-Ha^âr  applique  toutefois  sa  formule 
à  la  recherche  de  m  quand  n  =  1226  mais  sans  indiquer  la  solution  générale 
(Note  de  G,  Enestrôm).* 

340)  ^Taîkhîs  (traité  d' Arith.  pratique  du  13*  siècle;  ms.  bibl.  Bodléienne 
(Oxford)  Marsh  878,  fol.  168^;  trad.  E.  A.  Marre,  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi 
Lincei  17  (1863/4),  p.  294;  cf  Aïkal^di,  Commentaire  (16*  siècle)  du  Talkhîs 
d'ibn  Albannft,  fol.  9*  [ms.  bibL  nationale,  suppl.  arabe].*  Voir  F.  Wôpcke^ 
Afin   mat.  pura  appl.  (1)  6  (1863),  p.  162. 

341)  ^ATkal^i,  Commentaire  du  Talkhîs,  fol.  8»»*;  F.  Wôpcke^*^,  p.  161. 

342)  Voir  la  lettre  de  H,  C,  Schumacher  à  C.  F,  Gauss  du  8/12  Avril  1847 
[Briefffrechsel  zwischen  C.  F.  Gttuss  und  H.  C.  Schumacher,  publ.  par  C.  A.  F. 
Peters  6,  Altona  1863,  p.  299]:  voir  aussi  E.  Lucas,  Théorie  des  nombres  1, 
Paris  1891,  p.  232/3. 
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2St(m)~.S,im)  +  8,{m).    , 
Gelle-ciy  comme  celle   pour  S^(m)f   est  contenne  dans  deux  formules 
de  M.  A.  Stem  ^  contenues  elles-mêmes  dans  d'antres  pins  gâiérales 
de  R  Lampe  ^). 

J.  lAouvïUe  a  tiré  de  la  formnle  ponr  S^{m)  la  relation^ 

où  les  sommes  sont  étendnes  aux  diviseurs  d  de  m^  et  où  t(d)  est  le 
nombre  de  diviseurs  de  d  (n^  1);  elle  comporte  une  interprétation 
relative  au  nombre  de  décompositions  de  2  m  en  une  somme  de  deux 
carrés.  Si  q>j^{m)  est  la  somme  des  A?***"®"  puissances  des  nombres  in- 
férieurs à  m  et  premiers  à  m  y  ^^)  on  a,  en  désignant  par  ô  qï  d  des 
diviseurs  complémentaires  de  m^  la  relation 

où  les  sommes  sont  étendues  à  tous  les  diviseurs  de  m. 
F.  A.  Puiseux^'^)  a  étudié  la  somme 

o^  +  {a  +  ry+{a  +  2ry  +  .>'  +  [a  +  (m^  l)rf 
des  puissances  semblables  des  termes  d'une  progression  arithmétique. 

Flgrares  magiques. 

31.  Oarréfl  magiques.  La  théorie  des  carrés  magiques  appartient 
autant  à  la  théorie  des  combinaisons  qu'à  la  théorie  des  nombres. 

Il  s'i^t  de  placer^  dans  les  n*  cases  d'un  carré  (disposées  comme 
sur  un  damier)  n^  nombres  entiers  de  façon  que  la  somme  soit  la 
même  dans  chaque  ligne,  dans  chaque  colonne  et  dans  chacune  des 
deux  diagonales  du  carré.  Chacun  de  ces  n*  nombres  est  un  élément 
du  carré.     La  somme  constante  est  dite  la  constante  du  carré. 

On  se  borne  généralement  au  cas  où  les  n'  éléments  envisagés 
sont  les  n*  premiers  nombres  naturels;  la  somme  constante  est  alors 
eflrale  a 

1-1-2  +  8-1 h»^'^  w(n«+l) 

n  "  2         * 

Pour  abréger  on  dit  qu'un  tel  carré  est  un  carré  magique  de  n. 

848)  J.  reine  angew.  Math.  84  (1878),  p.  216. 
344)  J.  reine  angew.  Math.  84  (1878),  p.  270. 

846)  J.  math,  pures  appl.  (2)  2  (1857),  p.  398.  Voir  anssi  C.  B.  Acad.  se. 
Paris  44  (1867),  p.  768. 

346)  A,  Thaeker  a  donné  Texpiession  de  (pitifn)  [J.  reine  angew.  Math.  40 
(1850),  p.  89]. 

347)  J.  math,  puies  appl.  (1)  11  (1846),  p.  477. 
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^Un  carré  est  dit  semi-mcLgique  lorsque  la  somme  des  éléments 
contenus  dans  chaque  ligne  et  dans  chaque  colonne  a  la  même  valeur 
sans  qu'il  en  soit  de  même  pour  la  somme  des  éléments  contenus 
dans  chacune  des  deux  diagonales. 

L'origine  de  ce  genre  de  spéculations  est  obscure.  On  rencontre 
des  carrés  magiques  en  Chine  et  dans  l'Hindoustan^  mais  à  des 
époques  difficiles  à  déterminer  qui  ne  semblent  d'ailleurs  pas  très 
anciennes'^).  Chez  les  Arabes,  on  rencontre  des  carrés  mi^ques  au 
9*  siède  de  notre  ère**');  vers  cette  époque  déjà  on  leur  faisait  jouer 
un  rôle  important  en  Astrologie*^). 

Il  n'y  a  manifestement  pas  de  carré  magique  de  2. 

En  Occident  le  carré  mi^que  de  3  semble  avoir  été  connu  dès 
le  12^  siècle»^);  le  carré 

4    9     2 

3    5     7 

8     1     6 
est  un  carré  magique  de  3. 

Si  l'on  fait  tourner  ce  carré  d'un  angle  droit^  ou  de  deux  angles 


S4S)  ^Voir  M.  Cantor,  Vorles,")  1,  p.  594  (pour  les  Hindous),  p.  646  (pour 
les  Chinois).  De  La  Loubère  [Du  royaume  de  Siam  2,  Amsterdam  1691,  p.  287, 
866,  273]  nous  a  fait  connaître  les  procédés  dont  se  servaient  les  Hindous  pour 
construire  des  carrés  magiques.* 

349)  ^On  attribue  au  mathématicien  arabe  TâhU  hen  Korrah  (f  901)  un 
traité  particulier  sur  les  carrés  magiques.  D'autres  écrits  sur  le  même  s^jet 
sont  dus  à  Km  el-Haitam  (f  vers  1039),  él-Çoresi  (f  1225),  etc.  [voir  H.Suter, 
Abh.  Gesch.  Math.  12  (1900)  p.  86, 93, 136, 189, 140, 146, 218]  (Note  de  G.Enestrôm)* 

350)  ^Au  si^jet  du  rôle  occulte  qu*ont  joué  les  carrés  magiques  jusqu'au 
16*  siècle,  voir  Cornélius  Agrippa  [De  occulta  philosophia,  Anvers  1581;  trad. 
A,  Levasseur  (2  vol.),  La  Haye  1727]  qui  en  construit  pour  3  ^  n  ^  9.  Voir 
aussi  les  écrits  dus  ou  attribués  à  Uieophraste  Paracelae  (Bambast  von  Hohen- 
JMn,  16*  siècle).  Consulter  en  général  8,  GUnther,  Vermischte  Untersuchungen 
sur  Geschichte  der  math.  Wiss.,  Leipzig  1876,  p.  191,  217,  268;  voir  encore 
Intennéd.  math.  S  (1895),  p.  297/9  [Question  399].  Pour  les  carrés  magiques 
enyisagée  au  point  de  vue  ésotérique,  voir  3f.  Mamp,  Mém.  Acad.  se.  Tou- 
louse (9)  4  (1892),  p.  440.* 

361)  ^On  rencontre  ce  carré  magique  dans  un  traité  du  mathématicien  juif 
Abraham  ibn  Etra  (f  1167)  [voir  M,  Steinschneider ,  Bibl.  math.  (2)  10  (1896), 
p.  39].  Le  même  carré  se  trouve  à  la  fin  d'un  recueil  de  notes  mathématiques 
dans  le  ms.  7359  de  Tancien  fonds  de  la  bibl.  nationale  de  Paris  [voir  B.  Bon- 
eompagni,  Trattati  d*arit.  2,  Rome  1858,  p.  186].  Ce  recueil  de  notes  a  été  attribué 
sans  fondement  à  Jean  de  Sévitte  {Johanmes  Hispaknsis^  12*  siècle).  Il  est  fait 
allusion  au  carré  magique  de  3  dans  un  recueil  allemand  de  récréations  mathé- 
matiques du  13*  siècle  [voir  8,  CHMher,  Geschichte  des  math.  Unterrichts  im 
deutschen  Mittelalter,  Berlin  1887,  p.  86]  (Note  de  Q,  Enestrôm)* 
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droits^  ou  de  trois  angles  droits  autour  de  son  centre,  on  obtient  trois 
nouveaux  carrés  magiques.  Si  l'on  regarde  de  bas  en  haut  chacun  des 
quatre  carrés  magiques  ainsi  formés  on  obtient  quatre  *  carrés  symé- 
triques des  précédents  qui  sont  encore  magiques.  On  conyient  de  ne 
pas  envisager  comme  distincts  ces  huit  carrés  magiques  et  de  ne  les 
compter  que  pour  un  seul.  On  étend  d'ailleurs  la  même  convention 
aux  carrés  magiques  de  n.  C'est  dans  ce  sens  qu'il  iskut  entendre 
qu'il  n'y  a  qu'un  seul  carré  magique  de  3. 

Quand  n  augmente^  le  nombre  de  carrés  magiques  augmente  très 
rapidement.  Il  y  a  déjà  880  carrés  magiques  de  4;  ils  ont  tous  été 
donnés  par  B.  Frenicle  de  Bessy^^).  On  n'a  pu  encore  •^)  évaluer  le 
nombre  des  carrés  magiques  de  n  pour  n  >  4. 

Sur  une  gravure  sur  cuivre  à^ Albert  Dii/rer,  burinée  en  1514, 
dite  „Melancholie"   on  trouve  le  carré  magique  de  quatre***) 


1 

14 

15 

4 

12 

7 

6 

9 

8 

11 

10 

5 

13 

2 

3 

16 

c'est  le  plus  ancien  que  nous  connaissions  en  Occident.* 

En  Orient,  dès  le  14®  siècle  de  notre  ère,  MamAd  Mosduh 
pule^  apprend  à  former  des  carrés  magiques  de  w,  pour  n  impair 
et  pour  Y  entier  impair  *'^^. 


352)  ^Table  générale  des  quarrez  magiques  de  quatre,  publ.  après  la  mort 
de  B,  Frenicle  de  Bessy  par  Ph.  de  La  Hire  [Divers  ouvrages  de  math,  et  de  phys. 
par  MM.  de  TAcad.  R.  des  sciences,  Paris  1693,  p.  484;  nouv.  éd.  Mém.  Acad. 
se.  1666/99,  6,  éd.  Paris  1729,  p.  808].* 

868)  ^P.  de  Fermât  croyait  avoir  trouvé  une  règle  générale  pour  déter- 
miner le  nombre  de  carrés  magiques  de  n  [Œuvres  ^^  2,  p.  195]  et  il  Tévalna 
pour  n  »  8  à  1  004  144  996  844;  maia  il  semble  avoir  reconnu  bientôt  [Œuvres  **)  2, 
p.  196J  que  sa  règle  était  fautive  (Note  de  G,  Enestrôm)* 

364)  ^Voir  B.  vonBetberg,  Dflrer's  Eupferstiche  und  Holzschnitte ,  Munich 
1871,  p.  80.  Sur  un  carré  magique  de  6  trouvé  par  M.  Owrtze  dans  un  manuRcrit 
allemand  du  16*  siècle,  voir  M.  Cantor,  Vorles.  Gesch.  Math.  (2*  éd.)  2,  Leipzig 
1900,  p.  486.* 

366)  ^Le  traité  de  Manuel  Moschopide  est  adressé  à  Nicolas  de  Smyme 
Artavasde,  dit  îe  Bhabdas  (ms.  bibl.  Munich,  du  15*  siècle).  Le  texte  grec  de 
ce  ms.  est  reproduit  par  S.  6ri*wi^«r,  Vermischte  Unters.'*®)  p.  195.  Voir  encore 
8.  Giinther,  Archiv  Math.  Phys.  (1)  67  (1876),  p.  286.  Comme  le  Bhabdas  vivait  au 
14»  siècle  [cf.  P.  Taniwjry,  Bull.  se.  math.  (2)  8  (1884),  p.  263],  Manuel  Moschopuîe 
doit  avoir  vécu  au  14*  siècle  et  non  au  16*  siècle  comme  on  Fa  dit  bien  souvent.* 

356)  ^P  Tannery  [Annuaire  assoc.  encouragement  études  grecques  20  (1886), 
p.  88/118]  a  publié,  d'après  un  ms.  bibl.  nationale  Paris,  une  nouvelle  éd.  de  la 
lettre  de  Manuel  Moschopuîe^  avec  trad.  en  français.'^ 
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C.  G.  Bachet  de  Ménriac^'^  donne  une  solution  du  problème  des 
carrés  magiques^  pour  n  quelconque  impair,  par  un  procédé  graphique 
dit  „àes  terrasses^.  Ce  procédé  est  d'ailleurs  identique  à  Tune  des 
méthodes  employées  par  Manuel  Moschâpule. 

B.  Frefiide  de  Bessy^  donne  une  solution  du  problème  pour  n 
quelconque  pair**^). 

32.  Oarrés  magiques  à  enceintes.  ^Un  carré  magique  à  enceintes 
est  un  carré  magique  qui  ne  cesse  pas  d'être  magique  lorsqu'on  lui 
enlève  une  ou  plusieurs  enceintes  ou  cadres.     En  yoici  un  exemple: 

1  2      19      20        23 

18      [Ï6        9      ïïl        8 

21  11      13      15  5 

22  |l2      17      10 1        4 
3        24       7        6        25 

Le  cauré  total  (de  5)  est  magique;  si  l'on  enlèye  une  enceinte  on 
obtient  le  carré  encadré  (de  3)  qui  est  aussi  magique. 

Ce  type  particulier  de  carrés  magiques  a  été  envisagé  par 
M,  Stifel^), 

Dans  une  lettre  •**)  adressée  au  Père  Marin  Mersenne,  B.  Frenide 
de  Bessy  mentionne ^^')  plusieurs   carrés  magiques  à  enceintes.     C'est 


357)  Problèmes  plaisans  et  délectables  qui  se  font  par  les  nombres,  (1"  éd.) 
Lyon  1612;  (2«  éd.)  Lyon  1624;  ($•  éd.)  Paris  1874;  (4«  éd.)  Paris  1879;  (6«  éd.) 
pnbL  par  A.  Laboane,  Paris  1884,  p.  88/92;  nouveau  tirage  (éd.  réduite)  Paris  1906. 

858)  ^Des  qnarrez  ou  Tables  magiques,  publ.  par  Ph.  de  La  Etre  [Divers. 
ouTiages'**),  p.  423;  Mém.  Acad.  se.  1666  99,  6,  éd.  Paris  1729,  p.  238].  Voir 
aussi  E,  Lucas,  J.  math.  élém.  (Longcfa.)  (2)  4  (9*  année)  1885,  p.  132/6.* 

859)  ^Cf.  A.Labome,  dans  C.  G,  Bachet  de  Mégiriac,  Problèmes  plaisans"^ 
(5*  éd.),  p.  92  (pooT  les  carrés  d'un  nombre  impair);  id.  p.  102  (pour  les  carrés 
d*un  nombre  pair);  voir  aussi  W,  W.  B.  Bail,  Math,  récréations  and  problems 
of  past  and  présent  times,  Londres  1892;  (4*  éd.)  1905;  trad.  J.  Fite  Patrick, 
Paris  1898,  p.  186  (pour  les  carrés  d*un  nombre  impair),  id.  p.  196  (pour  les 
carrés  d'un  nombre  pair);  W.  Ahrens,  Math.  Unterhaltungen  und  Spiele,  Leipzig 
1901,  p.  209/47  [chap.  12].* 

360)  ,Arith.  intégra,  Nuremberg  1544,  fol.  24^80*.  J.  Fontes  [Assoc.  &.  avanc. 
se.  24  (Bordeaux)  1895',  p.  248/256]  a  exposé  la  méthode  de  M,  Stifeî  en  employant 
les  notations  algébriques  et  en  envisageant  le  cas  de  n  impair  quelconque.* 

361)  ^Cette  lettre  est  datée  de  mars  1640.* 

362)  ^B.  Frenide  de  Bessy,  Divers  ouvrages  •**)  (pour  n  pair,  voir  p.  442)  ;* 
à  ce  sujet  lire  S.M.Drach,  Messenger  math.  (2)  2  (1873),  p.  169,  187;  ,cf.  P. 
de  Fermât,  Œuvres*»)  2,  p.  182.* 

Bncjolop.  des  Miane.  mathémat.    18.  5 
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aussi  dans  une  lettre '••)  adressée  à  M,  Mersenne  que  P.  de  FernuU^ 
donne  un  carré  magique  de  14  qui^  si  on  lui  ôte  deux  enceintes, 
forme  un  carré  magique  de  10  et,  si  on  lui  ôte  quatre  enceintes, 
forme  un  carré  magique  de  6.  '  Le  carré  à  enceintes  que  P.  de  FermoU  ^^) 
donne  incomplètement  dans  une  lettre '^')  à  M.  Mersenne^  a  été  restaure 
par  F.  Coccoe  et  E.  Lucas  ^^''), 

Après  P.  de  Fermât  l'étude  de  la  formation  des  carrés  magiques 
est  reprise  et  complétée,  au  17*  siècle  par  Antoine  Amatdd^, 
Jean  Prestet^^^),  et  J.  Ornnam^^),  au  18*  siècle  par  le  chanoine 
Poignard^'^^),  Pk  de  La  Hire^'^%  X  Sauvewr^'^^) ,  L  L  Pajot  comte 
à' 0ns  en  Braye^'^%  J.  J.  BaUier  des  Otinwcs»'*),  L  £ttter»^«). 

863)  ^Cette  lettre  est  datée  du  1  ayril  1640.* 

864)  ^Œuvres  *^  2,  p.  189.* 

866)  ^Œuvres*^  2,  p.  197.* 

366)  ^Cette  lettre  a  été  écrite  en  1640,  peut  être  en  juin.* 

867)  ^Récréations  math.  4,  Paris  1894,  p.  268/9.* 

868)  ^Nouveaux  éléments  de  Géométrie  par  MM.  du  Port  Rojal,  Paris  1667  ; 
dernière  éd.  1781;  K.  Bopp  [Abh.  Gesch.  Math.  16  (1902),  p.  306/17]  reproduit 
le  texte  d'Antoine  AniaiUd  et  le  commente  (id.  p.  318/36).  La  méthode  d'Antoine 
AmatUd  pour  former  des  carrés  à  enceintes  diffère  de  celle  de  Michel  Stifel.* 

369)  ^Nouveaux  élémens  de  math.  1,  Paris  1689,  p.  417/28.* 

370)  ^Récréations  math,  et  physiques,  Paris  1694  [1692];  dans  [le  courant 
du  18*  siècle  et  au  commencement  du  19*  siècle  on  a  publié  plusieurs  éditions 
de  cet  ouvrage.* 

371)  ^Traité  des  quarrés  sublimes,  Bruxelles  1704.  On  y  trouve  un  carré 
de  86  cases  formé  avec  6  nombres  seulement  disposés  de  façon  qu'aucun  de 
ces  6  nombres  ne  soit  répété  deux  fois  dans  une  même  ligne,  colonne  ou  dia- 
gonale. L.  Eîiler  s'est  proposé  plus  généralement  de  construire  des  carrés  de 
n*  cases  avec  n  éléments  seulement,  de  façon  qu'aucun  de  ces  n  éléments  ne 
figure  deux  fois  dans  une  même  ligne  ou  colonne;  il  a  donné  à  ces  carrés  le 
nom  de  carrés  latins  parce  qu'il  employait  des  lettres  latines  pour  les  former 
[Verh.  door  het  Genootschap  Vlissingen  9  (1782),  p.  86  [1779];  Commentât. 
Arith.  2,  S*  Pétersb.  1849,  p.  302].  Le  problème  fondamental  de  la  théorie  des 
carrés  latins  consiste  à  déterminer  le  nombre  de  carrés  latins  que  Ton  peut 
former  ayec  n  éléments;  ce  problème  se  rattache  à  la  théorie  des  groupes;  il 
n'a  pu  être  résolu  jusqu'ici.* 

372)  «Hist.  Acad.  se.  Paris  1706,  H.  p.  69;  M.  p.  127,  161  (carrés  d'un 
nombre  impair);  id.  M.  p.  364,  378  (carrés  d'un  nombre  pair).  Dans  la  méthode 
de  formation  des  carrés  magiques  donnée  par  Ph.  de  La  Hire  on  fait  usage 
des  carrés  latins'''^).* 

378)  ^Hist.  Acad.  se.  Paris  1710,  H.  p.  80;  M.  p.  93,  97,  124.* 

374)  ^Hist.  Acad.  se.  Paris  1760,  M.  p.  241  (nouvelle  méthode  pour  les  carrés 

pairs).* 

376)  ^Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (1)  4,  éd.  1763,  p.  196.* 

876)  ^De   quadratis   magicis   (Opéra   inedita)    [octobre  1776];    Coinmentat. 

Arith.  2,  S*  Pétersb.  1849,  p.  693/602.* 


Digitized  by  VjOOQIC 


82*  Carres  magiques  à  enceintes.  67 

Les  carrés  mi^ques  à  croix  et  les  carrés  magiques  à  èhâssi» 
dont  il  est  question  dans  ces  mémoires  s'obtiennent  en  modifiant 
légèrement  la  disposition  des  nombres  dans  les  carrés  à  enceintes. 

Ces  recherches  ont  été  reprises  au  19**™«  siècle  par  B.  VioUe  '^^ 
qui  étudie  systématiquement  les  carrés  magiques  par  des  méthodes 
qui  lui  sont  propres.* 

Tandis  que  M.  Stifd  et  B.  Frenide  de  Bessy  avaient  appris  à 
construire  des  carrés  magiques  au  moyen  d'autres  carrés  magique? 
par  adjonction  d'enceintes^  W.  H.  Thompson^'^^)  montre  comment  on 
peut  former  un  carré  magique  de  np  au  moyen  d'un  carré  magique 
de  n  et  d'un  carré  magique  de  p;  le  cas  des  carrés  magiques  de  m 
où  m  est  pair  peut  ainsi  être  ramené  à  celui  des  carrés  magiques  de 
fil  où  m  est  impair. 

La  méthode   de   construction   des   carrés   magiques   de  n  due  à 

J,  Homer^'^^)  conduit,  surtout  pour  n  impair,  aux  carrés  dit  ,,éyanouis- 

sants''  (NuUquadrate,   zéro   squares).     La  formation   des   carrés   éya- 

nouissants  est  ramenée  à  la  détermination  du  résidu  d'une  expression 

de  la  forme**) 

ax  +  hy        (mod.  2n  +  1). 

S,  M,  Drach^^)  confirme  la  règle  pour  n  impair  et  ramène  le  cas  de 
n  pair  au  cas  où  n  =«  4.  Th.  Ha/rmtUh^*)  donne,  pour  n  impair,  une 
nouyeUe  règle  et  traite  le  cas  où  n  =  0  (mod.  4)  et  le  cas  où  w  =  2 
(mod.  4).  TT.  W,  R.  BaU^  a  donné  une  méthode  permettant  de 
construire  des  carrés  magiques  de  n,  pour  n  pair  quelconque. 

^E,  Maillet^  a  tenté  un  essai  d'une  théorie  générale  des  carrés 
magiques  basée  sur  la  théorie  des  substitutions  entre  n  lettres. 

Mentionnons  encore  les  recherches  de  E.  M.[Laquière^y  deJ.Domr- 


377)  ^Traité  complet  des  carrés  magiqnes  pairs  et  impairs,  simples  et  com- 
posés, &  bordures,  compartiments,  châssis,  équerre  etc.,  snivi  dW  traité  des 
cubes  magiques,  Paris-D^on  1838.* 

378)  Quart.  J.  pure  appl.  math.  10  (1870),  p.  186/202. 

379)  Quart.  J.  pure  appl.  math.  11  (1871),  p.  67,  123,  218. 

380)  H.  Scheffler  [Die  magischen  Figuren,  Leipzig  1882,  p.  2  et  suiv.]  a 
tenté  une  étude  systématique  du  problème  des  carrés  magiques  en  se  basant 
sur  le  même  problème  de  congruences  que  /.  Horner. 

381)  Messenger  math.  (2)  2  (1873),  p.  169. 

382)  Archiv  Math.  Phys.  (1)  66  (1881),  p.  286,  413;  (1)  67  (1882),  p.  238; 
(1)  69  (1883),  p.  90. 

883)  Messenger  math.  (2)  23  (1893/4),  p.  65/69. 

384)  ^ém.  Acad.  se.  Toulouse  (9)  6  (1894),  p.  258;  Assoc.  fr.  avanc.  se.  23 
(Caen)  1894*,  p.  244;  Quart.  J.  pure  appl.  math.  27  (1895),  p.  132.* 
386)  ^Assoc.  fr.  avanc.  se.  9  (Reims)  1880,  p.  243.* 

6* 
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misse  ^  et  celles  qui  sont  contenues  dans  les  nombreux  écrits  cités 
à  la  fin  du  n^  36.* 

33.  Carrés  diaboliques.  ^Parmi  les  carrés  magiques  soumis  à 
des  conditions  supplémentaires  un  type  remarquable  est  celui  des 
carrés  magiques  qui  restent  magiques  lorsqu'on  les  partage  d'une 
façon  quelconque  en  deux  rectangles  (égaux  ou  inégaux)  par  une 
parallèle  à  Tun  des  côtés  et  que  Ton  transpose  ensuite  les  deux 
rectangles.     En  voici  un  exemple 
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Pour  ces  carrés  la  sommé  est  constante  non  seulement  quand  on 
ajoute  les  nombres  compris  dans  une  même  ligne^  ou  dans  une  même 
colonne,  ou  dans  chacune  des  deux  diagonales;  elle  est  encore  la 
même  lorsqu'on  ajoute  les  nombres  compris  dans  chacune  des  diago- 
nales brisées.  Ainsi  dans  l'exemple  cité,  les  diagonales  brisées  four- 
nissent les  sommes 

(14  +  9  +  3)  +  8,        (4  +  6)  +  (13  +  11),       15  +  (12  +  2  +  5) 
(13  +  7  +  4)  +  10,    (12  +  14)  +  (5  +  3),  1  +  (Il  +  16  +  6) 

chacune  égale  à  34,  et  34  est  aussi  la  somme  des  nombres  compris 
dans  chacune  des  lignes,  chacune  des  colonnes  et  chacune  des  deux 
diagonales  du  carré. 

E.  Lucas  ^^"^  a  proposé  d'appeler  diaboliques  ces  carrés  magiques 
particuliers.  C'est  -sous  ce  nom  qu'on  les  désigne  généralement  en 
France.     E.  McClintock^^)  les  appelle  pandiagona^x. 

On  rencontre  déjà  des  carrés  diaboliques  dans  les  mémoires  du 
18®  siècle  cités  plus  haut  qui  se  rapportent  aux  carrés  magiques, 
mais  la  théorie  de  ces  carrés  est  due  à  A.  H.  Frost^^)  et  à 
M.Frolov^^y 

A.  H,  Frost  a  désigné  les  carrés  diaboliques  et  d'autres  carrés 
encore  soumis  à  des  conditions  magiques  sous  le  nom  de  carrés  de 


^.Les  recherches  de  J.  Dotnmisse  ont  été  présentées  par  P.  JT.  Sc?ioute 
[Assoc.  fr.  avanc.  se.  14  (Grenoble)  1886^  p.  93;  1885*,  p.  162].* 

387)  ^Récréations  math.  1,  Paris  1882,  préface  p.  XVII.* 

388)  ^Amer.  J.  math.  19  (1897),  p.  99.* 

389)  Quart.  J.  pure  appl.  math.  7  (1866),  p.  92;  8  (1867),  p.  74;  16  (1878), 
p.  84/49,  93/123,  366/8  [1877]. 

390)  ^.Assoc.  fr.  avanc.  se.  16  (Nancy)  1886*,  p.  172.* 
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Nasik  (Nasik  squares)  du  nom  d'une  localité  de  l'Hindoustan  où  il 
les  a  d'abord  étudiés. 

^n  n'y  a  pas  de  carré  diabolique  de  3.  H  y  a  48  carrés  diabo- 
liques de  4. 

jB.JfcCKw^ocfe*")  a  montré  que,  si   -  est  un  nombre  naturel  impair, 

il  n'y  a  pas  de  carré  diabolique  de  n. 

Ér.   Tarry^^^  a  montré  que,  si  ^  ^t  ^^  nombre  naturel  impair 

non  diyisible  par  3,  il  est  possible  de  construire  des  carrés  diaboliques 
de  n. 

Dans  un  carré  magique  de  n  on  appelle  ffriUe  tout  rectangle 
découpé  sur  ce  carré  magique  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  ceux 
du  carré  magique  et  dont  la  base  a  et  la  hauteur  b  sont  deux 
&cteurs  complémentaires  de  n. 

Un  carré  à  grUle^^)  de  w,  à  grille  (a,  6),  est  un  carré  diabolique 
de  n  tel  que  la  somme  des  n  nombres  qui  figurent  dans  chaque 
grille  (a,  h)  que  l'on  peut  découper  sur  ce  carré  soit  égale  à  la 
constante  du  carré  diabolique. 

Dans  un  carré  à  grille  de  n  la  constante  se  rencontre  4n  +  n' 
fois,  à  savoir  2n  fois  en  faisant  la  somme  parallèlement  aux  côtés, 
2n  fois  en  faisant  la  somme  parallèlement  aux  diagonales,  n'  fois 
dans  les  grilles.* 

34,  Autres  oeurrés  magiques.  ^M.  Frolov^  appelle  carré  semi- 
diabolique  tout  carré  magique  d'un  nombre  pair  d'éléments  qui  ne 
cesse  pas  d'être  magique  lorsqu'après  l'avoir  partagé  en  deux  rectangles 
égaux  par  une  parallèle  à  l'un  des  côtés  on  transpose  ces  deux 
rectangles.     Le  carré  magique  de  4 
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est  semi-diabolique  sans  être  diabolique.    Quand  le  nombre  d'éléments 


391)  ^Allier.  J.  math.  19  (1897),  p.  110.* 

392)  ^Assoc.  fr.  avanc.  se.  82  (Angers)  1908',  p.  180/5;  Revue  scient.  (4)  20 
(1903),  p.  373.  Voir  aussi  V.  Coceoz,  Assoc.  fr.  avanc.  se.  32  (Angers)  1908*, 
p,  142.* 

398)  ^O,  Tarry  a  donné  [Revue  scient,  (i)  20  (1903),  p.  378]  un  carré  à  grille 
de  15  à  grille  (5,  8).* 

394)  ^Le  problème  d'Euler  et  les  carrés  magiques,  Paris  1884;  les  carrés 
magiques,  Paris  1886;  voir  aussi  Assoc.  fr.  avanc.  se.  16  (Nancy)  1886*,  p.  175.* 
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est  impair  on  modifie  cette  définition  en  fixant  la  ligne  médiane^  ou 
la  colonne  médiane^  du  carré  ayant  de  transposer  les  deux  rectangles 
séparés  par  cette  ligne  ou  colonne  médiane. 

Un  carré  satanique,  ou  carré  magique  atur  deux  premiers  degrés, 
est  un  carré  magique  qui  reste  magique  quand  on  y  remplace  chaque 
élément  pai:  son  carré. 

Le  carré  magique  de  3  n'est  pas  magique  au  deuxième  degré  •**). 

D  n'y  a  pas  de  carré  satanique  de  4.***)  On  a  construit '^^  des 
carrés  sataniques  de  8,  de  9,  de  10  et  de  14.'*®) 

Un  carré  cabalistique  est  un  carré  à  la  fois  satanique  et  diabolique. 

D'après  G,  Ta/rry^y  on  peut  construire  un  carré  cabalistique 
de  n  quand  n  n'est  ni  un  nombre  premier,  ni  égal  à  4,  ni  un  nombre 
composé  contenant  en  facteur  un  ou  plusieurs  nombres  premiers  à  la 
première  puissance  seulement.  On  peut  donc  construire  des  carrés 
cabalistiques  de  8  et  des  carrés  cabalistiques  de  9. 

On  peut  envisager,  en  particulier,  des  carrés  cabalistiques  qui 
soient  pandiagonaux  non  seulement  au  premier,  mais  aussi  au  second 
degré. 

Un  carré  magique  à  compa/rtiments^  est  un  carré  magique  de 
m-n  pouvant  être  décomposé  par  des  parallèles  à  ses  côtés  en  m* 
carrés  magiques  de  n. 

Il  n'y  a  pas  de  carré  magique  à  compartiments  de  6. 

On  a  encore  envisagé  bien  d'autres  types  particuliers  de  carrés 
magiques  et  aussi  de  nombreuses  généralisations  de  ces  carrés.  La 
terminologie  est,  à  cet  égard,  aussi  variée  que  pittoresque. 

Les  carrés  magiques  de  n,  à  progression  arithmétique,  sont  ceux 
dans  lesquels  figurent  n^  nombres  naturels  en  progression  arithmé- 
tique.    La  construction  de  ces  carrés  se  ramène  aisément  à  celle  des 


395)  ^E.  Lucas  [Récréations  math.  4,  Paris  1894,  p.  224]  a  montré  qu'il 
n'y  a  pas  de  carré  sataniqne  de  3,  même  avec  des  nombres  inégaux  quelconques.* 

896)  ^E,  Lucas,  Récréations  math.  4,  Paris  1894,  p.  226.* 

897)  ^M.  Frolov,  Bull.  Soc.  math.  France  17  (1888/9),  p.  69/83;  F.  Coccoe 
[Assoc.  fr.  avanc.  se.  21  (Pau)  1892*,  p.  136;  22  (Besançon)  1893*,  p.  171;  28 
(Caen)  1894*,  p.  176;  24  (Bordeaux)  1896*,  p.  102;  81  (Montauban)  1902*,  p.  137. 

398)  Voir  aussi  B,  Portier,  Le  carré  diabolique  de  9  et  son  dérivé  le  carré 
satanique  de  9,  Alger  1895  ;  (2^  éd.)  Paris  1902^  et  A.  Billy,  Etude  sur  les  triangles 
et  les  carrés  magiques  aux  deux  premiers  degrés,  Troyes  1901.* 

399)  «Assoc.  fr.  avanc.  se.  32  (Angers)  1903',  p.  141  ;  carré  cabalistique  de  8 
construit  par  B.  Portier  [Revue  scient.  (4)  19  (1903),  p.  608].* 

400)  ^G,  Tarry  [Revue  scient,  (4)  19  (1903),  p.  408]  a  construit  un  carré 
magique  à  compartiments  de  16  pouvant  être  décomposé  en  16  carrés  magiques 
de  4.    Ce  carré  est  d'ailleurs  aussi  satanique.* 
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carrés    magiques    dans    lesquels    figurent    les    n*   premiers  nombres 
natarels. 

Les  carrés  de  n,  à  progression  géométrique,  sont  des  carrés  dans 
lesquels  figurent  n*  nombres  en  progression  géométrique^  placés  de 
telle  façon  que  le  produit  des  éléments  situés  dans  une  même  ligne, 
on  dans  une  même  colonne,  ou  dans  l'une  des  deux  diagonales,  soit 
constant^^).  Ce  ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  des  canrés  magi- 
ques, mais  on  les  range  quand  même  sous  cette  dénomination  parce- 
qne  leur  construction  se  ramène  aisément  à  celle  de  carrés  magiques 
à  progression  arithmétique/ 

36.  Figures  magiques  quelconques.  ^Dès  le  17®  siècle  on  a 
cherché  à  étendre  les  règles  de  formation  des  carrés  magiques  à 
d'autres  figures  que  le  carré;  ainsi  P.  de  Fermât^  enyisage  déjà  des 
cubes  magiques.  Au  18*  siècle  ^')  on  construit  un  grand  nombre  de 
figures  magiques:  rectangles  magiques,  cercles  magiques,  losanges 
magiques,  parallélépipèdes  magiques,  sphères  magiques,  étoiles  magi- 
ques, etc.* 

A.  H.  Irost^  a  aussi  cherché  à  étendre  à  d'autres  figures  les 
règles  de  formation  des  carrés  de  Nasik  (diaboliques  et  autres);  il  a 
ainsi  enyisage  des  cubes  de  Nasik  (diaboliques  et  autres). 

Ces  figures  magiques  ont  été  étudiées  en  même  temps  que  les 
carrés  mi^ques  par  un  grand  nombre  de  contemporains  parmi  les- 
quels nous  citerons  H,  von  Pessl^%  JE.  Lucas^  T.  Hugd^'%  H.  Tarry^\ 
Th.  Harmuth"^),  H.  Scheffler^'^),  M.  Frolov^'^),   T.  Parmentier'^% 


401)  ^M.  SHfel,  Aiith.  intégra,  Nuiemberg  1644,  fol.  29.* 

402)  ^P.  de  Fermât,  lettre  à  M.  Mersenne  datée  du  1  avril  1640;  Œuvres*^ 
2,  p.  190.* 

408)  ^Yoir  en  partie.  J,  Sauveur,  Hist.  Acad.  se.  Paris  1710,  M.  p.  124  [croix 
magiqaes,  chftssis  magiques  etc.],  id.  p.  128  (cnbes  magiques).* 

404)  A,  H.  Frost  [Quart.  J.  pure  appl.  math.  7  (1866),  p.  97]  envisage  aussi 
des  cubes  diaboliques  et,  en  général,  des  cubes  de  Nasik. 

405)  H.  von  JPessl  [Progr.  Amberg,  1878]  arrive  à  formuler  le  problème  des 
eazrés  magiques  d'une  façon  spéciale  en  enroulant  le  carré  magique  sur  un 
cylindre  circulaire. 

406)  Nouv.  Coiresp.  math.  2  (1876),  p.  97;  Récréations  math.  2,  Paris 
1883,  p.  42/6;  id.  4,  Paris  1894,  p.  89/121. 

407)  bas  Problem  der  magischen  Sjsteme,  Neustadt  */h  1876. 

408)  Les  carrés  magiques,  Alger  1876. 

409)  Th.  Harmuth^^*)  étudie  des  rectangles  magiques  principalement  pour 
des  c6iés  mesurés  par  des  nombres  impairs;  il  étend  ensuite  ses  recherches  aux 
parallélépipèdes  magiques  et  même  aux  figures  analog^ues  que  Ton  peut  envisager 
dans  les  espaces  à  plus  de  trois  dimensions. 
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F.  Cocœz^^^)y  G,  Taa-ry^^*),   G.  Arwmx^^^),  E.  Fourrey^^^),  Prosper 
de  Lafitte*^"). 

36.  Carrés  d'Eiiler.  ^On  appelle  carré  d'Euier  de  n  tout  carré 
dont  les  n'  éléments  {i,  k)  sont  formés  de  deux  indices  i,  k  choisis 
parmi  les  nombres  1,  2,  .  , .,  n  de  façon  que  dans  chaque  ligne  et 
dans  chaque  colonne  du  carré  ne  figure  jamais  deux  fois  le  même 
indice  i  ou  deux  fois  le  même  indice  k.  Ces  carrés  peuvent  être 
envisagés  comme  une  généralisation  des  carrés  ïatfns"^). 

n  n'y  a  pas  de  carré  d'Euler  de  2.     Les  carrés 

(1.1)  (2,2)    (3,3) 
(2,3)    (3,1)    (1,2) 

(3.2)  (1,3)    (2,1) 

(1.1)  (2,2)    (3,3)    (4,4) 

(4.3)  (3,4)    (2,1)    (1,2) 

(3.2)  (4,1)    (1,4)    (2,3) 

(2.4)  (1,3)    (4,2)    (3,1) 

(1.1)  (2,2)    (3,3)  (4,4)  (5,5) 

(4.2)  (5,3)    (1,4)  (2,5)  (3,1) 

(2.3)  (3,4)    (4,5)  (5,1)  (1,2) 

(5.4)  (1,5)    (2,1)  (3,2)  (4,3) 

(3.5)  (4,1)    (5,2)  (1,3)  (2,4) 
sont  des  carrés  d'Euler  de  3,  4,  5. 


410)  H,  Scheffler  [Die  magischen  Figuren,  Leipzig  1882,  p.  47/88]  étudie  aysté- 
matiquement  des  polygones  magiques. 

411)  ^3f.  Frolov  [Aflsoc.  fr.  avanc.  se.  16  (Nancy)  1886*,  p.  177]  envisage 
des  carrés  magiques  à  symétrie  bilatérale.* 

412)  ^T,  Parmentier  [Assoc.  fr.  avanc.  se.  19  (Limoges)  1890',  p.  88]  étudie 
les  carrés  magiques  de  n,  où  n  est  impair,  puis  [id.  p.  96]  les  carrés  magiques 
par  nombres  discontinus  et  [id.  p.  96]  les  carrés  magiques  par  produits.* 

413)  ^Aesoc.  fr.  avanc.  se.  16  (Nancy)  1886*,  p.  130;  21  (Pau)  1892*,  p.  147 
(carrés  magiques  à  nombres  triangulaires);  id.  23  (Caen)  1894',  p.  163  (carrés 
magiques  à  nombres  non  consécutifs).* 

414)  G.  Tarry,  Interméd.  math.  6  (1899),  p.  261;   12  (1906),  p.  174. 

416)  Essais  de  psychologie  et  de  métaphysique  positives;  Arithmétique 
graphique;  les  espaces  hypermagiques,  Paris  1894.  ^O.  Amoux  étudie,  sous  le 
nom  à^hypermagiques  des  carrés  définis  par  certaines  propriété  magiques  qu'il 
caractérise  par  des  constructions  géométriques  élémentaires.  Parmi  ces  carrés 
hypermagiques  on  rencontre  des  carrés  diaboliques;  on  rencontre  aussi  des  carrés 


Digitized  by  VjOOQIC 


80.  Carrés  d'Exiler.  73 

Le  carré  de  4  constmit  par  C.  G.  Badiet  de  Méziriac^^^)  est  un  carré 
4'Enler  de  4.  Le  problème  des  36  officiers  (I  2, 72)  reyient  à  la  consiaruc- 
tion  d'un  carre  d'Enler  de  6.  G.  Tarry^^^)  a  démontre  qu'il  n'y  a 
pas  de  carré  d'Euler  de  6.  Au  moyen  d'un  carré  d'Euler  de  (i  et 
d'un  carré  d'Euler  de  v  on  construit  aisément  un  carré  d'Euler  de 
n  «  iiv.^) 

D  y  a  des  carrés  d'Euler  de  n,  quand  n  est  un  nombre  impair 
ou  le  double  d'un  nombre  pair. 

On  n'a  pu  démontrer  jusqu'ici  que  quand  n  est  plus  grand  que 
6  et  est  le  double  d'un  nombre  impair  il  n'y  a  pas  de  carré  d'Euler 
de  n. 

Parmi  les  carrés  d'Euler**^)  on  peut  envisager  des  carrés  diagonaux 
et  des  carrés  pandiagonaux.  Dans  un  carré  d'Euler  diagonal  ni  le 
même  indice  i  ni  le  même  indice  k  ne  peuvent  figurer  deux  fois  dans 
une  des  deux  diagonales  ^^').  Dans  un  carré  d'Euler  pandiagonal,  ni 
le  même  indice  i  ni  le  même  indice  k  ne  peuvent  figurer  deux  fois 
dans  une  des  deux  diagonales  ou  dans  une  quelconque  des  diagonales 


formés  en  écrivant  à  la  suite  les  uns  des  antres  les  n*  —  1  premiers  nombres 
natorele  précédés  de  0  (sur  la  première  ligne  0,  1,  .  .  . ,  n  —  1  ;  sur  la  seconde 
ligne  n,  n  -|-  1,  . . . ,  2n  —  1,  ...  ;  snr  la  n*  ligne  (n  —  l)ii,  (n  —  l)n  +  1, . . . , 
n»— 1).* 

416)  ^Récréations  arithmétiques,  Paris  1899,  p.  246.* 

417)  ^Le  carré  magique  de  3,  Paris  1904,  p.  5/19.  Dans  cette  brochure  on 
trouve  une  étude  systématique  des  carrés  de  3  formés  au  moyen  de  neuf  nombres 
naturels  quelconques.  A  cette  étude  se  rattache  (p.  19/:S6)  celle  des  carrés  magi- 
ques de  3ffi  à  compartiments  et  celle  des  carrés  magiques  de  2n-|-l  obtenus 
par  bordures  successives  de  carrés  magiques  de  3  formés  au  moyen  de  certains 
nombres  naturels  déterminés.* 

418)  «Problèmes  plaisans  '**)  (6*  éd.),  p.  200/2.  Il  s'agit  de  disposer  en  carré 
les  quatre  as,  les  quatre  rois,  les  quatre  dames  et  les  quatre  valets  d'un  jeu 
de  cartes,  de  façon  que  chaque  figure  et  chaque  couleur  se  trouvent  dans  chaque 
ligne  et  dans  chaque  colonne  du  carré.* 

419)  «Mém.  Soc.  se.  Liège  (3)  2  (1900),  mém.  n»  7;  Mathesis  (2)  10  (1900), 
soppl.  n«  7,  p.  23^0;  Interméd.  math.  7  (1900),  p.  14/16;  12  (1905),  p.  174.* 

L.  JSuier  estimait  déjà  que  ce  problème  est  impossible,  mais  il  n'avait 
pu  réussir  à  démontrer  cette  impossibilité  [cf.  Yerh.  door  het  (xenootschap 
Ylisnngen  9  (1782),  p.  85/839;  [1779];  Commentât.  Arith.  2,  S'  Pétersb.  1849, 
p.  302/61]. 

420)  ^G.  Tarry,  Interméd.  math.  6  (1899),  p.  251/2.* 

421)  ^Au  siget  des  carrés  d'Euler,  voir  W.  Ahrene^  Math.  Unterhaltungen 
und  Spiele,  Leipzig  1901,  p.  248/56  [chap.  18].* 

422)  ^Ges  carrés  ont  été  envisagés  par  C.  F,  Gansa  [Briefwechsel  zwischen 
a  F.  Gauss  und  H.  C.  Sehumad^er,  publ.  par  (7.  A.  F.  Peters  4,  Altona  1862, 
p.  63,  (lettre  écrite  en  1842).* 
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brisées.  Les  carrés  d'Enler  pandiagonaux,  diagonaux  et  simples  sont 
donc  dans  la  même  dépendance  que  les  carrés  diaboliques^  mi^ques 
et  semi-magiques. 

Il  n'y  a  pas  de  carré  d'Euler  diagonal  de  3.  Il  y  a  deux  carrés 
diagonaux  de  4 

(1.1)  {2^)    (3,3)    (4,4) 

(4.3)  (3,4)    (2,1)     (1,2) 

(2.4)  (1,3)    (4,2)     (3,1) 

(3.2)  (4,1)    (1,4)    (2,3) 

(1.1)  (2,2)  (3,3)  (4,4) 
(3,4)  (4,3)  (1,2)  (2,1) 

(4.2)  (3,1)  (2,4)  (1,3) 

(2.3)  (1,4)  (4,1)  (3,2). 

Voici  un  carré  d'Euler  pandiagonal  de  5: 

(1.1)  (2,2)    (3,3)    (4,4)    (6,5) 

(4.3)  (5,4)    (1,5)    (2,1)    (3,2) 
(2,6)    (3,1)    (4,2)    (5,3)    (1,4) 

(5.2)  (1,3)     (2,4)    (3,5)    (4,1) 

(3.4)  (4,5)    (5,1)    (1,2)    (2,3). 

U  n'y  a  pas  de  carré  d'Euler  pandiagonal  de  n^  quand  n  est  le  double 
d'un  nombre  impair. 

Si,  après  aroir  formé  un  carré  d'Euler  diagonal  de  n,  on  y  rem- 
place chaque  élément  {iy  Je)  par  le  produit  i  •  k  des  deux  nombres  qui 
constituent  cet  élément^  on  obtient  un  carré  magique  de  n.  La  même 
règle  permet  de  déduire  de  tout  carré  d'Euler  pandiagonal  de  n  un 
carré  diabolique  de  n*").* 

On  peut  évidemment***)  envisager  chaque  élément  d'un  carré 
d'Euler  comme  un  nombre  écrit  dans  le  système  de  numération  ayant 
pour  base  celle  du  carré. 

G,  Tarry^'^)  a  montré  que  quand  n  est  divisible  par  8,  on  peut 
toujours  construire  un  carré  d'Euler  pandiagonal  dans  lequel  la  somme 


428)  A  propos  des  carrés  magiques  consulter,  dans  Tarticle  de  TEncydopédie 
sur  le»  jeux,  le  numéro  consacré  au  saut  du  cavalier  (BOsselsprung)  et,  en  particulier, 
L.  EuUr  [Hist.  Acad.  Berlin  16  (1769),  éd.  1766,  p.  310;  Commentât.  Ariih.  1, 
S*  Fétersb.  1849,  p.  337].  Voix  au  siget  de  ce  problème,  yoisin  de  celui  des 
carrés  d'Euler,  G.  Exner,  Progr.  Hirschberg  1876. 

424)  cf.  G.  Tarry,  Assoc.  fr.  avanc.  se.  38  (Çrrenoble)  1904*,  p.  96;  Interméd. 
math.  12  (1906),  p.  174/6. 
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des  carrés  des  nombres  ainsi  formés  est  la  même  dans  chaque  ligne 
horizontale,  dans  cliaqae  ligne  yerticale  et  dans  les  deux  diagonales 
principales.  On  peut  appeler  un  tel  carré  „carTé  éCEuler  cabalistique^, 
par  analogie  avec  les  carrés  cabalistiques  définis  plus  haut. 


Lee  notée  bibliogiaphiques  de  Tarticle  ^Niedere  Zahlentheorie'^  de  l'édition 
allemande  de  rEncyclopédie  avaient  été  notablement  augmentées  par  W.  F.  Meyer. 
Les  additions  (mises  entre  deux  astérisques)  dn  texte  et  des  notes  de  l'édition 
française,  en  particulier  celles  des  numéros  23  à  85,  sont  pour  la  plupart  dues 
à  /.  MM. 
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1 16.    THÉORIE  ARITHMÉTIQUE  DES  FORMES. 

Exposé,  d'après  l'artiole  aixemand  de  EL  TH.  VAHLEN  (greifswâld), 
PAR  E.  CAHEN  (paris). 


1.  FréliminaiTeB.  ^On  supposera,  à  moins  d'indication  contraire, 
que  les  formes  et  les  substitutions  linéaires  dont  il  ya  être  question 
sont  à  coefficients  entiers. 

Un  des  problèmes  les  plus  importants  à  résoudre  est  de  déter- 
miner les  nombres  représentables  par  une  forme,  c'est-à-dire  les  valeurs 
que  peut  prendre  la  forme  quand  on  donne  aux  variables  des  valeurs 
entières.  La  théorie  des  formes  est  rattachée  par  là  à  la  résolution 
des  équations  en  nombres  entiers. 

Soit  une  forme  JF\  à  n  variables  sur  laquelle  on  effectue  une 
substitution  linéaire  entière  (c'est-à-dire  à  coefficients  entiers) 

qui  la  transforme  en  une  forme  jP,.  Les  a^J^  étant  entiers,  il  est 
évident  qu'à  des  valeurs  entières  de  a^i',  a?,',  . . . ,  x^  correspondent 
des  valeurs  entières  de  x^,  x^,  . . .,  x^.  Par  conséquent  tout  nombre 
représentable  par  la  forme  F^  l'est  aussi  par  la  forme  F^,  On  dit 
que  F^  est  contemAe  dans  F^  ou  que  F^  contient  F^, 

Si  l'on  exprime  rr^',  x^\  . . .,  a:/  en  fonction  de  x^,  x^y  . . .,  x^, 
les  coefficients  de  cette  substitution  {inverse  de  la  précédente)  ne 
sont  pas  en  général  entiers.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'ils  le  soient  est  que  le  déterminant 

,  «I*  I  ? 
que  l'on  appelle  le  module  de  la  substitution,  soit  égal  à  ±  1.    La  substi- 
tution   est    alors    dite    substitution  unimodulaire.     Les    substitutions 
unimodulaires  forment  un  groupe. 

Si  l'on  applique  une  substitution  unimodulaire  à  une  forme,  on. 
obtient  une  autre  forme  qui  est  contenue  dans  la  première  et  qui  con- 
tient la  première,  en  sorte  que  ces  deux  formes  représentent  les  mêmes 
nombres.    On  dit  que  ces  deux  formes  sont  équivalentes. 
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Tont  ce  que  noas  Tenons  de  dire  s'applique  aux  systèmes  de 
formes.  Deux  systèmes  de  formes  qui  se  déduisent  Tun  de  Tautre 
par  une  substitution  unimodulaire  sont  dits  ^ivaients.  Us  représen- 
tent les  mêmes  systèmes  de  nombres. 

Réciproquement,  deux  formes  (ou  systèmes  de  formes)  qui  repré- 
sentent les  mêmes  nombres  (ou  systèmes  de  nombres)  se  déduisent- 
elles  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  unimodulaire?  La  question 
n'est  pas  résolue  en  général^). 

Nous  appellerons  substitutions  modulaires^)  les  substitutions  uni- 
modulairefi  de  module  +  1.     Elles  forment  un  groupe. 

Considérons  la  substitution  S 

^1 <.        ^*  =  <         (t  -  2,  3, .  .  .,  n); 

son  module  est  égal  à  —  1.  Toute  substitution  unimodulaire ,  de 
déterminant  —  1,  peut  être  considérée  comme  le  produit  de  la  substi- 
tution S  par  une  substitution  modulaire. 

Deux  formes  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substi- 
tution modxdaire  sont  dites  de  même  classe  ou  proprement  équivalevUes. 

Ainsi  les  formes  équiyalentes  à  une  forme  donnée  se  composent 
1®)  des  formes  de  même  classe  ou  proprement  équiyalentes ,  2*)  de 
celles  qui  se  déduisent  des  précédentes  par  la  substitution  S  et  qui 
sont  dites  improprement  bivalentes.  On  distingue,  de  même,  les 
systèmes  de  formes  proprement  équivalents  ou  de  même  classe,  et 
les  systèmes  de  formes  improprement  équiyalents'). 

Toute  expression  déduite  des  coefficients  d'une  forme  et  qui 
garde  la  même  yaleur  lorsqu'on  remplace  ces  coefficients  par  ceux 
d'une  forme  de  même  classe  est  dite  un  invariant  de  cette  forme. 

n  existe  d'autres  invariants  que  ceux  qu'on  étudie  dans  la  théorie 


1)  ^Pcrar  les  foimes  et  systèmes  de  formes  linéaires,  voir  T.  J.  Stiélijes,  Ann. 
Fac.  se.  Toulonse  4  (1890),  mém.  n°  18,  p.  85;  Essai  sur  la  théorie  des  nombres, 
Paris  1895.  Pour  les  formes  quadratiques  binaires  Toir  E.  Schering,  J.  math,  pures 
appl.  (2)  4  (1869),  p.  253.  Voir  aussi  A.  M.  Legendre,  Théorie  des  nombres 
{V  éd.)  1,  Paris  1880,  p.  237  [pour  la  V  et  la  2«  éd.  voir  I  16,  note  8].* 

2)  ^C'est  la  terminologie  adoptée  par  F.  Klein  [Tories,  flber  elliptische 
Modulfonctionen,  pnbl.  par  B.  Friche  1,  Leipzig  1890,  p.  126]  dans  le  cas  des 
substitutions  sur  deux  variables.  On  rappliquera  ici  dans  le  cas  des  substitutions 
sur  un  nombre  quelconque  de  variables.* 

3)  ^Certains  auteurs  font  synonymes  les  expressions  „formes  de  même  classe^' 
et  ^formes  équivalentes'V  II  faut  d^ailleurs  remarquer  que  la  distinction  est 
souvent  insignifiante.  Soient,  par  exemple,  deux  formes  de  degré  pair  à  un 
nombre  impair  de  variables.  Si  elles  sont  proprement  équivalentes,  elles  le  sont 
aussi  improprement;  car,  en  changeant  les  signes  de  toutes  les  variables,  on  fait 
une  substitution  de  déterminant  égal  à  —  1  et  on  ne  change  pas  les  formes.* 
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algébrique  des  formes.  Par  exemple  le  plus  grand  commun  diviseur 
(p.  g.  c.  d.)  des  coefficients  d'une  forme  est  un  invariant. 

On  appelle  système  complet  d'inyariants  d'une  forme  (ou  d'un 
système  de  formes)  un  ensemble  d'inyariants  jouissant  des  deux 
propriétés  suiyantes:  1^)  Ils  sont  indépendants.  2^)  Deux  formes  (ou 
systèmes  de  formes)  pour  lesquelles  ces  inyariants  ont  les  mêmes 
yaleurs  sont  équiyalents.  Tous  les  autres  inyariants  dépendent  de 
ceux-là;  en  général  cette  dépendance  n'est  pas  exprimée  par  des 
fonctions  analytiques. 

Etant  données  deux  formes  ^  le  problème  se  posera  de  yoir  si 
elles  sont  équiyalentes  (plus  généralement^  de  sayoir  si  l'une  est 
contenue  dans  l'autre)  et  de  trouyer  les  substitutions  qui  transforment 
'une  dans  l'autre.  Pour  trouyer  totUes  ces  substitutions^  il  suffit  d'en 
trouyer  une,  puis  de  trouyer  toutes  les  substitutions  qui  laissent  la 
seconde  forme  inyariable. 

Ceci  s'applique  aux  systèmes  de  formes.* 


^  Formes  linéaires  et  bilinéaires. 

2.  Forme  linéaire  à  ooeffioientB  entiers.  Dans  le  cas  de  deux 
yariablesy  la  question  est  tout  à  fait  élémentaire.  Dans  le  cas  général, 
soit  d  le  p.  g.  c.  d.  des  coefficients  a^y  a^y  . . .,  a^  de  la  forme 

(h^l  +  «2^2  H h  «n^nî 

nous  dirons  que  d  est  le  plus  gra}id  diviseur  (p.  g.  d.)  de  cette  forme 
eUe-même. 

Il  existe  une  substitution  unimodulaire  qui  transforme  la  forme 
en  dx^.  Cette  substitution  se  trouye  par  un  algorithme  qui^  pour 
n^2y  se  confond  ayec  celui  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres.  H 
en  résulte  que  deux  formes  qui  ont  même  p.  g.  d.  sont  équiyalentes. 
Ce  p.  g.  d.  forme  un  système  complet  d'inyariants.  La  forme  repré- 
sente tous  les  nombres  diyisibles  par  d  et  ces  nombres  seulement. 

Pour  qu'une  forme  linéaire  soit  contenue  dans  une  autre  il  faut 
et  il  suffît  que  le  p.  g.  d.  de  la  première  soit  un  muIMple  de  celui 
de  la  seconde. 

3.  Équation  indéterminée  à  ooeffioientB  entiers.  Ce  qui  précède 
donne  la  solution  de  l'équation  indéterminée 

(1)  û4a:i  +  ajiCj  +  . .  •  +  a^x^  -  6, 

qui;  par  la  substitution  indiquée  plus  haut;  se  réduit  à 

dx^  «  t. 
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L'équation  est  donc  possible  ai  b^O  (mod.  d)  et  dans  ce  cas  seule- 
ment^),    n  7  a  dans  la  solution  n—  1   entiers  arbitraires^  à   savoir 

La  solution  de  l'équation  (1)  est  de  la  forme    ^ 
(2)     a?,  -  I,  +  ^i,A  +  ^^2^  +  •  •  •  +  ^«-i^n-i       (i  -  1,  2, . . .,  n). 
Les  ^  (i  >=  ly  2,  . . . ,  n)  forment  un  système  particulier  de  solutions; 
tiftjy,..,  t^^^   sont   des  entiers  arbitraires;   les  w— 1   systèmes  de 
nombres 

^i,*7  ^8,*.  •    •>  ^«,*  (i  -  1,  2, . . .,  n  -  1) 

forment  n  —  1   systèmes  particuliers  de  solutions   de  l'équation  sans 
second  membre 

On  peut  déterminer  ces  (n  —  1)  systèmes  particuliers  de  façon 
que  les  formules  (2)  donnent  totUes  les  solutions  chacune  une  fois, 
et  que  de  plus  des  valeurs  fractionnaires^  données  aux  t^  ne  puissent 
fournir  pour  les  x  des  valeurs  entières.  On  dit  alors  que  ces  (n  —  1) 
systèmes  particuliers  forment  un  système  fondamental  de  solutions  de 
l'équation  sans  second  membre^);  nous  désignerons  un  tel  système 
fondamental  par  (je;)  et  nous   dirons  que  les 

^i,k      (i  =  l,2,...,w;    *=«1,2,...,  w-1) 
en  sont  les  éléments. 

D'un  système  fondamental  (0)  on  peut  déduire  tous  les  autres 
systèmes  fondamentaux  (Z)  par  les  formules 

/i  =-  1,  2,  . .  .,  w         \ 
Z,.  =  ^x^.*  +  ^2^..+-  +  ^,.-.^..M        U=»l,2,...,n-1> 

les  tj^^  étant  des  entiers  choisis  de  façon  que  leur  déterminant 

\t^,\     (*,A=1,2,  ..,n-l) 
soit  ^al  à  ±  1. 

4)  C.  G.  Boichet  de  Méziriac,  Pioblemes  plaisans  et  délectables,  qui  se  font 
par  les  nombres,  Lyon  1612;  (5*  éd.)  publiée  par  A.  Labosne,  Paris  1884,  p.  172/5 
[pour  les  antres  éd.  cf.  I  15,  note  857];  Pilatte  (prof  à  Angers),  Ann.  math, 
pores  appl.  2  (1811/2),  p.  230;  L.  EtUer,  Opnsc.  analytica  2,  St.  Pétersb.  1786, 
p.  91  [1775];  Commentât.  Arith.  2,  St.  Pétersb.  1849,  p.  99;  C,  G.  J.  Jacobi  (mém. 
posth.  pnbl.  par  H.  E.  Heine),  J.  reine  angew.  Matb.  69  (1868),  p.  1/28;  Werke  6, 
Berlin  1891,  p.  355/84. 

Les  Talenrs  les  plus  petites  de  p  et  ^  satisfaisant  à  pq[ — p'q^^l  sont 
données  par  ime  série  trigonométrique  [J.  J.  Syîvester,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  50 
(1860),  p.  651;  ^.Yoir  aussi  M.  Lerch,  Math.  Ann.  60  (1905),  p.  483].* 

5)  H,  J.  8,  Smith,  Philos.  Trans.  London  151  (1861),  p.  293;  Papers  1, 
Oxford  1894,  p.  367. 
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Si,  dans  les  formnles  (2),  on  remplaçait 

%ky  V'   •••;  ^M  (*^1;2,  ...,  «-1) 

par  n  —  1  systèmes  quelconques  de  solutions  de  Téquation  sans  second 
membre,  ces  formules  (2)  donneraient  toujours  des  systèmes  de  solu- 
tions de  l'équation  avec  second  membre.  Mais  elles  ne  donneraient 
pas  toujours  des  systèmes  jouissant  des  propriétés  indiquées  plus  haut 
pour  les  systèmes  fondamentaux. 

Convenons  d'appeler  plus  grand  diviseur  (p.  g.  d.)  d'une  matrice 
le  p.  g.  c.  d.  des  valeurs  des  déterminants  de  plus  haut  ordre  possible 
qu'on  peut  extraire  de  cette  matrice.  On  peut  alors  énoncer  de  la 
façon  suivante  la  propriété  caractéristique  d'un  système  fondamental  (/) 
de  solutions:   Le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice 

!  ^1,2?        ^2,2;         •  •  •;  ^f»,2        1 


formée  par  ses  éléments  z^j^  est  égal  à  1. 
^Ex&mpU.     La  forme 

%bx^  +  29a:,  +  2Qx^  +  20x^, 

par  la  substitution  unimodulaire 

a^i  «  f,  +  5^,;  x^ 2^1  -  ^  +  2<8  -  6^^; 

se  transforme  en  t^. 

L'équation  indéterminée 

35a;i  +  22x^  +  2Qx^  +  20^:4  =  17 
se  transforme  en 

#,  =  17, 
d'où 

oji  =  85  +  «i;  «, 102  —  2^1  —  <i  +  2É,; 

aJ,=--7*i-<,-3<j;    a;,  -  12^  +  «,  +  <,; 

le  sjBtème 

0    -2    -7     12 

1-1-1       1 

0         2-3      1 

est  un  système  fondamental  de  solutions  de  l'équation   sans   second 
membre.* 

^A.  L.  Crelle  a  donné  une  table  des  plus  petites  solutions  positives 
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de  réqnation  à  deux  variables^  pour  tous  les  coefficients  inférieurs  à  120 
en  valeur  absolue*).* 

4r.    Système    de   formes   linéaires.     Considérons   maintenant   m 
formes  linéaires  à  n  variables 

^(^ik^k         (i  =  1,  2, .  . .,  m). 

Il  existe  une  substitution  unimodulaire  qui  ramène  ce  système  à  un 
système  du  type  suivant,  dit  système  réduit: 


avec  les  conditions 

«A,A>0;0^  **,*<*.,*  pour  *<A  et  *  =  1,  2, .  .  .,  r; 
le  nombre  que  l'on  a  désigné  par  r  dans  ce  tableau  indique  le  nombre 
des  nouvelles   variables;  il  est  égal  au  nombre  des  formes  données 
qui  sont  indépendantes.     On  l'appelle  le  rang  du  système. 

Cette  substitution  peut  se  trouver  par  un  algorithme  analogue  à 
celui  qui  sert  dans  le  cas  d'une  seule  forme. 

Les  8  forment  un  système  complet  d'invariants ]  autrement  dit: 
pour  que  deux  systèmes  soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  systèmes  réduits  soient  identiques.  Il  est  facile  de  reconnaître 
également,  par  la  comparaison  des  systèmes  réduits,  si  un  système  est 
contenu  dans  un  autre. 

Supposons  r  ^  m\  le  produit  *i  1*2,2  ••  •  ^r,r  ^^^  alors  égal  au 
p.  g.  d.  de  la  matrice  des  coefficients  du  système  primitif.  Ainsi, 
pour  tous  les  systèmes  équivalents,  ce  nombre  est  le  même.  Suppo- 
sons-le donné  et  égal  à  d]  supposons  m  aussi  donné,  combien  y 
a-t-il  de  classes  de  systèmes  de  formes  indépendantes?     Il  y  en  a ^ 


en  posant  d  ^JlPi^y  les  p^  étant  les  facteurs  premiers  de  d. 

(0 

6)  J.  reine  angew.  Math.  42  (1861),  p.  299. 

7)  H.  J.  S.  Smith^;  voir  anesi  G.  Eisenstein,  Ber.  Akad.  Berlin  1852,  p.  850. 

EoGjrelop.  des  ideiio.  mathémat.    18.  6 
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6.  Système  d'équations  linéaires.  Considérons  maintenant  un 
système  d'équations  linéaires 

^«i,*^*  -  ^l        (}  =  1.  2y . . .,  m). 

On  le  ramène;  par  la  substitution  unimodulaire  du  n^  4^  à  un 
système  dans  lequel  la  première  équation  ne  contient  que  x^y  la 
deuxième  que  x^'  et  x^, . . .',  la  r**"*  et  les  suivantes  que  x^,  x^j . . .,  a;/. 
n  est  facile  de  reconnaître  si  le  système  ainsi  obtenu  est  possible; 
s'il  est  possible  a?V+i;  ^V+s?  •  •  •;  ^n   ^^^*  ^^^  indéterminées. 

Dans  le  cas  où  r  »=  m  la  condition  de  possibilité  du  système 
d'équations  linéaires  envisagées  peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante: 
les  deux  matrices 

|,  «1,1^    «1,2;    •  •  •;   «i,«    '  »l,i;    «1,2;    •  •  •;  «i,n;    *i 

i   «2,1;    «2,2;    •  •    ;  «ï,n   I  «2,1;    «2,2;    •  •  •;  «2,n;    ^2    I 

il |;'        ; 

il  «m,i;  «m, 2;  •  •  •;  «m,»  jj  J  «m,i;   «m, 2;   •  •  •;  «m,«;  ^m  I, 

doivent  avoir  le  même  p.  g.  d.®). 

^Dans  le  cas  où  r  <  m  convenons  que  1®)  le  p.  g.  c.  d.  de 
nombres  tous  nuls  est  nul.  2^)  le  p.  g.  d.  d'une  matrice  est  le  p. 
g.  c.  d.  des  valeurs  des  déterminants  d'ordre  le  plus  élevé,  non  tous 
nuls;  extraits  de  la  matrice.  La  première  des  deux  matrices  précé- 
dentes a  le  rang  r.  La  condition  de  possibilité  du  système  d'équations 
linéaires  envisagées  est  que  le  rang  de  la  seconde  matrice  soit  aussi 
r  et  que  les  deux  matrices  aient  le  même  plus  grand  diviseur^).* 

La  solution  générale  du  système  d'équations  linéaires 


(i  =  l,2, 

est  de  la  fonue 

^k  =  lt  +  h,A  +  h,%t%  +  -- 

*  +  ^k^n-rK^r 

(A;=l,2,...,  n), 

les  lettres  ayant  des  significations  analogues  à  celles   que  nous  leur 
avons  attribuées  dans  le  cas  d'une  seule  forme. 

On  définit^  comme  dans  le  cas  d'une  seule  forme,  un  système 
fondamental  de  solutions  des  équations  sans  second  membre,  et  d'un 
tel  système  on  déduit  d'ailleurs  tous  les  autres  par  la  même  règle 
que  dans  le  cas  d'une  seule  forme.  Le  p.  g.  d.  de  la  matrice  formée 
par  (w  — r)  solutions  particulières  dés  équations  sans  second  membre 

8)  J.  Eeger,  Denkschr.  Akad.  Wien,  math.  14  II  (1858),  p.  1. 

9)  ^G.  Frohenius,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1879),  p.  171  (§  8,  IV).* 


Digitized  by  VjOOQIC 


5.  Système  d'équations  linéaixes.  83 

est  égal  à  1,  ou  est  différent  de  1^  suiTant  que  ces  (n  —  r)  solntions 
formeiit,  ou  non^  un  système  fondamental  de  solutions.  C'est  là  la 
propriété  caractéristique  d'un  système  fondamental  de  solutions. 

Pour  résoudre  le  système  d'équations  linéaires  envisagées  on 
peut  combiner  linéairement  les  équations.  Les  m  premiers  membres 
sont  alors  remplacés  par  m  combinaisons  linéaires  de  ces  premiers 
membres,  et  les  deux  systèmes  sont  équivalents  pourvu  que  le  déter- 
minant formé  par  les  facteurs  par  lesquels  on  a  multiplié  les  équa- 
tions soit  différent  de  zéro.  Nous  astreindrons  ce  déterminant  à  être 
égal  à  ±  1,  autrement  dit  nous  ferons  sur  les  premiers  membres  des 
équations  une  substitution  unimodulaire.  Dans  ces  conditions,  on  dé- 
montre qu'on  peut  ramener  le  système  à  la  forme  très  simple*®) 

eX  =  K, 
où   chacun    des    coefficients   Sj^   {h  =  2,d, .  .  .,r)  est  divisible  par   le 
précédent  Cj^^^ 

On  peut  définir  ces  coefficients  6^  de  la  façon  suivante:  appelons 
^k  1^  P*  S-  ^-  d-  d^^  valeurs  des  déterminants  d'ordre  h  extraits  de 
la  matrice  ||a^i;!  et  posons  d^^^  1;  on  a  alors 

e.  =  -^- 

^Voici  une  autre  définition,  due  à  H.  J,  8.  Smith'^^):  e^  est  le 
p.  g.  c.  d.  des  quotients  qu'on  obtient  en  divisant  chaque  déterminant 
d'ordre  h  par  le  p.  g.  c.  d.  de  ses  mineurs  ^^).* 


10)  X.  Kroneeker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1866,  p.  697  ;  J.  reine  angew.  Math. 
68  (1868),  p.  273;  Werke  1,  Leipzig  1895,  p.  145;  G.  Frobenius,  J.  reine  angew. 
Math.  86  (1879),  p.  157;  L.  Kroneeker,  J.  reine  angew.  Math.  107  (1891),  p.  186. 

11)  ^H,  J,  S.  SmUh'),  Philos.  Trans.  London  161  (1861),  p.  318;  Papers  1, 
p.  897.* 

12)  L.  Kroneeker,  J.  reine  angew.  Math.  107  (1891),  p.  136.  Pour  la  réso- 
lution des  équations  dn  premier  degré  en  nombres  entiers,  voir  anssi B.  Jaufroid,l^o\rr. 
Ann.  math.  (1)  11  (1862),  p.  168;  ^Ch.  Hermite,  Quart.  J.  pure  appl.  math.  1  (1867), 
p.  370;  Œuvres  1,  Paris  1905,  p.  440;*  K  Weihrauch,  Z.  Math.  Phys.  20  (1876), 
p.  97,  314;  22  (1877),  p. 234;  E.  d'Ovidio,  Atti  Accad.  Torino  12  (1876/7),  p.  884; 
F.  Faà  di  Bruno,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  86  (1878),  p.  1189,  1259;  Quart.  J.  pure 
appl.  math.  16  (1878),  p.  272;  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  241;  A.  Cayîey,  Quart.  J.  pure 
appl.  math.  19  (1883),  p.  38;  Papers  12,  Cambridge  1897,  p.  19;  Ch.  Méray,  C.  R. 
Acad.  se.  Paris  94  (1882),  p.  1167;  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  12  (1888),  p.  89  [1882]; 
cf.  P.  Bachmann,  Die  Arith.  der  quadratischen  Formen,  Leipzig  1898,  p.  288  et  suiv. 

6* 
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Le  nombre  6^  étant  divisible  par  <?a-i?  ^^  P^'i^  poser 

et,  par  suite, 

d,  =  â„  d,  =  d,^8„ ,  d,  =  J/d;-i . . .  Sl_,d,. 

Les  nombres  e^,  c^,  . .  .,  e^  sont  les  diviseurs  élémentaires  du 
système  des  coefficients  a,-^*^*). 

6.  Forme  bilinéaire  et  équation  bilinéaire  indéterminée,  à 
ooefAoientB  entiers.     La  forme  bilinéaire  est  la  forme 

1=1  t=i 

Nous  n'effectuerons  sur  cette  forme  que  des  substitutions  linéaires 

I  =!  1  /  =:  l 

de  façon  que  la  forme  reste  bilinéaire. 

Les  résultats  du  n^  6  s'appliquent  immédiatement  à  la  forme 
bilinéaire,  et  Ton  Toit  aisément  qu'on  peut  ramener  cette  forme  par 
une  substitution  unimodulaire  à  la  forme  réduite 

où  chaque  coefficient  e  est  divisible  par  le  précédent^*).  Le  nombre 
r  s'appelle  le  rang  de  la  forme  bilinéaire.  Les  nombres  e^^,  e^y  , . .,  e^ 
forment  un  système  complet  d'invariants  de  cette  forme  ^*). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  formes 
bilinéaires  soient  équivalentes  est  que  leurs  formes  réduites  soient 
identiques^®).  Pour  qu'une  forme  bilinéaire  soit  contenue  dans  une 
autre,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rang  de  la  première  soit  égal,  au  plus, 
au  rang  de  la  seconde,  et  que  chacun  des  invariants  e  de  la  première 
soit  un  multiple  de  l'invariant  e  de  même  indice  de  la  seconde*^), 
le  facteur  de  multiplicité  pouvant  d'aiUeurs  être  0. 


13)  ^Ponr  le  nombre  des  solutions  positires  Toir  Ch.  Hermite,  Qaart.  J.  pnre 
appl.  math.  1  (1857),  p.  370;  Œuvres  1,  Paris  1905,  p.  440;  J.  J.  Sylvester,  London 
Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  16  (1858),  p.  371;  C.  R.  Acad.  se.  Paris  50  (1860), 
p.  367;  F.  A.  Lebesgue^  Exercices  d'Analyse  numérique,  Paris  1859,  p.  52,  76; 
K.  Wethrauch,  Z.  Math.  Phys.  20  (1875),  p.  97,  112;  E.  Cesdro,  Mém,  Soc.  se. 
Liège  (2)  10  (1883),  mém.  n^»  6,  p.  276;  E.  Catalan,  id.  (2)  12  (1886),  p.  23.* 

14)  G.  FrobentM,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1879),  p.  168  (§  8). 

15)  ^Par  rapport  au  système  de  formes  linéaires,  les  nombres  e^,  e,,  ...,  e^ 
sont   ce  qu'on  appelle  des  combinants.* 

16)  G.  Frobenius,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1879),  p.  149  [1878]. 

17)  H.  J.  S.  Smith  ^),  Philos.  Trans.  London  151  (1861),  p.  820;    Papers  1, 


Digitized  by  VjOOQIC 


$•  Forme  bilinéaire  et  équation  bilinéaire  indéteimînée.  85 

Le  nombre  des  classes  de  formes  bilinéaires 

1  =  1      *s=l       ^ 

de  même  déterminant 

à  2n  yariables^  est  égal  au  nombre  de  formes  réduites  de  déterminant 
D  et;  par  suite,  au  nombre  de  façons  de  décomposer  D  en  n  facteurs 
dont  chacun   soit  divisible  par  le  précédent.     Ce   nombre   peut   être 

obtenu   de   la   manière  suivante:    déyeloppons  en  série  entière  en  — 

l'expression 

11  1 

-  y 


P  P*  P 

puis  faisons  le  produit  de  tous  les  développements  ainsi  obtenus  pour 
tous  les  nombres  premiers  p.  Le  nombre  cherché  est  égal  au  numé- 
rateur de  la'  fraction  ayant  pour  dénominateur  D  dans  le  développe- 
ment ainsi  obtenu  ^^). 

Une  équation  bilinéaire  indéterminée 


=  m    kss  n 

1=1  *=i 


^    ^^k^JcVi-f 


est  possible  en  nombres  entiers,  quand  le  nombre  entier  f  est  divisible 
par  le  p.  g.  c.  d.  des  coefficients  a^^J^  et  dans  ce  cas  seulement ^^). 

^Une  forme  bilinéaire  est  représentée  par  le  tableau  de  ses  coeffi- 
cients. Il  en  est  de  même  d'une  substitution  linéaire.  Les  calculs 
précédents  peuvent  donc  être  considérés  comme  des  calculs  effectués 
sur  des  tableaux  de  nombres^). 

Un  certain  nombre  des  résultats  précédents  ont  été  étendus  à  la 
congruence  prise  suivant  un  module  déterminé.  Deux  formes  sont 
dites  congrues  (mod.  k)  lorsque  leurs  coefficients  respectifs  sont 
congrus  (mod.  i)*^).* 

p.  400  ;  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  4  (1871/3),  p.  244  ;  Papers  2,  p.  76  ;  G.  Frohenius, 
J.  reine  angew.  Math.  88  (1880),  p.  114;  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1894,  p.  SI; 
K.  Hensd,  J.  reine  »ngew.  Math.  114  (1895),  p.  109  [1894]. 

18)  ^Voir  A.  Cayley,  J.  reine  angew.  Math.  60  (1866),  p.  316  [1864];  Papers  2, 
Cambridge  1889,  p.  217;  G.  Frobenius,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1879),  p.  160. 
(Note  de  M.  Lereh).* 

19)  G.  Frobenius,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1879),  p.  151. 

20)  ^G.  Frobenius,  J.  reine  angew.  Math.  84  (1878),  p.  1  [1877].* 

21)  ^G.  Frobenius,  id.  86  (1879),  p.  187;  88  (1880),  p.  96.» 
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7.  Ssrstème  de  oon^ruenoes  linéaires.  La  résolution  d'un  tel 
système  ne  difiPère  évidemment  pas  de  celle  d'un  système  d'équations 
linéaires^  mais  on  peut  aussi  Tétudier  directement. 

^On  peut  ramener  le  cas  général  à  celui  où  toutes  les  con- 
gruences  ont  même  module.  Soit^  en  effet,  à  résoudre  les  con- 
gruences 

/;  =  0  (mod.  aj,  ^2  =  0  (mod.  a^\  ...,  f^~0  (mod.  aj. 

Soit  a  le  plus  petit  commun  multiple  (p.  p.  c.  m.)  des  nombres  a^, 
a,,  .  . .,  a^.    On  peut  écrire  le  système  précédent  sous  la  forme 

J/i  =  0  (mod.  «),  ^V,  ^  0  (mod.  a),  •  •  -,  J/"»  =  0  (mod.  a).* 

Considérons  donc  seulement  le  cas  où  toutes  les  congruences 
ont  même  module.  Soient  d'abord  des  congruences  sans  second 
membre, 

^a^  j^Xj^  =  0  (mod.  c)         (i  =  1,  2, .  .  .,  m). 

On  peut  ramener  ces  m  congruences  à  la  forme**) 

e^^lj^  =  0  (mod.  c)         (h  =«  1,  2, .  . .,  r), 
où  les  r  nombres  ^i,  «2?  •  •  ;  ^r  ^^^^  obtenus  comme  il  a  été  expliqué 
au  n°  6. 

Ce  système  de  congruences  est  toujours  possible.  Si  l'on  désigne 
par  (e^,  c)  le  p.  g.  c.  d.  de  e^  et  c,  et  si  l'on  suppose 

«r  +  l  =  «r  +  8 =  «n  =-  0     ^t      (0,    c)    =  C, 

le  nombre  des  solutions  du  système,  incongrues  (mod.  c),  est 

(«i;  c){e^,  c)...(e„,  c). 

Une  solution  propre,  c'est-à-dire  où  x^,  x^,  .  .  .,  x^  sont  premiers 
dans  leur  ensemble,  peut  être  obtenue  si  e^^O  (mod.  c),  et  dans  ce 
cas  seulement. 

Considérons  maintenant  un  système  de  congruences  dans  lequel 
les  seconds  membres  ne  sont  pas  tous  nuls 


2%  k^k  =  \  (niod.  c)         (i  =  1,  2, .  .  .,  m). 
it=i 

Appelons  encore   e^,  ^,  •  •  .  les   invariants   formés   comme   on  l'a  in- 
diqué précédemment  avec  le  tableau  des  a^j^  et  b^,  e^,\  . .  les  invariants 


22)  F.  J.  Stttdnicha,  Sitzgsb.  bOhm.  Qee.  Pragl876,  p.  114;  Bemeczki  de  Gyer- 
gyésgentmiklos,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  88  (1879),  p.  1811;  G.  Frohenit/të,  J.  reine 
angew.  Math.  86(1879),  p.  181;  88(1880),  p.  96;  K.  Hensél,  J.  reine  angew.  Matk. 
107(1891),  p.  241;  E.  Steinitz,  Jahresb.  deutsch.  Math.-Ver.  6^  (1896),  p.  87 
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analogues   formés  ayec   le  tableau   des  a^^^  et  des  b^.     Si  m  '^n,  la 
condition  de  possibilité  du  système  de  congruences  est 

Asm  hssm 

et  le  nombre  des  solutions  du  système^  incongrues  (mod.  c)y  est 

Asml 

Si  m  >  n,  les  conditions  de  possibilité  du  système  de  congruences  sont 

As=«i  Asm 

««+1  =  0  (mod.  c), 
et  le  nombre  des  solutions  du  système,  incongrues  (mod.  c),  est 

Asl 

La  théorie  des  congruences  linéaires  est  liée  à  celle  des  substi- 
tutions linéaires  à  coefficients  fractionnaires  *'). 

8.  Compléments.  I.  Dans  un  tableau  de  coefficients  entiers 
a^j,  un  mineur  du  q^^^^  ordre  est  dit  régulier  par  rapport  au  nombre 
premier  p,  quand  U  contient  p  à  la  même  puissance  que  le  p.  g.  c.  d. 
de  tous  les  mineurs  d'ordre  q  extraits  de  la  matrice  ll^^^itll- 

Un  mineur  d'ordre  g,  régulier  par  rapport  à  p,  renferme  des 
mineurs  de  chaque  ordre  <  q,  réguliers  par  rapport  à  |),  et  il  est 
lui-même  le  mineur  de  déterminants  des  différents  ordres  >  q,  réguliers 
par  rapport  à  p. 

Un  système  de  mineurs  d'ordre  q  est  dit  régulier  quand  le 
p.  g.  c.  d.  de  ces  mineurs  est  égal  à  celui  de  tous  les  mineurs 
d'ordre  q. 

Si  l'on  considère  tous  les  mineurs  réguliers  d'ordre  g,  l'ensemble 
de  leurs  mineurs  de  même  ordre  q<qj  forme  un  système  régulier; 
il  en  est  de  même  de  l'ensemble  des  déterminants  d'ordre  q' >  q 
dont  ils  sont  des  mineurs^). 

Un  certain  nombre  des  résultat?  précédents  s'étendent  au  cas  où, 
au  lieu  de  considérer  comme  éléments   des  nombres  entiers  ;  on  con- 


23)  Pour  tons  les  sujets  précédents,  voir  anssi  T.J.StieUjes^);  P.  Bachmann, 
Qnadr.  Fonnen  »•),  p.  276/370. 

24)  K.  Weierstrass,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1868,  p.  310;  Werke  2,  Berlin 
1896,  p.  19;  G.  FrobeniiM,  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1894,  p.  81;  K,  Hensel,  J.  reine 
angew.  Math.  114  (1896),  p.  26  [1894]. 
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sidère,  comme  éléments;  des  fonctions  entières  d'nne  yariable^  à  coeffi- 
cients rationnels. 

II.  ^Le  p.  g.  d.  d'une  matrice  la^^J,i  de  m  lignes  et  w  colonnes 
étant  dy  supposé  différent  de  0;  le  nombre  des  systèmes  de  nombres 
&!,  ^2;  '  -y  ^m  incongrus  (mod.  d)  et  qui  sont  représentables  simul- 
tanément par  les  m  formes 

est  égal'^)  à  c?"-V 

m.  ^Convenons  de  dire  que  deux  systèmes  de  nombres 

hy  hy  •••;  K'i    V;  W  -  ">  K 
sont  congrus  (mod.  |  a^^l)  quand  les  équations 

2%k^k  =  h  -  h'        (i  =  1,  2,  .  . .,  m) 

sont  possibles   en  nombres  entiers. 

Le  nombre  des  systèmes  incongrus^)  est  égal  au  p.  g.  d.  de  la 
matrice  H^^iH-* 

IV.  On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  éléments  d'une  matrice 
à  m  lignes  et  n  colonnes  de  façon  que  les  déterminants  d'ordre  m 
(m  <  w,  pour  fixer  les  idées)  extraits  de  cette  matrice  aient  des 
valeurs  données.  Ce  problème  est  possible  si  les  valeurs  données 
satisfont  à 

— TT CT  —  m(n  —  m)  —  1 

relations   identiques    qui    existent   entre   les    déterminants    d'ordre   m 
proposés;  il  a,  dans  ce  cas,  une  infinité  de  solutions*"'). 

y.  Etant  donnée  une  matrice  à  m  lignes  et  n  colonnes  (m  <  n\ 
on  peut  se  proposer  de  trouver  une  matrice,  k  n  —  m  lignes  et 
n  colonnes,    telle    qu'écrite    au-dessous    de    la   première    elle    forme 


26)  ^H.  J.  S.  8mi{h%  Philos.  Trans.  London  161  (1861),  p.  326;  Papers  1, 
p.  406.* 

26)  ^G.  Frobenius,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1879),  p.  174;  A.  Hurwitz, 
Nachr.  Qes.  GOtt.  1897,  math.  p.  140,  trad.  X.  Laugel,  Nouv.  Ann.  math.  (3)  17 
(1898),  p.  66.* 

27)  C.  JE.  Gau88,  Disquisitiones  Arithmeticae,  Leipzig  1801,  n''  279;  trad. 
A,Ch.  M.  PouUet-Delisle ,  Recherches  arithmétiques,  Paris  1807;  Werke  1,  G«t- 
tingue  1870,  p.  317;  G.  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  28  (1844),  p.  327; 
C%.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  264;  Œuvres**)  1,  p.  103;  H.J. 
S.  Smi1h%  Philos.  Trans.  London  161  (1861),  p.  302;  Papers  1,  p.  879;  G,  Fro- 
henius,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1879),  p.  160  [1878]. 
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avec  celle-ci  un  déterminant  égal  à  un  nombre  donné.  Ce  problème 
est  possible  si  le  nombre  donné  est  divisible  par  le  p.  g.  d.  de  la 
matrice  donnée ,  et  dans  ce  cas  seulement;  il  a  alors  une  infinité  de 
solutions*®). 

9.  Formes  linéaires  à  coefficients  non  entiers.  Ces  formes  ne 
peuvent  pas  en  général  s'annuler  pour  des  valeurs  entières  des  variables; 
on  peut  seulement  se  proposer  de  rendre  leurs  valeurs  plus  petites 
qu'un  nombre  donné  arbitrairement  fixé. 

Envisageons  d'abord  la  forme  linéaire  binaire 

ax  +  hy 
à  coefficients  réels  a,  6  tels  que  le  rapport  -,    soit  irrationnel.   Le  dé- 
veloppement  de  Y  ®^  fraction  continue  permet  de  trouver  une  infinité 

de  couples  de  valeurs  entières  de  a;  et  ^  différentes  de  eéro  qui 
rendent  la   valeur    absolue    de    ax  +  ^y    plus    petite    que    ceUe    de 

-  et,  par  conséquent,  aussi  petite  qu'on  veut'^).  Pour  un  choix 
convenable  d'entiers  Xy  y  l'expression  ax  +  ^y  peut  même  être  rendue 
plus  petite,  en  valeur  absolue,  que  la  valeur  absolue  de  —  •  Le  pre- 
mier de  ces  résultats  peut  être  obtenu  en  appliquant  une  méthode, 
due  à  G.  Lejeune  Diriehlet^),  méthode  qui  est  très  simple  et  qui 
peut  d'ailleurs  aussi  s'appliquer  au  cas  de  plus  de  deux  variables. 

Supposons  6  >  0.  Donnons  à  a:  les  2  m  -f  1  valeurs  entières  de 
—  m  à  m,    A  chacune  d'elles  correspond  une  valeur  de  y  telle  que 

0<ax  +  by<b. 

Divisons  maintenant  l'intervalle  (0,  b)  en  2  m  parties  égales.  Parmi 
les  2m  +  1   valeurs  précédentes  de  ax  +  by,  il  y  en  aura  deux  qui 

tomberont  dans  le  même  intervalle:  leur  différence  sera  donc  <-; — 
On  a  ainsi 

Q<ax'+  by'^  (ax"+  by")  <  ^ 


28)  Ch.  Hermite,  J.  math,  pures  appl.  (1)  14  (1849),  p.  21;  Œuvres  **)  1,  p.  266; 
C  G.  J.  Jaeohi,  mém.  poeth.  *)  ;  Werke  6,  p.  866  ;  G.  Eisenstein  ")  ;  H.  J.  S.  Smith  % 
Philos.  Tiana.  London  151  (1861),  p.  306;  Papers  1,  p.  382;  K.  Wethrauch,  Z.  Math. 
Phys.  21  (1876),  p.  134. 

29)  J.  L.  Lagrange,  dans  X.  Euler,  Eléments  d'algèbie  trad.  avec  additions  2, 
Ljon  1774,  §  2,  p.  445  et  suiv.;  Œuvres  7,  Paris   1877,   p.  45  et  suiv. 

30;  G.  L^eune  Dirichlet,  Ber.  Akad.  Berlin  1842,  p.  98;  Werke  1,  Berlin 
1889,  p.  636;   Ch.  Hermite,  Le  mat.  pure  appl.  Città  di  Castello  1  (1901),  p.  1. 
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ou,  en  posant 

x-x'-x",        Y^y-y", 

0<«x  +  6t<-2^, 
donc,  comme  2»»  >  i  X 1 , 

0<ax  +  î.r<^y. 

Enfin  A,  Harwitz^^)  a  démontré  qu'on  peut  même  rendre  ;  pour 
une  infinité  de  yaleurs   (a?,  y),   la   valeur   absolue   de   ax  +  hy   plus 

petite  que  celle  de  ~-^ —  et,  de  plus,  il  a  démontré  qu'il  n'y  a  aucun 
nombre  a>')/5  pour  lequel  \ax  +  hy\  puisse  être   rendu   plus  petit 

\\)X\ 

que  I —    quels  que  soient  les  nombres  réels  a,  6. 

^H.  Minkowski  ^')  a  étudié  ces  questions  par  des  méthodes  dont 
Tensemble  forme  ce  qu'il  appelle  la  géofnétrie  des  nombres. 

Soient  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées.    Les  points  dont 

les  coordonnées  sont  des  nombres  entiers  forment  le  réseau  des  nombres 

(ZaMengitter).    Une  définition   de   la   distance   plus   générale   que  la 

définition  ordinaire  consiste  à  adopter  une  unité  de  longueur  yariable 

suivant  la  direction  du  vecteur  à  mesurer.     Soit  un  contour  convexe 

(C)  ayant  l'origine  0  comme  centre;   soit  MN  un  vecteur;  soit  A  le 

point  du  contour  (C)   tel  que  OA  soit  parallèle  à  MN  et  de  même 

]^jj 

sens;  la  longueur  de  MN  c'est,  le  rapport   v.-^*     L'aire   limitée  par 

un  contour  est  l'intégrale  j  jdxdy  étendue  aux  éléments  situés  à 
l'intérieur  de  ce  contour.  Les  procédés  de  la  géométrie  des  nombres 
consistent  entre  autres  à  comparer  l'aire  limitée  par  un  contour  et  le 
nombre  des  points  du  réseau  de  nombres  qui  sont  situés  à  l'intérieur 
de  ce  contour.     Un  théorème  fondamental  est  le   suivant: 

TJn  contour  convexe  ayant  Vorigine  pour  centre  et  éCaire  égale  à  4 
contient  au  moins  un  point  du  réseau  (et  par  suite  deux). 

Des  considérations  analogues  dans  l'espace  à  n  dimensions  four- 
nissent à  H.  Minkowski  des  résultats  plus  généraux.  Dans  le  théorème 
fondamental  le  nombre  4  est  remplacé  par  le  nombre  2". 

H.  Minkowski  retrouve  par  la  géométrie  des  nombres  le  théorème 

sur  [ax  +  by\  <i  ^r—r]  il  établit  aussi  plusieurs  nouveaux  théorèmes 
dont  nous  parlerons  plus  loin'*).* 


31)  A.  Hurtoite,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  279. 

82)  ^Géométrie  der  Zahlen  1,  Leipzig  1896,  p.  147  et  suiv.* 

88)  ^Des  considératioiiB  géométriques  ,    comme  moyen  d^ntuition  dans  ce 


Digitized  by  VjOOQIC 


9.  Formes  linéaires  à  coefficients  non  entieis.  91 

^Ces  résultats  peuyent  encore  s'énoncer  en  disant  que  tout  nombre 
irrationnel  -^  est  representable  par  on  nombre  rationnel  ~-  ayec  une  erreur 

plus  petite  que  ^'   jB. Bord**)  a  repris  Tétude  de  cette  question* 

Envisageons  maintenant  la  forme  linéaire  à  n  variables 

à  coefficients  quelconques  <hf  ^7  -  -  -  7  ^n-  ^^  P^^^  bxx&bi  trouver  des 
valeurs  entières  de  x^^  x^,  .  . .,  x^  qui  rendent  une  telle  forme  aussi 
petite  que  Ton  veut  en  valeur  absolue  (nulle  dans  certains  cas). 
On  peut  j  arriver  par  le  même  algorithme  (généralisation  des  fractions 
continues)  que  celui  qui  sert  à  résoudre  Téquation 

a^x^  +  a^x^  + h  a^x^  =  0, 

dans  le  cas  où  les  coefficients  a  sont  entiers.  Cet  algorithme  a  été 
trouvé  par  L.  Etder^^).  Il  l'a  appliqué  à  la  recherche  d'une  relation 
linéaire  et  à  coefficients  entiers  qu'il  soupçonnait  entre  les  trois  nombres 

2'i(-l)-S     «Mog2,     (log2)». 

n  n'a  d'ailleurs  pas  trouvé  cette  relation  (sans  démontrer  cependant 
qu'elle  n'existe  pas). 

On  peut  aussi,  comme  l'a  montré  6r.  Lejeune  Dirichlet^^  généraliser 
sa  méthode  indiquée  plus  haut,  en  donnant  à  x^,  x^y  .  . .,  x^_^  les 
(2  m +  1)""^  systèmes  de  valeurs  entières  possibles  lorsque  chacune 
de  ces  variables  ne  peut  prendre  qu'une  valeur  entière  x  vérifiant 
l'inégalité  —m^x^m  et  en  déterminant  chaque  fois  x^  par  la 
condition 

0<a^x^  +  -"  +  a^x„<a^, 

puis  en  divisant  l'intervalle  (0,  a„)  en  (2w  +  1)'*"'*  —  1  intervalles 
égaux     On  arrive  ainsi  à  rendre  la  valeur  absolue  de  l'expression 

plus  petite  que 

1 


genre  de  questions,  ont  été  employées  par  divers  autears.  Voir  surtout  H.  Poin- 
earé,  J.  Ec.  Polyt.  (1)  cah.  47  (1880),  p.  177/245;  C.  R.  Acad.  se.  Paris  99  (1884), 
p.  1014;  F.  Klein,  AusgewSMte  Elapitel  der  Zahlentheorie  1,  réd.  par  A.  Sommer- 
fdd,  antographié  G5ttingue  1896,  p.  39.'^ 

34)  ^J.  math,  pures  appl.  (6)  9  (1903),  p.  329.* 
36)  Opusc.  analytica^)2,  p.  91;  Commentât.  Arith.  2,  p.  99. 
36)  Ber.   Akad.   Berlin  1842,  p.  93;  1846,  p.  103;    Werke  1,  Berlin  1889, 
p.  636,  641. 
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Signalons  un  cas  particulier  du  problème  précédent:  s  étant  un 
nombre  algébrique  du  w*^"**  degréj  trouver  une  fonction  rationnelle 
entière,  à  coefficients  entiers,  de  degré  w  —  1, 

a?i6"-*  +  x^s''-'^  H h  x^^^s  +  x^ 

qui  soit,  en  valeur  absolue,  plus  petite  qu'un  nombre  positif  fixé 
aussi  petit  que  Ton  veut.  Pour  w  =  2,  on  retombe  sur  le  développe- 
ment en  fraction  continue  d'un  nombre  algébrique  du  second  degré, 
lequel  est  périodique  comme  Ta  démontré  J.  L.  Lagrange^'^)-^  C.  G.  J. 
Jacobi^^)  avait  annoncé  qu'il  en  est  de  même  de  l'algorithme  plus 
général  pour  «  >  2.  Ceci  a  été  démontré  pour  w  =»  3  par  Ch,  Her- 
mite^^)  qui  a  mis  pour  la  première  fois  en  évidence  une  périodicité 
remarquable  relative  aux  irrationnelles  cubiques  et,  dans  le  cas  général, 
par  H,  Minkowski*^). 

10.    Systèmes  de  formes  linéaires  à  coefficients  non  entiers. 

On  traite  de  même  le  cas  de  m  formes  linéaires  à  n  variables.  La 
méthode  de  G.  Lejeune  Dirichlet  s'applique  encore*^). 

Le  cas  de  w  =  2,  n  =  3  a  été  traité  d'abord  par  C  G.  J. 
Jacdbi^^).    Considérons  plus  généralement  n— 1  formes  à  n  variables 

»<,o^o  +  «i,i^i  +  •  •  •  +  a,-,n-i^«-i         (i  -  1,  2,  .  .  .,  n  -  1). 
On  peut  les  mettre  sous  la  forme 

OÙ  w?!,  w^,  . . .,  w^_^  vérifient  les  (w—  1)  équations 

«i,o  +  «u^i  +  •  •  •  +  «i,i.-i«'n-i  =  0        (i  =  1,  2,  . . .,  n  -  1). 
Pour  rendre  cette  forme  infiniment  petite,  il  suffit  de  rendre  infiniment 
petite  chacune  des  quantités  x^  —  w^x^^  x^  —  w^Xq,  . .  .,  ^«»i  — w,»i% 

37)  Hist.  Acad.  Berlin  24  (1768),  éd.  1770,  p.  143  [1769/70];  Œuvres  2,  Paris 
1868,  p.  616. 

38)  (Mém.  posth.  publ.  par  JET.  E.  Heine),  J.  reine  angew.  Math.  69  (1868), 
p.  29;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  386.  Voir  aussi  P.  Bachmann,  J.  reine  angew. 
Math.  76  (1873),  p.  26;  E.  Furstenau,  Progr.  Wiesbaden  1874;  W.  F.  Meyer^ 
Schriften  phys.-ôkon.  Ges.  KOnigsberg  38  (1897),  Sitzgsb.  p.  67;  Verh.  des  ersten 
intem.  Math.-Kongr.  Zurich  1897,  publ.  par  F.  Budio,  Leipzig  1898,  p.  168. 

39)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  286;  Œuvres**)  1,  p.  181;  voir  auBsi 
L,  Charve,  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  9  (1880)  supplément. 

40)  Nachr.  Ges.  Gôtt.  1899,  math.  p.  64;  yoir  aussi  Ann.  Ec.  Norm.  (3) 
13  (1896),  p.  41  [1894]  (trad.  par  L.  Laugeî), 

41)  Z.  Kronecker,  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1884,  p.  1073;  Werke  3\  Leipzig 
1899,  p.  36. 

42)  J.  reine  angew.  Math.  13  (1836),  p.  66;  39  (1860),  p.  290;  Ber.  Akad. 
Berlin  1848,  p.  414;    Werke  2,  Berlin  1882,  p.  26;  6,  Berlin  1891,  p.  318. 
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Ch.  Hennite^)  rattache  ce  problème  à  ses  études  sur  Tintroduction 
des  Tariables  continues  dans  la  théorie  des  nombres  et  considère  la 
forme  quadratique 

dont  le  discriminant  est  D.  U  démontre  que  cette  forme  ^  pour  des 
Taleurs  entières  des  yariables  non  toutes  nulles^  peut  être  rendue  plus 
petite  que  ^jyôy  (A„  étant  un  facteur  numérique  qui  ne  dépend  que 
de  n).  U  en  est  donc  de  même  a  fortiori  de  chacun  des  termes 
de  cette  forme  et  Ton  a 

d'où 

ce  que  Ton  peut  écrire 

1_  n 

i^*^  ^^*^o!  <  f*ni^o!    ""S  ^^  posant  l^n"^  K^^"^"^^- 
H.  Minkowski^)  a   montré  qu'on   peut    prendre    dans    cette   formule 
^^=^^~—  et  que  pour  n  =  3  on  peut  même  prendre  f*s  "^  Vio  ' 

^La  méthode  de  G.  Lejeune  Dirichlet  conduirait  à  la  yaleur  moins 
arantageuse  (i^  =  1.  Pour  appliquer  cette  méthode  aux  n  —  1  ex- 
pressions 

donnons  à  Xq  les  2w+l  valeurs  entières  de  —  w  à  +m  et  déter- 
minons chaque  fois  x^,  x^,  .  .  .,  x^_^  par  les  conditions 

Divisons  Tintervalle   (— ^,  +^)    en  p   parties   égales.     Il  y  a  i?"""^ 

façons  de  placer  n—1  objets  distincts  dans  p  intervalles.    Si  donc  on 

choisit  p  par  la  condition 

(1)  2m  +  l>|)"-i 

il  y  aura  deux  systèmes  de  valeurs 

tels  que 

X.  —  w.  Xn 


43)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1850),  p.  266;  J.  math,  pures  appl.  (1)  14 
(1849),  p.  21;  Œuvres*»)  1,  p.  106,  265. 

44)  H.  Minkowski,  Geom.  der  Zahlen  '■)  1,  p.  108  et  suiv.  ;  voir  aussi  Mathe- 
matical  papers  of  the  Chicago  Congress  1893,  éd.  New -York  1896,  p.  201; 
trad.  par  L.  Laugel,  Nouy.  Ann.  math.  (3)  16  (1896),  p.  393;  Nachr.  Ges.  Gôtt. 
1904  math.  p.  311/56. 
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tombent  respectiTement  dans  les  mêmes  intervalles  que 

X^  —  W^X^y     X^'  —  W^X^',    ...,    Xn^i  —  W^^-^XQ. 

On  anra  donc,  pour  A  =  1,  2,  . . . ,  n  —  1, 

oxL,  en  posant 

on  aura,  pour  A  =  1,  2,  .  . . ,  n  —  1 , 

Maintenant  on  satisfait  à  l'inégalité  (1)  en  prenant 

_i 
i)  =  £(2m  +  l)«-"ï 
1^ 
sauf  si  (2  m  +  1)""^  est  un   nombre  entier  (il  n'y  a  d'ailleurs   qu'à 
laisser  de  côté  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles  il  en  serait  ainsi). 
On  a  ainsi  rendu  toutes  les  quantités 

\X,-w,X,)\         (/•  =  1,2,...,«-1) 
plus  petites  que 


1 

n-l 


E{2m  +  iy 
et,  comme  |  ^o  i  ^  ^^^  P'^"^  petites  que 

comme  on  l'avait  annoncé.* 

De 

^i 

\x^-îv^x^\<li„\x^\    ^-^ 
on  tire 

liCo  *|  ^r«  t   0.  j 

on  a  ainsi  des  valeurs  approchées  rationnelles  des    quantités   Wj^,   à 

n 

dénominateur  commun  x^j  l'approximation  étant  supérieure  à  \Xq\    '•-^. 
D'une  façon  plus  générale,  on  peut  mettre  en  évidence,  dana  les 
formes  envisagées,  n  —  h  expressions 

On  trouve  comme  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  de  ces  ex- 

pressions  une  valeur  de   la  forme  ft„A|a;J    "~'',    où   |a;J  est  le  plus 
grand  des  nombres  positifs    i^^^l,    \xi\,    .  .  .,   \x^_^\    et  où   (i^^   est 
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un  facteur  qui  ne  dépend  que  de  n  et  h.    ^La  méthode  de  G.  Lqeune 
DiricMet  donne  (i^^  =  1.* 

^Voici  encore  un  théorème  du  même  genre  dû  à  H.  Minhowski: 
Soient  %,  i^,  J;  trois  formes  indépendantes  à  trois  variables^  de  déter- 
minant A  différent  de  zéro.  On  peut  choisir  des  valeurs  entières 
des  trois  variables  telles  que  l'on  ait 


JJk,  Hermite^^)  et  H.  Minkowski  se  sont  aussi  occupés  de  Tappro- 
ximation  des  quantités  complexes.* 

Considérons  maintenant  n  formes  linéaires  à  n  variables^  à  coeffi- 
cients quelconques,  de  déterminant  D  différent  de  zéro;  elles  ne  peuvent 
pas  s'approcher  autant  qu'on  le  veut  de  zéro  pour  des  valeurs  entières 
des  variables  non  toutes  nulles.  H.  Min'kowski  a  découvert*^)  par 
les  procédés  de  la  géométrie  des  nombres  le  théorème  suivant  qui  est 
fondamental:  Les  valeurs  absolues  des  n  formes  envisagées  peuvent 
être  rendues  inférieures  ou  mi  plus  égales  à  i^|D  .  A.  Eurwiiz^'^ 
a  ensuite  démontré  le  même  théorème  par  des  considérations  indé- 
pendantes de  la  géométrie  des  nombres.  On  démontre  que  w  —  1 
au  moins  des  valeurs  absolues  des  formes  peuvent  être  rendues  infé- 
rieures et  non  égales  à  ^JD  ; . 

11«  Systèmes  d'équations  linéaires  à  coefficients  non  entiers. 
Les  questions  traitées  dans  les  n°*  9  et  10  constituent  la  résolution 
approximative  en  nombres  entiers  d'équations  linéaires  homogènes  à 
coefBcients  quelconques.  On  peut  aussi  se  proposer  la  résolution 
approximative  d'équations  non  homogènes. 

^Le  premier  théorème  sur  ce  sujet  est  dû  à  P.  L.  Cébysev^^)\ 
il  consiste  en  ce  que,  a  et  &  étant  donnés  (a  irrationnel),  on  peut 
trouver  d'une  infinité  de  façons  des  entiers  x,  y  tels  que 

45)  ^Ch.Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  297,  311;  Œuvres**)  1, 
Paris  1906,  p.  143,  168.*  ^C'est  ainsi  que  Ch.  Hermite  fat  conduit  à  démontrer 
pour  la  première  fois  qn'nne  fonction  univoque  de  n  variables  ne  peut  avoir 
plue  de  2n  systèmes  de  périodes  simultanées  (Note  de  E.  Picard)* 

46)  H.  Minkotoski,  Geom.  der  Zahlen»*)  1,  p.  104  et  suiv. 

47^  A.  Hunoitz,  Nachx.  Ges.  GOtt.  1897,  math.  p.  189;  trad.  par  L.  Laugel, 
Xonv.  Ann.  math.  (8)  17  (1898),  p.  64. 

48)  «Zapiski  Acad.  nauk  Petersb.  10  (1867),  Suppl.  n«  4,  éd.  St.  Pétersb.  1866, 
p.  50;  Œuvres  1,  St.  Pétersb.  1899,  p.  679.* 
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pour  certaines  de  ces  yaleurs^  on  aura  y  —  ax>hy  pour  les  antres 
y  —  aa:  <  6;  on  résout  ainsi  approximatiTement  Téquation 

y  —  aa;  —  6  =  0. 
JCh,  Hermite^^)  a  montré  que  Ton  peut,  dans  Tinégalité  de  P.  L. 
Cébyseo,  remplacer  -,—^  par  ^j— i  et  même  par  l/gy  t~]}  q^iaiid  6  n'est 
pas    entier;    H.  Mihkowski^)   a   démontré    que  l'on   peut    remplacer 

2  1 

7  -  par  la  limite  encore  plus  avantageuse  -j—  et  il  a  généralisé  de  la 
façon  suivante:  soient 

I  =  «ic  +  /3y,      ri^yx  +  ôy 
deux  formes  linéaires  de  déterminant 

aâ  —  /Sy  ==  1; 

soient  |q,  ri^  deux  nombres  quelconques.  On  peut  trouver  des  valeurs 
de  Xy  y  telles  que 

\{î-W(ri-no)\<y 

Jl  peut  arriver  que  les  équations  envisagées  soient  résolubles 
exactement.  Ch.  Hermite  a  montré,  dans  le  cas  de  deux  variables, 
comment  on  pouvait  reconnaître  la  possibilité  de  cette  résolution  et 
l'effectuer.  Pour  plus  de  deux  variables  il  y  a  des  considérations 
analogues  ^^).* 

Soient,  en  général,  m  équations  à  n  inconnues 

L.  Kronecker^^  a  donné  le  critère  de  possibilité  et  une  méthode  pour  la 
résolution  approximative  de  ces  équations.  Soit  r  le  rang  de  la 
matrice  formée  par  les  coefficients 

%k       (i  =  1,  2,  .  .  .,  m;  *  ==  1,  2,  .  .  .,  w); 

c'est  le  nombre  des  équations  dont  les  premiers  membres  sont  linéaire- 

49)  ^Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  88  (1880),  p.  10  [1879].* 

60)  ^H,  Minkowski  (trad.  par  L,  Laugeî),  Ann.  Bc.  Norm.  (8)  18  (1896),  p.  46 
[1894];  Math.  Ann.  64  (1901),  p.  116.  On  trouvera  un  résumé  des  recherches 
de  H.  Minkowski  dans  les  „Yerhandl.  des  3^*^  intern.  Math.  Congresses  Heidel- 
berg  1904",  publ.  par  A.  Krazer,  Leipzig  1906,  p.  164.* 

61)  ^Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  261;  Œuvres*")  1, 
p.  100;  J.  reine  angew.  Math.  88  (1880),  p.  12;  E.  Cahen,  Bull.  Soc.  math.  France 
30  (1902),  p.  234.* 

62)  L,  Kronecker,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  96  (1883),  p.  93,  148,  216;  99(1884), 
p.  766;  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1884,  p.  1071,  1179,  1271;  Werke  8^  Leipzig  1899, 
p.  8,  28,  33,  49. 
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ment  indépendants.  Soit  enflnite  ç  le  plus  petit  nombre  tel  qu'on 
poisse  transformer  le  système  des  coefficients  a^^  ^  par  une  substitution 
linéaire  à  coefficients  quelconques  en  un  autre  dont  toutes  les  lignes, 
moins  ç,  ne  soient  plus  composées  que  d'éléments  entiers.  Ce  nombre 
Q  s'appelle  rang  de  rcttionalité^  du  système. 

Ceci  posé,  parmi  les  seconds  membres  ç  sont  arbitraires,  r  —  ç 
sont  assujettis  à  certaines  conditions  de  rationalité  et  m  —  r  sont 
déterminés  par  les  précédents. 

12»  Complément  sur  les  formes  bilinéaires.  I)  Nous  suppo- 
serons entiers  les  coefficients  des  formes  et  des  substitutions;  mais 
beaucoup  des  propriétés  suivantes  subsisteront  même  si  cela  n'a 
pas  lieu. 

Nous  avons  dit  comment  on  reconnaît  si  deux  formes  bilinéaires 
sont  équivalentes  et  comment  on  trouve  une  substitution  linéaire 
transformant  l'une  dans  l'autre.  Cherchons  maintenant  toutes  ces  sub- 
stitutions. Le  problème  se  ramène  à  trouver  toutes  les  substitutions 
qui  laissent  une  forme  bilinéaire  invariable^).  H  suffit  de  résoudre 
ce  problème  pour  la  forme  réduite 

telle  qu'elle  a  été  définie  au  n^  6.  Pour  cela,  choisissant  arbitraire- 
ment la  substitution 

on  détermine  la  substitution 

Vi  -  /»i,i»i'  +  A.iy/  +  •  •  •  +  Pn^iV:        (i  ==  1,  2,  . .  .,  n) 

de  façon  que  les  deux  systèmes  de  nombres  —  et  e^a^J^  vérifient 
les  équations 

où  ij^j^  est  égal  à  1  ou  à  0  suivant  que  h  est  égal  à  il  ou  est  diffé- 
rent de  k. 

Si  les  a^]^  et  les  ^J^^  sont  assujettis  à  être  entiers,  les  a-^j^  ne 
sont  plus  des  entiers  arbitraires. 

Les  deux  substitutions  qui  transforment  la  forme 

^iVx  +  a:,y8  +  •  •  •  +  x^y^ 

63)  X.  Kroneeker,  SitEgsb.  Akad.  Berlin  1884,  p.  1274;  Werke  3\  Leipzig 
1899,  p.  78/4. 

64)  G,  Frohenius,  J.  leiiie  angew.  Math.  84  (1878),  p.  29  [1877];  A.  Voss, 
KftGhx.  Ges.  Gdtt.  1887,  p.  424. 

SBejolop.  des  iciaiio.  mathémat.    18.  7 
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en  elle-même  sont   dites  cowtragrédimtes.     Quand  on  connaît  une  de 
ces  deux  substitutions,  il  est  facile  de  trouyer  l'autre.     Soit,  en  effet, 

X,  =  a^^^x^  +  a^,a:,'  +  •  •  •  +  a^,<  (i  «1,2,...,  n) 
l'une  d'elles,  et  soit 

^k-Pk^i^i  +  /î*,8^2  +  •  •  •  +  ^*.»a;^  (/:  «  1,  2,  . . .,  n) 
sa  réciproque;  alors  la  substitution 

Vi  -  A.*y/+ A.iy/+  •  •  •  +  Pn^iV:      (*  - 1,  2, . . .,  n) 

est  la  substitution  contragrédiente  cherchée. 

n)  Si  à  une  forme  ^^i^h^iVu  ^^  applique  deux  substitutions 
contragrédientes  qui  la  transforment  en  une  autre  JS^^'i^kX^y^,  les  deux 
systèmes  (a^;^),  (aî,k)  sont  dits  semblables. 

L'équation ^^)  en  k 

«1,1  —  -^;    «1,«7  •   "f    »!,• 


<^n,U  »mï; 


-0 


s'appelle  équation  fondamentale  ou  caractéristique  (d'après  G.  Frebenius). 
Deux  systèmes  semblables  ont  même  équation  fondamentale^). 

lU)  Un  autre  problème  est  celui  de  la  recherche  d'une  substi- 
tution transformant  deux  formes  bilinéaires  en  deux  autres.  Soit 
une  telle  substitution  transformant  la  forme  ^a^^^x^y^  en  ^a\hXly^ 
et  la  forme  ^^k^iVu  ®^  JS^Jt^iîfkj  ^  même  substitution  trans- 
formera la  forme  ^{a^^k  +  ^^ù^iVk  ®^  ^ip^tth  +  ^^i,*)^/?/  V^^  V^'^ 
soit   X.     C'est  la   théorie   de  V équivalence  des  faiscea/ux  de  formes^'^. 


55)  ^A.  Cayîey,  Philos.  Trans.  London  148  (1868),  p.  17;  Papers  2,  Cambr. 
1889,  p.  476  (Note  de  M.  Lerchy 

66)  L.  Fuchs,  J.  reine  angew.  Math.  66  (1866),  p.  183  [1866];  E.B.  Chriatoffel, 
id.  68  (1868),  p.  270;  M.  Hamburger,  id.  76  (1878),  p.  116;  F.  Siaeci,  Ann.  mat. 
piira  appl.  (2)  6  (1871/8),  p.  296;  J.  Bosanes,  J.  reine  angew.  Math.  80  (1876),  p.  64. 

67)  L.  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1866,  p.  697;  1868,  p.  889;  J.  reine 
angew.  Math.  68  (1868),  p.  273;  Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  146, 166;  K.  WeierstrasSy 
Monatsb.  Akad.  Berlin  1868,  p.  310;  Werke  2,  Berlin  1896,  p.  19;  C.  Jordan,  G.  B. 
Acad.  BO.  Paris  77  (1873),  p.  1487;  L.  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1874,  p.  69, 
149,206;  Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  361;  C.  Jordan,  J.  math,  pures  appl.  (2)  19 
(1874),  p.  86;  Z,.  Kronecker,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  78  (1874),  p.  1181;  Werke  1, 
Leipzig  1896,  p.  417;  G.  Barboux,  J.  math,  pnres  appl.  (2)  19  (1874),  p.  347; 
M.  Hamburger,  J.  reine  angew.  Math.  76  (1873),  p.  118;  O.  Frobenius,  id.  84  (1878)» 
p.  1  ;  X.  Stickelberger,  id.  86  (1879),  p.  20  [1878];  G.  Frobenius,  id.  86  (1879),  p.  146, 
202  118781;  A.  Vo88,  Sitzgsb.  Akad.  Mûnchen  19  (1889),  p.  283;  L.  Kronecker,. 
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C'est  un  cas  particulier  de  l'équiYalence  de  deux  formes  bilineaires, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  d'un  paramètre  A. 
La  théorie  en  est  tout  à  fait  analogae  à  celle  de  l'équivalence  des 
formes  à  coefficients  entiers.  La  condition  de  TéquiTalence  est  que 
les  invariants  ^,  ^,  •  -  -,  qui  sont  ici  des  fonctions  de  JL^  soient  iden- 
tiques pour  les  deux  formes. 
IT)  Désignons  par 

<!»  *»  •   •  *!  */i,  *lf  *»  •   •    "I  V 

le  mineur  formé  par  les  lignes  de  rangs  i^,  i^y  . . .,  i^  et  les  colonnes 
de  rangs  A:iy  ^s^  •  •  •>  ^^  dans  le  tableau  des  coefficients  a^^^.    La  forme 

^VtV.V.'V  VpourA-l,2,...,M 

s'appelle  la  ffi^^  adjointe  (concomitante)  de  la  forme 

f-JSai^k^iVk        (h  *  -  1,  2, . . .,  «). 
Envisageons  le  déterminant 


i  «1,1,  ••  •; 

ûl,n, 

Im,  . 

■  -,  S«-/-,i 

A=    **"•"  ■■■' 

'îi,»; 

11..,  • 

0,      . 

o! 

.     1 

!  'î«-^.i,  •  • 

-,  Vn-^, 

H> 

0,     . 

0 

où  les  I  et  les  rj  désignent  des  variables  quelconques.  On  peut  le 
développer  suivant  une  somme  de  termes  dont  chacun  est  le  produit 
d'un  déterminant  de  degré  n  —  fi  extrait  du  tableau  des  variables  S 
par  un  déterminant  du  même  degré  extrait  du  tableau  des  variables 
17  et  par  un  déterminant  de  degré  fi  extrait  du  tableau  des  coeffi- 
cients a^^^.  Si  l'on  désigne  par  ^i^,<^...,i  le  déterminant  extrait  du 
tableau  des  |  par  la  suppression  des  lignes  de  rangs  i^  i^,  •  -  -,  ^'^  et 
par  Vi^^kti.'^k^  le  déterminant  extrait  du  tableau  des  rj  par  la  sup- 
pression des  colonnes  de  rangs  1(^,  k^,  . .  , ,  k^,  le  coefficient  de 
^*i »*!.•••.<  y*i. *».•••.»  *^*"'"'  ^®  développement  précédent  du. déterminant 
A  est  précisément  l'expression  désignée  plus  haut  par  ^i^,  i^  ...,,-,*„  jt^ ...,  *  • 
D  en  résulte  que  le  déterminant  A  représente  la  /t**"®  adjointe  /^> 
de  la  forme  f. 


SitBgsb.  Akad.  Berlin  1890,  p.  1225,  1375;  1891,  p.  9,  83;  A.  Voss,  Abh.  Akad. 
Mflnchen  17  U  (1890/1),  p.  286;  G.  Frohenius,  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1896,  p.  7; 
P.  Mitth,  Théorie  und  Anwendangen  dei  Elementarteiler,  Leipzig  1899. 

7* 
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V)   Si   les   deux   formes  ^^i^k^iHk^  2^'i,hX^y^    se   transfonnent 
Time  dans  l'antre  par  les  substitutions 

As»  Asm 

X,  ^2%k<\  '  Vk  ^^Pk^kVk  0>  *  -  1,  2,  , . .,  n), 

leurs    fi^^^^  adjointes    se    transforment    l'une    dans    l'autre    par    les 
substitutions 


%fk,    -fifi 


^1,1^ 


^M 


'5'^f*»"'!*/* 


h'*«,l' 


'f    Pku 


si  l'on  convient  de  remplacer  ^<^,  <^ . . . ,  i  ®*  y*if  »»  •  •  i  *  P*^  ^®®  expressions 
obtenues  de  la  manière  suiyante: 

VI)  En  développant  ^<^<^...,#  suivant  les  déterminants  de  degrés 
n  —  Il  extraits  du  tableau  des  variables  i',  le  déterminant  que  Ton 
obtient  en  supprimant  dans  ce  tableau  les  colonnes  de  rangs  i^'y 
hf'f  V  "^^  K^i,  <*«•••,  «'ix  •  ^®  même,  en  développant  yk^^j^...^k  suivant 
les  déterminants  de  degré  n  —  fi  extraits  du  tableau  des  variables  ij\ 
le  déterminant  que  l'on  obtient  en  supprimant  dans  ce  tableau  les 
colonnes  de  rangs  k^\  k^',  .  . .,  A;^'  sera  yV!,**,,.  .,*'  • 

Si  deux  formes  sont  équivalentes,  leurs  /i**™«»  adjointes  le  sont 
également. 

VII)  Lorsque  a^;^  =  a^^  la  forme  ^a^j^x^y^  est  dite  symétrique-^ 
lorsque  a^^  *"  "~  ^,<  ®^®  ®^*  ^*®  alternée. 

Si  Ton  fait  sur  les  a;  et  les  y  la  même  substitution,  on  dit  que 
la  substitution  est  cogrédiente.  Pour  une  telle  substitution,  la  théorie 
des  formes  bilinéaires  est  analogue  à  ceUe  des  formes  quadratiques. 

VUI)  Plaçons-nous  dans  le  cas  des  formes  bilinéaires  alternées. 

G.  Frobenius^^)  a  montré  que  lorsque  deux  de  ces  formes  sont 
équivalentes,  elles  peuvent  se  transformer  l'une  dans  l'autre  par  une 
substitution  cogrédiente;   il  fait  usage  pour  cela  d'une  forme  normale 

e^{x^y^  -  x^y^)  +  e^(x^y^  -  x^y^)  +  •  • . 

particulière  aux  formes  bilinéaires  alternées.  U  déduit  de  cette  pro- 
position certains  théorèmes  sur  les  déterminants  symétriques  gauches 
à  éléments  entiers. 


58)  G.  Frohenius,  J.  leine  aagew.  Math.  86  (1879),  p.  165. 
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La  théorie  des  formes  bilinéaires  et  des  faisceaux  de  formes  est 
dans  on  rapport  étroit  avec  celle  des  formes  et  des  faisceaux  de 
formes  quadratiques^'). 

Formes  quadratiques  binaires. 

18.  Généralités.  Soient  x,  y  les  variables.  On  peut  supposer 
que  le  coefficient  du  terme  en  xy  est  pair,  sans  quoi  on  considérerait 
la  forme  multipliée  par  2.     Soit  donc 

as^  +  2hxy  +  cy^ 

la  forme  quadratique  binaire  que  l'on  envisage^);  on  la  désignera  en 
général  par  (a,  b,  c), 

b^  —  ac  s'appelle  le  déterminant^^)  de  la  forme  (on  dit  aussi  parfois, 
assez  improprement  d'ailleurs,  le  réalisant  de  la  forme);  ac  —  b^  est 
le  discriminant  de  la  forme*^.  Nous  désignerons  le  déterminant  par 
A  et  le  discriminant  par  D  —  —  A. 

Si  A  est  nul  ou  égal  au  carré  d'un  nombre  naturel,  la  forme 
binaire  quadratique  se  décompose  en  deux  formes  linéaires.  On  pourra 
donc  toujours  supposer,  dans  ce  qui  suit,  que  A  n'est  ni  nul  ni  le 
carré  d'tm  nombre  entier. 

Une  forme  quadratique  binaire 

ax^  +  2bxy  +  cy^ 

est  dite  primitive  quand  le  p.  g.  c.  d.  de  a,  b,  c  est  égal  à  1.  Elle 
est  proprement  primitive  lorsque  a  et  c  ne  sont   pas  tous  les  deux 


69)  Soi  ces  sigets,  voix  encore:  /.  /.  Syîvester,  London  Edinb.  Dublin  philos, 
mag.  (4)  1  (1861),  p.  119;  Papen  1,  Cambridge  1906,  p.  219;  K.  Weierstrass, 
Monateb.  Altad.  Beilin  1868,  p.  207;  1868,  p.  SIO;  Werke  1,  Berlin  1894,  p.  833; 
2,  Berlin  1896,  p.  19;  X.  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1868,  p.  889;  1874, 
p.  69,  149,  206;  Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  166,  861;  O,  Darboux,  J.  math,  pures 
appL  (2)  19  (1874),  p.  876;  C.  Jordan,  id.  (2)  19  (1874),  p.  897;  C.  R.  Acad. 
M.  Paris  77  (1873),  p.  1487;  78(1874),  p.  614,  1768;  92(1881),  p.  1487;  98  (1881), 
p.  113,  181,  234;  P.  MuÛi,  J.  reine  angew.  Math.  128  (1906),  p.  802. 

60)  «Cette  notation  est  celle  de  C.  F.  Gauss.  Plusieurs  géomètres  con- 
temporains, parmi  lesquels  nous  citerons  JET.  Wéber  [Nachr.  Ges.  G6tt.  1898, 
p.  46]  et  M.  Lerch  [J.  math,  pures  appl.  (6)  9  (1908),  p.  877],  ont  plutôt  adopté 
la  notation  de  X.  Kronecker  ax^  -f  bxy  -f-  cy'  qui  est  aussi  ceUe  de  A.  M 
Legendre  et  de  X.  Euler.  Chacune  des  deux  notations  présente  à  certains  égards  de 
grands  avantages;  nous  rencontrerons  plus  loin  (n''  22)  la  notation  de  X.  Kronecker.* 

61)  a  F.  Gau88,  Disq.*0  n<»  164;  Werke  1,  p.  122. 

62)  En  Algèbre  (1 9, 49  et  46)  on  a  introduit  sous  le  nom  de  discriminant  d'une 
forme  binaire  une  expression  qui,  pour  la  forme  binaire  quadratique,  se  réduit  à 
4a  e  —  45',  c'est-à-dire  au  quadruple  du  discriminant  D  défini  ici  dans  le  texte. 
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pairS;  improprement  primitive  dans  le  cas  contraire.  En  tout  cas,  on 
désignera  par  d  le  p.  g.  c.  d.  de  a,  b,  c.  Celui  de  ay2b,c  sera  désigné 
par  (J.  On  l'appelle  pius  grand  diviseur  (p.  g.  d.)  de  la  forme;  c'est 
le  p.  g.  c.  d.  de  tous  les  nombres  représentés  par  la  forme. 

Dans  toute  forme  primitive  d  —  1  ;  pour  toute  forme  proprement 
primitive  (J  =  1  ;  pour  toute  forme  improprement  primitive  <y  =»  2. 

Dans  toute  forme  improprement  primitive  A  ^  1  (mod.  4). 

Lorsqu'un  nombre  m  est  représentable  par  une  forme  (a,  6,  c\ 
en  sorte  que 

m  «  ax^  +  2bxy  +  ey^ 

pour  des  valeurs  entières  convenables  de  x  et  de  y^  la  représentation 
est  dite  propre  ou  impropre  suivant  que  x,  y  sont  premiers  entre  eux 
ou  non.  Pour  trouver  les  nombres  qu'une  forme  peut  représenter 
improprement,  il  suffit  de  trouver  les  nombres  que  cette  forme  peut 
représenter  proprement  et  de  les  multiplier  par  des  carrés  quelconques. 

^Etant  donnés  une  forme  (a,  6,  c)  et  un  nombre  p  non  diviseur 
de  6j  on  peut  trouver  des  nombres  représentables  proprement  par  la 
forme  et  non  divisibles  par  2>.  En  effet,  si  a  n'est  pas  divisible  par 
p  on  fera  a;  =*  1,  y  «  0;  si  c  n'est  pas  divisible  par  p  on  fera  a;  =  0, 
y  =»  1;  si  a  et  c  sont  divisibles  par  p,  alors  2&  ne  l'est  pas  et  l'on 
fera  a?  =  1,  y  =  1. 

Etant  donnés  une  forme  {a,  b,  c)  de  p.  g.  c.  d.  égal  à  1  et  un 
nombre  A  on  peut  trouver  des  nombres  représentables  proprement 
par  la  forme  et  premiers  à  A.  Pour  cela,  si  Pf  9,  r,  . . .  sont  les 
facteurs  premiers  de  A  on  cherchera  un  couple  de  nombres  Xqj  y^ 
tels  que  la  forme  représente  un  nombre  non  divisible  par  Pj  puis  un 
couple  de  nombres  x^j  y^  tel  que  la  forme  représente  un  nombre 
non  divisible  par  q,  etc.;  enfin  on  cherchera  un  couple  de  nombres 
x,  y  tels  que  l'on  ait 

x  =  Xq  (mod.  p),     rc  =  a^i  (mod.  g),    

y  =  yo  (mod.  p),     y  =  y^  (mod.  q),    

Si  Xj  y  sont  premiers  entre  eux  ils  répondent  à  la  question.  Si  non 
on  les  remplace  par 

X^  X  +  tpqr  . .  .,     Y^y  +  upqr  . . . 

et  l'on  détermine  t^  u  par  la  condition  que  ces  deux  nombres  X,  Y 
soient  premiers  entre  eux. 

En  s'aidant  du  théorème  précédent  et  du  théorème  (n^  21)  d'après 
lequel  si  m  est  un  nombre  proprement  représentable  par  une  forme 
f  on   peut  toujours   trouver   une   forme  équivalente  à  /*  et  dont  le 
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premier  coefficient  soit  m,  on  parvient  an  résultat  suivant  dont  on  a 
souvent  occasion  de  foire  usage: 

On  peut  toujours  trouver  une  forme  équivalente  à  une  forme 
donnée  et  telle  que  son  premier  coefficient  divisé  par  le  diviseur  de 
la  forme  soit  premier  à  n'importe  quel  nombre  donné.** 

Le  déterminant  A  d'une  forme  et  le  p.  g.  c.  d.  de  ses  coefficients  d 
sont  des  invariants.     D'ailleurs  on  a  évidemment 

\  désignant  un  nombre  entier;  d^  quotient  de  deux  invariants  est  un 
invariant;  le  nombre  entier  6  en  est  un  aussi. 

Deux  formes  pour  lesquelles  d,  S^  et  6  sont  les  mêmes  sont 
dites  de  même  ordre. 

Deux  formes  du  même  ordre  ne  sont  pas  en  général  de  la  même 
dasse.  Mais  ô^  â^  et  6  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  formes  d'une 
même  classe^  de  sorte  que  deux  formes  de  même  classe  sont  toujours 
de  même  ordre  et  qu'on  peut  parler  des  invariants  dy  â^  ou  tf  et  de 
l'ardre  S%me  dasse. 

14.  Foxmes  proprement  équiTalentes.  Rappelons  que  deux 
formes  sont  dites  proprement  équivalentes  ou  de  même  cl<isse^^)  (n^  1) 
lorsqu'elles  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  modulaire. 
La  solution  du  problème  qui  consiste  à  chercher  si  deux  formes  sont 
de  même  classe^)  est  différente  suivant  que  A  est  négatif  ou  positif. 

Quand  A  <  0,  on  dit  que  la  forme  est  définie]  dans  ce  cas  a 
et  c  sont  de  même  signe:  on  les  supposera  totgours  >  0.  Il  est 
d'ailleurs  bien  évident  que  l'étude  de  la  forme  (—  a,  —h,  —  c)  se 
ramène  à  celle  de  la  forme  {a,  b,  c). 

Quand  A  >  0^  on  dit  que  la  forme  est  indéfinie. 

Dans  le  cas  des  formes  définies^  on  démontre  que  dans  chaque 
classe  il  y  a  une  forme  (A,  B,  C),  et  une  seule,  dont  les  coefficients 
satisfont  soit  aux  inégalités 

C>A^2\Bi,      2B^-A, 
soit  aux  inégalités 

C^A>2\B\,      2B^0. 

Une  telle  forme  est  dite  réduite^^). 


65)  CF.  Gauss,  Disq.*^  n"  223;  Werke  1,  p.  222. 

64)  Voir  E.  Cahen,  Eléments  de  la  théorie  des  nombres,  Paris  1900,  p.  221 
et  sniv. 

66)  C.  F.  Gauss,  Disq.")  n«  171;  Werke  1,  p.  146. 
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^On  peut  trouver  une  substitution  modulaire  transformant  toute 
forme  définie  donnée  (a,  h^  c)  en  une  forme  réduite.  A  cet  effet ^), 
remarquons  que  la  substitution  (  j  transforme  la  forme  (a^  h^  c) 

en  une  forme  équivalente  (a^,  b^,  c^)  où  a^^c.  En  choisissant  con- 
venablement m^  on  peut  d'ailleurs  toujours  s'arranger  de  façon  que 
la  double  condition 

soit  vérifiée.  Si  alors  c^  >  o^  la  forme  (a^,  ij,  q)  est  réduite.  Si  q  «  a^ 
et  &i  ^  0  la  forme  (a^,  b^,  c^)  est  aussi  réduite.    Si  {^  -°  a^  et  6^  <  0 

la  substitution  (  j  transformera  la  forme  (01,64,  q)  en  une  forme 

réduite.     Si  enfin  Ci<ai,  une  nouvelle  substitution  (  j  trauB- 

formera  la  forme  (0|,&i,Ci)  en  une  forme  {dfyb^fC^)  où 

et,  par  un  choix  convenable  de  m,  la  double  condition 

sera  vârifiée.     Si  alors  c^^a^  Ia  forme  (oi,  bj,  c^)  est  réduite  ou  le 

devient  par  la  substitution  (  j  comme  on  vient  de  le  voir.     Si 

non  on  continue  toujours  de  la  même  façon.  Tant  qu'on  ne  parvient 
pas  à  une  forme  réduite,  la  suite  des  entiers  positifs 

c^a^y  Ci=-a„  c^-Oj,  .. . 

est  décroissante;  il  faut  donc  qu'après  un  nombre  fini  de  substitutions 
on  parvienne  à  une  forme  réduite  (a,.,  6,,  c^).* 

On  démontre  aussi  que  deux  formes  réduites  non  identiques  ne 
peuvent  être  proprement  équivalentes.  On  peut  donc  dans  tous  les 
cas  reconnaître  si  deux  formes  définies  sont  proprement  équivalentes 
ou  non,  et,  dans  le  cas  où  elles  le  sont,  trouver  une  substitution 
modulaire  qui  les  transforme  l'une  dans  l'autre*^. 

66)  Cf.  R.  Dedekind,  dane  G,  L^eune  Dirichlet,  Zahlenth.")  (4*  éd.),  p.  166. 

67)  La  première  idée  de  la  transformation,  de  la  rédaction  et  de  Féqui- 
valence  est  due  à  J.L.Lagrange  [Hist.  Acad.  Berlin  28  (1767),  éd.  1769,  p.  166; 
Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin  4  (1773),  éd.  1776,  p.  266;  6  (1776),  éd.  1777,  p.  828,  346; 
(Euvres  2,  Paris  1868,  p.  377;  8,  Paris  1869,  p.  696,  759,  784].  A.  M.  Legendre 
[Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  Paris  an  YI,  p.  69;  (2*  éd.)  Paris  1808,  p.  61; 
(8*  éd.)  Théorie  des  nombres  1,  Paris  1880,  p.  72]  a  repris  ces  mêmes  recherches 
en  les  complétant  C.  F,  Gauss  a  perfectionné  les  travaux  de  J.  L.  Lagrange, 
notamment  par  la  distinction  de  l'équivalence  propre  et  de  l'équivalence  im- 
propre pisq.*^)  n?  222;  Werke  1,  p.  221]. 
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^De  06  qni  précède  on  dédtdt  un  résnltat  relatif  au  groupe  modu- 
laire. Si  l'on  applique  à  une  forme  donnée  toutes  les  Bubstitutiona 
modulaires  possibles,  on  obtient  toutes  les  formes  de  même  classe. 
D'autre  part  on  peut  passer  d'une  forme  à  une  autre  de  la  même 
dasse  par  une  suite  de  substitutions 


(o    i)'     (-1  o)- 


Donc  toute  substitution  modulaire  est  un  produit  d'un  certain  nombre 
de  ces  deux  dernières  substitutions.  Ces  deux  dernières  substitutions 
sont  les  substitutions  fondamentales  du  groupe  modulaire.* 

Jjea  coefficients  de  la  forme  réduite  forment  un  système  complet 
d'inyariants  de  la  classe.  Le  premier  coefficient  a  est  le  plus  petit 
nombre  représenté  par  la  classe.  Le  dernier  c  est  le  plus  petit  de 
ceux  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  ain\ 

Soit  maintenant  (a,  b,  c)  une  forme  indéfinie^).  Une  réduction 
analogue  à  la  précédente  est  impossible.  On  ne  peut  pas  trouver  des 
inégalités  entre  les  coefficients  telles  que  dans  l'ensemble  des  formes 
dont  les  coefficients  satisfont  à  ces  inégalités  il  y  ait  une  forme  et 
une  setde  équivalente  à  n'importe  quelle  forme  donnée. 

On  procède  de  la  façon  suivante:  L'équation 

a  ses  deux  racines  réelles.     La  racine 

-b  +  VÂ 
a 

s'appelle  la  première  racine,  l'anire  est  la  seconde.  Considérons  deux 
formes  indéfinies,  de  même  déterminant,  et  développons  lenrs  premières 
racines  en  fractions  continoes  périodiques 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  formes  soient 


68)  C.  F.  Gauss,  Disq.*^  n*»  184;  Werke  1,  p.  164;  Oh.  Hermite,  J.  reine 
tngew.  Math.  86  (1848),  p.  867;  (Envies  ^')  1,  p.  84;  G.  Lejeune  Dirichlet,  Abh. 
Akad.  Berlin  1864,  maih.  p.  99;  Werke  2,  Berlin  1897,  p.  141,  161;  trad.  G.  J. 
Hùûd,  J.  math,  pnres  appl.  (2)  2  (1867),  p.  368;  G.  Mainardi,  Atti  let.  Lom- 
budo  1  (1858/60),  p.  106;  F.  Mertens,  J.  reine  angew.  Math.  89  (1880),  p.  332. 
Voir  anssi:  8.  Roberts,  Proo.  London  math.  Soc.  (1)  10  (1878/9),  p.  29;  Th.  Fepin, 
Atti  Accad.  pontif.  Nnovi  Lincei  33  (1879/80),  p.  364;  J.  Hermès,  Archiv  Math. 
PhjB.  (1)  68  (1882),  p.  432;  F.  Mertens,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  103  II*  (1894),  p.  996. 
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de  la  même  classe  est  que  Ton  puisse  déterminer  deux  indices  h  et  k 
de  même  parité  tels  que  Ton  ait  \^^  =  aj^^^  pour  tout  indice  i>  ^0. 

Dans  la  théorie  des  formes  indéfinies,  on  peut  considérer  aussi 
des  formes  réduites. 

On  peut  par  exemple  appeler  forme  réduite  une  forme  telle  que 
sa  première  racine  se  développe  en  fraction  périodique  simple  (c'est-à-dire 
dont  la  période  commence  au  premier  quotient  incomplet).    La  forme 
{a  y  h  y  c)  est  alors  réduite  si  ses  coefficients  satisfont  aux  inégalités 
a>Oy      c<0,      a  +  2b  +  c<0y    a  -  26  +  c>  0. 

n  7  a  toujours  des  formes  réduites  dans  une  classe  et  en  général 
il  j  en  a  plusieurs;  mais  le  nombre  des  formes  réduites  d'une  même 
classe  est  toujours  limité  de  sorte  que  la  considération  de  deux  formes 
réduites  peut  encore  servir  à  voir  si  deux  formes  sont  équivalentes. 

On  peut  aussi  appeler  forme  réduite  une  forme  dans  laquelle 
a  >  0,    c  <  0. 

De  cette  seconde  définition  des  formes  réduites,  plus  simple  que  la 
première,  on  déduit  immédiatemment  que  dans  chaque  classe  il  y  a 
des  formes  réduites  (puisque  les  deux  inégalités 

a>0,    c<0 
font  partie  des  quatre  inégalités  précédentes)  et  Tégalité 

suffit  pour  montrer  qu'il  n'y  en  a  qu'un  nombre  fini  car  on  en 
déduit  6*  <  A  en  sorte  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  valeurs 
possibles  pour  by  donc  aussi  pour  a  et  c  dont  le  produit  doit  être 
égal  à  6^  —  A. 

On  rencontrera  plus  loin  d^autres  définitions  encore  de  formes 
indéfinies  réduites®*).* 

15.  SubBtitationB  automorphes  d'une  forme  quadratique  binaire. 
Le  procédé  qui  permet  de  constater  l'équivalence  de  deux  formes 
fournit  une  substitution  modulaire  permettant  de  passer  de  l'une  à 
l'autre.  La  recherche  de  toutes  ces  substitutions  est  équivalente  à 
celle  de  toutes  les  substitutions  qui  laissent  l'une  des  deux  formes 
invariable. 


69)  4,Sur  réquiyalence  des  formes  tant  définies  qu'indéfinies  voir  encore 
H.  Poincaré  [Absoc.  fr.  avanc.  se.  10  (Alger)  1881*,  p.  109]  qui  pour  décider  de 
cette  équivalence  emploie  des  inyariants  arithmétiques  transcendants  (c^est-à-dire 
des  fonctions  transcendantes  des  coefficients  des  formes).  L'étude  de  tels  invariants 
appartient  plutôt  aux  applications  de  TAnalyse  à  la  Théorie  des  nombres  (cf.  1 19).* 
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Lee  sttbstitatioiifi  n  U  qui  laissent  la  forme  (a,  b,  c)  invariable 

s'appelent  substitutions  automorphes  de  cette  forme;  elles  sont  données 
par  les  formules 

t  —  hu         ^  eu  au  ^       tA-hu 

où  6  est  le  p.  g.  d.  de  la  forme;  tandis  que  t  et  u  sont  deux  nombres 
entiers  satisfaisant  à  l'équation 

fi  -  Au*  -  6* 
à  laquelle  on  a  donné  à  tort  le  nom  à^équatmi  de  PèU"*^)  et  qu'il 
conyient  d'appeler  équation  de  Fermaf^^), 

16.  Bésolntion  de  l'équation  de  Fermât.  ^^  Plaçons-nous  d'abord 
dans  le  cas  d'une  forme  définie  (Â  <  0).  Il  n'y  a  alors  qu'un  nombre 
limité  de  substitutions  automorphes  de  la  forme.  On  les  obtient 
en  résolvant  Véqtuxtion  de  Fermât,  ce  qui  est  aisé^  car  la  somme  des 
deux  nombres  positifs  t*  et  Du'  devant  être  égale  à  6*,  les  solutions 
(tfU)  de  V équation  de  Fermât 

<«  +  Du"«<y« 
ne  peuvent  être  comprises  que  parmi  les  combinaisons  des  valeurs 

<-0,  1,2,  ...,  6, 
'u«0,  1,  2,  ...,  <y. 
Si  l'on  met  D  sous  la  forme 


■>-?[^It-(")'] 


la  quantité  entre  crochets  ne  peut  être  qu^un  entier  positif  =  0  ou 

=  —  1  (mod.  4);  on  voit  donc  que  D  ne  peut  avoir  que  l'une  des 

valeurs 

!f!     -*t    I^     2^3    "^'     o^s 

^7  ^f  ^9  ^o,  -j-,  d<y ,  . . . .  • 


70)  ^CTest  L.  Evier  [cf.  I  15,  18  note  124]  qui  a  attribué  Téquation  à  J.  Pell 
en  confondant  par  suite  d*une  erreur  de  mémoire  celui-ci  avec  W.  Brouncker 
dont  il  avait  lu  une  solution  dans  les  Œuvres  de  /.  WaUis^');  J.  Péll  n*a  jamais 
envisagé  cette  équation.* 

71)  ^.  de  Fermât  [lettre  à  B.  Frenick  de  Bessy  écrite  en  1667;  Œuvres  2, 
éd.  Ch.  Henry  et  P.  Tcmnery,  Paris  1894,  p.  833]  avait  proposé  cette  équation  et 
fl  possédait  sans  doute  lui-même  une  méthode  permettant  de  la  résoudre.* 

72)  ^Les  Grecs  se  sont  occupés  de  problèmes  qui  conduisent  à  Ve'qucUion 
de  Fermai,  mais  sans  chercher  de  méthode  permettant  de  discuter  cette  équa- 
tion. Vers  Tan  -|-  600  les  Hindous  possédaient  un  procédé  permettant  de  résoudre 
Véquatian  de  Fermât  [cf  H.  T.  Colebrooke,  Algebra  with  orithmetic  (trad.  du 
sanscrit),  Londres  1817,  p.  176].  Ce  procédé  est  au  fond  identique  à  Tune  des 
méthodes  '*)  de  J.  L.  Lagrange  (Notes  70  à  72  de  G.  Enestrâmy 
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Ceci  poséy  si  D  >  6\  il  n'y  a  que  deux  solutions  de  Véqwsbwn  de  Fermât 

fi  +  Dw«  «  (y*, 
à  savoir 

il  n'y  a  donc  dans  ce  cas,   qui  est  le  cas  général,  que  deux  substi- 
tutions automorphes  de  la  forme  définie  envisagée,  à  savoir 

Dans  le  cas  particolior  où  4D  —  Stf',  la  forme  réduite  est 

Véçnuition  de  Fermât 

<»  +  D»«  -  ff»  -  4** 

admet  «ta;  solations,  à  Bavoir 

(<-«,  „_0),  (<--«,  «-0), 

(<-*,  M-  +  1),        (<-d,  «--!), 

(<_-d,  U-  +  1),    (<--*,«--!); 

il  y  a  donc  six  substitutions  automorphes  de  la  forme  ^{x^+xff+y^, 

donc  aussi  des  formes  qui  lui  sont  proprement  équivalentes.    Pour  la 

forme  ô(x^  +  xy  +  y*)  elle-même,  par  exemple,  ces  six  substitutions  sont 

(o    i)'  (    0— ij'  (i      ij'  (—1    o)'  (     1        0/'  (-1— i)- 
Dans  le  cas  particulier  où  4D  «  4^',  la  forme  réduite  est 

<»(«»  + y»); 
l'équation  de  Fermât 

fi  +  Du'  -  ff» 

admet  quatre  solations,  à  savoir 

(<  =  *,  ti-0),    (<--tf,  u-0), 

(<»0,  «-1),     (<-0,  «--1); 
les  substitutions  automorphes  de  la  forme  6{x*  +  y%  par  conséquent 
aussi  des  formes  qui  lui  sont  proprement  équivalentes,  sont  donc  au 
nombre  de  quatre.    Pour  la  forme  6{x^  +  y^  elle-même,  par  exemple, 
ces  quatre  substitutions  sont 

(o    1/  ^  (    0  - 1  j  Ml      0/  M—  1  o)  • 
Considérons   maintenant  le   cas   d'une   forme  indéfinie   (A  >  O). 
Dans  ce  cas,  la  solution  ^^  de  Véquation  de  Fermât''^)  est  plus  difficile. 

78)  «/.  WaUis  [A  treatise  of  algebra,  Londres  1686,  p.  872;  (2*  éd.)  De  algebxa 
tractatQB,  Opéra  2,  Oiford  1898,  p.  427]  a  essayé,  sans  y  réussir  d'ailleurs,  de 
démontrer  qu'il  existe  toi\jours  une  solution  de  Féquation  de  Fermât.  L.EulerB*est 


Digitized  by  VjOOQIC 


Kl.  Béfohiiion  de  TëquAtion  de  Fermât.  109 

MmiB  on  peut  Tériter  et  tronyer  directement  les  sabetitations  aMUh 
morphes  qui  laissent  la  forme  invariable.  Considérons  à  cet  effet  la 
firaetion  continue  périodique  à  laquelle  donne  naissance  ]a  première 
racine  a  de  l'équation 

a®*  +  2bm  +  c  =  0 

obtenue  en  auiulant  la  forme  (a,  by  c). 

^Dans  cette  fraction  continue,  négligeons  la  partie  irrégpilière.  Il 
reste  une  fraction  continue  périodique  simple  dont  la  valeur  x  est  la 
première  racine  d'une  forme  q>.  C'est  de  cette  dernière  que  nous  allons 
chercher  les  substitutions  automorphes.  Pour  cela  considérons  les 
fractions  continues  limitées  obtenues  en  prenant  successivement  les 
éléments  de  1,  2,  3, . . .  périodes,  ou  de  2,  4,  6, . . .  périodes,  suivant  que 

le  nombre  des  éléments  de  la  période  est  impair  ou  pair.    Soit  — "-  la 

dernière  réduite  de  cette  fraction  et  f" -  Tavant-demière.  Les  substi- 
tutions 

répondent  à  la  question;  ce  sont  les  puissances  successives  de  la 
première  d'entre  elles 


Si  on  leur  adjoint  l'inverse  de  cette  substitution  et  ses  puissances  on 
obtient  toutes  les  substitutions  automorphes  de  la  forme  9.  On  en 
déduit  facilement  les  substitutions  automorphes  de  la  forme  indéfinie 
proposée. 

Comparant  avec  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  en  déduit  une 
solution  de  V^[uation  de  FermaV^) 


occopé  de  Téquation  de  Fermât  dans  plusieurB  de  ses  travaux  et  il  a  domié 
vne  démonstration  presqne  complète  [Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  11  (1766),  éd. 
1767,  p.  28/66  [1769];  Commentât.  Arith.  1,  S*  Péterabourg  1849,  p.  816/36]  de 
l'existence  d'une  solution  fondamentale  (Note  de  G.  Enestrôm).* 

74)  ^C'est  à  J.  L.  Lagrange  que  Von  doit  une  démonstration  entièrement 
ngoureuse  de  l'existence  d'ime  solution  fondamentale  de  Téquation  de  Fermât, 
ainsi  que  le  moyen  de  la  calculer  rapidement  dans  chaque  cas  particulier 
[Mise.  Taurinensia  4  (1766/9),  math.  p.  46  (marquée  41)  [1768];  ŒuTzes  1,  Paris 
1867,  p.  671;  Toir  aussi  *^  Œuvres  2,  p.  877  et  les  Additions  de  «T.  L.  Lagrange 
dans  la  trad.  de  L.  Eukr,  Algèbre**)  2,  Lyon  1774,  §  2,  p.  496;  Œuvres  7,  Paris 
1877,  p.  76].  Dans  ce  dernier  ouvrage,  /.  L,  Lagrange  [§  7,  p.  688;  Œuvres  7 
p.  181]  a  aussi  donné  la  formule  au  moyen  de  laquelle  on  obtient  tous  les 
systèmes  de  solutions  de  l'équation  de  Fermât  au  moyen  du  système  fondamental.* 

76)  E,  Cahen,  Théorie  des  nombres**),  p.  264. 
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lorsque  A  est  positif.* 

^Soit,  par  exemple^  à  trouver  les  substitutioius  aatomorphes  de  la 
forme  indéfinie 

f^x^  +  xy-'Sy^ 
qu'on  remplace  par 

Ici  A  -  13,  <y  -  2, 

„_-±i5!_.+jU+^+,U+..._i+i 

en  posant 

s      10 
Les  deux  premières  réduites  de  x  sont  y^  y?  donc  si  Ton  conaidère 

la  forme  <p  qui  a  x  pour  première  racine,  les  substitutions  automorphes 
de  cette  forme  q>  sont  les  puissances  de  la  substitution 

soit 

D'ailleurs  (o  se  déduit  de  x  par  la  substitution 

«-C.  î) 

et  par  conséquent  â;  de  ai  par  la  substitution  inverse 

«--G  -D- 

L'expression  générale  des  substitutions  automorpbes  de  la  forme  in- 
définie  envisi^ée  f  est  alors 


il    o)  \yl    dj  (i    - 1) 


ou 


V      Pn  c^n-Pn  )' 

Par  exemple,  pour  n  =»  1,  on  a  04  «  10,  /Jj  =-  3,  yi  =  3,  tf^  «  1  et 
l'on  trouve  L  ^j  ;  pour  w  »=  2,  on  a  a,  —  109,  /î,  =  33,  y,  «  33^ 
#,  =  10  et  l'on  trouve  (^^    ^g) . 

On  vérifie  d'ailleurs  directement  sans  peine  les  identités 
x^  +  xy^Sy^  «  {4x  +  9y)»  +  (4a;  +  9y)  (3a:  +  7y)  -  3(3a;  +  7y)« 

«(43a?+99y)»+(43ic+99y)(33a;+76y)-3(33a;+76y)r 
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J.  L,  Lagrange  a  donné  une  solntion  directe  de  Véqwxtion  de  Fermât, 
D  calcule  d'abord  la  plus  petite  solution  positiye  (t^^  fSy  u  «  0  ex- 
eeptée).  Cette  solution  s'appelle  la  solution  fondamentale.  On  peut  la 
trouTer  par  tâtonnements  en  essayant  u^l,2,...  jusqu'à  ce  que 
Att'  +  0*  devienne  carré  parfait.  En  tout  cas ,  on  y  arrive  par  le 
déyeloppement  en  fraction  continue  de  YA,  de  sorte  que  cette  méthode 
ne  diSb%  pas  essentiellement  de  la  précédente.  Soit  (ti,  u^)  la  solu- 
tion fondamentale.     Posons 


/t,+H,VAy^  tn  +  U„V£i ^ 


ce  qui   définit   t^   et  u^]    en  remplaçant  ^  et  ti  par  t^,  u^   dans  les 
premières  formules  du  n^  15,  on  obtient  la  substitution  désignée  plus 

^D^ailleurSy  dans  tout  ce  qui  précède,  on  peut  se  borner  aux  cas 
de  0  —  1  ou  <y  »  2,  car  les  substitutions  qui  laissent  invariable  la 
forme  (ôa,  eh^  6e)  jouissent  de  la  même  propriété  relativement  à  la 
forme  (a,  b,  c)  et  réciproquement  On  n'a  donc  en  définitive  à  con- 
sidérer que  les  deux  équations  de  Fermât 

<«-Au"-l,      ^»-Au«-4. 

Par  exemple  Yéquation  de  Fermât  correspondant  à  la  forme  indé- 
finie 

f^x^  +  xy-Sy^ 
est 

^«-13w"-4. 

Pour  tt  —  3,  on  a  ^—11.'    C'est  le   système   des   deux   plus   petits 
nombres  positifs  satisfaisant  à  l'équation. 
La  solution  générale  est  donnée  par 

_^  /ii  +  3yï3\  _  t„  +  u,yn 

Pour  n  »  2,  on  a 

i^  -  119,         u,  -  33; 
pour  II  —  3,  on  a 

^  -  1298,      Wj  -  360; 

c'est  la  première  solution  paire.* 

D'autres  méthodes  de  solution  de  V^piation  de  Fermât  s'obtiennent 
par  la  théorie  de  la  division  du  cercle  ^^)  ou  par  celle  des  fonctions 


76)  G.  L^eune  Diriehlet,  J.  leine  angew.  Math.  17  (1887),  p.  286;  Werke  1, 
Beriixr  1889,  p.  846. 
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elliptiqaes^^.     On  a  calculé  ^^)  les  systèmes   de  solutions  fondamen- 
tales") de  A  -  2  à  A  -  1500~). 


77)  L.Kroneeker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1868,  p.  44;  tiad.  par  G.J.Hoûel, 
Azm.  Ec.  Norm.  (1)  8  (1866),  p.  308. 

78)  C.  F.  Degen  [Canon  Pellianua,  Copenhague  1817]  a  effectué  les  calculs 
jusqu^à  A=>1000;  ces  calculs  ont  été  ensuite  continués  par  A.  Cayley  [Eeport 
Brit.  Assoc.  63,  Nottingham  1893,  éd.  Londres  1894,  p.  73/120;  Papers  13, 
Cambridge  1897,  p.  430/67]  jusqu'à  A  »  1600. 

.  79)  4.Déjà  L.  Euler  avait  calculé  des  tables  de  cette  sorte  de  A  »»  2  à 
A» 68  [Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1732/8),  éd.  1738,  p.  176/88;  Commentât.  Ârith.  1, 
S^  Petersb.  1849,  p.  ^10]  et  de  A  »  2  à  A  »  99  [YollstUndige  Anleitung  znr 
Algebra  2  (sect.  U,  chap.  7,  n'ill),  8*  Pétersb.  1770,  p.  828/9,  trad.  avec  ad- 
ditions par  J.  Xr.  Lagrange  2,  Lyon  1774,  p.  138/4];  A.  M.  Legendre  a  continué 
les  calculs  jusqu'à  A  «1008  [Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  (1*  éd.)  Paris 
an  YI];  en  8*aidant  du  tableau  de  C.  F.  Degen''')  il  a  ensuite  introduit,  dans  les 
résultats  qu'il  avait  obtenus,  quelques  corrections  importantes  [Théorie  des  nom- 
bres (8«  éd.)  1,  Paris  1880,  Table  X  à  la  fin  du  volume]  (Note  de  G.  Enestrâm).* 
80)  Au  si:get  de  Véguation  de  Fermât  on  peut  consulter  les  mémoires  de 
L.  Euler  cités  dans  les  notes  73  et  79  et,  en  outre,  L.  Euler,  Algebra ^^  2 
(sect.  n,  chap.  7  n*^  96  et  suiv.),  p.  316;  trad.  2,  p.  116;  J.  L.  Lagrange,  dans 
i.  Euler,  Algèbre ««)  2,  Lyon  1774,  (§  2,  7,  8),  p.  496,  566  et  suiv.,  628  et  suiv.; 
Œuvres  7,  p.  76,  121  et  suiv.,  160  et  suiv.;  C,  F.  Gauas,  Disq.**)  n*»179,  198/^00; 
Werke  1,  p.  165,  187/92;  F.  Peezi,  Mem.  mat.  fis.  Soc.  ital.  délie  scienze  (1) 
13  I  (1807),  mat.  p.  342;  P.  VolpiceUi,  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  6  (186^), 
p.  77/109;  M.  A.  Stem,  J.  reine  angew.  Math.  53  (1857),  p.  1;  L.  Kronecker^^; 
C.  Bichaud,  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  19  (1866/6),  p.  177/82;  E.  Catalan, 
id.  20  (1866/7),  p.  77/80;  L.  ÔUinger,  Archiv  Math.  Phys.  (1)  49  (1869),  p.  198; 
P.  Seding,  id.  (1)  49  (1869),  p.  4;  (1)  52  (1871)  ,>  p.  40;  0.  Scklâmilch,  Z.  Math. 
Phys.  17  (1872),  p.  70;  A.  B.  Evans  et  A,  Martin,  Math.  Quest.  Educ.  Times  16 
(1871),  p.  34/6;  S.  BilU,  id.  23  (1875),  p.  98,  109;  D.  S.  Hart,  id.  28  (1877), 
p.  29/80;  C.  Moreau  et  F.  Didon,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  12  (1878),  p.  330; 
B.  Minnigerode,  Nachr.  Ges.  G<)tt.  1878,  p.  619;  TT.  Sckmidt,  Z.  Math.  Phys.  19 
(1874),  p.  92;  H.J.  S.  Smith,  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  7  (1875/6),  p.  199;  Papers 
2,  Oxford  1894,  p.  148;  K  Brocard,  Nouv.  Corresp.  math.  4  (1878),  p.  161,  193, 
228, 337;  S.  Boberts,  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  10  (1878/9),  p.  29;  S.  Bealis,  Nouv. 
Corresp.  math.  6  (1880),  p.  806,  342  ;  H.  J,  S.  SmiOi,  dans  „Collectanea  mathematica 
(inmemoriamDominiciChelini)*',  Milan  1881,  p.117/48  [1879];  Papers  2,  Ozfordl894, 
p.  287/311;  W.F.  Bwrfee,  Johns  Hopkins  Univ.  Circul.  1  (1879/82),  p,  178  coL  2; 
/.  Ph,  E.  de  Fauque  de  Jonquièrea^  C.  B.  Acad.  se.  Paris  96  (1883),  p  568,  694, 
832,  1020,  1129,  1210,  1297,  1851,  1420,  1490,  1571,  1721;  S,  Boherts,  Proc. 
London  math.  Soc.  (1)  15  (1888/4),  p.  247;  Arnold  Meyer,  Yiertelj.  Naturf.  Ges. 
Zurich  82  (1887),  p.  863;  J.  Perott,  J.  reine  angew.  Math.  102  (1888),  p.  185 
[1885];  A.  Boutin,  Mathesis  (2)  7  (1897),  p.  8;  C.  Stârmer,  Skrifker  Viden- 
skabsselsk.  Christiania,  math.-nat.  1897,  mém.  n*'  2;  H,  Konen,  Geschichte  der 
Gleichung  t«  — D««  =  l,  Leipzig  1901;  G.  FraUini,  Periodico  mat.  (2)  6  (1903/4), 
p.  1/15,  57/73. 
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17.  bonnes  improprement  éqnlTAlentee.  —  Âquatione  de  la 
forme  ^  ~  Au'  »  ~  tf<.  ^Pour  reconnaître  si  deux  formes  (a,  b,  é), 
(a',  h%  c')  sont  improprement  équivalentes,  on  cherche  si  les  deux  formes 
{a,  b,  e)j  {a',  —  b',  c')  sont  de  même  classe. 

Un  problème  analogae  est  de  chercher  si  les  deux  formes  (a,  b,  c), 
{—  aj  —  bj—  c)  sont  équivalentes.  En  cherchant  à  résoudre  ce  problème, 
on  serait  conduit  aux  équations 

^»  -  Aw«  «  -  1,      ^  -  Au" 4. 

Ces  équations  ne  sont  pas  toujours  possibles®^). 
L'équation 

^«  -  Au»  -  -  1 

est  manifestement  impossible  d'abord  quand  A  est  négatif,  ensuite 
quand  A  est  congru  à  0,  ou  à  3,  ou  à  4,  ou  à  6,  ou  à  7  (mod.  8),  et 

l'équation 

^-Att"--4 

est,  par  suite,  impossible  quand  A  est  congru  à  0,  ou  à  12,  ou  à  16, 
ou  i  24,  ou  à  28  (mod.  32);  mais  dans  les  autres  cas  ces  équations  ne 
sont  pas  toujours  possibles. 

L'équation  t^  —  Au"  «  —  1,  est  possible,  ou  non,  suivant  que  le 
nombre  d'éléments  de  la  période  de  la  fraction  continue  qui  repré- 
sente Va  est  impair  ou  non. 

L'équation  t^  —  Au"  >-  —  4  a  évidemment  des  solutions  paires 
t'^2x,  U'-'2y,  si  l'équation  a:"  — Ay"  — —  1  est  possible;  quant 
anx  solutions  impaires,  il  n'y  en  a  que  si  A  =  5  (mod.  8),  mais  cette 
condition  n'est  pas  suffisante. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  t^  —  Au"  »  ±  ^  ^^  ramènent 
aux  équations  ^"  —  Au"  —  ±  1  si  A  est  congru  (mod.  8)  à  l'un 
des  nombres  0,  1,  2,  3,  6,  7  et  aux  équations  ^  — iAu"«±l 
si  A  =  4  (mod.  8).  Mais  si  A  =  5  (mod.  8)  il  n'en  est  pas  ainsi;  dans  ce 
cas  chacune  des  deux  équations  fi  —  Au"  »  ±  4  admet  des  solutions 
paires  dont  la  recherche  se  ramène  à  la  résolution  de  l'équation 
<"  —  Au"  «  ±  1,  mais  elle  peut  admettre  aussi  des  solutions  impaires. 
Cela  arrive  quand  la  solution  fondamentale  est  impaire  et  dans  ce  cas 

81)  J,  L.  Lagrange,  Mise.  Taurinenflia  4  (1766/9),  math.  p.  88;  Œuvres  1, 
PariB  1867,  p.  726;  A.  M.Legendre,  Théorie  des  nombres^)  (8*  éd.)  1,  Paris  1830, 
p.  64;  M.  A.  Stem,  J.  reine  angew.  Math.  10  (1833),  p.  1,  154,  241,  364;  11  (1834), 
p.  33,  142,  277,  311,  en  partie,  p.  326;  63  (1867),  p.  1;  G.  L^eune  Dirichlet, 
Abh.  Akad.  Berlin  1834,  p.  649;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  221;  J.  Perott^^;  F.  Tano, 
i.  leine  angew.  Math.  106  (1889),  p.  160;  B.  Niewengîowski ,  Bull.  Soc.  math. 
Fnmee  36  (1907),  p.  126. 
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«eolement.  Il  serait  intéressant  d'étudier  dans  qnels  cas  la  solution 
fondamentale  est  paire  ou  non;  cette  distinction  intervient  dans  l'éva^ 
luation  du  rapport  du  nombre  des  classes  proprement  primitives  an 
nombre  des  classes  improprement  primitives  de  déterminant  A^').^ 

^On  peut  aussi  faire  observer  que  dans  le  ca^s  d'une  équation 
t^  —  At«*  =  4,  fournie  par  une  forme  improprement  primitive,  A  est 
toujours  congru  à  1  (mod.  4),  c'est-à-dire  soit  à  1,  soit  à  5  (mod.  8).^ 

Les  mêmes  équations  se  présentent  aussi  dans  la  recherche  des 
unités  du  corps  (cf.  I  18)  défini  par  ]/A. 

^Si,  en  effet,  A  n'est  pas  congru  à  1  (mod.  4),  un  entier  A  du 
corps  est  de  la  forme  t  +  u  )/A,  où  iy  u  désignent  des  nombres 
entiers;  la  norme  de  A  est  égale  à  ^'  —  Au^;  le  nombre  A  est  donc 
une  unité  si  <*  —  Aw*  «  ±  1-  Si  A  ^  1  (mod.  4),  un  entier  A  du 
corps  est  de  la  forme 

et  c'est  une  unité  si  ^*  —  A(^  +  2m)*  =  ±  4,  en  sorte  que  si  A  =  1 

(mod.  4)  il  existe  une  unité         J^ —  où  <  et  v  sont  de  même  parité. 

On  appelle  classes  opposées  les  classes  de  deux  formes  impropre- 
ment équivalentes. 

Quand  une  classe  est  identique  à  son  opposée,  cette  classe  et 
toutes  les  formes  qu'elle  contient  sont  dites  ambiguës  {anceps  d'après 
C.  jF.  Gauss,  bifides  d'après  A.  M.  Legendre,  anibig  d'après  G,  Lqewne 
Diridilet,  jsweiseitig  d'après  IL  Dedelcind). 

^Dans  toute  classe  ambiguë,  il  y  a  une  forme  (a,  b,  c)  dans  la- 
quelle 2b  est  égal  à  0  ou  égal  à  a,  et  réciproquement^^).* 

18.  BeprésentationB  géométriques  de  la  réduction  des  formes 
quadratiques.  On  peut  représenter^)  les  formes  définies  positives 
(a,  &,  c)  en  divisant  le  plan  en  parallélogrammes  de  côtés  |/a,  Y^ 
et  d'angles  égaux  à  arc  cos  — —  ;  on  se  trouve  avoir  représenté  de 


82)  G.  Lejeune  Dirichlet,  VorleB.  ûber  Zahlentheorie,  publ.  par  B.  Dedékind^ 
Brunswick  186S;  (4*  éd.)  Branswick  1894,  p.  249;  A»  Cayîey,  J.  reine  angew.  Math. 
68  (1867),  p.  369;  Papers  4,  Cambridge  1891,  p.  40  où  Ton  trouvera  une  table 
des  solutions  fondamentales  jusqu'à  A  =  997. 

88)  G.  Lejeune  Birichlet,  J.  math,  pures  appl.  (2)  2  (1867),  p.  273;  Werke  2, 
Berlin  1897,  p.  209. 

84)  C.  F.  Gauss,  Gôttingische  gelehrte  Anzeigen  1831,  p.  1074;  J.  reine  angew. 
Math.  20  (1840),  p.  818;  Werke  2,  G()ttingue  1876,  p.  194;  voir  aussi  E.  SeUing, 
J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  148;  H.  Poincaré,  J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  47  (1880), 
p.  177/245;  G,  B.  Mathews,  Theory  of  numbers  1,  Cambridge  1892,  p.  103  et  suiv. 
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cette  façon,  en  même  temps  qne  la  forme  (a,  b,  e),  la  forme  opposée 
(a,  —  bf  c).  Or  les  sommets  de  ces  parallélogrammes  forment  on 
réseau,  et  il  y  a  une  infinité  de  façons  de  diyiser  le  plan  en  parallélo- 
grammes de  açon  que  ce  réseau  soit  le  même.  Chacune  de  ces  divi- 
sions correspond  à  une  forme  équivalente  à  la  forme  (a,  b,  c)  ainsi 
qu'à  la  forme  opposée.  Le  réseau  de  points  correspond  donc  à  une 
dasse  et  à  la  classe  opposée.  ,Les  carrés  des  distances  des  points  du 
réseau  à  l'origine  sont  égaux  aux  nombres  représentables  par  la  classe.* 
La  forme  réduite  est  celle  qui  correspond  au  parallélogramme  ayant 
les  côtes  les  plus  petits,  et  dans  lequel  les  côtés  ne  surpassent  pas 
les  diagonales.  On  peut  remarquer  que  tous  les  parallélogrammes 
ont  même  surface  )^D. 

,La  définition  du  réseau   précédent  peut  aussi  se  donner  d'une 
antre  façon  ^).  Considérons  à  cet  effet  le  même  parallélogramme  de  côtés 

yâ,  Yc  faisant  entre  eux  un  angle  égal  à  arc  ces  -^=.  •    Si  l'on  prend 

le  sommet  de  l'angle  comme  origine  0,  si  Von  fixe  l'axe  +  Ox  sur  le 
prolongement  du  côté  Y  a  et  l'axe  +  Oy  sur  une  perpendiculaire  k  +  Ox 
de  fekçon  que  le  côté  Yc  soit  situé  dans  le  demi -plan  des  y  positifs, 

l'extrémité  du  côté  de  longueur  "j/c  aura  pour  coordonnées  —-  ,  ^ . 

Le  parallélogramme  peut  ainsi  être  défini  par  les  coordonnées  de  ses 
trois  sommets 

{yâ  '  yâ 

Sous  cette  forme  les  mêmes  considérations  s'étendent  aux  formes 
indéfinies.  Soit  (a>  6,  c)  une  forme  indéfinie  (a  >  0,  6*  —  ac  =  A  >  0); 
nous  prendrons  un  parallélogramme  dont  les  3  sommets  aient  pour 
coordonnées 


(0,0),    (Va,,»;    (i,^). 


(0,0),  (Vi.oy,  (^..^). 


Le  râieau  déterminé  par  ce  parallélogramme  jouit  des  mêmes  pro- 
priétés que  le  précédent.  Il  représente  non  seulement  la  forme  (a,  b,  c) 
mais  toutes  les  formes  de  même  classe  et  de  la  classe  opposée.  Les 
nombres  représentables  par  la  classe  sont  les  distances  hyperboliques 
des  points  du  réseau  à  l'origine,  si  l'on  convient  d'appeler  distance 
hyperbolique  de  deux  points  de  coordonnées  (rr,  y),  (ai,yi)  l'expression 

^ V(^-^i)~(y-yi)'. 

86)  JP.  Klein,  Zahlenth.  ">)  1,  p.  71  et  suiv. 
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La  distance  hyperbolique  de  deox  points  A,  B  a  d'ailleurs  une 
représentation  géométrique  simple.  Construisons  l'hyperbole  équila- 
tère  x^  —  y*'  ^  1,  menons  par  l'origine  des  coordonnées  0  une  parallèle 
à  AB  qui  rencontre  cette  hyperbole  en  P;  la  distance  hyperbolique 

AB  est  

AB 
ÔP 

où  OP*  peut  d'ailleurs  être  négatif  (il  en  est  ainsi  quand  le  point  P 
est  imaginaire). 

Nous  appelerons  de  même  pseudo-angle  hyperbolique  des  deux 
directions  obtenues  en  joignant  l'origine  0  aux  deux  points  de  coor- 
données {uy  fi),  {a,  pT)  la  surface  comprise  entre  ces  directions  et 
l'hyperbole  équilatère  a;*  —  y*  «  1.  Soit  S  ce  pseudo-angle;  considé- 
rons son  cosinus  hyperbolique 

Ke« +  «-«); 

on  trouve  pour  expression  de  ce  cosinus  hyperbolique 

Dans  ces  conditions  le  cosinus  hyperbolique  du  pseudo-angle  de 
deux  côtés  du  parallélogramme  constitutif  du  réseau  est  égal  à  -j=' 

On  verra  plus  loin  (n^  19)  comment  on  peut  aussi  représenter 
géométriquement  au  moyen  de  réseaux  la  réduction  des  formes  qua- 
dratiques indéfinies,* 

Voici  d'abord  un  autre  mode  de  représentation  de  la  réduction 
des  formes  quadratiques  dû  lui  aussi  à  C.  F.  Gattës^).  Plaçons-nous 
de  nouveau  dans  le  cas  des  formes  définies, 

Beprésentons  le  nombre  complexe  (réel  ou  imaginaire)  jf  '^  — 
par  un  point  dans  un  plan  à  la  manière  ordinaire^  c'est  à  dire  par 
un  point  dont  l'abscisse  soit  la  partie  réelle  de  js,  et  l'ordonnée  le 
quotient  par  i  de  la  partie  purement  imaginaire.  Appelons  congrtieiiUs 
deux  points  du  plan  dont  les  affixes  sont  liés  par  une  relation  de 
la  forme  0'  «  "~^  ^^  ^f  ft  ^^  *  ^^^^  ^^  entiers  réels  satisfaisant  à 

86)  C.  F,  Gau68,  Werke  8,  Grdttingae  (Leipzig)  1900,  p.  105  (remarques  d» 
JR.  Frické).  Au  8^jet  des  résultats  obtenus  au  moyen  de  cette  représentation, 
voir  H.  J,  S,  Smiih,  Atti  R.  Accad.  Lincei  Memarie  mat.  (8)  1  (1876/7),  éd.  1877, 
p.  136;  Papers  2,  Oxford  1894,  p.  224;  E,  Dedekind,  J.  reine  angew.  Math.  83 
(1877),  p.  265;  F,  Klein,  Ellipt.  Modulfunct.^  1,  p.  243;  E,  Fricke,  Math,  jpafpen 
Chicago  "),  p.  72. 
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Ift  condition  aô  -  fiy  =^  l.  Tout  point  an -dessus  de  Taxe  des  abs- 
eisses  a  pour  congraents  des  points  également  an-dessos  de  cet  axe.  Tout 
point  sur  Taxe  des  abscisses  a  pour  congruents  des  points  de  cet  axe. 

Considérons  (fig.  1)  l'ensemble  des  points  qui  sont  situés  entre  les  deux 
parallèles  à  Taxe  des  ordonnées  positiyes  ayant  pour  abscisses  x^^, 
X  —  —  ^  et  à  l'extérieur  de  la 
dreonférence  de  cercle  de  centre 
0  et  de  rayon  1.  Âdjoignons-y 
les  points  limites  de  cet  ensemble 
qui  sont  situés  sur  la  parallèle 
de  gauche  x  >-  —  -J-  à  l'axe  des 
ordonnées,    ceux    de   la   moitié 

gauche  de  l'arc  de  circonférence    ^ 

y  compris  le  point  de  cet  arc 
situé  sur  la  parallèle  de  gauche 
à  l'axe  des  ordonnées  mais  en 
excluant  celui  d'abscisse  nulle. 
L'ensemble  ainsi  formé  constitue 
un    domaine    que    l'on   appelle 

domaine  fondamental.  On  démontre  que  tout  point  du  demi-plan  au- 
dessus  de  l'axe  des  abscisses  est  congruent  à  un  point  et  à  un  seul 
de  ce  domaine  fondamental.  Ceci  posé^  une  forme  définie,  dont  les 
racines  sont  imaginaires,  est  dite  réduite  lorsque  l'affixe  de  la  racine 
qui  est  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses  appartient  au  domaine  fonda- 
mental En  exprimant  les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  on 
retrouve  les  conditions  du  n^  14. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  des  formes  indéfinies.     Les 
racines  de  ces  formes  égalées  à  zéro  sont  réelles  et  représentées  par 

des  points  sf  ^  —  de  l'axe  des  x.     Or  on  ne  peut  pas  partager  cet 

«xe  en  segments  jouissant  de  la  propriété  caractéristique  du  domaine 
fondamental  dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  car  si  l'on  considère  un 
point  quelconque  de  cet  axe  il  y  a  d'autres  points  du  même  axe  qui 
lui  sont  congruents  et  qui  sont  aussi  i-approchés  de  lui  que  l'on  veut; 
c^est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  le  groupe  modulaire  [c'est-à-dire 

le  groupe  des  substitutions  linéaires  ^^  ^  où  a,  fi,  y,  d  sont  des  entiers 

tels  que  ad  —  fiy  «^  l"]  est  improprement  discontinu  par  rapport  aux 
valeurs  réeUes.  On  ne  peut  donc  procéder  pour  les  formes  indéfinies 
comme  on  le  fait  pour  les  formes  définies. 

Dans  le  cas  des  formes  indéfinies  on  définit  les  formes  réduites 
de  la  façon  que  voici: 
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Une  forme  indéfinie^  à  racines  réelles^  est  dite  réduUe  quand  le 

demi-eercle  décrit  snr  le  segment  qui  joint  les  points  représentatifs 

des  deux  racines  comme  diamètre ,  trayerse  le  domaine  fondamental 

^Cette  définition  se  justifie  par  le  théorème  suiyant: 

Si  Pan  passe  pa/r  une  substitution  modulaire  ctune  forme  à  une 

autre  équivalente,  on  passera,  par  la  substitution  correspondante  dans  le 

plan  des  z  '^  —,  du  cerde  représentatif  de  la  première  forme  au  cercle 

représentatif  de  la  seconde  forme. 

La  substitution  qui  correspond  dans  le  plan  des  j?  à  la  substitution 

x'^  ax  +  fiy,        y':^yx  +  6y 
c'est  la  substitution 

ys  +  S 

JF,  Klein  et  22.  Fricke  divisent  le  demi -plan  au-dessus  de  Taxe 
des  abscisses  ±  ^^  ®^  ^^^  infinité  de  domaines  limités  par  des  demi- 
cercles  orthogonaux  ^±0x  (demi-cercles  pouvant  dégénérer  en  droites). 
Chacun  de  ces  domaines  D  contient  un  point  et  un  seul  qui  soit 
congruent  à  un  point  donné  du  demi-plan^  L'un  de  ces  domaines  est 
le  domaine  fondamental.  Chaque  domaine  D  correspond  à  une  sub- 
stitution du  groupe  modulaire;  il  correspond  à  celle  de  ces  substi- 
tutions qui  transforme  les  points  du  domaine  fondamental  en  ceux 
de  ce  domaine  D  [pour  que  cela  soit  tout  à  fait  exact  il  faut  supposer 
que  le  domaine  D  contient  une  partie  de  son  contour  comme  le 
domaine  fondamental].  Réciproquement  à  chacune  des  substitutions 
du  groupe  modulaire  correspond  un  des  domaines  D  envisagés  ^^. 

En  tout  point  d'abscisse  rationnelle  de  Taxe  ±  Ox  se  trouve  un 
sommet  commun  à  une  infinité  de  domaines. 

Le  demi-cercle  qui  correspond  à  une  forme  indéfinie  réduite  tra- 
verse, outre  le  domaine  fondamental,  une  infinité  d'autres  domaines. 
Si  l'on  envisage  les  substitutions  modulaires  qui  correspondent  à  tons 
ces  domaines  et  que  l'on  calcule  les  formes  qui  résultent  de  l'appli- 
cation de  ces  substitutions  à  la  forme  indéfinie  {a,  h,  c)  on  trouve 
des  formes  réduites  équivalentes;  mais  on  remarque  qu'il  n'y  en  a 
qu'un  nombre  fini  /t  qui  soient  distinctes;  la  (n  -f-  ft)**"*  est  identique 
à  la  n^^°^*;  en  d'autres  termes  toutes  ces  formes  équivalentes,  en 
nombre  infini,  constituent  une  période. 

On  trouve  ainsi  les  substitutions  automorphes  d'une  forme  indé- 


S7)  Voir,  dans  le  tome  II  de  rEncjclopédie,  les  articles  relatifs  aox  fonotions 
aatomoiplies  et  aux  fonctions  modulaires  elliptiques. 
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finie  donnée  (a,  b,  c).  On  remarquera  que  la  rédaction  dont  il  vient 
d'dtre  question  n'^st  pas  identique  à  celle  qoi  a  été  exposée  au  n^  14.* 

^La  réduction  précédente  n'est  d'aiUeurs  pas  limitée  aux  formes 
quadratiques.* 

^Le  mode  de  réduction  des  formes  indéfinies  dont  on  Tient  de 
donner  une  représentation  géométrique,  d'après  F.  Klein,  se  trouve 
déjà  exposé  analytiquement  par  Gh.  Hermiie  de  la  façon  que  voici: 
La  forme  indéfinie  étant 

/•— a(rr  +  ay)(x  +  tfy), 

Ck.  Hermife^  l'accompagne  de  la  forme  auxiliaire  définie 

ç>  -  (a:  +  ayy  +  X{x  +  tc'yY 
en  introduisant  un  paramètre  positif  A.    Cette  forme  (p  est  pour  cha- 
que valeur  de  k  une  forme  associée  de  la  forme  f.    La  forme  f  est 
dite  réduite  quand  on  peut  déterminer  X  de  façon  que  la  forme  associée 
correspondante  (p  soit  réduite. 

La  racine  —  de  l'équation  9  —  0  étant  donnée  par  l'équation 

on  aura 

fonction  linéaire  à  coefficients  réels  de  la  variable  purement  imaginaire 
y^  X]  quand  celle-ci  parcourt  l'axe  des  im^naires,  a  parcourt  un  cercle 
r orthogonal  à  l'axe  réel;  ses  points  d'intersection  correspondant  à  X  »  0 
et  à  il  —  ±  ^^  sont  respectivement  ©  =  —  a  et  o  —  —  a'.  Le  cercle  F 
(demi-cercle)  est  précisément  celui  dont  il  est  question  plus  haut; 
quand  la  forme  q>  est  réduite  au  sens  de  Ch,  Hermite,  œ  est  dans 
le  domaine  fondamental;  X  parcourt  un  intervalle  auquel  correspond  un 
arc  de  F,  la  partie  de  F  comprise  dans  le  domaine  fondamental. 
A  l'extrémité  de  l'intervalle  on  reprend  la  réduction  et  l'on  obtient  ainsi 
nn  second  arc.  C'est  ce  qu'on  appelle  la  rédticUon  continuelle.  On 
obtient  ainsi  successivement  la  suite  des  arcs  représentant  les  diverses 
réduites  équivalentes  dont  il  est  question  dans  les  recherches  de 
H.J.S.8mUh^  et  dans  l'ouvrage  de  F.  Klein  et  R.  Fridce^),  Ces 
méthodes  se  rattachent  ainsi  à  celles  de  Ch.  Hennite^^).* 

SS)  ^Gh.  HermiU,  J.  reine  angew.  Math.  41  (1S61),  p.  SOS;  Œuvres  ^^  1,  p.  ITS." 
S9)  ^H.J.S.Sinith,  Atti  B.  Accad.  Lincei  Memorie  math.  (8)  1  (1876/7),  éd. 
1877,  p.  189;  Papers  8,  Oxford  1894,  p.  227.* 

90)  ^F.  Kîein,  EUipt  Modulfonct.*)  1,  p.  268/ 

91)  ^Ch.  HermUe,  J.  reine  angew.  Math.  41  (1861),  p.  208/7;  Œuvres  i*)  1, 
p.  17fi^2  (Texte  et  notes  88  à  91  de  M,  Lcrch)* 
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^.  Minkawàki^)  donne  une  autre  théorie  géométrique  des  formes 
quadratiques  binaires  indéfinies.  Il  y  fait  usage  de  ce  qu'il  appelle 
une  aJiatne  de  paraUélogrammes ,  image  géométrique  d'une  chaîne  de 
substitutions  r'  j .  Etant  donnés  deux  nombres  quelconques  œ,  es 
on  peut  trouver  une  chfune  indéfinie  dans  les  deux  sens  telle  que 
dans  un  sens  —  tende  vers  o)  et  dans  l'autre  sens  vers  <d'.  A  partir 
d'une  certaine  substitution,  les  substitutions  de  la  chaîne  du  côté  dç 
a/  sont  indépendantes  de  o).  De  même  du  côté  de  o.  Si  o'  est 
infini  on  retrouve  le  développement  en  fraction  continue  de  &* 

19.  BeprésentationB  géométriques  de  Klein.  ^Comme  H,  Min- 
Tcowskij  F,  Klein  a  cherché  à  représenter  géométriquement  d'une 
façon  systématique  les  principaux  résultats  de  la  théorie  des  nombres 
en  particulier  ceux  qui  se  rapportent  aux  formes  quadratiques  binaires®'). 
Ses  recherches  diffèrent  de  celles  de  H,  Minkowski  en  ce  qu'elles  ont 
moins  servi  à  trouver  des  résultats  nouveaux  qu'à  rendre  intuitifs  et 
plus  simples  des  résultats  déjà  connus.  D'ailleurs  certaines  de  ces 
représentations  géométriques  avaient  déjà  été  rencontrées  par  d'autres 
auteurs  que  nous  citerons. 

Traçons  (fig.2)  un  système  d'axes  Oxy  Oy  et  représentons  le  système 
de  valeurs  x^  y  par  le  point  de  coordonnées  Xy  y.  Les  couples  de 
nombres  entiers  forment  alors  un  réseau  de  points.    D'ailleurs  on  ne 


Fig.2. 

suppose  pas  que  Funité  de  longueur  soit  la  même  sur  les  deux  axes. 
Ce  réseau  de  points  constitue  donc  les  sommets  d'un  réseau  de 
parallélogrammes.  Réciproquement  un  réseau  quelconque  de  parallélo- 
grammes représente  l'ensemble  des  couples  d'entiers. 


92)  «Geom.  der  Zahlen"*)  1^  p.  164  et  soiv.* 

98)  F.Klein,  Zahlenth.*^  1,  p.  10  et  euiv.;  id.  1,  p.  60  et  suiv.;  voir  aussi 
H.  Foincaré,  J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  41  (18S0),  p.  177/446. 
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Le  point  0  représente  le  conple  d^entiers  (0,  0),  le  point  A 
représente  le  couple  d'entiers  (1;  0)^  le  point  B  représente  le  couple 
d'entiers  (0,  1).  La  connaissance  des  trois  points  0,  A,  B  définit  le 
réseau;  cee  trois  points  constituent  la  base  du  réseau. 

Etant  donné  un  réseau^  cherchons  les  points  qui  correspondent 
aux  couples  de  nombres  de  la  forme 

ax  +  Py 
yx  +  ây 

a,  fif  y,  d  étant  des  entiers'  donnés,  x,  y  des  entiers  yariables.    Il  suffît 

pour  cela  de  marquer  les  points  G  (u,  y)  et  D  (fi,  d)  et  d'achever  le 

réseau  dont  0,  C,  2>  constituent  la  base. 

Nous  ayons  ainsi  la  représentation  géométrique  d'une  substitution 

linéaire 

x^aX  +  fiY 

y^yX  +  dY. 

Prenons  en  effet  OC  et  OD  respectivement  comme  axes  OX  et  OT 
de  façon  que  C  soit  le  point  (1^  0)  et  D  le  point  (0,  1).  Alors  tout 
point  qui  représente  (x,  y)  dans  le  premier  réseau  représente  (X,  Y) 
dans  le  second  r^au. 

Le  module  de  la  substitution  est  égal  à  l'aire  du  parallélogramme 
construit  sur  00  et  OD,  si  l'on  convient  de  donner  à  cette  aire  un 
signe  suivant  la  convention  ordinaire,  son  périmètre  étant  supposé 
parcouru  dans  le  sens  qui  va  de  0  vers  0. 

En  particulier  si  cette  aire  est  égale  à  ±  1,  la  substitution  est 
unimodulaire  et  les  deux  réseaux  sont  identiques.  Ce  fait  se  reconnaît 
encore  à  ce  que  le  parallélogramme  constitutif  du  second  réseau  ne 
contient  pas  de  point  du  premier. 

Si  l'on  considère  un  contour  convexe  fermé  (0)  on  appellera 
pclygane  d'approximation  (Umrisspolygon)  le  polygone  jouissant  des 
propriété  suivantes: 

1)  ses  sommets  sont  des  points  du  réseau 

2)  le  polygone  est  tout  entier  à  l'intérieur  du  contour  (0) 

3)  le  polygone  est  convexe 

4)  il  n'y  a  aucun  point  du  réseau  entre  le  polygone  et  (0). 

Le  contour  (0)  peut  d*ailleurs  aussi  être  ouvert  s'il  est  tel  qu'on 
puisse  l'envisager  comme  étant  fermé  à  l'infini. 

Appliquons  cette  notion  au  contour  formé  par  Ox,  une  droite 
—  «(D,  où  fi)  désigne  un  nombre  irrationnel  positif  déterminé,  et  un 
petit  aro  de  cercle  tracé  de  0  comme  centre  de  façon  à  laisser  0  en 
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dehors  du  contour  [Cf.  I  15,  5].     Ceci  pose  soient  (p^,  ^0),  (p,,  g,), 
iPif  9^)9  ■•  '  ^^  sommets  de  ce  polygone;  les  fractions 

?o       Pt      Pi, 


2o  '    fe  '    34 

ne  «ont  autre  chose  que  les  réduites  d'ordre  pair  (par  excès)  du  déye- 
loppement  de  m  en  fraction  continue  régulière  (I  3,  5).  S'il  y  a  sur 
un  côté  du  polygone  d'approximation  entre  deux  sommets  d'autres 
points  du  réseau,  ces  points  représentent  les  fractions  intermédiaires 
(I  3,  12  note  113).  Quant  au  nombre  de  points  du  réseau  par  les- 
quels passent  les  côtés  successifs,  ces  nombres  diminués  de  1  donnent 
les  quotients  incomplets  (I  3,  6). 

Le   polygone   d'approximation   du   contour  formé   par  la  droite 
—  »a7   et  Taxe   Oy  fournirait  de  même  les  réduites  d'ordre  impair 

(par  défaut). 

D'ailleurs  un  seul  des  deux  polygones  d'approximation  suffit  pour 

définir  la  droite  —  =  09  et  par  suite  toutes  les  réduites.    Si  l'on  con- 

sidère  par  exemple  le  côté  du  premier  polygone  qui  joint  le  point 
(P»»-2>  îtn-î)  *^  point  (pj,,  ^jj  et  qu'on  prenne  sur  ce  côté  le 
point  (p,  î)  du  réseau  le  plus  voisin  du  point  (ft^.s,  itn-tiy  ^^  *^^^"^ 


i^în-i  =1>— !>»»-»> 
Sur  la  figure  3  par  ex.  on  a 

0'     q,  1>     q, 

et 


&«-l==^-3jn-ï- 


1^ 

1  ' 


^4 


3 

4  ' 


/ax/* 


fip) 


Fig.  3. 


0-0  +  ^  +  l^  +  p^  + 

Si   0)   était  rationnel   il   y   aurait  de 
légères  modifications  à  ce  qui  précède. 
Comme  application  cherchons  la  con- 
dition pour  que  deux 
^       nombres   réels   irra- 
tionnels (D,  0)'  soient 


«,'=«?^^ 


congrus,   c'est-à-dire 
pour  que  Ton  ait 


«,  /J,  y,  d  étant  des  entiers  tels  que  ad  — -  /îy  =  ±  1. 

Soit  d'abord  ad  —  /3y  =  +  1.    Représentons  pour  un  choix  déter- 
miné 0%y  Oy  des  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  (D)  et  (IX) 
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ayant  pour  équations  respectiTement  (fig.  4) 


y         '        y 


Par  le  changement  d'axes  Ox,  Oy  en  OX,  OY  qui  correspond  à  la 
substitution 

a 

Téquation  de  la  droite  (D)  se  transformera  en 

X 

donc  la  situation  de  la  droite  (D)  dans  le  réseau  (X,  Y)  est  la  même 
que  celle  de  la  droite  (IX)  dans  le  réseau  {x,  y)  et  comme  les  deux 
réseaux  sont  composés 
des  mêmes  points  cela  Y, 
Tent  dire  que  les  posi- 
tions des  deux  droites 
(D)  et  (I/)  par  rapport 
aux  points  qui  les  ayoi- 
sinent  sont  les  mêmes  au 
sens  de  TÂnalysis  situs^  Fig.  4. 

indépendamment  des  dis- 
tances. Donc  les  polygones  d'approximation  des  contours  xOD  et 
xOiy  ne  peuvent  différer  que  dans  les  commencements;  ils  finissent 
I>ar  être  identiques^  toujours  bien  entendu  au  point  de  rue  de  leur 
situation  par  rapport  à  OD  et  OD'  respectiyement.  Les  développe- 
ments en  fractions  continues  de  cd  et  de  c/  sont  ainsi  identiques  à 
partir  d'un  certain  rang  et  les  réduites  qui  sont  égales  ont  des  rangs 
de  même  parité.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante  pour  que  œ 
et  o  soient  congrus. 

Si  ad  —  fiy  ^  —  1  la  conclusion  est  semblable  mais  comme  le 
sens  qui  va  de  OX  vers  0  F  est  inverse  de  celui  qui  va  de  Ox  vers 
Oy  les  réduites  qui  sont  égales  dans  les  deux  développements  en 
fractions  continues  ne  sont  pas  de  même  parité. 

Occupons  -  nous  maintenant  du  problème  de  l'équivalence  des 
formes  binaires  quadratiques  et  d'abord  des  formes  indéfinies 

ao(?  +  ^hxy  +  cy*. 
Une  telle  forme  est  connue  quand  on  donne  ses  racines  o)^  o/^  son 
déterminant  A  »  b'  —  ac^  et  si  l'on  dit  de  plus  quelle  est  la  première 
ncine;  car  si  co  est  la  première  racine  on  a 

Qr  ^ /  •  0   *"  7  •  C   ^  —  • 

m m'  m m  '  01  "  <0 
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Pour  que  deux  formes  soient  éqaiyalentes  il  &nt  et  il  suffit  que 
les  déterminants  des  deux  formes  soient  égaux  et  que  les  racines  des 
deux  formes  soient  représentées  par  des  points  congrumts  en  yertu 
d'une  même  substitution. 

Pour  représenter  les  deux  racines  m  y  (ù  d'une  forme  il  suffit  de 
se  donner  le  polygone  d'approximation  du  contour  formé  par  Taxe 
Ox  et  les  deux  droites  (D),  (27)  ayant  pour  équations  respectivement 

X  X  f 

—  =  <D,       —  =  0) 

qui  sont  les  droites  représentatives  de  ces  deux  racines  œ,  a. 

La  considération  de  ce  polygone  donne  immédiatement  le  résultat 
suivant:  On  peut  choisir  un  système  d'axes  OX,  OY  congru  au 
système  Ox,  Oy  de  façon  que  OX  soit  dans  l'angle  aigu  DOB'  et 
0  Y  dans  l'angle  formé  par  OB'  et  le  prolongement  de  OB  du  côté 
de  0.  En  d'autres  termes  il  existe  toujours  une  forme  de  même 
classe  qu'une  forme  donnée  et  dans  laquelle  a  et  c  soient  de  signes 
contraires;  une  telle  forme  pourra  être  dite  réduite  (n°  14). 

Ceci  ne  suppose  nullement  que  a,  h,  c  soient  entiers.  Dans  le 
cas  où  a,  b,  c  sont  entiers  on  a  vu  (n^  14)  que  connaissant  A  on 
n'obtient  pour  a,  b,  c,  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  en  sorte  que 
la  condition  que  a,  b,  c  sont  entiers  restreint  le  nombre  des  formes 
réduites  pour  un  même  déterminant  A. 

Pour  les  formes  définies  la  représentation  géométrique  revient  à 
celle  qui  est  exposée  au  n°  18.  Toutefois  il  est  inutile  de  donner 
au  réseau  une  forme  particulière  comme  on  l'a  fait  alors.  Il  suffit 
dans  un  réseau  quelconque  de  tracer  l'ellipse  dont  l'équation  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oy  est 

ax^  +  2bxy  +  cy^  ^  1] 

cette  ellipse  représente  dans  le  système  d'axes  choisi  la  forme  (a,  b,  c). 
Si  l'on  effectue  la  transformation  de  coordonnées  représentée  par  la 

substitution  y    U  la  même  ellipse  représentera  dans  le  nouveau  système 

d'axes  OX,  0  F  la  forme  transformée  de  la  forme  {a,  b,  c). 

On  peut  dire^  comme  au  n^  18,  que  les  carrés  des  distances  des 
points  du  réseau  à  l'origine  sont  égaux  aux  nombres  représentés  par 
la  classe,  mais  seulement  à  condition  de  donner  une  définition  parti- 
culière de  la  distance.     Soit  A  un  point  du  réseau;  traçons  OA  qui 

rencontre  l'ellipse  en  Jf  ;  c'est        ,  qu'on  appellera  carré  de  la  distance 

de  0  à  ^. 

D'ailleurs  ceci  s'applique  aussi  bien  aux  formes  indéfinies]  seule* 


Digitized  by  VjOOQIC 


20*  Antre  représentotion  géométrique  de  Klein.  125 

ment  Tellipse  est  remplacée  par  une  hyperbole  en  sorte  qne  OM* 
peut  être  négatif»*).* 

20.  Autre  repréeentation  géométrique  de  Klein.  «Voici  encore 
une  autre  représentation  géométrique  des  formes  binaires  quadra- 
tiques*^): elle  consiste  à  représenter  la  forme 

as^  +  2bxy  +  cy^ 

de  déterminant  donné  A  —  6'  —  ao  par  le  point  de  coordonnées 
trilinéaires  (a,  b,  c). 

Pour  fixer  les  idées  supposons  ici  (fig.  5)  que  le  triangle  de  référence 
ABC  soit  isoscèle  et  que  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  soient 
proportionnelles  aux  distances  de  ce  point  aux  trois  côtés  du  triangle  de 
référence.   Alors  si  B  est  le  sommet 
de  ce  triangle  isoscèle,  l'équation  B 

représente  la  circonférence  du  cercle 
tangent  en  J.  et  C  aux  côtés  BA 
et  BC  du  triangle  ABC. 

Les  formes  définies  sont  repré- 
sentées par  des  points  intérieurs  à         /' 

oette    circonférence    de    cercle;    les      /  ^-- - '' 

formes  indéfinies  par  des  points  ex-  Fig.  6. 

térieurs. 

Les  équations 

26  =  a,    26«-a 

représentent  deux  droites  CEy  CF  passant  par  le  point  C;  désignons 
par  J?  et  1^  les  points  où  ces  droites  rencontrent  la  bissectrice  de 
Tangle  B  du  triangle  isoscèle  ABC  Les  formes  définies  réduites 
sont  représentées  par  des  points  intérieurs  au  triangle  CEF  ou  sur 
la  partie  CEG  du  contour  de  ce  triangle,  G  étant  le  point  où  le 
côté  EF  rencontre  ACi  l'ensemble  de  ces  points  constitue  le  domaine 
fondamental  CEF. 

A  chaque  substitution  modulaire  correspond  un  triangle.  L'en- 
semble de  ces  triangles  recouvre  la  surface  du  cercle. 


94)  Voir  rinteiprétation,  dne  à  F.  Klein,  exposée  an  n**  18;  il  y  a  toutefois 
eette  différence  qn*ici  le  réseau  n'a  pas  une  forme  particulière. 

96)  F.  Klein,  Ellipt.  Modnlfunct.")  1,  p.  2S9;  A.  Huncite,  Math,  papers 
Chicago^*),  p.  126;  Math.  Ann.  46  (1894),  p.  86;  un  extrait  de  ce  mémoire  a  été 
traduit  par  L.  Laugel,  Nout.  Ann.  math.  (3)  16  (1897),  p.  491.  Voir  aussi 
I,  Klein,  Zahlentb.'")  1,  p.  173  et  suiv. 
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Les  formes  indéfinies  (a,  b,  c)  sont  dites  réduites  lorsque  la  polaire 
du  point  (Uy  h,  c)  trayerse  le  domaine  fondamental  CEF. 

.  On  remarquera  l'analogie  de  ce  mode  de  représentation  avec  celui 
du  n^  18.  Il  s'en  déduit  d'ailleurs  par  une  projection  stéréo- 
graphique^*). 

La  définition  que  l'on  Tient  de  donner  des  formes  indéfinies 
réduites  se  ramène  à  ceci:  Un  point  de  la  polaire  du  point  (a,  b,  c) 
prise  par  rapport  à  la  conique 

aîjBf  —  y*  -=  0 

a  comme  coordonnées  trilinéaires 

26A,    a  +  cX,    26, 

A  étant  un  paramètre  pouyant  varier  de  —  c»  à  +  c».  Dire  que  la 
forme  indéfinie  (a,  6,  c)  est  réduite  c'est  donc  dire  que  l'on  peut 
déterminer  X  de  façon  que  la  forme  associée 

(26A,    a  +  cX,    26) 
soit  définie  et  réduite. 

Par  suite  de  la  relation  harmonique  qui  existe  entre  les  points 
(a,  6,  c)  et  (26A,  a  +  ci,  26)  on  voit  que  si  deux  formes  sont  équi- 
valentes elles  ont  des  associées  qui  sont  aussi  équivalentes. 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  la  réduction  continuelle  de 
Ch.  Hermite  (n<^  18).* 

21.  Heprésentation  d*an  nombre.  On  peut  se  borner  aux  repré- 
sentations propres.  Pour  qu'un  nombre  m  soit  représentable  propre- 
ment par  une  forme  (a,  6,  c),  il  faut  d'abord  que  le  déterminant  A 
de  la  forme  soit  reste  quadratique  de  m.  Cette  condition  supposée 
remplie,  on  peut  résoudre  la  congruence 

a?*  =  A  (mod.  tn); 

cette  congruence  a  im  nombre  fini  de  solutions  en  ne  considérant 
pas  comme  distinctes  deux  solutions  congrues  (mod.  m).  Soit  n  l'une 
de  ces  solutions;   si  l'on  détermine  un  nombre  p  par  la  condition 

n*  —  mp  =  A, 

la  forme  (m,  n,  p)  a  même  déterminant  que  la  forme  (a,  6,  o);  on  cherche 
si  elle  est  de  même  classe.    Si  la  forme  (m,  n,  p)  est  de  même  classe 

que  la  forme  (a,  6,  c),  soit  y     U  la  substitution  qui  transforme  (m,  n,|>) 
96)  F.Klein,  Ellipt.  Modulfdnct. »)  1,  p.  289;  Zahlenth.»»)  1,  p.  178. 
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en  (a,  b^  c);  comme  là  forme  (tn,  n,  p)  représente  proprement  le 
nombre  m  (pour  a;  =  1,  y  =  0),  la  forme  (a,  h,  e)  le  représente  pour 
X  =  ff;  y  »  ^.  Si  la  forme  (m^  n,  p)  n'est  pas  de  même  classe  que 
1a  forme  (a,  b,  c),  on  essaye  une  autre  solution  de  la  congruence 
ac*  =  A  (mod.  m)  et  Ton  continue  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes 
les  solutions  de  cette  congruence.  On  voit  ainsi  que  la  condition  né^ 
oessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre  m  soit  représentable  pro- 
prement par  une  forme  {a,  b,  c)  est  qu'il  existe  une  forme  de  même 
dasse  que  (a^  b,  c)  et  dont  le  premier  coefficient  soit  m. 

^Soit,  par  exemple,  à  représenter  197  par  la  forme  (2,  3,  —  7)^ 
ce  qui  reyient  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

2x^  +  6xy  —  7y*  -=  197. 

Comme  A  »  23  et  que  23  est  reste  quadratique  de  197,  on  peut  ré- 
soudre la  congruence 

n»  =  23  (mod,  197). 

On  trouye  que  n  =  107  en  est  une  solution;  on  en  déduit 

La  forme  (m,  n,  p)  qui  correspond  à  la  solution  n  «  107  est  donc 
ici  (197, 107,  58).  On  trouye  que  cette  forme  et  la  forme  (2,  3,  —  7) 
lont  de  même  classe;  la  forme  générale  des  substitutions  qui  transfor- 
ment la  seconde  en  la  première  est 

/27  y,  —  106  â„  14  y^  —  66  ^^\ 

\27  a,  —  106  /î,  14  a^  —  56  §J  ' 

^^  ^%}  fin}  7ny  '«  8^^*  l®s  éléments  de  la  substitution 
Vy.    ^J        V36       9/  • 

La  forme  gâiérale  des  yaleurs  de  rr,  y  est 

:c  =  27y,-106d., 

y-27«.-106/î„. 

Par  exemple,  pour  n  »  1,  on  a 

a?  -  27  X  35  —  106  X  9  ^ 9, 

y  -  27  X  39  -  106  X  10 7 

en  sorte  que 

197=.2(-9)=  +  6(-9)(-7)-7(~7)l 

On  obtient  ainsi  pour  n  «  1,  2,  3,  . . .  les  représentations  propres  de 
197.    D'ailleurs  197,  étant  un  nombre  premier,  n'en  a  pas  d'autres."^ 
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JjQ  problème  plus  général  de  résoudre  en  nombres  entiers  une 
équation  du  second  degré  à  deux  variables 

ax>  +  2bxy  +  cy^  +  2dx +  2€y  +  f-^O 

se  ramàne  au  précédent.  Dans  le  cas  où  D  »  ac  —  &'  >  0,  l'équation 
se  met  sous  la  forme  P^  +  'DQ*  '^k,  et  l'on  peut  opérer  par  tâton- 
nements, n  n'y  a  dans  ce  cas  qu'un  nombre  limité  de  solutions.  Si 
D  ^  0,  il  peut  y  en  avoir  une  infinité.* 

A  la  théorie  précédente  se  rattachent  plusieurs  théorèmes  oélèbrea. 

Déjà  P.  de  Fermai^'')  avait  énoncé  le  théorème^)  d'après  lequel 
tout  nombre  premier  de  la  forme  4h+  1  peut  être  décomposé  d'une 
seule  façon  en  une  somme  de  deux  carrés.  L.  Etder^)  a  montré  en- 
suite que  tout  nombre  premier  de  la  forme  6h  +  1  est  décomposable 
d'une  seule  façon  en  la  somme  d'un  carré  et  du  triple  d'un  carré.  On 
doit  enfin  à  J.  L.  Lagrange^^)  les  deux  théorèmes ^^*)  suivants:  Tout 
nombre  premier  de  l'une  des  formes  8h  +  1  ou  8A  +  3  est  décom- 


97)  P.  de  Fermât,  Observations  sur  Diophante;  Œuvres  1,  éd.  Ch.  Henry 
et  P.  Tannery,  Paris  1891,  p.  298;  trad.  par  P.  Tannery,  id.  8,  Paris  1896,  p.  243. 

98)  «X.  Euler  s'est  occupé  longtemps  de  la  démonstration  de  ce  théorème 
[lettres  de  L,  EuUr  à  Ckr,  GoUbach,  datées  de  1742  à  1758,  pubL  par  P.  H.  Fusa, 
Ooiresp.  math.  phys.  1,  S*  Pétersb.  1848,  p.  117,  146,  812,  415,  498,  604;  Comm. 
Acad.Petrop.  14  (1744/6),  éd.  1751,  p.  151/81  [1748];  Nori  Comm.  Acad.  Petrop. 
1  (1747/8),  éd.  1750,  p.  20/48  [1748];  4  (1762/8),  éd.  1758,  p.  8/40  [1749];  5  (1754/5), 
éd.  1760,  p.  8/58  [1751];  Commentât.  Arith.  1,  S'  Pétersb.  1849,  p.  85/49,  50/61, 
155/78,  210/88]  (Note  de  G.  Enestrôm).* 

99)  L.  Euier,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  5  (1754/5),  éd.  1760,  p.  8  [1751]; 
6(1766/7),  éd.  1761,  p.  185  [1768];  8  (1760/1),  éd.  1768,  p.  105  [1759];  18(1778), 
éd.  1774,  p.  185  [1772];  Commentât.  Arith.  1,  S*  Pétersb.  1849,  p.  174,  210,  287, 
549  ;  L.  Euler^  De  resolutione  irrationalinm  per  fractiones  continuas  [Novi  Comm. 
Acad.  Petrop.  18  (1773),  éd.  1774,  p.  218  [1772];  Commentât.  Arith.  1,  p.  570]. 
Cf.  la  lettre  de  X.  Euler  à  Ghr.  Goldbadh  datée  du  28  août  1742,  publ.  par 
P.  H.  Fu88,  Corresp.  math,  phys.*^  1,  p.  146.  Voir  aussi  la  lettre  de  P.  de  Fermât 
[Œuvres'')  2,  p.  403]  à  Kendm  Digby  envoyée  par  JT.  Digby  à  J,  WaUis  en  juin 
1658,  lettre  dans  laquelle  P.  de  Fermât  dit  que  tout  nombre  premier  de  la 
forme  3n  -f  1  est  de  la  forme  a'  -f  36*. 

100)  J.  L.  Lagrange,  Hist.  Acad.  Berlin  23  (1767),  éd.  1769,  p.  165;  Œuvres  2 
Paris  1868,  p.  377;  Nouv.Mém.  Acad.  Berlin  4  (1773),  éd.  1775,  p.  205;  6  (1775), 
éd.  1777,  p.  845;    Œuvres  3,  Paris  1869,  p.  695,  784. 

101)  ^Le  premier  de  ces  deux  théorèmes  avait  déjà  été  indiqué  par  L.  Euler 
en  1742  [P.  H.  Fu38,  Corresp.  math,  phys.*^  1,  p.  146;  cf.  Novi  Comm.  Acad. 
Petrop.  6  (1756/7),  éd.  1761,  p.  185/230  [1754];  Commentât.  Arith.  1,  S*  Pétersb. 
1849,  p.  174/92].  En  1742,  L,  Euler  n'a  d'ailleurs  pas  indiqué  que  la  décom- 
position n*est  possible  que  d'une  seule  façon.  Voir  aussi  à  ce  siiget  P.  de  Fermât, 
Œuvres»^  2,  p.  408  (Note  de  G,  Enestram)* 
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poBable  d'une  seule  façon  en  la  somme  d'un  carré  et  du  double  d'un 
carré.  Tout  nombre  premier  de  l'une  des  formes  Sh  +  1  ou8A  —  1 
est  décomposable^^^  d'une  infinité  de  façons  ^^')  en  la  différence  d'un 
carré  et  du  double  d'un  carré  ^?*). 

^Les  recherches  précédentes  ont  été  généralisées  par  (?.  Lejetme 
DUichlet^^)  qui  a  démontré  le  théorème  suiyant:  Le  nombre  des  re- 
présentations (propres  ou  impropres)  d'un  nombre  6n  (où  6  est  soit  1, 
soit  2,  tandis  que  n  est  un  nombre  impair  premier  ayec  A)  par  toutes 
les  formes  primitires  de  déterminant  A  (proprement  primitiyes  quand 
49  »  1,  improprement  primitiyes  quand  6  =^2)  est  égal  à 


»2(t). 


102)  ^Un  premier  pas  vers  la  démonstration  de  ce  second  tbéorèmo  de 
J.  L.  Lagrange  ayait  été  fait  dès  1742  par  L.  Etder  [P.  H.  Fuss,  Corresp.  math, 
phys.^  1,  p.  149];  L,  EuUr  avait  en  effet  remarqué  que  tous  les  diviseurs 
premiers  de  Texpression  2a;' —  y*  sont  de  la  forme  8n  ±  1  (Note  de  G.JSnestrôm).* 

108)  Au  sujet  de  recherches  rentrant  dans  le  même  ordre  d*idées  voir 
G.LejewneDiridild,  Abh.  Akad.  Berlin  1833,  p.  101;  Werke  1,  Berlin  1889, 
p.  197;  aG.J.Jacobi,3.  reine  angew.  Math.  12  (1834),  p.  167;  86(1847),  p.  818; 
J.  math,  pures  appl.  (1)  15  (1850),  p.  857;  Werke  2,  Berlin  1882,  p.  145;  6, 
Berlin  1891,  p.  245;  A.  Gôpel,  De  aequationibus  secundi  gradus  indeterm.,  Diss. 
Berlin  1885;  J.  reine  angew.  Math.  45  (1858),  p.  1;  A.  L.  Cauchy,  C.  R.  Acad. 
se.  Paris  9  (1839),  p.  473,  519;  10  (1840),  p.  51,  86,  181,  229;  Œuvres  (1)  4,  Paris 
1884,  p.  504,  506;  (1)  5,  Paris  1885,  p.  62,  64,  85,  95;  P.  L.  Ôebyiev,  J.  math, 
pures  appL  (1)  16  (185t),  p.  257;  Œuvres  1,  S*  Pétersb.  1899,  p.  73;  A,  Ge- 
nocchi,  Nouv.  Ann.  math.  (1)  13(1854),  p.  158;  H.  J.S.Smith,  J.  reine  angew.  Math. 
60  (1855),  p.  91  [1854];  Papers  1,  Oxford  1894,  p.  83;  Collect.  math.«*0,  P-  117; 
Pap^B  2,  Oxford  1894,  p.  287;  M.  A.  Stem,  J.  reine  angew.  Math.  53  (1867), 
p.  1;  L.  CàlzolaH,  Giom.  mat.  (1)  8  (1870),  p.  28  [1869];  G.  Cantor,  Z.  Math. 
Phys.  13  (1868),  p.  259;  J,  Peteraen,  Tidsskrift  math.  Eôbenhavn  (Oopenhague)  (8)  1 
(1871),  p.  76;  i.  Larme,  id.  (8)  1  (1871),  p.  97;  F.  Vallès,  L'Institut  40  (1872), 
p.  140;  T.  Muir,  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  8  (1876/7),  p.  215;  S.  Boberts,  Proc. 
London  math.  Soc.  (1)  9  (1877/8),  p.  187;  (1)  10  (1878y^),  p.  29;  G.  OUramare, 
C.  R.  Acad.  se.  Paris  87  (1878),  p.  784;  /.  Ph.  E.  de  Fauque  de  Janquières,  id. 
87  (1878),  p.  399;  A.  Genœéhi,  Kouv.  Corresp.  math.  6  (1880),  p.  39;  S.  Beàlis, 
id.  6  (1880),  p.  111;  K  KUpper,  ("asopis  math.  fys.  (Prague)  10  (1881),  p.  10; 
Th.  HarmtUh,  Archiv  Math.  Phys.  (1)  66  (1881),  p.  327;  (1)  67  (1882),  p.  216; 
T.  J.  Stiemes,  C.  E.  Acad.  se.  Paris  97  (1888),  p.  889;  Verslagen  Meded.  Akad. 
Wetensch.  Afdeeling  Natuurk.  (Amsterdam)  (2)  19  (1884),  p.  105  [1888];  Ann. 
Fac.  se.  Toulouse  11  (1897),  mém.  n»  4;  J.W.Bock,  Mitt.  math.  Ges.  Hamburg 
1  (1881/9),  p.  101  [n»  5  publ.  en  1885];  Th,  Pépin,  Atti  .Accad.  pontif.  Nuovi 
Lincei  88  (1884/6),  p.  197;  48  (1889/90),  p.  168;  K.  Th.  VaMen,  J.  reine  angew. 
Math.  112  (1898),  p.  1. 

104)  «Voir  aussi  G,  F.  MàlfatH,  Mem.  mat.  fis.  Soc.  ital.  délie  scienro  (1) 
12  I  (1805),  math.  p.  296/317  (Note  de  G.  Vivant%y 

105)  Zahlenth.*'*)  (4*  éd.),  p.  219,  229. 

Snqroloi».  des  iciflno.  mftthémftt.    19.  9 
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130  K.  Th.  Vahlen,    1 16.   Formes  quadratiques  binaires.    E,  Oahen. 

OÙ  (-jj  est  le  symbole  de  Legendre^acobi,  où  la  somme  est  étendue 

à  tous  les  diTisenrs  â  du  nombre  n,  et  où  k  est  égal  à  1  si  A  >  0, 
à  4  si  A-=  — 1,  à  6  si  A  =  —  3  avec  <r=-2,  et  à  2  dans  tous  les 
autres  cas.* 

Comme  cas  particulier,  on  a  le  théorème  suivant:  Le  nombre  des 
décompositions  d'un  nombre  impair  en  une  somme  de  deux  carres  est 
égal  à  4  fois  l'excès  du  nombre  de  ses  diviseurs  de  la  forme  4A  +  1 
sur  celui  de  ses  diviseurs  de  la  forme  4A  —  1. 

22,  Nombre  des  dasses  ayant  un  déterminant  donné.  On  dé- 
montre par  la  considération  des  formes  réduites  que  ce  nombre  est  fini 
et  on  le  détermine  aisément  pour  une  valeur  donnée  du  déterminant. 

On  peut  aussi  se  proposer  de  le  calculer  en  fonction  de  ce  déter- 
minant. Une  solution  inachevée  de  ce  problème  a  d'abord  été  donnée 
par  C.  F.  Gauss  ^^^.  Une  solution  plus  complète  a  été  donnée  par 
6.  Lejmne  Dirichlet^^'^.     Voici  ses  principaux  résultats: 

^Le  nombre  h  des  classes  proprement  primitives  et  le  nombre  V 
des  classes  improprement  primitives  de  déterminant  A  sont  liés  par 
Tune  des  deux  relations  Ji'^h  ou  h'=^^  h. 

On  a  V-  h:  V)  si  A  =  1  (mod.  8);  2*>)  si  A  est  à  la  fois  positif, 
=  6  (mod.  8)  et  tel  que  la  solution  fondamentale  de  l'équation 
fi  —  Att*  —  4  soit  impaire;  3**)  si  A  =»  —  3. 

On  a  h'-^\h:  1*»)  si  A  =  5  (moi  8)  et  que  A  soit  <  O 
(A  »  —  3  excepté);  2^)  si  A  étant  à  la  fois  positif  et  ^  5  (mod.  8), 
la  solution  fondamentale  de  l'équation  fi  —  Au'  »  4  est  paire. 

D'ailleurs  si  A  n'est  pas  =  1  (mod.  4)  il  n'y  a  pas  de  classes 
improprement  primitives  (n°  13).* 

Le  nombre  h  des  classes  proprement  primitives  correspondant  à 
un  déterminant  A  n'ayant  pas  de  facteur  carré  et  le  nombre  \  des 
classes  correspondant  à  un  déterminant  A'  «-  AS'  sont  liés  par  la 
relation 


106)  Disq.'^  n<*«  802  et  suiv.;  Werke  1,  p.  365  et  suiv.;  Mém.  poith.  lu  eu 
partie  à  la  Société  des  sciences  de  GOttingue  en  1834  et  1887  ;  Werke  2,  Gk^ttingue 
1876,  p.  269/91;  Toir  aussi  [Werke  2,  p.  292/308]  les  remarques  de  R,  Dedekind 
à  ce  sujet;  cf.  6r.  B.  Maïhevcs,  Theory  of  numbeis"^)  1,  p.  280  et  suiv.  (chapw  8). 

107)  J.  reine  angew.  Math.  19  (1889),  p.  824;  21  (1840),  p.  1,  184;  Werke  1, 
Berlin  1889,  p.  413;  cf.  Zahlenth.><)  (4*  éd.),  p.  213/84.  Voir  aussi  C.  G.  J.  Jaeoin, 
J.  reine  angew.  Math.  9  (1832),  p.  189;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  240;  G.  Lacune 
DiHMet,  Ber.  Akad.  Berlin  1866,  p.  495;  J.  reine  angew.  Math.  53  (1857),  p.  127; 
J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (1856),  p.  78;  Werke  2,  Berlin  1897,  p.  187,  193. 
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22*  Nombre  des  cktcet  ajaat  un  déieimiiisnt  donné.  131 


».-;»8|j[i-i(A)], 


OÙ  le  prodnit  est  étendu  à  tous  les  facteurs  premiers  impairs  r  de  S; 

lorsque  A  =  0  (mod.  r)    on  suppose  (— j  —  0;  lorsque  A  <  —  1,  on 

doit  prendre  A  —  1,  tandis  que  pour  A  »  —  1  on  doit  prendre  A  »  2 
quand  S  >  1  (A  »-  1  est  exclu  comme  carré);  enfin  lorsque  A  >  1, 
X  est  égal  au  plus  petit  nombre  naturel  pour  lequel^  (t^  u)  désignant 
la  solution  fondamentale  de  Téquation  fi  —  Au'  —  1  et  (t^,  u^^)  étant 
définis  par  la  relation  ^^) 

U^  soit  divisible  par  S. 

^Le  fait  qu'une  relation  simple  lie  les  nombres  de  classes  de 
déterminants  A  et  A'  »  A  5'  a  été  établi,  à  Taide  de  la  théorie  de  la 
composition  (n^  23),  par  C.  F,  Gauss^^^  dans  le  cas  où  A  <  0.  La 
démonstration  purement  arithmétique  de  cette  relation  dans  le  cas 
général  est  due  à  K  Lipschite^^^)  qui  l'a  fondée  sur  la  transformation 

y     \\  d'ordre  premier  ad  —  /î y  «  p.* 

On  est  ainsi  ramené  au  cas  où  A  n'a  pas  de  facteur  carré.   Soit  alors 

A  -  ±  2T 

où  P  est  impair^  s  est  égal  à  0  ou  à  1.  Supposons  d'abord  A<0; 
le  nombre  des  classes  A.a^  à  l'exception  de  A^  —  1,  A,  »  1,  est  alors 
donné  par  les  formules 

*4— 1  -  «0  +  «I  +  ««  +  «S,      *4«+i  -  2«o  +  2«i, 

*8-f  -  2«i  +  25j,  A^,^.,  -  2«o  -  25„ 

où  l'on  a  posé  pour  abréger 


(«0 


la  somme  étant  étendue  à  tous  les  entiers  «i  tels  qne 

ip<«.<i±ip. 


108)  ^Snz  les  relations  qui  existent  entre  les  formes  de  déterminant  A  et 
eelles  de  déterminant  AS*  voir  encore  C.  F,  Gausa,  Disq.  *^  n<*«  218/4;  Werke  1, 
p.  S07;  Th.  iVptn,  J.  math,  pures  appl.  (6)  1  (1906),  p.  888.* 

109)  ^C.  F.  Gauss,  Disq.»»)  n«  266,  V;  Werke  1,  p.  281.* 

110)  «i?.  L^^BchitB,  J.  reine  ange^r.  Math.  63  (1867),  p.  238.  Cf.  G.  B. 
MaAews,  Theory  of  nnmbers"^  1,  p.  169  et  sniv.  (chap.  6).  Cf.  «T.  de  Seguier^ 
Formes  quadratiques  et  multiplication  complexe,  Berlin  1894,  p.  77/96.* 

9* 
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132  ^*  Th,  Vàhlm.    1 16.   Foimes  quAdiatiquet  binaires.    E,  Cohen. 

Pour  un  déterminant  positif  A  >  0,  les  formules  de  G.  Lejeune 
Dirièhlet  sont  plus  compliquées  et  contiennent  des  transcendantes 
(cf.  I  17). 

^Dans  la  théorie  de  L,  Kronecker  et  JT.  Wèber,  où  Ton  envisage 
les  formes  binaires  ^^^) 

ax^  -^  bxy  +  cy^ , 

les  derniers  résultats^  aussi  bien  ceux  se  rapportant  au  cas  où  A  >  0 
que  ceux  se  rapportant  au  cas  où  A  <  0^  deyiennent  plus  uniformes. 
Dans  cette  notation  le  déterminant  et  le  discriminant  sont  égaux 
à  ±  (6*  —  4ac).  On  a  généralement  appelé  6*  —  éac  le  discriminant 
de  la  forme  (a^  b^  c)  [notation  Kronecker]  mais  pour  uniformiser  la 
terminologie  nous  dirons  ici 

déterminant    pour    6*  —  4a(; 

discriminant    pour    4ac  —  6*     . 

et  nous  écrirons 

Al  =  6^  —  4ac 

Dj  -  éac  -  V. 


On  a  toujours  soit 

soit 

La  forme 


Aj  =  0  (mod.  4), 
Al  =  1  (moi  4). 

aa?-  +  bxy  +  cy^ 

est  primitive  ou  non  suivant  que  le  p.  g.  c.  d.  des  trois  nombres  a,  b,  c 
est  égal  à  1  ou  est  différent  de  1. 

Les  conditions  pour  qu'une  forme  soit  réduite  se  déduisent  de 

celles  données  plus  haut  en  remplaçant  b  par  y  ' 

Naturellement  il  n'y  a  plus  rien  d'analogue  à  la  distinction  entre 
formes  (ou  classes)  proprement  primitives  et  formes  (ou  classes)  itn- 
proprement  primitives. 

Les  formes  (ou  classes)  proprement  primitives 

ax^  +  2bxy  +  cy^ 
de  déterminant 

A  =»  6*  —  ac 

deviennent  les  formes  (ou  classes)  primitives 

ax^  +  {2b)  xy  +  cy* 

111)  Voix  à  ce  stget  la  note  60. 
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28.  Nombre  des  daifles  ayant  un  détenninant  donné.  133 

de  détermiBant  ^  ^ 

Aj  «  4  A  =  4(&«  -  ac). 

Les  formes  (on  olasses)  improprement  primitives 

(a,  b,  c)  -=  aiC*  +  26iry  +  cy* 

de  déterminant 

A  —  i*  —  ac 

deviennent  (en  divisant  tous  les  coefficients  par  2)  les  formes  (ou 
classes)  primitives 

de  déterminant 

Aj  «  A  ■=  6*  —  ac. 

En  conséquence;  si  Ton  désigne  respectivement  par  Cp(A)  et  C/(A) 
le  nombre  de  classes  proprement  ou  improprement  primitives  de 
déterminant  A  dans  la  notoation  Gauss  -  et  par  0|  (A^)  le  nombre  de 
classes  primitives  de  déterminant  A^  dans  la  notation  Kronecker,  on  a 

(7p(A)-C,(4A,) 

et  mversement 

Ci(\)  -  Cp(y)  si  Aj  =  0  (mod.  4) 

Cl  (Al)  =  C/(A)  si  Al  =  1  (mod.  4). 
Les  formules  données  plus  haut  pour  les  nombres  Cp  et  Cj  fournissent 
ainsi  immédiatement  le  nombre  C^.    Inversement  si  Ton  obtient  des 
formules  pour  C^  on  peut  en  déduire   immédiatement   des   formules 
pour  Cp  et  Cf.* 

L,  Kronecker^^^  a  donné  des  fonctions  génératrices  du  nombre  de 
classes  d'un  déterminant  négatif  donné  (A  <  0).  H  en  a  tiré  des  rela- 
tions entre  les  différents  nombres  de  classes  qui  correspondent  à  certains 
déterminants;  d'abord  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
(multiplication  complexe)  puis  par  voie  arithmétique  pure  (formes 
bilinéaires  à  4  variables;  voir  n^  27). 

Des  recherches  nombreuses  ont  été  effectuées  pour  compléter 
celles   de    G.  L^eune  Dirtchlet  et  de  L.  Kronecker^^^, 

112)  L.  Krofiecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1867,  p.  466;  J.  leine  angew.  Math. 
67  (1860),  p.  248;  trad.  par  G.  J.  HaOeî,  J.  math,  pnres  appl.  (2)  6  (1860),  p.  289. 

118)  Oi.  Hermite,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  68  (1861),  p.  214/28;  66  (1862),  p.  11, 
684;  J.  math,  ptues  appl.  (2)  7  (1862),  p.  26;  Œnties  2,  pnbl.  par  E.  Picard,  Paris 
1908,  p.  109, 241, 266;  J.  LiouviUe,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  68  (1861),  p.  228/81  ;  J.  math. 
pnxee  appl.  (2)  7  (1862),  p.  41/8;  Ch.Hermite,  Bull.  Acad.  Pétersb.  (8)  29  (1884),  col. 
326;  Acta  math.  6  (1884/6),  p.  297;  Mélanges  math.  astr.  Acad.  Pétezeb.  6  (1881/8), 
p.  247;  Œnvres,  pnbl.  par  E.  Picard  8,  en  préparation;  H.J.S.Smiih,  Beport  Brit. 
AaK>c.S6,  Birmingham  1866,  éd.  Londres  1866,  p.  822;  Papers  1,  Oxford  1894,  p.  289; 
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134  K.  Tk,  VahUn.    I  16.  Formes  qoAdxatiques  biiuiiies.   E.  Cahen. 

^M.  Lerch  a  obtenu  récemment  ^^^);  dans  le  même  ordre  d'idées, 
des  résultats  intéressants.    Il  emploie  la  notation  de  Z.  Kronecker, 

Les  formes  pour  lesquelles  le  déterminant  A^  =  &^  —  4ac  a  une 
valeur  déterminée  sont  dites  correspondre  à  cette  yaleur  A^.  Le  nombre 
de  classes  de  formes  binaires  qui  correspondent  à  un  entier  déterminé 
Al  est  fini. 

Lorsqu'à  un  entier  déterminé  A^  ne  correspondent  que  des  formes 
ax^+bxy+cy^  pour  lesquelles  a,  b,  c  sont  sans  diviseur  commun,  on 
dit  que  le  déterminant  A^  est  fondamental. 

Les  formules  établies  par  (x.  Lejeune  Dirièhlet  deyiennent  imprati< 
cables  dès  que  le  nombre  A  dépasse  une  certaine  yaleur.  Pour  obtenir 
des  méthodes  plus  expéditiyes  M.  Lerch  a  eu  recours  aux  approxima- 
tions analytiques  qui  se  présentent  en  grand  nombre.  Pour  certains 
déterminants  composés  U  y  a  d'ailleurs  des  formules  finies  tout  aussi 
commodes.* 

^On  peut  aussi  se  proposer  ^^^)  de  trouver  les  déterminants  cor- 
respondant à  un  nombre  de  classes  donné.  C.  F.  Crauss  conjecture 
que  ce  nombre  est  fini.  Ce  fait  n'a  été  jusqu'ici  démontré  que  dans 
des  cas  particuliers.* 

/.  Liouv%lle,J.  math,  pmes  appl.  (2)  14  (1869),  p.  1  ;  Th,  Pépin,  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  8  (1874), 
p.  166  ;  L,  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1876,  p.  285  ;  Abh.  Akad.  BerKn  1883,  math, 
mém.  n*"  2  ;  Werke  2,  Leipzig  1897,  p.  427  ;  Sîtzgsb.  Akad.  Berlin  1885,  p.  768  ;  id.  1889, 
p.  216;  /.  GiersUr,  Nachr.  Gfes.  GKStt.  1879,  p.  277;  Sitzgsb.  Akad.  Mûnchen  10  (1880), 
p.  147;  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  71,  74;  21  (1888),  p.  1;  22  (1888),  p.  190;  A.  Berger, 
Nova  Acta  Upsal.  (8)  11  (1888),  mém.  n<»  7,  p.  1/22  [1882];  T,  J,  Stiel^jes,  C.  R.  Acad. 
BC.  Paris  97  (1888),  p.  1868,  1415;  Ch.  Hermite,  Bull.  se.  math.  (2)  10  (1886),  p.  28; 
Œuvres"*)  8,  en  prépar.;  A.  Hurwitz,  Ber.  Ges.  Lpz.  36  (1884),  math.  p.  193;  87 
(1885),  math.  p.  222;  Math.  Ann.  25  (1885),  p.  157;  J.  reine  angew.  Math.  99  (1886), 
p.  165;  Acta  math.  19  (1895),  p.  351;  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  100  (1887), 
p.  51;  Œuvres^**)  3,  en  prépar.;  L.  Gegenbau&r,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  92  II 
(1885),  p.  880,  1307;  93  H  (1886),  p.  54,  288;  J.  Hacks,  Acta  math.  14  (1890/1), 
p.  321;  J.  de  Seguier,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  118  (1894),  p.  1407;  M.  Lerdi,  id. 
121  (1895),  p.  878;  Bull.  se.  math.  (2)  21  (1897),  p.  290;  B.  Gôtiing,  Progr. 
Torgau  1895;  K.  Petr,  Rofepravy  6eské  Akad.  9  (1900)  II,  mém.  n'»  88;  10  (1901) 
II,  mém.  n°  40;  Acad.  Fr.  J.  Bull,  intem.  (Prague)  7  (1903),  p.  180;  M.  Lerch, 
Rozprayy  èeské  Akad.  7  (1898)  H,  mém.  n*^  4,  6,  7  ;  Bull,  intem.  Acad.  se.  Cracovie, 
classe  se.  math.  nat.  1904,  éd.  1905,  p.  57;  Ann.  mat.  pura  appl.  (8)  11  (1906), 
p.  79;  Math.  Ann.  57  (1903),  p.  568;  E,  Landau,  Math.  Ann.  56  (1908),  p.  671; 
Jf.  Lerch,  Prace  matematyczne-fizjczne  (Varsovie)  15  (1904),  p.  91/113. 

114)  ^Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (2)  88  (1906),  mém.  n<>  2  [1900];  Acta 
math.  29  (1905),  p.  833;  30  (1906),  p.  208;  J.  math,  pures  appl.  (5)  9  (1908), 
p.  877  (voir  1 17).* 

115)  ^Voix  à  ce  s^jet  C.  F.  Chmss,  Disq."^)  n*»  804  et  suiv.;  Werke  1, 
p.  368  et  suiv.;  Ch.Jaubert^  G.  R.  Acad.  se.  Paris  50  (1860),  p.  837;  E.  Landtm, 
Math.  Ann.  56  (1903),  p.  671;  M.  Lerdi,  id.  57  (1903),  p.  568.* 
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23*  Oompoiition  des  fonues^^*).     On  peut  interpréter  Tidentite 

(x"  +  y*)  (x'^  +  y'*)  -  (xx'  -  yyj  +  {xy'  +  x'yf 
en  disant  qne  les  deux  formes 

!^  +  y\     x'^  +  y^ 
sont  composées  en  une  forme  unique 

X»  +  Y» 

par  la  substitution 

x^xx'-yy\ 

Y  -  ary'  +  x'y. 

Cest  là  le  premier  exemple  de  la  composition  des  formes  ^^^). 
On  en  a  la  généralisation  suivante:  si  l'on  pose 

X  —  a:a;'—  cyy'y      y  =-  axy  +  2byy+  a  x'y] 
on  a 

(air*  +  26xy  +  acy*)(aV»  +  26a;y  +  acy'^)-aax»  +  26xY  +  cY^ 

et  la  forme 

aax*  +  26xY  +  cy« 

est  encore  dite  composée  des  deux  autres  qui  en  sont  les  composantes. 
Il  faut  remarquer  que  les  deux  formes  composantes  et  la  forme  com- 
posée ont  même  déterminarU. 

Pour  que  deux  formes  soient  composables  de  cette  façon,  il  faut 
et  il  suffit  qu'elles  aient  même  déterminant,  même  second  coefficient. 


116)  «T.  L.  Lagrange,  dans  L.  EtiUr,  Algèbie'^  2,  (§  9)  p.  636;  Œuvres  7, 
p.  164  et  suiv.;  C.  F.  Gauss,  Disq.*^  n«-  234  et  suiv.;  Werke  1,  p.  289  et 
BoiT.  ;  G.  Lejewne  Dirichlet,  De  formarain  binariamm  seoundî  gradue  compositione, 
Berlin  1S61;  J.  reine  angew.  Math.  47  (1854),  p.  156;  Werke  2,  Berlin  1897, 
p.  107;  trad.  V,  A.  Lébtsgue,  J.  math,  pures  appl.  (2)  4  (1869),  p.  889;  F.  Amdt, 
J.  reine  angew.  Math.  66  (1859),  p.  64  [1857];  Ch,  J.  de  la  Vallée  Poussin, 
Mém.  coaronnés  et  autres  mém.  Acad.  Belgique  in-8^,  63  (1895/6),  mém.  n**  8, 
p.  1/69.  Voir  aussi  L.  Schkifli,  J.  reine  angew.  Math.  57  (1860),  p.  170;  Th.  Pépin, 
Atti  Accad.  pontif.  NuoYi  Lincei  33  (1879/80),  p.  6;  E.  Schering,  J.  reine  angew. 
Math.  100  (1887),  p.  447;  Werke  1,  Berlin  1902,  p.  108;  G.  B.  Maihews,  Quart. 
J.  pure  appL  math.  27  (1895),  p.  280;  F.  Mertens,  Sitzgsh.  Akad.  Wien  104  H* 
(1895),  p.  103;  P.  Mansion,  Bull.  Acad.  Belgique  (3)  30  (1895),  p.  189;  A.  Cun- 
ningham,  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  28  (1896/7),  p.  289. 

117)  ^Diophante  connaissait  sans  doute  cette  identité  [cf.  Opéra,  éd.  P. 
Tannery  1,  Leipzig  1893,  p.  184/6].  Elle  a  été  indiquée  expressément  par  Léonard 
de  Pise  [Liber  quadratorum,  écrit  rers  1226,  ms.  bibl.  ambroisienne  Milan, 
foL  21^;  Scritti  di  Leonardo  Pisano  pubbl.  da  B,  Boncompagni  2,  Rome  1862, 
p.  267].  Voir  aussi  P.  de  Fermât,  Observations  sur  Diophante;  Œuvres  *0  1, 
p.  294,  8,  p.  248/4  (Note  de  G,  EnesMm).* 
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et  qne  le  troisième  coefficient  de  chacnne  d'elles  soit  dirisible  par  le 
premier  coefficient  de  l'autre. 

Ce  qui  fait  l'importance  de  cette  formule,  c'est  que,  étant  données 
deux  classes  G,  c'  de  même  déterminant  A,  on  peut  toujours  y  trouver 
deux  formes  composables  de  cette  manière.  ^Pour  cela,  si  tf  et  1/ 
sont  les  plus  grands  communs  diviseurs  de  ces  classes  (n^  13)  on 
choisit,  pour  représenter  les  deux  classes,  deux  formes 

(a,  6,  c),        (a,  V,  c) 

telles  que  a  soit  de  la  forme  6  a  ot  a  est  premier  à  6\  et  que  a 
soit  de  la  forme  ô'a   où  a   est  premier  à  6a  (voir  n^  13).     Lorsque 
6  et  â'  sont  premiers  entre  eux,  cela  revient  à  dire  que  le  coefficient 
entier  a'  est  premier  au  coefficient  entier  a. 
Gela  fait,  on  applique  aux  deux  formes 

(a,  6,  c),        (a',  V,  c') 

respectivement  les  substitutions 

C.;T).    f.;:). 

m  et  m'  satisfaisant  à  l'équation 

am  +  b^  am'+b\ 

On  démontre  que  cela  est  toujours  possible  et  que  les  deux  formes 
obtenues  sont  composables  de  la  façon  indiquée. 

Exemple,     Soit  à  composer  la  forme  de  la  classe 

(2,  1,  3) 
avec  elle-même.    Ici 

il  s'agit  donc  tout  d'abord  de  trouver  une  forme  équivalente  à  la 
forme  (2,  1,  3)  dans  laquelle  le  premier  coefficient  soit  premier  à  2. 
Ce  sera  par  ex.  la  forme 

(3,  - 1,  2). 

Gela  posé,  on  déterminera  m  et  m'  de  façon  que  la  condition 

2m+l  =  3m'-l 
soit  vérifiée;  on  prendra  par  ex. 

m  =  — - 1,     m'  —  0. 
Les  deux  formes  deviennent  alors 

(2,-1,3),    (3,-1,2); 
ces  deux  dernières  formes  se  composent  en  la  forme 

(6,-1,1) 
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qui  est  éqniTalente  à  la  forme 

(1,  0,  5).* 

«Quelles  que  soient  les  formes  composables  choisies,  dans  les 
elasses  c  et  c',  la  forme  composée  appartient»  toujours  à  une  même 
classe  qu'on  peut  appeler  la  classe  ce'.  La  composition  en  question 
est  donc  une  composition  de  dasses  en  ce  sens  qu'elle  fournit  la  com- 
position de  deux  formes  quelconques  appartenant  aux  deux  classes 
dont  font  partie  les  formes  enyisagées 

aa^  +  2hxy  +  a'cy*,        a'x^  +  2bxf/  +  acyl 

Si  les  plus  grands  diviseurs  6  et  ô'  des  deux  classes  composantes 
sont  premiers  entre  eux^  le  diviseur  de  la  classe  composée  est  6^. 

En  particulier^  la  composition  de  deux  classes  proprement  primi- 
tives donne  une  classe  proprement  primitive;  celle  d'une  classe  pro- 
prement primitive  et  d'une  classe  improprement  primitive  donne  une 
classe  improprement  primitive.  Mais  la  composition  de  deux  classes 
improprement  primitives  ne  donne  pas  nécessairement  une  classe  im- 
proprement primitive;  ainsi  la  classe  à  laquelle  appartient  la  forme 
(2j  Ij  2)  qui  est  improprement  primitive^  composée  avec  elle-mâme, 
donne  la  classe  à  laquelle  appartient  la  forme  proprement  primitive 
(1,  0,  3). 

A  partir  d'ici  on  supposera  6  et  6'  premiers  entre  eux. 

La  composition  peut  se  faire  d'une  autre  façon  par  une  formule 
qui  n'exige  pas  que  les  formes  représentatives  des  deux  classes  soient 
particulières.  Soient  les  deux  formes  {a,  b,  c),  {a',  V,  c);  soit  fi  le 
p.  g.  c.  d.  des  nombres  a,  a  y  b  +  V'y  soient  a,  fi,  y  trois  nombres 
tels  que  aa  +  a  fi  +  (&  +  &')>'  —  /*•  ^^  forme  composée  est  (a,  b,  c),  où 
aa  ab'a  +  a'b§  +  (bb'  +  ù)y  B"-A  , 

.Dans  la  notation  Eronecker  on  fera  la  composition  par  la  formule 
{ax^  +  bxy  +  acy^)  {a'x^  +  bxy  +  acy^)  =  aa'X^  +  bXY+cY^ 

où 

X  ^  XX  —  cyy 

Y  =«  axy  +  byy  +  axy. 

L'importance  de  cette  formule  consiste  ici  encore  en  ce  que  la  com- 
position en  question  donne  une  composition  de  classes  et  non  pas 
seulement  une  composition  de  formes  particulières  (a,  b,  ac),  (a',  b,  ac) 
faisant  partie  de  ces  classes. 

Dans  cette  notation,  deux  classes  primitives  de  déterminant  \ 
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donnent  une  classe  primitiTe  de  même  déterminant.  Ainsi  la  classe 
(1,  1,  1)  composée  avec  elle-même  donne  la  classe  (1^  1,  1). 

Les  théorèmes  qui  vont  suivre  doivent  s'entendre  des  dctëses 
primitives  lorsqu'il  s'agit  de  la  notation  Eronecker  et  des  classes  pro- 
prement primitives  seulement  lorsqu'il  s'agit  de  la  notation  (Jauss. 

La  composition  des  classes  est  commutative  [cc''^  c'c]^  associative 
[c(c'c'')  «  (cc')c"]  et  unipare  [cc'=-cc"  entraùie  c'«c"].  On  en 
conclut  que  les  classes  d'un  déterminant  forment,  par  rapport  à  la 
composition,  un  groupe  abélien. 

La  classe  qui  joue  le  rôle  d'unité  est  la  classe  principale.  Dans 
la  notation  Gauss  la  classe  principale  de  déterminant  À  est  celle  à 
laquelle  appartient  la  forme  x^  —  Ay^,  Dans  la  notation  Kronecker  la 
classe  principale  de  déterminant  A^  est  celle  à  laquelle  appartient  la 
forme  a^  —  Wy*  quand  A^  =  0  (mod.  4);  quand  A^  =  1  (mod.  4) 
c'est  celle  à  laquelle  appartient  la  forme  x^  +  xy  +  \(1  —  \)y*n 
Soit   donc   H  la  classe  principale  et  c  une  classe  quelconque,  on  a 

CH  «  HC  =  c. 

Il  y  a  toujours  une  puissance  d'une  classe  donnée  qui  est  iden- 
tique à  la  classe  principale.  Le  plus  petit  exposant  pour  lequel  cette 
condition  est  réalisée  s'appelle  Vexposant  auquel  appartient  la  classe  donnée. 

Les  classes  forment  un  groupe  abélien.  Il  y  a  donc  certaines  classes 
dites  fondamental  qui  sont  telles  que  toute  classe  puisse  être  représentée, 
d'une  seule  façon,  comme  un  produit  de  puissances  de  ces  classes  fon- 
damentales ^^^);  ces  classes  fondamentales  peuvent  se  ranger  dans  on 
ordre  tel  que  l'exposant  de  chacune  soit  un  multiple  de  l'exposant  de 
la  classe  suivante;  dans  ce  mode  de  représentation  l'exposant  de  la 
puissance  de  chaque  classe  fondamentale  n'est  bien  entendu  déterminé 
qu'à  un  multiple  près  de  l'exposant  auquel  appartient  cette  classe. 

On  a  appelé  (n^  17)  classes  opposées  les  classes  de  deux  formes 
improprement  équivalentes.  La  composition  de  deux  classes  opposées 
donne  la  classe  principale,  et  réciproquement  si  la  composition  de 
deux  classes  donne  la  classe  principale,  les  deux  classes  composantes 
sont  opposées. 

La  composition  de  deux  classes  ambiguës  donne  une  classe  ambiguë. 

La  composition  d'une  classe  avec  elle-même  s'appelle  duplication. 
La  duplication  d'une  classe  ambiguë  donne  la  classe  principale;  réci- 
proquement, si  la  duplication  d'une  classe  donne  la  classe  principale, 

118)  E.  Schertng,  Abh.  Ges.  GOtt.  14  (1868/9),  éd.  1869,  math.  mém.  ii<»  1, 
p.  8/16  [1868];  Werke  "•)  1,  p.  186/48;  G.  Frobenius  et  L.  Stidcelberger,  J.  reine 
angew.  Math.  86  (1879),  p.  217. 
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elle  est  ambiguë.    ^Par  rapport  à  la  compoBitiolly  dans  le  groupe  des 
dassee,  les  classes  ambiguës  forment  un  sous-groupe.* 
^Une  classe  étant  représentée  par  un  produit 

C  —  Fi"»  Fj»»  ...  r^"* 

de  èlasseB  fondamentales  T^^  F,^  . . .,  F^,  la  classe  opposée  C  sera 
représentée  par  le  produit  réciproque 

C'=ii-«i  Fj-«t  ..  .  r^-"*. 

Si  deux  classes  C^  et  C\  sont  représentées  par  deux  produits 

C,  -  Fi«*  r^^  ...  F/*,         C,  -  Fj.^t  F/«  . . .  F/* 

de  classes  fondamentales  F^^  F,,  . .  .^  F^,  la  classe  composée  de  C^  et 
de  C2  sera  représentée  par  le  produit 

r^«i+/*i  r8«»+/«« ...  Fj"*^/**. 

Si  Ton  désigne  par  h^  l'exposant  auquel  appartient  la  classe  F^ 
une  classe  C  sera  ambiguë  quand  pour  i  ^  1,  2,  . . .,  Je  on  aura 

2  a..  =  0  (mod.  h^. 

Si  parmi  les  exposants  h^y  h^,  . .  .,  h^  il  j  en  h  z  qui  sont  pairs, 
le  nombre  des  classes  ambiguës  est  égal  à  2^* 

^Si  deux  nombres  m  et  m'  sont  représentables  par  les  classes  c,  c' 
respectivement^  leur  produit  mm'  est  représentable  par  la  classe  ce'. 
Si  de  plus  m  et  m'  sont  proprement  représentables  par  c  et  c'  et 
sont  premiers  entre  eux,  le  produit  mm'  est  proprement  représentable 
par  la  classe  ce'.* 

La  composition  des  classes  et  l'équation  de  Fermât  servent  de 
base  à  la  seconde  démonstration  donnée  par  E.  E.  Kummer  de  la  loi 
de  réciprocité"*). 

24.  Beprésentation  géométrique  de  la  oomposition  de  olasses. 
,La  théorie  des  formes  quadratiques  binaires  est  naturellement  dans 
un  rapport  étroit  avec  celle  des  nombres  algébriques  du  second  degré 
(cf.  n*^  17).  En  particulier  la  composition  des  formes  quadratiques 
binaires  se  rattache  à  la  multiplication  de  ces  nombres.  C'est  ce  que 
l'on  Ta  mettre  ici  en  évidence  en  même  temps  qu'une  représentation 
géométrique  de  ces  rapports**). 

119)  E,  E.  Kummer,  Abh.  Akad.  Berlin  1861,  math.  p.  81;  J.  leine  angew. 
Math.  100  (1887),  p.  10.  «Sur  la  composition,  voir  encore  B.  Dedekind,  J.  reine 
angew.  Math.  129  (1906),  p.  1.* 

120)  F.  Klein,  Anagew&hlte  Eapitel  der  Zahlentheorie  2,  réd.  par 
A.  SommerfM  et  Fh.  Furtwàngler,  (autographié)  Gdttingue  1897,  p.  94. 
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D  y  a  lieu  d'employer  ici  la  notation  Kronecker 

(a,  6,  c)  =•  aa;*  +  hxy  +  cy*,        B^  —  4«c  —  6*. 

On  suppose  que  D^  est  un  discriminant  fondamental,  c'est-à-dire  un 
nombre  qui  n'est  divisible  par  aucun  carré  excepté  4  et  qui  dans 
le  cas  où  il  est  divisible  par  4  donne  un  quotient  qui  ne  puisse 
être  un  discriminant^  c'est-à-dire  qui  soit  congru  soit  à  2  soit  à  3 
(mod.  4).  Si  Ton  envisageait  des  discriminants  D^  non  primitifs,  les 
nombres  algébriques  contenant  YD^  se  ramèneraient  à  des  nombres 
algébriques  contenant  YD^,  D^  étant  un  discriminant  plus  petit 
que  Dj. 

Envisageons  d'abord  les  formes  définies  {a,  h,  c).  Une  telle  forme 
est  représentée  (n^  18)  par  un  réseau  de  parallélogrammes  dont  les 
côtés  sont  Va  y  Yc  et  dont  l'angle  compris  entre  ces  côtés  est  mesuré 

par  arc cos  — ;=  (au  lieu  de  arc  cos -r—  à  cause  de  la  nouvelle  nota- 
^  2|/oc  \  Yac 

tion).     Ce  réseau  représente  d'ailleurs  toute  la  classe. 

Soient  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy.  Plaçons 
le  réseau  correspondant  à  la  classe  C  de  discriminant  D^  de  façon 
qu'il  ait  un  sommet  en  0;  l'orientation  de  ce  réseau  sera  définie  plus 
loin.  Désignons  par  u  et  t;  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  réseau; 
ce  point  représente  le  nombre  complexe  u  +  iv;  donner  l'ensemble 
de  ces  nombres  complexes,  c'est  donner  le  réseau.  Nous  l'appelerons 
réseau  principal. 

Plaçons  un  autre  réseau  correspondant  à  une  autre  classe  C 
de  même  discriminant  D^  de  façon  qu'il  ait  aussi  un  sommet  en  0. 
Les  points  de  ce  second  réseau  auquel  nous  donnerons  le  nom  de 
réseau  adjoint  représentent  des  nombres  complexes  u  +  iv. 

Composer  ou  midtiplier  les  deux  réseaux  c'est  faire  tous  les 
produits  possibles  des  nombres  u  +  iv  par  les  nombres  u  +  iv  et 
ajouter  ces  produits  de  toutes  les  façons  possibles.  On  démontre  que 
l'on  obtient  ainsi  un  nouveau  réseau  de  discriminant  D^. 

La  question  est  alors  la  suivante:  Peut-on  orienter  les  deux 
premiers  réseaux  (le  réseau  principal  et  le  réseau  adjoint)  de  façon 
que  le  réseau  résultant  de  la  composition  du  réseau  (C)  et  du  réseau 
(C)  soit  justement  le  réseau  qui  correspond  à  la  classe  CC\ 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi  on  orientera -d'abord  le  réseau  qui  corres- 
pond à  la  classe  principale 
\pc^+\I)^y^  ou  a;*+^y+l(l+ A)y*  suivant  que  D^^O  ou  —1  (mod.  4)] 

de  façon  que  le  côté  du  parallélogramme  égal  à  1  soit  dirigé  suivant 
Ox.    Soit  ensuite  F^  une  classe  fondamentale  d'exposant  \'^  on  déter- 
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minera  rorientation  du  réseau  correspondant  (F^)  par  la  condition 
qu'en  multipliant  h^  fois  la  classe  F^  par  elle-même,  le  réseau  corres- 
pondant à  la  classe  F^^  soit  le  réseau  qui  correspond  à  la  classe 
principale. 

L'orientation  des  réseaux  correspondant  aux  classes  fondamentales 
étant  ainsi  fixée,  l'orientation  des  réseaux  correspondant  aux  classes 
non-fondamentales  en  résulte  sans  difficulté.  En  particulier  deux  réseaux 
correspondant  à  deux  classes  opposées  sont  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  Ox. 

Soit,  par  exemple, 

A  =  20  =  0  (mod.  4). 

U  y  a  deux  classes  de  discriminant  égal  à  20;  elles  sont  représentées 
par  les  formes 

ff«(l,0,5)-a:«-j-5yS 

G  -  (2,  2,  3)  -  2x*  +  2xy  +  3y«; 

jET  est  la  classe  principale,  G  est  une  classe  fondamentale;  on  a 
(cf.  n»  28) 

G^^H. 

La  classe  principale  H  est  représentée  par  le  réseau  construit 
SUT  le  rectangle  dont  les  quatre  sommets  sont  les  points 

(i,»0,  t^-O),  (ti=.l,  t;-0),  (u  =  0,  t;-l/5),  (t*-l,  t;=y5); 
les  nombres  du  réseau  de  H  sont  de  la  forme 

x+iYby. 
Le  parallélogranmie  constitutif  de  la  classe  fondamentale  G  a  pour 
premier   côté   un   vecteur   allant   du   point   (u  =  0,  t;  -»  0)  au  point 
(l/i  cos  9,  y2  sin  9)  où  <p  est  à  déterminer;  à  l'extrémité  de  ce  côté 
correspond,  dans  la  classe  £r,  le  nombre 

y2éV', 
donc,  dans  la  classe  6',  le  nombre 

2e*'>. 
Si  l'on  cherche  ce  dernier  nombre  dans  la  classe  H  on  doit  avoir 

X  -f-  %yby  =-  2  cos  29?  +  2i  sin  2ç) 
d'où 

x'  +  ôy^^A 

ce  qui  n'est  possible  que  pour 

on  a  donc 

2ç)  ^0  (mod.  3r), 
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d'où 

9  =  0  (mod.   *); 

ainsi  l'on  pourra  prendre  y  =«  0    ou   ç?  —  — . 

En  général  on  obtient  \  positions  possibles  pour  le  réseau  de 
la  classe  fondamentale  F^;  elles  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  des 

...  j       AT       «îT  (K  — 1)« 

rotations  de  ,  - ,  r-  >  •  •  •»     -  i  ~     • 

Dans  l'exemple  choisi  le  parallélogramme  générateur  du  réseau 
de  â^  a  ainsi  si  Ton  veut  un  côté  de  longueur  y2  placé  sur  l'axe 
Ou  et  un  côté  de  longueur  YE  faisant  avec  le  précédent  un  angle  a 

tel  que  l'on  ait 

2  1 

cosa  =-  — ^  «=  -^• 

«ys    yê 

Les  nombres  du  réseau  de  G  sont  alors  de  la  forme 
ou  plus  simplement 

y* 

Voici  un  antre  exemple.    Prenons 

D,  -  23  =  -  1  (moi  4). 
n  j  aura  trois  classes:  la  classe  principale 

une  classe  fondamentale 

C  -  (2,  1,  3)  -  2x»  +  xy  +  Sy' 
et  la  classe 

La  classe  fondamentale  C  est  d'exposant  3;  car  on  a  C  *->  jET. 

La  classe  principale  H  est  représentée  par  le  réseau  construit  wwt 
le  parallélogramme  ayant  pour  sommets 

(ti-0,  r-O),    (i*-l,  t;«0), 

Les  nombres  du  réseau  de  H  sont  de  la  forme 

Le  parallélogramme  constitutif  de  la  classe  fondamentale  C  a  pour 
premier   côté  le   vecteur   qui  va  du  point  (rc  »  0,  V^^)  ^^  point 
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(a? -»  1/2  C08  9?,  y^y^sing?);  la  longueur  de  ce  côté  est  égale  à 
y^;  l'angle  qu'il  £ut  arec  Ox  est  meenré  par  9;  l'extrëmité  de  ce 
côté  représente,  dans  la  classe  C>  le  nombre 

donc,  dans  la  classe  C,  le  nombre 

Si  l'on  cherche  ce  dernier  nombre  dans  la  classe  JT  on  a 

d'où 

af»  +  j;y  +  6y«  -  8 

ce  qui  n'est  possible  que  pour  a;  — ±1,  y  —  x  et  pour  a;  >•  ±  2, 
y  —  7  1.  Plaçons-nous  dans  la  première  altematiye;  le  nombre  corre»- 
pondant  de  H  est  alors 

a 

dont  l'argument  est  arc  tg  ~—  que  nous  poserons  égal  à  a.    On  a  alors 

9>  =  -J      (mod.   *); 

on  pourra  donc  prendre  9  "*=  •-  ou  ç)  —«  — ^ —  ou  ç?  -«  — ^ — 

Si  l'on  prend  ç)  »  -— ,  le  côté  du  parallélogramme  générateur  du 
réseau  ((7)  qui  est  de  longueur  ^2  fera  avec  Ox  un  angle  égal  à 
-|-  et  le  côté  de  ce  même  parallélogramme  qui  est  de  longueur  y^ 

fera  avec  le  précédent  un  angle  égal  à  arc  cos     -^  • 
Les  nombres  du  réseau  de  C  sont  de  la  forme 

ceux  du  réseau  de  C^  sont  de  la  forme 

puisque  C  est  manifestement  la  classe  opposée  de  C. 

Au  n^  18  les  nombres  représentables  par  une  classe  de  formes 
étaient  représentées  par  des  distances.  L'idée  de  F.  Klein  consiste  à 
les  considérer  comme  des  vecteurs. 

Considérons  maintenant  les  formes  indéfinies.  En  se  servant  de 
la  représentation  géométrique  analogue  à  la  précédente  dont  il  a  été 
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question  au  n®  18  (distances  hyperboliques  et  pseudo- angles)  les 
résultats  sont  tout  à  fait  analogues  à  ceux  concernant  les  formes 
définies. 

Si  ti  et  v  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  réseau  nous  dirons 
que  ce  point  représente  le  nombre  u  +  v  (au  lieu  de  m  +  iv  comme 
dans  le  cas  des  formes  définies).  Réciproquement  si  l'on  se  donne 
le  nombre  u  +  v  les  nombres  u  et  «  et  par  suite  le  point  de  coor- 
données (u,  v)  sont  parfaitement  déterminés  (à  cause  de  Tirrationnelle 
Y\  V^^  entre  dans  u  +  v).  Ceci  posé  on  peut  donner  la  définition 
de  la  composition  de  deux  réseaux  comme  pour  les  formes  définies. 

On  déterminera  l'orientation  du  réseau  correspondant  à  une  classe 
fondamentale  F^  d'exposant  k^  en  écrivant  qu'un  certain  point  de  F^^ 
est  identique  à  un  point  du  réseau  principal  Gela  peut  se  faire  d'une 
infinité  de  manières^  mais  on  démontre  que  l'on  n'obtient  que  h^ 
orientations  distinctes.  Elles  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  des 
pseud(Hrotations  qui  sont  des  multiples  de  Tune  d'elles.  La  définition 
et  l'étude  de  ces  pseudo-rotations  sont  dues  à  F.  Klein^^^). 

Voici  quel  est  le  rapport  entre  les  considérations  précédentes  et 
la  théorie  des  corps  quadratiques. 

Les  nombres  du  réseau  principal  sont  les  nombres  entiers  d'un 
certain  corps  quadratique.  Réciproquement  les  nombres  entiers  d'un 
tel  corps  sont  les  nombres  d'un  certain  réseau  principal  En  général 
dans  ce  corps  quadratique  ne  régnent  pas  les  lois  de  la  divisibilité 
des  nombres  entiers  ordinaires;  c'est  ainsi  qu'en  général  un  nombre 
peut  se  décomposer  dans  ce  corps  de  plusieurs  façons  en  un  produit 
de  facteurs  premiers.  On  rétablit  les  lois  de  la  divisibilité  ordinaire 
en  adjoignant  aux  nombres  entiers  du  réseau  principal  les  nombres 
des  réseaux  qui  correspondent  aux  autres  classes  de  même  déterminant 
que  la  classe  principale,  réseaux  adjoints  que  nous  venons  d'apprendre 
à  former.     Par  exemple  pour  étendre  aux  nombres 

x  +  yV^^ 
les   lois   de   la   divisibilité   ordinaire^   il  suffit   d'adjoindre,   au  corps 
quadratique  défini  par  ces  nombres,  les  nombres  ^^ 

xV2  +  y-^^ 

qui  sont  les  nombres  de  l'unique  réseau  adjoint  comme  on  le  voit  en 
se  reportant  au  premier  exemple  donné  plus  haut. 

121)  Zahlenth.»»)  1,  p.  77;  Zahlenth."<0  2,  p.  167. 

122)  Voir  G.FonUné,  Nout.  A  nu.  math.  (4)  8  (1903),  p.  209;  E.  Cohen,  id. 
(4)  3  (1908),  p.  444. 
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Lm  nombres  des  réaeamx  adjoints  (Nébengitter)  jbaent  àÎBsi'le 
lôle  de  facteurs  idéaux.  La  Telation  précise  entre  ces  facteurs  idéaux 
et  les  idéaux  de  K  Dedekind  est  d'ailleurs  la  suivante:  si  Ton  multiplie 
mi  nombre  d'un  réseau  adjoint  par  tous  les  nombres  du  réseau  opposé, 
on  trouTe  un  ensemble  de  nombres  appartenant  au  réseau  principal; 
cet  ensemble  est  un  idéal. 

Dans  les  cas  où  D,  =«  4  et  où  D^  =-  12  il  y  a  quelques  petites 
înégalarités;  mais  ces  cas  se  traitent  fiunlement  directement.  .Dans 
diaeim  d'eux  il  n'y  a  qu'une  classe,  la  dasse  principale;  il  n'y. a  donc 
pas  de  réseau  adjoint* 

25.  Genre  des  olaases^^').  Considérons  deux  nombres  n,  n  re- 
présentés par  une  forme  primitive  (a,  b,  c).    Soient 

n^aa^  +  2bay  +  cy\     ri  -  a§?  +  26/îd  +  cd'; 
on  a  identiquement 
(aa*  +  2&tfy  +  cy')(a/î*  +  26/î*  +  c**)-"(aa/î  +  6(a*  +  j8y)  +  cyd)« 

A(«a--j8y)« 

(ce  qui  démontre  .que  si  deux  nombres  sont  représentables  par  une 
même  forme  leur  produit  est  représentable  par  la  forme  principale). 
Soit  9  un  &eteur  premier  impair  de  A  et  supposons  n  et  n  noil 
divisibles  par  {  (il  existe  toigours  de  tels  nombres  n,  n'  représentables 
par  la  forme);  il  résulte  de  l'identité  précédente  que  le  produit  nvl 

est  reste  quadratique  de  j;   donc  T— j  =•  (— j  ;   autrement  dit,   (— j  a 

la  même  valeur  pour  tous  les  nombres  n  représentables  par  la  forme 
et  premiers  avec  ;. 

Si    A  ^  3  (mod.  4)    et    que   n   et  vi   soient  impairs,  l'identité 

montre  que 

nn'=  1  (mod.  4); 

done,  pour  tout  nombre  n  impair  représentable  par  la  forme,  (—1) 

128}  C,  F>  Gauss,  Disq.*')  n<»  229  et  soiv.;  Weike  1,  p.  230  et  soiv.; 
G.L^eune  Dirichlet,  J.  leine  angew.  Math.  19  (1839),  p.  824;  Werke  1,  Berlin 
1889,  p.  413;  F.  Amdi,  J.  reine  angew.  Math.  56  (1859),  p.  72  [1867];  L,  Kro- 
neeker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1864,  p.  296;  B.  Dedekind,  dans  G,  Lejeune 
DiridUH,  Zahlenth.^')  (4»  éd.),  p.  818  (SuppL  IV)  et  p.  416  (Suppl.  X);  H,  Weber, 
SUipt.  Fimct.  und  alg.  Zahlen,  Bronswick  1891,  p.  411;  G.  B,  McdhewB,  Theoiy 
of  nnmhen^^)  1,  p.  182/9;  J.  de  Seguier,  Formes  quadratiques"/^),  p.  134  et 
miy.;  P.  Baehmann,  Die  analjtische  Zahlentheorie,  Leipzig  1894,  p.  283/71;  CJh.J. 
de  la  Vallée  Poussin ,  Mém.  couronnés  et  autres  mém.  Acad.  Belgique  in -8®, 
58  (189C/6),  mém.  n«  8,  p.  80;  JJ.  Holden,  Messenger  math.  (2)  86  (1906/6)» 
p.  73/80;  F.  Meriens,  J.  reine  angew.  Math.  129  (1906),  p.  181. 

Xaqnelop.  des  1010010.  ia>théin>t.    I  S.  10 
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a  la  même  yalexir.    On  reconnaît  qu'il  en  est  de  même  de  l'expression 

(^  l)i('^-»>  q^and  A  =  2  (mod.  8),  de  l'expression  (- 1)^^""'^**^**""^^ 

quand  A  =  6  (mod.  8),  de  l'expression  (—  1)  quand  A  ^  4  (mod  8), 

enfin  des  expressions  (—1)  et  (—1)  quaxid  A=0  (mod.  8). 

Chacune  de  ces  expressions  \--\ ,  (—  1)  ,  . . .  se  nomme  un 

caractère  particulier  de  la  forme.  Gomme  toutes  les  formes  d'une  même 
classe  représentent  les  mêmes  nombres,  on  peut  parler  des  caractères 
d'une  classe.  L'ensemble  des  caractères  particuliers  forme  le  caractère 
total  de  la  dasse.  L'ensemble  des  classes  qui  ont  le  même  caractère 
total  forme  un  genre.  On  appelle  genre  principal  le  genre  de  la  classe 
principale;  tous  ses  caractères  sont  égaux  à  -f- 1* 

S'il  y  a  A  caractères  particuliers,  il  n'y  a  au  plus  que  2^  caractères 
totaux  possibles,  mais  on  voit  immédiatement  qu'il  n'y  en.  a  même 
que  2^"^  possibles,  parce  qu'en  exprimant  que  A  est  reste  quadra- 
tique de  n,  on  obtient  une  relation  entre  les  caractères  particuliers. 

D'ailleurs  ces  2^"^  caractères  totaux  existent  Ce  fait  reyient  aa 
suivant:  Toute  classe  du  genre  principal  peut  être  engendrée  par  la 
duplication  d'une  autre  classe.  Ce  théorème  fondamental  a  été  dé- 
montré par  C.  F.  Gauss  au  moyen  de  la  considération  des  fonnes 
ternaires,  j>ar  O.  Lejeune  Dirichlet  au  moyen  de  considérations  ana- 
lytiques, par  H,  Wéber  au  moyen  de  la  théorie  des  nombres  algébri- 
ques, enfin  par  Ch.  J.  de  la  VaUéè  Poussin  et  par  F.  Mertens  par  des 
procédés  directs*®*).* 

Toutes  les  classes  du  même  genre  sont  transformables  l'une  dans 
l'autre  par  substitutions  de  déterminant  1,  à  coefficients  rationnds. 
L'exposant  d'une  classe  par  rapport  à  la  composition  (n^  23)  est  on 
nombre  pair  à  moins  que  cette  classe  n'appartienne  au  genre  principal. 

Chaque  caractère  simple  du  produit  de  deux  classes  est  égal  au 
produit  des  caractères  simples  correspondants  de  chacun  des  facteurs^ 
On  peut  ainsi  parler  d'une  composition  des  genres,  La  duplication  d'une 
forme  donne  toujours  une  forme  appartenant  au  genre  principal;  donc^ 
dans  le  groupe  abélien  résultant  de  la  composition  des  genres,  chaque 
genre  a  l'exposant  1  ou  2. 

Etant  donnée  une  classe,  on  obtient  toutes  celles  de  même  genre 
en  la  multipliant  par  toutes  les  classes  du  genre  principal;  donc  tous 
les  genres  contiennent  le  même  nombre  de  classes.  Le  nombre  des 
genres  2^~*  est  égal  au  nombre  des  classes  ambiguës. 

Toutes  les  classes  du  genre  principal  forment  aussi  un  groupe 
abélien.     Si  toutes  ces  dasses  sont  les  puissances  d'une  d'entre  elles, 
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le  déterminant  est  dit  relier;  il  est  dit  irrégndier  dans  le  cas  eon- 
traire.  Parmi  les  déterminants  positifs^  il  semble  qne  les  déterminants 
r^^ers  l'emportent  en  nombre;  c'est  le  contraire  parmi  les  déter- 
minants négatifs.  Qnand  le  nombre  des  classes  dn  genre  principal 
n'est  diyisible  par  ancnn  carré;  le  déterminant  est  régulier  ^'^). 

Pour  les  déterminants  négatifs,  D  —  — 1848  semble  être  le  plus 
grand  ponr  leqnel  cbaqne  genre  contient  une  seule  classe.  Il  y  a  une 
infinité  de  déterminants  positifs  pour  lesquels  cela  a  lieu^*^). 

Le  nombre  des  classes  fondamentales  (n°  23)  qui  n'appartiennent 
pas  au  genre  principal  est  l—  1. 

26«  formée  de  Lejenne  Diriehlet,  La  théorie  des  formes 
quadratiques  binaires  a  été  transportée  par  G.  Lejeune  DirichUi  dans 
le  domaine  des  nombres  complexes. 

^Dans  cette  théorie  on  considère  les  formes 

ax'  +  2bxy  +  cy^ 

Uy  h,  Cy  X,  y  étant  supposés  complexes  de  la  forme  m  +  in,  m,  n  étant 
des  nombres  (rationnek)  entiers.  Les  substitutions  y  U  qu'on  effectue 
sont  aussi  à  coefficients  de  cette  forme. 

Pour  que  la  forme  transformée  soit  équiyalente  à  la  première  il 
firat  et  il  suffit  que  ad  —  fly  soit  égal  soit  à  :t  1  soit  à  ±  i.  Mais 
si  l'on  ajoute  la  condition  que  la  forme  transformée  ait  même  déter- 
minant que  la  première,  il  faut  de  plus  que  (ad  —  j3^)'  »  1,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait  ad  —  /îy  =«  ±  1- 

Les  deux  formes  sont  dites  de  même  dasse  si  aâ  —  fiy^  1. 

Le  groupe  des  substitutions  à  coefficients  entiers  satisfaisant  à 
cette  condition  s'appelle  groupe  de  Picard.  C'est  un  sous-groupe  du 
groupe  des  substitutions  pour  lesquelles  ad  — /3y»±l,  lequel  est 
lui-même  un  sous-groupe  du  groupe  des  substitutions  pour  lesquelles 
(ad  — /)}')'  — ±  1.     D'ailleurs   la  connaissance   des   substitutions   du 


124)  a  F.  Gauss,  Disq.  "^  n?  806;  Werke  1,  p.  871  et  eniv.;  Th,  P^^, 
Atti  Accad.  pontif.  Naovi  Lincei  38  (1879/80),  p.  864;  Mem.  Accad.  pontif.  Nuovi 
Lincei  8  (1892),  P*  ^1/72;  J.PeroU,  J.  reine  angew.  Math.  96  (1888),  p.  282;  96 
(1SS4),  p.  327;  G,B,  Mathewê,  Messenger  math.  (2)  20  (1890/1),  p.  70. 

126)  a  F.  Gau88,  Disq.  '*)  n*"  304;  Weike  1,  p.  868;  G,  Lejeune  DirieMet, 
Ber.  Akad.  Bedin  1866,  p.  493;  J.  xeine  angew.  Math.  68  (1867),  p.  127;  J.  math. 
pues  appl.  (2)  1  (1866),  p.  76;  Werke  2,  Berlin  1897,  p.  187,  191.  ^A.  CayUy 
a  eonstmit  une  table  des  genres  des  formes  quadratiques  ponr  les  déterminants 
compris  entre  — 100  et  -|-  100  et  pour  les  treize  premiers  déterminants  iiré- 
gnliers  dn  premier  millier  [J.  reine  angew.  Math.  60  (1862),  p.  367;  Papers  6, 
Ounbzidge  1892,  p.  141].* 

10* 
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groupe  de  Picard  entraîne  immédiatement  oelie  des  snbstitatione  pour 
lesquelles  {ai  —  firY '^  ±  1* 

Un  des  plus  beaux  théorèmes  de  cette  théorie  est  le  suivant:  Le 
nombre  des  classes  de  formes  quadratiques,  à  coefficients  complexes, 
de  déterminant  réel  et  positif  A,  est  égal  au  produit  des  nombres  de 
classes  à  coefficients  réels  des  déterminants  A  et  —  A,  ou  au  double 
de  ce  produit,  suivant  que  l'équation  ^  —  Au'  ••  —  1  n'est  pas  possible 
ou  est  possible***). 

27*    formes  bilinéaires  de  Kroneoker.     Une  autre  théorie  qui 
éclaire   la   théorie    des    formes    quadratiques    ordinaires,   notamment 
l'évaluation  du  nombre  de  classes,  est  la  théorie  des  formes  bilinéaires 
Ax^x^  +  Bx^y^  +  Cx^y^  +  By^y^ 

à  deux  paires  de  variables  cogrédientes,  que  Ton  doit  à  L.  Kronecker^. 
Le  déterminant  A  =  AB  —  BC  et  la  différence  B—  C  sont  des  in- 
variants.   La  forme 

{AB-BC)(u  +  vy-'{B'-'C)^uv 

s'appelle  forme  quadratique  déterminante. 

Si  Ton  se  borne  aux  formes  quadratiques  ax^  +  2hxy  -{-  ey^  pour 
lesquelles  a  +  c^l  (mod.  2)  et  aux  formes  bilinéaires 

Ax^x^  +  Bx^y^  +  Cx^y^  +  Dy^y^ 

pour  lesquelles  -B  +  C  =  0  (mod.  2),  A-Y  B^l  (mod.  2),  le  nombre 

de  classes  de  formes  bilinéaires  de  même  déterminant  positif  A  est 

égal  à 

^F(A-A«), 
(*) 

où  la  somme  est  étendue  aux  nombres  entiers  h  pour  lesquels 

-yÂ<A<}/A; 

jP(A)  représente  le  nombre  de  classes  de  ces  formes  quadratiques 
de  même  déterminant  A. 


126)  G.  L^ewne  DinMet,  J.  leine  angew.  Math.  t24  (1842),  p.  291;  Werke  1, 
36ilin  1889,  p.  686;  H,J,8.8mith,  Fïoc.  B.  Soc.  London  13  (186S/4),  p.  278; 
PapeiB  1,  Oxford  1894,  p.  418;  JK.  Lipsehitg,  J.  reine  angew.  Math.  64  (1867),  p.  198; 
B.  Minnigerode,  Naohr.  Ges.  Gdtt.  1878,  p.  160;  P.  Baehmann,  Math.  Ann.  16  (1880), 
p.  687;  Théorie  der  complezen  Zahlen,  Berlin  1867;  J.  reine  angew.  Math.  67 
(1867),  p.  200;  G.  B,  Mathews,  Quart.  J.  pure  appl.  math.  26  (1891),  p.  289;  Proc. 
London  math.  Soc.  (1)  2S  (1891/2),  p.  169;  A.  HurwitM,  Math.  Ann.  46  (1894),  p.  116. 

127)  L.  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1866,  p.  697,  967;  J.  reine  angew. 
Math.  68  (1868),  p.  278;  Abh.  Akad.  Berlin  1883,  math.  mém.  n"*  :2;  Werke  1, 
Leipzig  1896,  p.  146;  2,  Leipzig  1897,  p.  427. 
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Posons 

E(4n)  -  F(4n),  E(4n  +  1)  -  F(4n  +  1),  -B(4n  +  2)  =  F(4n  +  2), 

-B(8n  +  3)  - 1  JF(8n  +  3),     i;(8n  +  7)  -  0. 

La  somme  ^JP(n  —  A*)  est  alors  égale  an  produit  de  8[2  +  (—  1)*] 

par  la  somme  des  diyiseiirs  impairs  de  n;  il  en  résnlte^*^)  qae  chaque 

nombre  n  est  déoompasahle  de  E{n)  façons  en  somme  de  trois  carrés. 

Chaque  forme  bilinéaire  est  équivalente  à  une  forme  réduite  dans 

laquelle 


l^l^l^l,      W^ 


B-C 


et    AD>(i, 


Le  nombre  des  classes  de  formes  bilinéaires  de  déterminant  A  >  0 
eat  égal  à 

12r^d  +  ^sgn(}/Â-d)cri  +  2(î, 

6û  les  sommes  sont  étendues  aux  diviseurs  ci  de  A  et  où  d  est  égal 
à  1  ou  à  0  suivant  que  A  est  un  carré  ou  non. 

28.   Vozmea  d*Hennite.     GonsidéronSi  en  partieulier^  les  formes 
bilinéaires 

Axx^  +  Bxffi  +  B^x^y  +  Cyy^ 

dans  lesquelles  les  coefficients  ^  et  C  sont  réels,  B  et  B^  imaginaires 
conjugués;  les  indéterminées  x  %i  x^  sont  imaginaires  conjuguées,  les 
indéterminées  y  et  y^  sont  aussi  imaginaires  conjuguées.  On  appelle 
cee  formes:  formes  à  indéterminées  conjuguées  ou  formes  d'Hermite^*^. 
^Les  valeurs  de  ces  formes  sont  réelles**^).    Leur  déterminant  est 

BB^-AC^A, 
leur  discriminant  est 


128)  L.  Kroneeker,  Abh.  Akad.  Berlin  1888,  math.  mëm.  n»  2,  p.  62;  Werke 
8,  Leipzig  1897,  p.  488. 

129)  Ch.Hermte,  J.  reine  angew.  Math.  47  (1854),  p.  848;  52  (1856),  p.  1; 
Oambx.  Dublin  math.  J.  9  (1854),  p.  63;  Œuvres  >*)  1,  p.  234,  290,  850;  E.  Picard, 
C.  B.  Acad.  8C.  Paris  96  (1888),  p.  1567,1779;  97  (1883),  p.  745;  Ann.  £o.  Noxm. 
(8)  1  (1884),  p.  9;  Bull.  Soc.  math.  France  12  (1883/4),  p.  48;  Amer.  J.  math.  11 
(1889),  p.  187y^4;  Math.  Ann.  39  (1891).  p.  142;  X.  Bianchi,  Math.  Ann.  38  (1891), 
p.  818;  R.  Friche  et  F,  Klein,  Vorlesnngen  ûber  antomorphe  Fnnctionen  1, 
Leipzig  1897,  p.  448  et  suiv.  Voir  aussi  A.  HurwiU,  Acta  math.  11  (1887/S), 
p.  187;  /.  HurwUz,  Acta  math.  25  (1902),  p.  281. 

180)  ^es  premiers  résultats  auxquels  Ch.  Hermite  a  été  conduit  par 
Tétode  de  ces  formes  se  rapportent  à  Tapprozimation  des  nombres  complexes 
et  à  la  représentation  d'un  nombre  par  une  somme  de  quatre  carrés  (Note  de 
F.  Picard)* 
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D A; 

ils  sont  réels. 

SuiTant  que  A  est  négatif  ou  positif  la  forme  est  dite  définie 
ou  indéfinie.  Une  forme  définie  ne  représente  que  des  nombres  du 
signe  de  A\  une  forme  indéfinie  représente  des  nombres  des  deux 
signes. 

Une  substitution  est  de  la  forme 

x^  -  o^a:/  +  fty/,     y^  -  y^x^'  +  d^y^, 

où  OjL,  /Si,  yj,  dj,  rcj,  y^,  a:/,  y/  sont  respectivement  les  conjugués  de 
«,  P,yfà,x,y,x\y.  ^ 

Le  déterminant  A'  de  la  forme  transformée  est  relié  à  celui  A 
de  la  forme  primitive  par  la  relation 

Les  deux  formes  sont  équivalentes  et  ont  même  déterminant  pourvu 
que  ad  —  /îy  soit  égal  à  Tun  des  nombres  1,  —  1,  i,  —  t.  Ceci  con- 
stitue une  différence  entre  les  formes  d'Hermite  et  les  formes  de 
Lejeune  Dirichlet  à  coefficients  complexes.* 

^On   a   souvent   à   considérer  les  substitutions  linéaires  sous  la 

forme  non  homogène 

^r^az  +  P 
yz  +  â 

au  lieu  de 

x'  '^  ax  +  fiy 

f/^yx  +  *y; 

il  n'y  a  pas  alors  lieu  de  distinguer  entre  les  substitutions  dont  les 
éléments  ne  diffèrent  que  par  un  même  facteur.  Nous  appellerons 
donc  groupe  de  Picard  l'ensemble  de  ces  substitutions  pour  lesquelles 
ad  —  jSy  =»  ±  1  [car  si  ad  —  /3y  —  +  1,  en  multipliant  a,  j8,  y,  d  par 
%  les  produits  obtenus  a',  fi',  y\  d'  satisfont  à  l'égalité  aS—  ^'y^—  1]. 

Le  groupe  de  Picard  pour  les  substitutions  linéaires  non  homogènes 
est  encore  un  sous-groupe  du  groupe  des  substitutions  linéaires  non 
homogènes  pour  lesquelles  (cd  —  /îy)*—  ±  1* 

^On  a  aussi  considéré  des  formes  quadratiques  binaires  dont  les 
coefficients  sont  des  entiers  algébriques^'^).* 

29.  Beprésentations  géométriques  des  formes  d'Hermite  et  de 
Lejeune  Diriohlet.   ^Les  formes  d'Hermite  ainsi  que  les  formes  binaires 


181)  ^K  Friche,  Math.  Ann.  89  (1891),  p.  73.   Voir  aussi  D.  HUbert,  Math. 
Ann.  48  (1898),  p.  813/73  (of.  1 18).* 


Digitized  by  VjOOQIC 


Wm  BepréfloatetionB  géométciqnes  des  formel  d*Heniiite  et  de  Lejeune  Dirieblet.  151 

quadratiques  à  coefficients  complexes  de  Lejenne  Dirichlet  dont  il 
a  été  parlé  plus  haut  (n^  86^  28),  prêtent  à  une  représentation  géomé- 
trique analogue  à  celle  employée  pour  les  formes  binaires  quadratiques 
à  coefficients  réels. 

Le  groupe  de  substitutions  qui  joue  ici  le  rôle  que  jouait  le 
groupe  modulaire  quand  les  coefficients  étai^it  réels,  est  le  groupe  de 
Picard  (groupe  des  substitutions 

,       az  +  fi 

^      y^  +  à 
pour  lesquelles  ad  —  jSy  =-  ±  1). 

Convenons  d'appeler  nombres  cangruents  deux  nombres  qui  se 
déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  substitution  du  groupe  de  Picard,  et 
points  eongruents  les  points  qui,  dans  le  plan  représentatif  des 
nombres  complexes,  correspondent  à  ces  nombres.  On  démontre  qu' 
à  un  nombre  complexe  quelconque  0  correspond  des  nombres  eon- 
gruents aussi  Toisins  de  0  que  l'on  veut;  c'est  ce  que  l'on  exprime 
en  disant  que  le  groupe  de  Picard  n'est  pas  proprement  disconHnu, 
n  en  résulte  qu'il  n'est  pas  possible  de  donner  dans  un  plan  une 
représentation  géométrique  des  substitutions  de  ce  groupe  analogue 
à  celle  que  l'on  a  donnée  pour  les  substitutions  du  groupe  modulaire 
dans  le  cas  où  les  coefficients  des  formes  binaires  quadratiques  étaient 
réels.  U  est,  en  effet,  impossible  de  trouver  dans  le  plan  un  domaine 
que  l'on  puisse  qualifier  de  fondamental,  puisqu'on  ne  peut  trouver 
dans  le  plan  de  domaine  tel  que  tout  point  du  plan  soit  congruent 
à  un  point  et  à  un  seul  de  ce  domaine. 

Mais  ce  qui  n'est  pas  possible  dans  le  plan  est  possible  dans 
l'espace.     Toute  substitution  linéaire   ("  U   remplaçant  chaque   point 

ae  -4-  B 

d'afïixe  g  par  le  point  d'affixe    — T-*  peut  en  effet  être  réalisée  par 

un  certain  mouvement  du  plan  sur  lui-même  et  rien  n'empêche  d'en- 
visager ce  mouvement  comme  réalisé  par  certains  mouvements  de 
l'espace  tout  entier,  ou  plus  simplement  du  demi-espace  situé  au-dessus 
du  plan.  L'ensemble  de  ces  derniers  mouvements  formera  un  groupe 
tout  comme  l'ensemble  des  premiers  mouvements  envisagés  du  plan 
sur  lui-même;  mais  ce  nouveau  groupe  sera  proprement  discontinu  car 
on  montre  qu'il  est  toujours  possible  de  partager  le  demi-espace 
limité  par  le  plan  en  polyèdres  eongruents  (limités  par  des  parties  de 
surfaces  sphériques)  relatifs  à  ce  groupe  et  absolument  analogues  aux 
polygones  eongruents  (limités  par  des  arcs  de  cercle)  en  lesquels  on  ^ 
décomposé  le  plan  pour  l'étude  du  groupe  modulaire. 
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Un  de  ces  mouvements  du  demi-eepace  sur  lui-même  est  donaé 

p«r  les  formules  suivantes:  , 

.     Soient  i,  %  {;  les  coordonnées  reetahgulaires  d'un  point  de  respaoe, 

g  >  0;   soient  Xy  Y,  Z  des  quantités  liées  aux  précédentes   par  lea 

formules 

X     jr  Z  ^1 

Soient  de  même  £',  rf,  ^  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 
transformé  et  soient  X'y  T,  Z  les  quantités  analogues  à  X,  F,  Z 
correspondant  à  ce  point  transformé.  Les  formules  de  transformation 
sont 

i  +  jgr 

««,(i  +  ^)  +  «,^(x^tr)  +  «ft(x+.-r)  +  /îA(i-.Z) 

X'^iT 

"   «y»(l  +  Z)  +  ad,(X+tr)  +  /îy,(X-fT)  +  <^*,(l-^) 

X -*r 

•  «,y(i  +  z)+«,*(z-»r)  +  fty(x+ir)  +  ft*(i-^) 
^ i-^z; 

^  yy,(l+ir)  +  y^x(X+tr)  +  r,*(X-tr)  +  W,(l-Z) 

^^  ^19  fil 9  Yxy  ^i  continuent  à  désigner  les  nombres  complexes  respec- 
tivement conjugués  de  a,  /),  y,  d. 

n  est^  en  effet^  facile  de  constater  que  si  dans  ces  formules  de 
transformation  on  fait  Z  et  Z  égaux  à  zéro  elles  se  réduisent  à  deux 
et  donnent,  en  posant 

l  +  ifl-^9         ï+in-^'9 
les  relations 

7»  +  à'    ^»       yi*i+^x' 
ce  qui  fait  qu'en  définitive  elles  se  réduisent  à  une. 

Dans  ce  mouvement  du  demi-espace  le  domaine  fondamental  est 
défini  par  les  conditions 

-\<l<h      ^<n<h      l*  +  i2*  +  t*>i. 

E.  Picard^*^  est  le  premier  parvenu  à  ce  résultat  en  réduisant 
la  forme  d'Hermite  en  3!^  T 

XX,  +  zXT,  +  z,X,T+  (zz,  +  t^YT,, 
où 

J»  -  I  +  irir         ^1  -  I  —  ifly  t>0. 


182)  E.  Picard,  Bull.  Soc.  math.  France  12  (1888/4),  p.  48/7;  Math.  Ami.  39 
(1891),  p.  142/4.  Voir  aussi  à  ce  sujet  L.  Bianchi,  Atti  B.  Accad.  Lincei  Bendic. 
(4)  6  I  (1890),  p.  876/84;  Math.  Ann.  88  (1891),  p.  818;  A.  HunoitB,  Acta 
math.  11  (1887/8),  p.  187;  B.  Frieke  et  F.  Klein,  Autom.  Puuct.*»^,  p.  76 
et  sniy. 
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La  réduction  des  formes  de  Lejeune  Dirichlet  et  celle  des  formes 
d'Hermite  penyent  revêtir  maintenant  une  forme  géométrique  analogue 
à  celle  que  revêt  la  réduction  des  formes  binaires  quadratiques  à 
coefficients  réels  ^'^. 

Soit  d'abord  une  forme  d^ermite  définie 

Axx,  +  Bxf,  +  B,x,y  +  Cyt/t'-ml^j  f^  +  B  f  +  B,f^  +  C} 
Si  Ton  pose 

et  ^ 

B^p  +  i/r,     B,^p^i(e, 

on  Toit  qu'à  la  forme  définie  envisagée  correspond  l'équation 

qui,  à  cause  de  BB^  '^  AC<0,  représente  un  cercle  imaginaire.  Par 
ce  cercle  passent  une  infinité  de  sphères;  parmi  ces  sphères  il  y  en 
a  deux  qui  sont  de  rayon  nul:  les  centres  de  ces  deux  sphères  sont 
les  deux  points  de  coordonnées 

*  A'        ^       A^-      ^         A  ' 

où  D  est  le  discriminant  de  la  forme,  en  sorte  que 

B^AC-BB^. 

Prenons  le  premier  de  ces  deux  points  dont  le  (  est  positif.  On 
dit  que  la  forme  définie  est  réduite  quand  ce  point  est  dans  le  domaine 
fondamental    Pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

ces  conditions  ont  été  données  par  Ch.  Hermite, 

Une  forme  définie  donnée  n'ayant  qu'une  forme  équivalente  réduite, 
on  peut  ainsi  décider  aisément  de  l'équivalence  de  deux  formes. 

Le  nombre  de  formes  qui  correspond  à  un  discriminant  donné 
D  est  fini  car  on  démontre  aisément  que  pour  la  forme  réduite  on  a 

A^y2Bi 

A  n'a  donc  qu'un  nombre  limité  de  valeurs;  donc  fi  et  fi'  n'ont  aussi 
qu'un  nombre  limité  de  valeurs;  donc  C  n'a  aussi  qu'un  nombre  limité 


138)  R  Fricke  et  F.  Klein,  Antom.  Funot."*),  p.  464  et  suiT. 
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de  valetirs  puisque 

Pour  une  forme  d'Hermite  indéfinie  le  cercle 

est  réel.  GonsidéronB  la  sphère  qui  admet  ce  cercle  réel  comme 
grand  cercle.  On  dit  que  la  forme  indéfinie  est  réckiite  quand  cette 
sphère  trarerse  le  domaine  fondamental.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi  il 
faut  et  il  suffit  que  Vun  au  moins  des  quatre  nombres 

A*  +  Afi  +  AC,        A^  +  Afi-^  A^-i-AC, 
A^-Afi  +  AC,        A^  ^  Afi--  Afi^+  AC 

soit  n^aMf.  Cependant  cet  énoncé  suppose  A  différent  de  zéro.  Si 
A^O  renoncé  précédent  doit  être  remplacé  par  le  suivant:  il  faut 
et  il  suffit  que  les  quatre  nombres 

ne  soient  pas  de  même  signe. 

n  y  a  ici  pltisietirs  formes  réduites  équivalentes.  Elles  forment 
une  suite  que  Ton  peut  obtenir  par  la  réduction  continuelle  d'Hermite, 
absolument  comme  pour  les  formes  binaires  quadratiques  indéfinies 
à  coefficients  réels. 

A  chaque  forme  binaire  quadratique  à  coefficients  complexes  de 
Lejeune  Dirichlet  (a,  b,  c)  correspond  une  équation 

dont  les  deux  racines  œ^y  œ^  sont  représentées  par  deux  points  du 
plan  des  {i;.  On  dit  que  la  forme  est  réduite  quand  le  demi-cercle 
ayant  pour  diamètre  le  segment  qui  joint  les  deux  points  œ^  et  œ^ 
traverse  le  domaine  fondamental.  Les  conditions  analytiques  qui  sont 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont  compliquées; 
elles  ne  sont  d'ailleurs  pas  les  mêmes  que  celles  données  par  G.  Lejeune- 
Dirichlet^^). 

Le  nombre  des  formes  de  Lejeune  Dirichlet  correspondant  à  un 
discriminant  donné  D  est  fini. 

Pour  trouver  les  substitutions  automorphes  d'une  forme  d'Hermite 
ou  d'une  forme  de  Lejeune  Dirichlet,  il  suffit  de  résoudre  ce  problème 
pour  les  formes  réduites.    La  représentation  géométrique  précédente 

134)  G.L^eune  Dirichlet,  mémoires  cités  ur2$.  Les  conditions  de  G,  Lacune 
DiriehUt  sont 

\h\y\<\a\<\c\. 
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résout  alors  le  problème  abBolument  comme  ponr  les  formes  binaires 
quadratiques  à  coefficients  réels. 

Le  nombre  des  transformations  automorpbes  d'une  forme  d'Hennite 
définie  est  limité;  le  nombre  des  transformations  automorpbes  d'une 
forme  d'Hennite  indéfinie  est  illimité;  il  est  également  illimité  pour 
les  formes  de  Lejeune  Diriohlet:  la  sphère  ou  le  cercle  représentatif 
traverse  une  infinité  de  polyèdres. 

E.  Picard,  en  faisant  correspondre  à  chaque  forme  d'Hermite  in- 
définie  à  coefficients  entiers  un  groupe  automorphe  et  en  appliquant 
le  mécanisme  de  la  réduction  continuelle  d'Hermite^  a  mis  de  son 
côté  en  évidence  la  décomposition  du  plan  en  polygones  limités  par 
des  arcs  de  cercle. 

On  peut  aussi  représenter  une  forme  d'Hermite  par  le  point  de 
eaordcfmées  iétraédriques^^) 

La  forme  d'Heimite  est  définie  ou  indéfinie  suivant  que  le  point 
représentatif  de  cette  forme  est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  la 
quadrique 

yt  +  ^t-a:«-0; 

d^où  un  ordre  d'idées  absolument  analogue  à  celui  qu'on  a  développé 
au  n^  20  pour  les  formes  binaires  quadratiques  à  coefficients  réels^ 
la  quadrique  remplaçant  ici  la  conique. 

Dans  cet  ordre  d'idées  les  formes  de  Lejeune  Dirichlet  sont  repré- 
sentées par  des  droites. 

Ce  mode  de  représentation  ne  saurait  d'ailleurs  donner  autre 
chose  que  le  précédent  car  il  s'y  ramène  par  des  formules  du  genre 
de  celles  données  plus  haut  (reliant  X,  Y,  Z  s,  ^^rj,  i>  0),* 

S0«  application  à  la  décomposition  d'un  nombre  naturel  en 
Iketenrs  premiers.  La  théorie  des  formes  quadratiques  binaires  ordi- 
naires a  été  appliquée  par  C.  F.  Oauss  à  la  décomposition  des  nombres 
naturels  en  facteurs  premiers.  Représentons  le  nombre  en  question, 
on  un  de  ses  multiples,  par  une  forme  quadratique.  Le  déterminant 
de  cette  forme  est  résidu  quadratique  de  ce  nombre  et  de  tous  ses 
facteurs  premiers.  Ces  facteurs  premiers  appartiennent  donc  à  cer- 
taines formes  linéaires  et  cela  restreint  le  nombre  des  facteurs  premiers 
à  essayer  **•).* 

136)  jR.  Frieke  et  F.  Klein,  Antom.  Fnnct.^*^,  p.  494  et  raiv. 
186)  C.  F.  Gau88,  Bisq.  '^  n<»  823/6,  829/84;  Werke  1,  p.  401/11;   voix  aussi 
Wexke  8,  Gôttingne  1876,  p.  607/9;  P.  Seelhoff,  Amer.  J.  math.  7  (1885),  p.  264; 
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81.  SystèineB  de  formes  binaires  quadratiques.  On  peat  aborder 
la  théorie  des  systèmes  de  formes  binaires  quadratiques,  au  moyen 
du  théorème  suivant  qui  est  dû  à  H.  J.  8,  /SmtA:  Quand  rinTariant 
simultané  ae  +  ca'  —  2bb'  de  deux  formes  proprement  primitiTes 
{a,  b,  c)y  (a',  Vf  c')  est  nul,  le  déterminant  de  chacune  d'elles  est 
proprement  représentable  par  la  forme  qui  résulte  de  la  duplicittioik 
de  l'autre  "0- 

Formes  quadratiques  temaireSé 

32.   Généralités.    Equivalence.    ^Soit  la  forme 

f(^}  y,  ^)  -  aa:*  +  a'y^  +  a'V  +  2by0  +  2Vzx  +  2b" xy 

que  nous  désignerons  aulnsi  par 

(a,  a',  a",  ft,  V,  6"). 
L'expression 

a    V  V  1 
D-  r  a'  b   ;-aaV'+266'r-a6«-a'6'^-a"r« 
V  b    a" 
est  le   discriminant   de   cette  forme  f(Xy  y,  z).     C'est  un  inrariant. 
Nous  supposerons  essentiellement  qu'il  n'est  pas  nul;  s'il  était  nul  la 
forme  ternaire  se  transformerait^  en  effet^  par  une  substitution  linéaire^ 
en  une  forme  à  un  nombre  moindre  de  variables. 

Le  p.  g.  c.  d.  des  coefficients  est  aussi  un  invariant;  nous  le 
désignerons  par  d. 

Les  notions  de  formes  primitives  proprement  ou  improprement^ 
de  p.  g.  d.  d'une  forme^  de  représentation  propre  ou  impropre,  qui  ont 
été  données  pour  les  formes  binaires  (n^  13),  s'étendent  sans  peine  aux 
formes  ternaires. 

La  distinction  entre  l'équivalence  propre  et  l'équivalence  impropre 
n'a  toutefois  aucune  importance  dans  les  formes  ternaires,  car  la  substi- 

/-i      0      0\ 
tution  impropre  I      o  —  i      Oj  laisse  invariable  toute  forme  quadra- 
tique ternaire. 

Soit  A  le  mineur  de  D  relatif  à  a,  A  celui  relatif  à  a\  etc.  La 
forme 

8  (1886),  p.  26;  P.  L.  Cébysev,  J.  math,  pures  appl.  (1)  16  (1861),  p.  257;  Œuvtea  1» 
S*  PéteisboTirg  1899,  p.  73. 

187)  H,  J.  8. 8mm,  Report  Brit.  Araoc.  88  Newcastle  1868,  éd.  Londres  1864, 
p.  788;  Papers  1,  Oxford  189i,  p.  884;  ,Yoii  aussi  A,  Auric,  C.  B.  Acad.  se. 
Paris  186  (1902),  p.  960.* 
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Ao?  +  iiy  +  il'V  +  2By9  +  2Bex  +  "^^'xy  -  - 


a    V  V  %'■ 

V  a'  h    y\ 

V  b    a"  b\ 
X    y    8    0\ 

s'appella  ferme  adjointe  de  la  forme  f(x,  y^  js).  Le  disoriminant  de  la 
forme  adjointe  d'une  forme  de  diBoriminant  D  est  égal  à  D*.  L'ad- 
jointe de  l'adjointe  d'une  forme  f(Xf  y,  0)  est  identique  à  la  forme 
D'f(Xy  y,  0)  obtenue  en  multipliant  par  le  discriminant  D  de  fix^ y, 0) 
tons  les  coefficients  de  f{Xy  y,  0), 

Si  l'on  représente  par  Xy  y,  0^  les  coordonnées  ponctuelles  homo- 
gènes d'un  point  P  dans  un  plan^  l'équation 

(1)  aa^  +  a'y»  +  a"0^  +  2ly0  +  2V0x  +  2V'xy  -  0 

représente,  comme  on  sait,  une  conique  {C)  située  dans  ce  plan.  Ceci 
posé,  si  UyVyW  désignent  des  coordonnées  tangentielles  homogènes 
correspondantes,  en  sorte  que 

ux  ^vy  +  W0  '^  0, 
l'équation 

(2)  Au^  +  A'v^  +  A'w^  +  2Bvw  +  2Ewu  +  2B'uv  -  0 

représente  la  même  conique  {C)  que  l'équation  (1). 

Si  deux  formes  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substitution 
linéaire,  leurs  adjointes  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  la  substitu- 
tion conirayariante.  Donc  si  deux  formes  sont  équivalentes,  leurs  ad- 
jointes le  sont  paiement.* 

Une  forme  tesaaire  f{Xy  y,  0)  admet  comme  inyariant  non  seule- 
ment D  et  d  mais  encore  le  p.  g.  c.  d.  des  mineurs  du  premier  ordre 
(second  degpré)  extraits  de  D;  c'est-à-dire  le  p.  g.  c.  à.  des  coefficients 
de  la  forme  adjointe  de  f(Xy  y  y  0)  ;  soit  of  ce  p.  g.  c.  d.  On  roit  facile- 
ment,  comme  dans  la  théorie  des  formes  linéaires  (n^  5),  que  les  inr 
TBriants  |D|  et  d  peuvent  se  représenter  au  moyen  de  l'invariant  d 
et  de  deux  nombres  d^,  â^  par  les  produits 

J-dMi,     |D|-d»dfd,; 

les  deux  nombres  ô^  et  d,  sont  aussi  des  invariants.  Dans  les  formes 
primitives  on  a 

d-1,  d^d.y  |D|-dÎ#,. 

Dans  une  forme  ternaire  f(x,  y,  0)  on  a  aussi  à  considérer  le  p.  g.  c.  d. 
des  coefficients  a,  a\  a" y  2hy  2^,  2V'i  nous  le  désignerons  par  6^8 
[où  6^  est  égal  à  2  ou  à  1  suivant  que  a,  a' y  a"  sont  tous  les  trois 
pairs  ou  non];  nous  désignerons  par  6^d  [où  6^  est  égal  à  1  ou  à  2 
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suivant  qne  A,  A\  A"  sont  tous  les  trois  pairs,  ou  non]  le  p.  g.  c.  d. 
des  coefficients  Ay  A' y  A",  2B,  2By  2E'  à^  la  forme   adjointe   de 

^Le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  étudié  est  celui  des  formes 
pour  lesquelles  le  discriminant  D  est  impair;  dans  ce  cas  les  trois 
nombres  entiers  a,  a%  a"  ne  sont  pas  tous  les  trois  pairs,  non  plus 
que  les  trois  nombres  entiers  Ay  A'y  A!\  Celles  de  ces  formes  qui 
sont  primitives  sont  proprement  primitives. 

On  dit  qu'une  forme  est  défimie  quand  elle  prend  des  valeurs  de 
mdme  signe,  quelles  que  soient  les  valeurs  données  aux  variables. 
Une  forme  est  indéfinie  quand  elle  prend  des  valeurs  de  signes  con- 
traires. Une  forme  et  son  adjointe  sont  en  'même  temps  définies  ou 
indéfinies. 

Une  forme  définie  est  dite  positive  ou  négative  suivant  que  les 
valeurs  qu'elle  prend  sont  positives  ou  négatives. 

Dans  les  formes  définies  positives 

a,      a  y      a" y     Ay     A' y      A' y      D 

sont  positifs. 

Dans  les  formes  définies  négatives 

a,  a' y  a"  y  D 
sont  négatifs,  tandis  que 

A,  A',  A" 
sont  positifs. 

Les  formes  à  discriminant  différent  de  zéro  que  nous  considérons 
seules  se  décomposent  en  une  somme  de  trois  carrés  de  fonctions 
linéaires  à  coefficients  rationnels,  multipliés  par  des  coefficients  égale- 
ment rationnels. 

Si  la  forme  est  définie  positive,  ces  trois  coefficients  sont  positifs; 
si  eUe  est  définie  négative  ils  sont  négatifs.  En  tous  cas  le  nombre 
de  ces  coefficients  qui  sont  négatifs  s'appelle  indice  d^inertie*^  il  est 
toujours  le  même  quels  que  soient  les  carrés  en  lesquels  on  a  décom- 
posé la  forme. 

Deux  formes  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substitu- 
tion unimodulaire  sont  dites  équivalentes  ou  de  même  classe. 

Deux  formes  pour  lesquelles  d,  d^y  d,,  tf^,  6^  sont  les  mêmes 
et  qui  ont  même  indice  d'inertie  sont  dites  de  même  ordre^^).  Des 
formes  de  même  classe  sont  de  même  ordre  mais  un  même  ordre  de 
formes   peut   contenir  plusieurs   classes   de  formes.    On  dit  souvent 


i:^8)  G.  Eùenstein,  J.  xeine  angew.  Math.  85  (18i7),  p.  117;  Math.  Abh., 
Berlin  1847,  p.  177. 
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ùrért  de  ckmes  an  lieu  de  ordre  des  formes  contenues  dans  ces 
classes.* 

^.  J.  8.  SmUh^^)  ne  considère  qne  des  formes  pour  lesqneUes  D 
est  positif  (en  changeant  s'il  j  a  lien  les  signes  de  tons  les  coefficients 
de  la  forme  donnée)  et  il  distingue  les  formes  définies  des  formes 
indéfinies  par  le  signe  de  d|;  ce  signe  est  positif  pour  les  premières; 
n^^tif  pour  les  secondes.    Alors 

'i;     *2>     ^if     ^i 

suffisent  à  définir  l'ordre.  Nous  n'adopterons  pas  ici  cette  convention 
ei  nous  supposerons  que  les  nombres  â^,  d^,  6^y  6^  sont  positifs  tous 
les  quatre.* 

Si  l'on  multiplie  tous  les  coefficients  d'une  forme  ternaire  par  un 
mftme  nombre  ^  l'inyariant  ô  est  multiplié  par  ty  les  invariants  d^  et  d, 
ne  changent  pas. 

Si  l'on  appelle  d,  d^j  ô^  les  trois  invariants  d'une  forme  ternaire^ 
ceux  de  la  forme  adjointe  sont  à' ^  à^à^y  d/>-  d,,  d,'->  d^. 

Soit  f  une  forme  ternaire  primitive  ayant  pour  invariants  1, 
d^y  d,;   la  forme  adjointe  a  pour  invariants  d^y  d^,  d^. 

Divisons  tous  les  coefficients  de  la  forme  adjointe  par  d^;  il  reste 
une  forme  primitive  fp  dont  les  invariants  sont  1^  ô^,  d|. 

n  y  a  réciprocité  entre  les  deux  formes  ternaires  f  et  9.  La 
première  se  déduit  de  la  seconde  au  signe  près,  comme  la  seconde 
est  déduite  de  la  première.  Si  de  f  on  déduit  9  ^  de  9  on  déduit 
+  /*  ou  —  f  suivant  que  D  >  0  ou  que  D  <  0.  Le  discriminant  de 
la  forme  f  est  ii^ô^,  celui  de  la  forme  ç)  est  d^'d^.  Arnold  Meyer 
appelle  les  formes  f  ei  ^  ^^primitives  adjointes'^;  H.  J.  S.  Smith  dit 
^primitives  contravariantes%  P.Baehmann  dit  ^^réciproques'';  on  emploiera 
ici  cette  dernière  dénomination. 

^Les  quatre  nombres  6^,  6^y  â^y  d,  ne  sont  pas  arbitraires.  D'abord 
6^  et  6^  ne  peuvent  être  ensemble  égaux  à  2.  Ensuite  si  tf j  »  1  et 
d,  —  2;  d|  est  pair  et  d^  impair;  si  tf^  »  2  et  tf,  ««  1,  d^  est  impair 
et  d^  pair. 

Béciproquement;  si  les  nombres  ô^y  6^,  d^y  d|  satisfont  à  ces 
conditions,  il  existe  au  moins  un  ordre  de  classes  correspondant.* 

Le  nombre  des  ordres  de  classes  proprement  primitives  corres- 
pondant à  un  discriminant  donné  D  est  égal  au  nombre  des  décom* 
positions  possibles  de  D  en  un  produit  de  deux  facteurs  d^'  et  d,;  il 
est  donc  égal  au  nombre  des  diviseurs  carrés  de  ce  discriminant  D. 


189)  Philet.  TnuiB.  London  167  (1867),  p.  256;  Papen  1,  Oxford  1894,  p.  466. 
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83.  Gén^raliflatioiiB  de  la  représéntatioii  dHm  nombre  par  une 
forme.  La  notion  de  représentation  d'nn  nombre  par  une  forme  peai^ 
ponr  les  formes  ternaires^  se  généraliser  de  deux  fiEtçons.  Voici  la 
première;  elle  est  due  à  C.  F.  Gauss. 

Dire  que  le  nombre  m  est  repréeentable  par  f(Xf  y,  d)  pour  x^^a^ 
y^P^g^y^  c'est  dire  que  /*(«,  /î,  y)  —  m,  donc  que  /"(«x,  /îx,  yx)  —  wx'; 
par  la  substitution  rr^-ax,  y  »- /Sx,  g'^yx^  la  forme  ternaire 
f{Xf  y,  z)  se  transforme  ainsi  en  une  forme  à  une  variable  mx^ 

La  généralisation  est  alors  la  suivante:  Faisons  la  substitution 
iC-Oo^  +  OiT,  y -P /îo^  +  ftT,  z^y^x  +  y{Y', 
la  forme  ternaire  {(x^  y,  z)  se  transformera  en  une  forme  binaire  ç>(Xy  t)^ 
On  dit  que  cette  forme  binaire  9?(x,  y)  est  représentable  par  la  forme 
ternaire  f{Xyy^e)  pour  x^a^n  +  a^Y^  y  — /J^^  +  At,  ^  — n^  +  riT. 
On  dit  que  la  représentation  de  la  forme  binaire  9  par  la  forme 
ternaire  f  est  propre  quand  les.  trois  déterminants  extraits  de  la  matrice 

«0  /^o  Ya         ,  ,,     ...  , 

ont  lumté  pour  p.  g.  c.  d. 

«1  A  n 

Deux  formes  ternaires  équivalentes  représentent  les  mêmes  formes 
binaires  et  représentent  propremefU  les  mêmes  formes  binaires.  Deux 
formes  binaires  équivalentes  sont  ou  bien  à  la  fois  représentables 
par  une  forme  ternaire  ou  ne  sont  représentables  ni  Tune  ni  Tautre 
par  une  forme  ternaire. 

^La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quW  nombre  m  soit 
représentable  proprement  par  une  forme  f(Xy  y,  z)  est  qu'il  existe  une 
forme  fi(x,yyZ)  de  même  classe  que  f(x,y,z)  et  telle  que  Ton  ait 

/•(l,0,0)-f«. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  forme  9>(Xy  t)  soit 
représentable  proprement  par  une  forme  f(x,  y^  z)  est  qu'il  existe  une 
forme  fi(x,y,z)  de  même  classe  que  ({x^y^z)  et  telle  que  /i(a^y,  0) 
soit  identique  à  q>(x,y),* 

Yoici  maintenant  la  seconde  généralisation  de  la  notion  de  repré- 
sentation d'un  nombre  par  une  forme;  elle  est  due  à  H.  J.  8.  SmiOiz 
c'est  la  représentation  simultanée  de  deux  nombres  par  deux  formes 
réciproques.  On  appelle  ainsi  la  représentation  de  deux  nombres  m, 
fi  par  deux  formes  réciproques 

w-Z'Ca:,  y,  ^),    fi-9>(g,i/,  g) 
avec  la  condition 

xi  +  yri  +  zt'-O, 

La  représentation    simultanée    est  dite  propre    quand  x,  y,  z  d'une 
part,  if  ri,  t  d'autre  part,  sont  premiers  dans  leur  ensemble. 
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S4.  Bëduotion  des  formeB  ternaires.  Le  problème  de  décider 
si  deux  formes  temiûres  sont  éqoiTalentes,  oa  non,  a  été  résolu  d'abord 
par  C.  F,  Gauss  au  moyen  de  la  considération  des  formes  réduites  ^^). 
L,  A.  Seeber  a  donné,  pour  les  formes  ternaires  définies,  une  réduction 
analogue  à  celle  des  formes  définies  binaires  et  qui  a,  comme  celle-ci, 
cette  propriété  que  deux  formes  réduites  ne  peuvent  être  équivalentes 
que  si  elles  sont  identiques  ^^^). 

6r.  Legeune  DiricJdet  a  donné  une  réduction  des  formes  ternaires 
définies  qui  s'appuie  sur  les  considérations  géométriques  suivantes: 
Concevons  trois  séries  de  plans  parallèles  divisant  l'espace  en  parallé- 
lépipèdes dont  les  arêtes  soient  égales  i^Ya,  Ya  ,  Y^'  ^^  ^^  angles  à 

h                            ?/  6" 

arc  COB -,—~y  arccos 7^=,  arc  cos        ,_• 

On  voit,  comme  pour  les  formes  binaires,  que  ce  réseau  correspond 
à  une  classe. 

^Les  carrés  des  distances  des  points  du  réseau  à  l'origine  sont 
égaux  aux  nombres  représentables  par  la  classe.  Tous  les  parallélé- 
pipèdes ont  même  volume  l/|D|  (voir  n°  18).* 

La  forme  réduite  est  celle  qui  correspond  au  parallélépipède  que 
Ton  obtient  en  prenant,  à  partir  d'un  des  sommets  0  du  réseau,  pour 
OA  la  plus  petite  arête  possible,  puis  pour  OB  la  plus  petite  arête 
encore  possible  non  située  dans  le  proloDgement  de  OA,  enfin  pour 
0(7  la  plus  petite  arête  encore  possible  non  située  dans  le  plan  des 
trois  points  0,  A,  B, 

On  démontre  que  pour  reconnaître  si  un  parallélépipède  est  réduit 
ou  non,  il  suffit  de  comparer  les  longueurs  de  ses  arêtes,  celles  de 
ses  diagonales  et  celles  des  diagonales  de  ses  faces.  Il  suffit  donc 
d'envisager  ceux  des  sommets  du  réseau  qui  sont  situés  sur  les  sur- 
faces limitant  le  parallélépipède  envisf^é  sans  que  l'on  ait  en  rien 
à  se  préoccuper  des  sommets  du  réseau  situés  hors  de  ce  parallélé- 
pipède. Autrement  dit,  le  fait  qu'une  forme  est  réduite  s'exprime 
par  des  inégalités  entre  ses  coefficients. 


140)  C.  F.  Gau98,  Disq.*^  n«  272  et  suiv.;  Werke  1,  p.  807  et  suIt. 

141)  X.  A.  Seeber^  Untezs.  tlber  die  Ëigenschaffeen  der  positiTen  tezn&rea 
qnadiatisclien  Fonnen,  Fribouig  en/B.  1881,  analysé  par  C.  F,  Gauss,  GOttingische 
gelehrte  Anzeigen  1831,  p.  1066;  J.  reiae  angew.  Math.  20  (1840),  p.  812; 
Werke  8,  GMttîiigae  1876,  p.  188/196;  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40 
(1850),  p.  173;  Œuvres^*)  1,  p.  94;  G.  L^eune  DiricMet,  J.  leine  angew.  Math.  40 
(1860),  p.  209;  J.  math,  pures  appl.  (2)  4  (1859),  p.  209;  Weike  2,  Berlin  1897, 
p.  29;  H.  Minkawski,  Nachx.  Ges.  G5U.  1904,  math.  p.  811/55. 

Sacyolop.  det  toionoL  m»thém»t.    18.  11  ' 
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Considérons  le  contour  polygonal  fermé ,  formé  par  les  trois 
arêtes  et  une  diagonale  d'un  parallélépipède.  Les  quatre  vecteurs  ABy 
BCy  CD,  DA  formant  les  côtés  de  ce  contour  définissent  six  angles 
qui  peuvent  être  aigus^  droits  ou  obtus.  Parmi  les  parallélépipèdes 
du  réseau  y  il  y  en  a  un  et  un  seul  pour  lequel  aucun  de  ces  six 
angles    n'est    aigu.      Ceci    donne    une    autre    forme    réduite    due    à 

Algébriquement^  cela  revient  à  dire  que  la  forme  définie 
fix,y,e)^ia,a',a",b,b',b") 
est  réduite  quand  chacune  des  six  quantités 

6,  V,  6", 

est  négative  ou  nulle  ^*^).    E.  Selling  effectue  la  réduction  en  envisageant 
la  forme 

qui,  pour  ^  =  0,  se  réduit  à  f(x,  y,  z). 

Avec  cette  sorte  de  réduction,  à  une  même  classe  correspondent 
en  général  plusieurs  formes  réduites  se  déduisant  les  unes  des  autres 
par  des  substitutions  que  l'on  détermine  facilement.  Pour  qu'à  une 
même  classe  ne  corresponde  qu'une  seule  forme  réduite  il  faut  limiter 
là  notion  de  forme  réduite  en  ajoutant  aux  conditions  précédentes 
d'autres  conditions  qui  détruisent  toute  symétrie. 

Toutes  ces  réductions  ne  supposent  pas  que  les  coefficients  des 
formes  soient  entiers. 

Ch.  Hermite  a  ramené  la  réduction  des  formes  indéfinies  à  ceUe 
des  formes  définies.  Soit  f  une  forme  indéfinie.  Considérons  une 
forme  définie  f^  liée  à  f  d'une  façon  invariante,  c'est-à-dire  telle  que 
si  une  substitution  transforme  f  en  F  elle  transforme  f^  en  une 
fonction  F^  liée  à  F  comme  /i  est  liée  à  f.  Dans  l'expression  d'une 
telle  forme  /*^  il  y  a  des  paramètres  arbitraires. 

Une  telle  forme  /^  est  dite,  d'après  E.  Picard,  forme  associa  à  f. 

La  forme  indéfinie  f  est  dite  réduite  quand  on  peut  déterminer 
les  paramètres  qui  figurent  dans  son  associée  f^  de  façon  que  la  forme 
définie  f^  soit  réduite.  On  peut  d'ailleurs,  quels  que  soient  ces  para- 
mètres,  réduire   l'associée  /î,  et  la  réduction  varie  d'une  façon  dis- 

142)  Une  réduction  tout  à  fait  analogue  s'applique  aux  formes  binaires. 
Cette  réduction  est  d'ailleurs  susceptible  de  généralisation  (cf.  n°  39). 

148)  E,  SéUing,  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  143;  J.  math,  pures 
appl.  (8)  3  (1877),  p.  21,  163;  L,  Charve,  Thèse,  Paris  1880;  Ann.  £c.  Norm.  (2)  9 
(1880),  supplément  p.  9^ 
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oontinue  quand  ces  paramètres  yarient  d'ime  façon  continue.    C'est  le 
principe  de  la  réduction  continuelle  (n^  18)  par  lequel  Ch,  Hermite^ 
a  introduit  en  arithmétique  les  variables  continues  et  dont  il  a  tiré 
un  grand  nombre  de  conséquences  importantes  ^^^). 
Soit,  par  exemple,  l'expression 

{ax  +  fiv  +  Y^y  +  {ax  +  /J'y  +  yd)^  -  {a'x  +  fi'' y  +  y"d)\ 
Si  on  l'identifie  à  une  forme  donnée  f{x^  y^  js)  on  a  six  équations 
de  condition  pour  les  neuf  coefficients  a,  fiy  y,  a,  fi\  /,  a",  /î",  /'  qui 
y  figurent;  ces  neuf  coefficients  s'expriment  donc  en  fonction  de 
trois  paramètres.  Mais  l'expression  enyisagée  ne  change  pas  si  l'on 
y  remplace 

respectiTement  par 

a  cos  ip  —  a  sin  fp,     amap  -\-  a  cos  ç>, 
/S  cos  ç>  —  /S' sin  9?,    /3  sin  qp  +  /?'  cos  % 
y  cos  tp  —  y  sin  gp,     y  sin  (p  +  y  cos  ç>, 
où  9  est  à  notre  choix.     En  employant  un  langage  géométrique,  on 
peut  dire  que  l'expression  envisagée  ne  change  pas  si  l'on  suppose 
que  les  trois  plans  menés  par  l'axe  des  z  et  les  trois  points  de  coor- 
données 

(«.«',«'0,   (^,  ^',  n,   (y,/,  y") 

tournent  autour  de  l'axe  des  z  d'un  même  angle  quelconque  ç>. 

On  peut  donc  fixer  q>  de  manière  à  donner  une  valeur  arbitraire 
à  l'un  des  trois  paramètres  dont  dépendent  les  neuf  coefficients  de 
l'expression  envisagée.  Il  n'en  reste  alors  plus  que  deux  qui  sont 
arbitraires. 

On  pourra  prendre  pour  forme  associée  à  /*  la  forme  définie 
U^k{ax  +  fiy  +  yef  +  k\ax  +  fi' y  +  y' zf  +  ^  («"a:  +  fy  +  y'B)\ 
où  Xj  X'j  X"  sont  des  nombres  quelconques  positifs. 

G.  Eisenstein  a  donné  des  tables  de  formes  réduites  ternaires 
positives^**). 

Ii4)  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  41  (1861),  p.  191;  Œuvree*')  1, 
p.  164;  J.  reine  angew.  Math.  47  (1854),  p.  807,  348;  Œuviefl'')  1,  p.  193,  234; 
J.  reine  angew.  Math.  79  (1875),  p.  17);  Œuvres  ^^^  8,  en  préparation. 

145)  Sur  ces  rajets  Toir  anssi  O.  Cantor,  De  transf.  form.  tem.  qnadr.,  Halle 
1869  [Habilitationsschrifb];  H,  Minkowski,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  96  (1888), 
p.  1205;  E.  Bansdorff,  Acta  Soc.  se.  Fennicae  14  (1885),  p.  399/412;  E.  Borisov, 
Gber  die  Bednktion  der  positiven  tem&ren  qnadratischen  Formen  nach  der 
Sellingschen  Méthode  nebst  einer  Tabelle  der  rednzierten  Formen  fdr  aile  Deter- 
minanten  von  1  bis  200,  S*  Pétersbonrg  1890. 

146)  G,  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  41  (1851),  p.  141,  227. 

11* 
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Le  nombre  des  classes  correspondant  à  nn  discriminant  donné 
est  fini.  La  démonstration  de  ce  fait,  donnée  par  C  F.  Gauss,  s'appnie 
sur  des  inégalités  auxquelles  satisfont  les  coefficients  d'une  forme 
réduite,  et  qui  limitent  les  valeurs  possibles  de  ces  coefficients  ^^^). 

85.  Transformation  d^tme  forme  quadratique  ternaire  en  une 
forme  équivalente.  Pour  trouver  toutes  les  substitutions  qui  trans- 
forment une  forme  en  une  autre  équivalente,  il  faut  savoir  trouver 
toutes  les  substitutions  atdomorphes  d'une  forme,  c'est-à-dire  toutes  les 
substitutions  qui  laissent  cette  forme  invariable. 

Au  point  de  vue  algébrique  le  problème  est  résolu^*®).  L'ex- 
pression générale  des  substitutions  qui  laissent  invariable  une  forme 
f{x,  y,  js)  est  ou  bien 

+  ^F(q,r,8)[qx  +  rY  +  sz], 
[p'  +  F{q,r,s)]y^[p'^Fiq,r,s)]Y^p[q^fix,Y,z)^s^^^ 

+  ^^(î,  r,  s)  Iqx  +  rY  +  sz], 
\j?'  +  F(s,r,s)]z^[p^^F(q,r,s)]z--p[r^f{x,Y,z)^q^^^^ 

+  //-^(^  ^'  ^)  C2^  +  ^Y  +  sz\, 

P}  9}  ^7  ^7  étant  arbitraires  et  F  étant  l'adjointe  de  /*,  ou  bien  les 
substitutions  qu'on  en  déduit  en  changeant  x,  y,  z  de  signes;  ceci  ne 
suppose  d'ailleurs  pas  que  les  coefficients  de  F  soient  nécessairement 
entiers. 

Deux  cas  particuliers  sont  intéressants: 

1^)  le  cas  de  la  forme  X0  —  y^]  on  peut  trouver  directement 
les  substitutions  qui  laissent  cette  expression  invariable,  en  la  con- 
sidérant comme  le  discriminant  de  la  forme  binaire  {x,  y,  e). 

147)  a  F.  Gauss,  Diaq.*')  n»  272;  Werke  1,  p.  807. 

148)  Olinde  Bùdrigues,  J.  math,  pures  appL  (1)  6  (1840),  p.  426;  Ch.  HemUU, 
J.  leine  angew.  Math.  47  (1854),  p.  307,  313,  343;  (EnYres^*)  1,  p.  193,  200,  234; 
A.  Cayley,  J.  reine  angew.  Math.  60  (1855),  p.  288;  Papers  2,  Cambridge  1889, 
p.  192;  G,  CafOor,  De  transf."*);  F.Bachmann,  J.  reine  angew.  Math.  76  (1873), 
p. 331;  Ch,HermiU,  id.  78  (1874),  p. 325;  (EuTres"»)  3,  en  préparation;  J.  Tannery, 
BulL  se.  math.  (1)  11  (1876),  p.  221;  Arnold  Meyer,  J.  reine  angew.  Math.  108  (1891), 
p.  125;  B.  Fncke,  Nachx.  Qea,  GOtt.  1893,  p.  705;  L,  Bianchi,  Ann.  mat.  para 
appl.  (2)  21  (1893),  p.  257;  Atti  B.  Accad.  Lincei,  Bendic,  mat.  (5)  3  I  (1894),^ 
p.  3;  H.  Laurent,  NonT.  Ann.  math.  (4)  6  (1906),  p.  234. 
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^Cefl  substitations  sont 

\  afi      ad  +  Py 
V  /î»  2 fia 

a^  fi,  y,  â  étant  quatre  nombres  satisfaisant  à  la  condition 

a*  — /Sy  —  ±  1. 

On  peut  d'ailleors  se  borner  à  celles  ponr  lesquelles 

a8  —  fiy  ^  +  1. 
Alors  les  substitutions 


\y    â) 


\Y 

constituent  le  groupe  appelé  fudmen  par  H.  Paincare.  A  chaque 
substitution  du  groupe  automorphe  de  la  forme  xe  —  y^  correspond 
une  substitution  du  groupe  fuchsien  et  réciproquement/ 

2®)  le  cas  de  la  forme  a;^  +  y*  +  jer^;  les  substitutions  qui  la 
laissent  inyariable  sont  dites  arihogonàles^^^)]  ce  sont  les  formules  de 
changement  de  coordonnées  rectangulaires^^). 

D'ailleurs  les  substitutions  conyenant  à  un  cas  quelconque  général 
peuvent  se  ramener  à  Tun  ou  à  l'autre  de  ces  deux  cas  particuliers. 

JSi  l'on  se  place  au  point  de  vue  arithmétique,  il  faut  de  plus 
trourer  les  conditions  pour  que  les  substitutions  obtenues  soient  à 
coefficients  entiers  ^^^). 

On  démontre  que  p,  q,  r,  s  doivent  être  proportionnels  à  des 
nombres  entiers  et,  à  cause  de  l'homogénéité  des  formules ,  on  peut 
supposer  qu'ils  sont  entiers  et  premiers  dans  leur  ensemble.  Ensuite, 
posant  jpl^  +  F(qy  r,  s)  -•  P,  on  démontre  que  P  doit  être  un  diviseur 
de  4D. 

Si  la  forme  est  définie  positive,  on  prendra  pour  P  successive- 
ment tous  les  diviseurs  de  4D;  pour  chaque  valeur  de  P,  l'équation 
p*  +  F{q,  r,  s)  —  P  n'a  qu'un  nombre  limité  de  solutions.  On  peut 
donc  les  essayer  toutes,  et  le  problème  est  résolu.    On  pourra  d'ailleurs 


149)  X.J^M7er,N(mComm.  Acad.Petrop.  15(1770),éd.  1771,p.76;Ck>mm6iitat. 
Arith.  1,  S^  Pétersbouig  1849,  p.  427/4S;  0.  Bodrigues,  J.  math,  ptues  appl.  (1)  6 
(1840),  p.  406. 

160)  Voir  à  ce  8i\jet  A.  Cayley,  J.  reine  angew.  Math.  82  (1846),  p.  119; 
London  Edinb.  Dublin  philos,  ma^.  26  (1846),  p.  141;  Papers  1,  Cambridge 
1889,  p.  128  (rapporte  avec  la  théorie  des  quatemions). 

161)  Voir  une  remarque  de  E,  Schering  dans  C.  F.  Oauss,  Werke  2,  GOttixigne 
1876,  p.  811;  voir  auBsi  P.  Baehmann,  J.  reine  angew.  Maih.  71  (1870),  p.  808; 
Qvadr.  Fozmen  ^'),  p.  89. 
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limiter  le  nombre  des  essais  en  s'appuyant  sur  ce  que  4jj*  doit  être 
divisible  par  p.* 

^Exemple.     Soit  la  forme 

x^+  I2y^  +  5£r>  +  Uyz  -  4:zx  -  &xy. 
L'adjointe  est 

lia:*  +  y*  +  3jer>  —  2yz  +  Qzx  +  2xy. 

D  —  2.  Donc  P  doit  être  un  diviseur  de  8.  Prenons  par  ex. 
p  =  2.    On  doit  résoudre  Téquation  indéterminée 

p>  +  11g*  +  r»  +  3s«  -  2rs  +  6sg  +  2gr  »  2 
ou 

!>'+(?  +  »'-«)*  +  2(s  +  2qy  +  2î»  -  2. 

Parmi  les  solutions  choisissons  j?  «=■  1,  g  -=  0,  r  —  1,  s  «  0.   Les  formules 
de  transformation  de  la  forme  en  elle-même  donnent 
a;  «  —  2x  +  8t  +  Bz, 

y-Y, 

0-  — x  +  2y  +  2z; 
on  vérifie  facilement^  en  effet,  que 

(-2x  +  8t  +  5z)«+12y«+5(-x  +  2t  +  2z)>  +  14t(-x  +  2t  +  2z) 

-4(~x  +  2y  +  2z)(-2x  +  8y  +  5z) 

—  6(— 2x  +  8y  +  5z)y 
est  identique  à 

X»  +  12  Y»  +  5z*  +  14  Yz  —  4zx  —  6xY*. 
Mais  Si  la  forme  est  indéfinie,  ce  qui  précède  ne  suffît  pas  pour 
donner  la  solution  complète  du  problème.  Si  Ton  se  borne  au  cas 
où  D  est  un  nombre  impair  n'ayant  pas  de  diviseur  carré,  de  sorte 
que  P  »  2^Ao  où  A  est  Tun  des  nombres  0,  1,  2  et  où  Aq  est  un 
diviseur  de  D,  on  démontre  il  est  vrai  que  tout  système  de  valeurs 
entières  de  p,q,r,8  satisfaisant  à  une  équation  l>* +jF(î,  ^;  s)  —  P 
répond  à  la  question  quand  p  est  divisible  par  ù^  et  que  (pour  A  »  2) 
Pf  q,  r,  s  sont  impairs.  Mais,  même  dans  ce  cas,  il  reste  à  résoudre 
les  équations  de  la  forme 

jp«  +  F(q,  r,  s)  -  P 

ce  qu'on  ne  sait  pas  faire  en  général.  On  sait  seulement  déduire 
une  infinité  de  solutions  de  certaines  d'entre  elles  satisfaisant  à  cer- 
taines conditions.* 

La  solution  complète  de  l'équation  p^  +  F{q,r,8)=^iP  se  ramène 
à  la  recherche  d'une  solution  particulière,  et  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion p^  +  F(jqj  r,  5)  —  «  où  «  est  égal  à  1  ou  à  4. 
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^Pour  les  formes  indéfinies  le  problème  de  tron^er  tontes  les 
substitntionB  antomorphes  a  été  résoin  par  Ch.  Hermiie  et  E.  SeUing^^^), 
En  appliquant  la  réduction  continuelle  de  Ch.  Hennite,  on  démontre 
qu'il  existe  un  nombre  fini  de  substitutions  antomorphes  telles  que 
tontes  les  autres  puissent  s'exprimer  par  des  produits  de  puissances 
de  celles-ci.* 

On  est,  dans  le  courant  de  ces  recherches,  amené  à  une  pro- 
priété remarquable  de  la  forme  p^  +  F{q,  r,  s).  Cette  forme  se  re- 
produit par  multiplication^^')  en  yertu  de  Tidentité 

[p»  +  Fiq,  r,  «)]  [!,'»  +  Fiq,  r,  O]  -  i»  +  F^Q,  R,  S), 
où 

iî-Zr+l'r'+l^^,  m^sq'-s'q, 


Si 


/■(^7  y,  ^)  -  ^  +  y*  +  ^*, 


on  retrouve  une  formule  de  L.  Euler^^). 
Si 

/"(^;  y,  jsr)  -  aa?*  -h  6y»  +  C2f*, 

on  retrouve  une  formule  de  J.  L,  Lagrange^^). 

La  formule  générale  permet  de  déduire  de  deux  solutions  de 
l'équation  p'  +  F(q,  r,  s)  —  1  une  troisième  solution  de  cette  même 
équation.  La  transformation  de  la  forme  f(x,  y,  a)  en  elle-même,  qui 
résulte  de  cette  troisième  solution^  est  le  produit  de  celles  qui  corres- 
pondent aux  deux  autres.  Cette  composition  des  solutions,  ou  des 
transformations,  n'est  pas  en  général  commutative,  comme  on  le  voit 
par  les  formules  précédentes  qui  donnent  P,  Q,  B^  S  au  moyen  de 


16«)  ^E.  Selling,  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  196,  212.* 

163)  C*.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  47  (1864),  p.  824;  Œnyres^*)  1, 
p.  218. 

164)  X.  Buler,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1764/6),  éd.  1760,  p.  8/68  [1761]; 
Nova  Acta  Brud.  Lpa.  1778,  p.  198;  Acta  Acad.  Petrop.  1  H  (1777),  éd.  1780, 
p.  48  [1772];  Commentât.  Axith.  1,  8*  Péterah.  1849,  p.  210,  688,  en  partie,  p.  643. 

166)  J.L.Lagrange,  Nonv.  Mém.  Acad.  Berlin  1  (1770),  éd.  1772,  p.  188; 
CEuTrei  8,  Pari»  1869,  p.  201. 
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Pf  9.9  ^9  ^9  P'9  ^9  ^'9  ^''  Pa3*mi  1^  transformatioiiB  permutables  se 
trouvent  éyidemment  les  puissances  de  l'nne  d'entre  elles. 

^Dans  tons  les  cas  les  substitations  à  coefficients  entiers  qui 
laissent  inyariable  une  forme  quelconque  constituent  un  groupe. 
H.  Poincaré^^^)  déduit  de  là  des  groupes  de  substitutions  à  une 
Tariable. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  forme 

les  substitutions  automorphes  trouvées  plus  haut 

afi      ad  +  fiy      yd 

sont  évidemment  à  coefficients  entiers  lorsque  a,  ^,  y  y  Ô  sont  entiers; 
comme  aâ  —  fiy  ^1^  les  substitutions 


\y    d) 


constituent  donc  le  groupe  modulaire. 

H.  Poincaré  établit  de  même  qu'à  chaque  forme  quadratique 
correspond  un  sous-groupe  du  groupe  fuchsien  et,  par  suite,  des 
fonctions  fuchsiennes  qu'il  montre  jouir  de  propriétés   particulières.* 

86.  Nombres  et  formes  binaires  quadratiques  représentables 
par  une  forme  ternaire  quadratique.  Le  problème  de  la  représen- 
tation d'un  nombre  et  celui  de  la  représentation  d'une  forme  binaire 
par  une  forme  ternaire  se  ramènent  l'un  à  l'autre  en  vertu  du  théo- 
rème suivant:  Si  une  forme  binaire  est  représentable  par  une  forme 
ternaire  primitive  d'invariants  ô^,  d^,  le  déterminant  A  de  la  forme 
binaire  est  divisible  par  d^;  soit  m^  j-'  Si  la  forme  binaire  est 
représentée  par 

a?-a^x  +  criY,    y^p^x  +  fi^Y,    ff-yo^  +  yiY, 
le  nombre  m  est  représentable  par  la  forme  réciproque  pour 

Réciproquement,   à  toute  représentation  d'an   nombre  m  correspond 

une  représentation   d'une   forme   binaire  dont  le  déterminant  A  est 

égal  à  môj^.     Les  deux  représentations  sont  propres   ou   impropres 
ensemble. 


166)  J.  math,  pures  appl.  (4)  8  (1887),  p.  405/64. 
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^Les  résultats  précédents  se  déduisent  des  identités 
(1)  f(a,X  +  a.  Y,  P,X  +  ft  r,  nX  +YtY) 

et 

(2)  /'(«„ft,yo)/'(«.,A,yi)-Wn* 

où  l'on  a  posé,  pour  abr^r, 

f^a,-  g^   -  +  ^,— -g^  -— +  y,.  -    g-^^ 

D  s'ensuit  qn'on  pent  se  borner  an  problème  de  la  représentation 
d'une  forme  binaire  par  une  forme  ternaire;  on  peut  d'ailleurs  se 
borner  à  la  représentation  propre. 

Pour  qu'une  forme  binaire  {a,  b,  c),  de  déterminant  A,  soit  repré- 
.  sentable  par  une  forme  ternaire  primitive  d'invariants  dj^  d^,  il  faut 
d'abord  que  A  soit  divisible  par  d|;  soit  A  —  d^m.     Ensuite,  il  faut 
que  les  oongruences  suivantes 

N^  +  d^a  =  0,    NN' -  d,6  =  0,    N'^  +  d,c  =  0       (mod.  w), 

où  Ny  N'  désignent  les  inconnues,  soient  possibles.  Ces  conditions 
remplies,  on  sait  déterminer  les  nombres  entiers  N^  N*  par  ces  con- 
gruences.  Il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  solutions,  mais  deux 
systèmes  congrus  (mod.  m)  donnent  la  même  représentation  en  sorte 
qu'il  n'y  a  à  considérer  ici  qu'un  nombre  fini  de  systèmes  de  solutions. 
Les  nombres  entiers  N,  N'  étant  déterminés,  les  trois  nombres 

m 

m 

m 
sont  entiers. 

Ceci  posé,  considérons  les  trois  nombres 

d j^ ,    e ^^ ,    /•--     ,^ 

Si  ces  trois  nombres  d^  e,  f  ne  sont  pas  entiers  la  représentation 
eherdiée  est  impossible.  S'ils  sont  entiers,  on  considère  la  forme 
ternaire 

(a,  c,  fy  d,  6,  6). 
n  reste  à  voir 

1^)  si    cette   forme   est   de  même  ordre   que   la  forme   ternaire 
donnée 
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2°)  si  elle  lui  est  équivalente. 
Si  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  la  représentation  cherchée  est 
impossible.     Si  elles  sont  remplies,  comme  la  forme 

(a,  c,  f,  d,  e,  b) 

représente  proprement  la  forme  (a,  b,  c),  le  problème  est  résolu  *^^). 
n  ne  reste  plus  qu'à  trouver  toutes  les  transformations  de  la  forme 
ternaire  proposée  en  la  forme  (a,  c,  f,  d,  6,  6)^*®). 

Dans  le  cas  où  m  est  premier  à  20^0^  on  démontre  que  les 
valeurs  trouvées  pour  d.  e,  f  sont  certainement  entières  et  que  la 
forme  (a,  c,  /)  dy  e,  b)  est  certainement  de  même  ordre  que  la  forme 
proposée.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  voir  si  elle  lui  est  équivalente. 
Exemple  numérique:  Soit  à  représenter  le  nombre  14  par  la  forme 

9>  -  (1,  2,  3,  2,  3,  4). 
La  forme  réciproque  est 

/'-(l, -3,  -7,  5,  1,-3). 

Pour  cette  dernière 

*i  =  4,        S,  =  2, 
l'adjointe  étant  —  4  9. 

Si  Ton  suppose  que  les  valeurs  des  variables  qui  rendent  fp  égal 
à  14  soient  représentées  (n^  8,  IV)  par 

ridentité  (2)  donne 


/'(«o;  /îo>  n)f{^u  A/  ^i)  -  (y  ^  ai^  +  '  *  ")  — 


56. 


Donc  la  forme  binaire  qui  est  au  second  membre  de  l'identité  (1)  a 
comme  déterminant  56,  et  l'on  doit  donc  d'abord  chercher  toutes  les 
formes  binaires  de  déterminant  56,  ou  plutôt  toutes  les  classes  de  ces 
formes,  car  à  deux  formes  de  même  classe  correspondent  la  même 
représentation. 

Continuons  ici  les  calculs  pour  une  seule  classe,  celle  de  la  forme 

^  =  (5,-4,-8). 

Il  faut  résoudre  le  système  de  congruences 

JV^«+10  =  0,    NN'  +  ^^O,    J^'»-16  =  0  (mod.  14). 

Ces  congruences  admettent  (mod.  14)  le  système  de  solutions 

N^-2,    N'^4: 


167)  C.  F.  Gauss,   Disq.*^   n"**  278  et    suiv.;   Werke  1,    p.  317    et  suiv. 

168)  Voir  à  ce  sujet  P.  Bachmafwi,  Quadr.  Formen  **),  p.  70. 
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(et  le  système  N^2,  N'^  —  4  qui  ne  donnerait  rien  d'autre).    Alors 

j       0  —  0       ^  0  —  1-4  „        -       0  —  0       ^ 

sont  des  nombres  entiers,  et  Ton  a  à  considérer  la  forme 

X-(5,  -8,  0,  0,  -2, -4) 
qui  représente  ^  pour 

x^X,    y  -  r,    xr  -  0. 

II  faut  se  demander  si  cette  forme  x  ^^^  équivalente  à  la  forme  f  et, 
dans  le  cas  de  l'affirmatiyey  chercher  quelles  sont  les  transformations 
de  Tune  dans  l'autre. 

On  trouve   que   les  formes  %  et  f  sont  équivalentes  et  que  la 
forme  f  se  transforme  en  %  par  la  substitution 

11        0\ 
-1     2        0  l 
.-1     1    -1/ 


x+r; 


Donc  f  représente  ^ 

pour 

X  = 

•X+T,    y-- 

-x  +  2r, 

e 

autrement  dit 

«0-1 

«,= 

=  1 

^ — 

1       A- 

=  2 

yo  — 

1          y,= 

=  1 

«n  sorte  que 

*  -  ^0^1  -  Pifo  =1»   y  =  yo«i  -  yi^o  =  —  2,    «  -  «oA  -  «i/^o  -  3 

et  l'on  a 

y(+  1,  _  2,  +  3)  =  14. 

On  a  ainsi  une  solution.  Pour  les  avoir  toutes,  il  faudrait  d'abord 
chercher  toutes  les  transformations  de  f  en  %  (ce  qui  se  ramène  à 
trouver  toutes  les  transformations  automorphes  de  %)]  puis  il  faudrait 
recommencer  les  mêmes  calculs  pour  les  classes  de  formes  binaires 
ié  déterminant  56,  autres  que  la  classe  de  la  forme  ^.* 

37.  Déoomposition  d'un  nombre  en  une  somme  de  trois  carrés. 
Au  théories  précédentes  se  rattachent  les  théorèmes  sur  la  décom- 
position d'un  nombre  en  une  somme  de  trois  carrés. 

Le  nombre  n^  des  représentations  propres  d'un  nombre  m  =  l 
(mod.  4)  est  égal  à  3  .  2^+'jr^  /t  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers 
différents  de  m,  et  g  étant  le  nombre  des  classes,  de  genre  principal, 
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des  formes  binaires  proprement  primitives  de  déterminant  —  m. 
^Exemple  numérique.     Soit 

m  «17,    fi«l,    ^-2. 
Il  y  a  deax  classes  de  genre  principal 

(1,0,17)    et    (2,1,9); 
donc  17  se  décompose  en  une  somme  de  trois  carrés  de 

3  .  2»  .  2  -  48 
façons.     En  effet 

17  -  0»  +  1»  +  4» 

«  2>  +  2»  +  3^ 

La  première  de  ces  denx  décompositions  en  donne  6  en  permutant 
les  termes  de  toutes  les  façons  possibles;  chacune  de  ces  6  décom- 
positions en  donne  4  en  écrivant  de  toutes  les  façons  possibles  —  1 
et  —  4  au  lieu  de  1  et  4;  cela  fait  donc  6  x  4  —  24  décompositions. 

La  seconde  des  deux  décompositions  en  donne  de  même  3  en 
permutant  les  termes,  et  chacune  de  ces  3  en  donne  8  en  changeant 
les  signes;  cela  fait  donc  3  X  8  »  24  décompositions. 

On  trouvera  donc  bien  en  tout  24  +  24  «  48   décompositions.* 

Pour  les  nombres  m  =  3  (mod.  8),  le  nombre  N,  de  ces  repré- 
sentations i'^»)  est  2a* +V 

En  se  servant  de  l'expression  du  nombre  des  classes  des  formes 
binaires  de  déterminant  donné,  on  obtient  pour  les  deux  nombres  N^ 
et  N,  les  valeurs 

-m       •-[?] 

«si  «si 

^Exemple  numérique.     Soit  w  =  17;  on  a 
«^=-24[(A)  +  Q  +  (l)  +  (^)]»24[l  +  l-l  + 11-48. 
On  euTisage  comme  différentes  les  décompositions  telles  que^^) 

x^  +  y'  +  ^%  x'  +  sf'  +  yM-xy  +  tf^  +  z^  ... 

Tout  carré  est  congru  (mod.  8)  à  0,  1  ou  4;  la  somme  de  trois 
carrés  ne  peut  donc  être  congrue  à  7  (mod.  8);  il  en  résulte  que  les 
nombres  m  ^  7  (mod.  8)  ne  peuvent  être  décomposés  en  une  somme 
de  trois  carrés  ^^*). 

169)  C.  F.  Gausx,  Dûq.")  n~  291  et  biut.;  Werke  1,  p.  843  et  eair. 

160)  G.  Lejeune  Dirichîet,  J.  reine  angew.  Math.  21  (1840),  p.  165;  Werke  1, 
Berlin  1889,  p.  496. 

161)  «Ce  théorème   a  été   énoncé   en    1686    par   P.  de  Fermât  [lettre   à 
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Les  nombres  pairs  ne  peuvent  être  représentés  proprement,  comme 
somme  de  trois  carrés^  qne  s'ils  sont  congros  à  2  (mod.  4). 

En  résumé  les  nombres  représentables  proprement  par  une  somme 
de  trois  carrés  sont  les  nombres  congrus  à  1^  2,  3^  b,  6  (mod.  8).* 

A.  M.  Legendre^^)  a  démontré  cette  possibilité  mais  il  ne  s'est 
pas  inquiété  du  nombre  de  ces  représentations. 

G,  Lejeune  Dirichlet^^^)  a  simplifié  la  démonstration  de  ces  ré- 
sultats en  faisant  lui  aussi  abstraction  du  nombre  des  représentations 
et  a  démontré  ^*^)  à  nouveau  l'existence  de  représentations  propres 
c'est-à-dire  de  représentations  dans  lesquelles  les  trois  carrés  n'ont 
pas  de  facteur  commun  ^^). 

Des  résultats  précédents  on  déduit  facilement  les  deux  théorèmes 
Suivants: 

1)  Tout  nombre  est  décomposable  en  une  somme  de  trois  nombres 
triangulaires  *••). 

2)  Tout  nombre  est  décomposable  en  une  somme  de  quatre  carrés. 
,Le  second  de  ces  théorèmes  était  peut-être  déjà  connu  de  Dio- 

pkante^*'^]  il  semble  avoir  été  énoncé  pour  la  première  fois  par 
C.  G.  Bachet  de  Méziriœ^^)  comme  un  résultat  obtenu  empirique- 
ment**^; il  a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  J.  L,  Lagrange^''^). 


M.  Mersenne,  datée  de  septembie  ou  octobre  1636;  CEnyiea^')  2,  p.  66];  L.  Euler 
■  en  est  occupé  dès  1730  [lettre  à  Chr.  Goldbach  datée  du  17  octobre  1730;  voir 
RH,Fus8,  Corresp.  math,  phjê.**)  1,  p.  44]  (Note  de  G,  Enestrôm).* 

162)  A, M. Legendre,  Théorie  des  nombres^)  (3«  éd.)  1,  Paris  1830,  p.  893  et  suir. 

163)  G.  Lejeune  DirieMet,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1850),  p.  228;  Werke  2, 
Berlin  1897,  p.  91;  trad.  par  G.  J.  HùOél,  J.  math,  pures  appl.  (2)  4  (1869),  p.  233. 

164)  Au  Btyet  de  décompositions  particulières  en  une  somme  de  trois  carrés, 
▼oir  E,  Catalan,  Nouy.  Ann.  math.  (2)  13  (1874),  p.  618;  Atti  Accad.  pontif.  Naovi 
Lincei  86  (1881/2),  p.  103;  37  (1883/4),  p.  49;  S.  Bealta,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  20 
(ISSl),  p.  601  ;  Nouy.  Corxesp.  math.  4  (1878),  p.  325,  346, 369;  lettres  de  E.  Catalan 
^  B.  Boncompagni,  Atti  Accad.  pontif.  NuotI  Lincei  34  (1880/1),  p.  68,  136. 

166)  Voir  aussi  n^"  27. 

166)  ^.  Euler  a  essayé  de  démontrer  ce  théorème  par  induction  [Acta  Acad. 
Petrop.  4n  (1780),  éd.  1784,  p.  88/48  [1775];  Commentât.  Arith.  2,  S^  Pétersbonrg 
1849,  p.  18^].* 

167)  ^C'est  en  effet  Tavis  de  P.  de  Fermât  [lettre  à  Jf.  Mersenne  "»)  ;  Œuvres  ") 
^t  P-  ^^]i  TOlitâB  il  ne  s^appuie  que  sur  ce  que  deux  problèmes  envisagés  par 
DiophanU  [Arith. "•),  livre  IV.  n**  29  et  80;  Opéra  "»)  1,  p.  268/68]  ne  sont  tou- 
jours résolubles  que  si  le  second  théorème  mentionné  dans  le  texte  a  lieu  (Note 
de  0,  Enes^ômy 

168)  Diophanti  arithmeticorum  libri  YI  et  de  numeris  multangulis  liber  I, 
éd.  C.  G.  Bachet  de  Méziriac,  Paris  1621,  p.  180. 

169)  ^B.  Deseartes  avait  en  vain  cherché  à  démontrer  le  théorème  [cf.  sa 
letiro  à  M.Menenne  datée  du  27  juillet  1688;  Lettres,  éd.  C.  Clerselier  8,  Paris 
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L,  JEkikr^'^^)  en  a  donné  ensuite  une  seconde  démonstration  complète^'*). 
C'est  un  résultat  qu'on  obtient  très  simplement  en  comparant  entre 
elles  deux  formules  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques^^');  cette 
comparaison  fournit  aussi  le  nombre  des  décompositions.  Si  le  nombre 
donné  N  est  de  la  forme 

où  p  est  un  nombre  positif  impair,  le  nombre  de  décompositions  de 
N  en  une  somme  de  4  carrés  est  égal  à 

24i^(/?)  ou  à  8^{p) 

suivant  que  r  est  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro;  ^(p)  désigne  ici 
le  somme  des  diviseurs  de  p. 

On  doit  à  C.  G.  J.  Jacobi^'^*)  une  démonstration  arithmétique  des 
mêmes  théorèmes;  cette  démonstration  a  d'ailleurs  été  notablement 
simplifiée  par  G.  Lejeune  Dirichlet^''^). 

V.  A.  Lèbesgue^'^^)  a  démontré  que,  si  un  nombre  est  impair,  deux 
des  carrés  dans  lesquels  il  se  décompose  peuvent  être  supposés  égaux.* 


1667,  p.  365;  Œuvres,  éd.  Ch.  Adam  et. P.  Tannery  2,  Paris  1898,  p.  266]? 
P.  de  Fermât  l'avait  énoncé  dès  1636  [lettre  à  M.  Mersenne  *•*);  Œu  vrcs")  2,  p.  65 
cf.  lettre  à  KenelmDigby^^\  Œuvres")  2,  p.  408/4];  X.  Euîer  s  'en est  occupé  long- 
temps [voir  plusieurs  de  ses  lettres  à  Chr.  Goldhach  datées  de  1730,  1747,  1749, 
1750  dans  P.  H.  Fuss,  Corresp.  math,  phys.»»)  1,  p.  24,  30,  86,  419,  495,  621, 
527,  531]  et  il  Ta  démontré  avant  J.  L.  Lagrange  sous  la  supposition  que  les 
quatre  nombres  peuvent  être  soit  entiers  soit  fractiormaires  [Novi  Comm.  Acad. 
Petrop.  5  (1754/5),  éd.  1760,  p.  3/58  [1761];  Commentât.  Arith.  1,  S*  Pétersb. 
1849,  p.  210].* 

170)  J.  i.  Lagrange,  Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin  1  (1770),  éd.  1772,  p.  123; 
Œuvres  3,  Paris  1869,  p.  189. 

171)  Acta  Acad.  Petrop.  1  II  (1777),  éd.  1780,  p.  48  [1772];  Commentât. 
Arith.  1,  S*  Pétersb.  1849,  p.  688.  Voir  aussi  à  ce  sujet  j^.  de  BégueUn,  Nouv. 
Mém.  Acad.  Berlin  4  (1773),  éd.  1776,  p.  208;  L.Euler,  Nova  Acta  Erud.  Lp§. 
1773,  p.  198. 

172)  ^.Parmi  les  premières  démonstrations  que  Ton  a  données  du  théorème 
d'après  lequel  tout  nombre  est  décomposable  en  xme  somme  de  quatre  carrés, 
on  peut  citer  celle  de  G.  F,  Malfatti,  Mem.  mat.  fis.  Soc.  ital.  délie  scienze  (1) 
12  I  (1805),  math.  p.  296/317  (Note  de  G.  Loria).* 

173)  C.  G.  J,  Jacdbi,  Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticarom, 
Eônigsberg  1829,  p.  106  (formule  35),  p.  184  (formule  7);  J.  reine  angew.  Math. 
3  (1828),  p.  191;  Werke  1,  Berlin  1881,  p.  289,  247;  J.  reine  angew.  Math.  12 
(1884),  p.  167;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  246.  Cf.  /.  Tannery  et  J.  Moîk,  Eléments 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  4,  Paris  1902,  p.  260. 

174)  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  reine  angew.  Math.  12  (1834),  p.  167;  Werke  6, 
Berlin  1891,  p.  246. 

176)  J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (1856),  p.  210;  Werke  2,  Berlin  1897,  p.  203; 
voix  aussi  K.  Th.  Vahïen,  J.  reine  angew.  Math.  112  (1898),  p.  27  et  suiv. 


Digitized  by  VjOOQIC 


88.  Genre.  175 

Les  deux  théorèmes  1)  et  2)  sont  des  cas  particuliers  du 
théorème  suivant  de  P.  de  Fermat^'^'^: 

Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  r  nombres  polygonaux  à  r 
côtés,  c'est-à-dire  (cf.  I  1,  18;  I  2,  15)  de  r  nombres  qui,  pour  un 
choix  quelconque  du  nombre  n,  rentrent  dans  le  type 

Pour  r  =  3  on  a  le  théorème  1);  pour  r  =  4  on  a  le  théorème  2). 

Ce  théorème  de  P.  de  Fermât  a  été  démontré  par  A.L.Cauchy^'^^ 
qui  a  de  plus  montré  que,  sur  les  r  nombres,  on  peut  faire,  quand 
r  >  4,  qu'il  y  en  ait  r  —  4  égaux  à  0  ou  à  1.  A.  M.  Legendre^'^^  a 
ensuite  montré  qu'au  dessous  d'une  certaine  limite  quatre  ou  cinq 
nombres  polygonaux  suffisent**^). 

38.  Genre.  Soit  q  un  facteur  premier  impair  de  d^  et  r  un 
facteur  premier  impair  de  d,.    Pour  tous  les  nombres  m  représentables 

176)  J.  math,  pnies  appl.  (2)  2  (1867),  p.  149. 

177)  Œuvres»')  1,  p.  306;  trad.  par  P.  Tann&ry,  id.  8,  p.  262. 

178)  Mém.  se.  math.  phys.  Inst.  France  14  (1813/6),  éd.  1818,  p.  177  [1816]; 
Bull.  Soc.  philom.  Parig  (3)  2  (1816),  p.  196;  J.  des  mines  38  (1815),  p.  896; 
Exercices  math.  1,  Paris  1826,  p.  265;  Œnyres  (2)  6,  Paris  1887,  p.  820/68. 
Voir  à  ce  siget  P.  Bachmann,  Qnadr.  Formen  ^'),  p.  164  et  sniv. 

179)  A.  M.  Legendre,  Théorie  des  nombres*)  (3*  éd.)  1,  Paris  1830,  p.  218; 
2,  Paris  1830,  p.  840. 

180)  Sur  ces  sxigets  voir  les  mémoires  fondamentaux  de  O.  Lejeune  DiriMet 
cités  notes  163  et  176. 

Voir  aussi  Ch.Hermite,  G.  R.  Acad.  se.  Paris  87  (1868),  p.  133/4;  J.  reine 
sngew.  Math.  47  (1864),   p.  848;    Œuvres^*)  1,   p.  284,   288  [voir  la   note   de 

E.  Picard,  id.  p.  259];  J.  Liouviîle,  J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (1856),  p.  230; 
V,  A.  Lebesgue,  J.  math,  pures  appl.  (2)  2  (1857),  p.  149;  C.  R.  Acad.  se.  Paris 
66  (1868),  p.  396;  Nouv.  Ann.  math.  (2)  11  (1872),  p.  616;  (2)  13  (1874),  p.  111; 

F.  PoOock,  Philos.  Trans.  London  161  (1861),  p.  409;  158  (1868),  p.  627;  Proc. 
B.  Soc.  London  13  (1863/4),  p.  642;  16  (1867/8),  p.  251  [1864];  /.  Liouviîle,  J.  math, 
pures  appl.  (2)  8  (1868),  p.  73;  A.  Genocchi,  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  2  (1868/9), 
p.  266;  S,  Reàlis,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  12  (1878),  p.  212;  (2)  17  (1878),  p.  381; 
(2)  18  (1879),  p.  500;  F.  Schlegel,  Z.  Math.  Phys.  21  (1876),  p.  79;  /.  J.  SyU 
vegter.  Amer.  J.  math.  3  (1880),  p.  890;  M.  WeOl,  G.  R.  Acad.  se.  Paris  99  (1884), 
p.  869;  i?.  Lipschitg,  Untersuchungen  ûber  Summen  yon  Quadraten,  Bonn  1886; 
trad.  par  J.  Molk,  J.  math,  pures  appl.  (4)  2  (1886),  p.  373;  M,  A.  Stem,  J.  reine 
angew.  Math.  105  (1889),  p.  250;  A,  Matrot,  Assoc.  £r.  avanc.  se.  19  (Limoges) 
1890*,  p.  79,  82;  J.  math.  élém.  (Longch.)  (3)  6  (16«  année)  1891,  p.  169  [E.Hum- 
bert.  Arithmétique,  Paris  1893,  p.  284  reproduit  cette  démonstration  qui  est  une 
simplification  de  la  démonstration  complète  de  L.  Etiler^^^)]. 

Voir  encore  A.  Matrot,  J.  math.  élém.  (Longch.)  (4)  2  (17*  année)  1893, 
p.  73;  E.  Catalan,  Mém.  Acad.  Belgique  62  (1893/4),  mém.  n»  1;  E.  Maillet,  Bull. 
Soc.  math.  France  23  (1896),  p,  40. 
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par  la  forme  ternaire  pnmitiye  f{x,  y,  0),  le  symbole  de  Legendre  (^j 
a  la  même  valeur,  pour  tous  les  nombres  fi  représentables  par  la  forme 
ternaire  9 (a?,  y,  z)  réciproque  de  f{x,  y,  0),  le  symbole  de  Legendre  y-\ 
a  la  même  valeur.     C'est  ce  qu'on  déduit  des  identités 

+  *i  9^(y^' — ^y';  ^^'  —  ^^\  ^y  —  y^')i 

9^(^;y;*;9C^;y;^;=lYL^  — ^i"-  +y  --^^^ — +^  — ^^ — j) 

+  ^ifiyf^'—^y,  zx—xz,  xy—yxy 
U  en  est  de  même,  dans  certains  cas,  des  expressions 

Chacune  de  ces  expressions  invariables  se  nomme  un  caractère 
particulier  de  la  forme  j  leur  ensemble  constitue  le  caractère  total. 
S'il  y  a  A  caractères  particuliers,  il  y  a  au  plus  2^  caractères  totaux 
possibles;  mais  une  relation  entre  ces  caractères  totaux  réduit  leur 
nombre  à  2^""^  Ces  2^"*  caractères  existent  tous^®*).  Ils  appar- 
tiennent à  la  classe. 

Toutes  les  classes  de  même  caractère  total  forment  un  genre. 
Elles  sont  transformables  l'une  dans  l'autre  par  une  substitution  de 
déterminant  ±1,  à  coefficients  rationnels,  dont  le  dénominateur 
commun  est  premier  à  20^0^,  et  réciproquement*®*). 

Si  deux  formes  sont  de  même  genre  leurs  réciproques  le  sont 
aussi. 

Si  deux  nombres  impairs  m  et  fi,  premiers  avec  did^,  sont  repré- 
sentés simultanément  par  les  formes  /*  et  9,  supposées  de  discriminant 
impair,  la  quantité 

a  toujours  la  même  valeur;  cette  valeur  est  égale  à 

elle  s'appelle  caractère  simultané  des  formes  f  et  9. 

G,  Eisenstein  partage  les  genres  en   deux  systèmes,  suivant  que 


181)  G.  Eisenstein,  J.  zeine  angew.  Math.  36  (1847),   p.  117;   Math.  Abh. 
Berlin  1847,  p.  177;  cf.  P.  Bachmann,  Quadr.  Formen  i«),  p.  126. 

182)  G.  Eisenstein,  Ber.  Akad.  Beilin  1862,  p.  860/89;  H.  J.  S.  Smith,  Philos. 
Tians.  London  167  (1867),  p.  266;   Papezs  1,  Ozfoid  1894,  p.  466. 
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£  —  +  1  OU  —  1.  Les  formes  da  second  système  ne  peuvent  pas 
représent-er  des  nombres  =  —  A,  (^mod.  8). 

Le  nombre  de  classes  d'an  certain  genre  a  été  déterminé  par 
G.  Eisen$tein^^  dans  le  cas  des  formes  définies,  par  Arnold  Meyer^^) 
dans  celui  des  formes  indéfinies.  En  particulier,  lorsque  d^  et  â^  sont 
premiers  entre  eux,  chaque  genre  des  formes  indéfinies  ne  contient 
qu'une  classe  ^^*). 

39.  Mesure.  Une  autre  notion  importante  relative  aux  formes 
définies  est  celle  de  la  mesitre^.  On  appelle  ainsi  l'inverse  du  nombre 
de  transformations  de  la  forme  en  elle-même.  Des  formes  équivalentes 
ont  même  mesure,  celle  de  la  classe.  La  mesure  d'un  genre  est,  par 
définition,  la  somme  des  mesures  des  classes  de  ce  genre;  la  mesure 
d'un  ordre  est  la  somme  des  mesures  des  genres  de  cet  ordre.  La 
mesure  de  la  représentation  d'un  nombre  par  une  forme  est  la  mesure 
de  cette  forme;  la  mesure  des  représentations  d'un  nombre  par  un 
système  de  formes  est  la  somme  des  mesures  de  ces  représentations. 

Relativement  à  la  mesure,  on  a  le  théorème  suivant:  Soit  m  un 
nombre  impair  =4^  (mod.  4)  et  premier  à  ^^d,;  si  A  est  le  nombre 
des  facteurs  premiers  de  m,  la  mesure  de  toutes  les  représentations 
propres  de  m  par  les  formes  réciproques  d'un  genre  d'ordre  (d^,  d,) 
est  égale  à  2^  fois  la  mesure  du  genre  principal  des  formes  binaires 
de  déterminant  —  d^nt.  En  appliquant  ce  théorème  à  l'ordre  (1,  1) 
qui  ne  contient  qu'un  genre  et  qu'une  classe  représentés  par  la  forme 
^*  +  y*  +  ^^7  on  retrouve  des  théorèmes  sur  la  décomposition  d'un 
nombre  en  trois  carrés. 

La  mesure  d'un  genre  et  celle  d'un  ordre  ont  été  obtenues  par 
G.  Eisensiein^^'^),   vraisemblablement   par   des   moyens   arithmétiques, 

188)  G.  Eisenstein,  Ber.  Akad.  Berlin  1862,  p.  869/78;  J.  reine  angew.  Matb. 
41  (1861),  p.  165/61  (§  6). 

184)  Arnold  Meyer,  Znr  Théorie  der  anbestimmten  tetn&ren  quadratischen 
Fonaen,  Diss.  Bem,  éd.  Zurich  1871;  Yieri^lj.  Natorf.  Ges.  Zurich  28  (1888), 
p.  272^4;  86  (1891),  p.  241;  J.  reine  angew.  Math.  108  (1891),  p.  126. 

186)  Voir  JET.  Poinearé,  C.  R.  Acad  se.  Paris  102  (1886),  p.  736;  F.  A,  Markov, 
Soobééenila  Charïkov  matematièeskago  obsèestva  [Communie.  Soc.  math.  Khaikov] 
(2)  4  (1896),  p.  1/59  [1893]. 

186)  «Les  mathématiciens  de  langue  allemande  disent  „Mact8S"  c'est-à-dire 
„'me8ure";  ceux  de  langue  anglaise  diBeni„weighf'  c'est-à-dire  poids,  n  y  a  là 
une  différence  assez  curieuse  dans  la  terminologie  adoptée  et  qui  vaut  peut-être 
la  peine  à'être  signalée  ici;  O.  Eisenstein  [Ber.  Akad.  Berlin  1852,  p.  867; 
J.  reine  angew.  Math.  36  (1847),  p.  120]  dit  aussi  „densité''  {Bichtigkeit)  (Note 
de  P.  Bachmann),* 

187)  O.  Eisenstein,  Ber.  Akad.  Berlin  1862,  p.  870;  J.  reine  angew.  Math. 
86(1847),  p.  117;  41(1851),  p.  160;  Math.  Abh.,  Berlin  1848,  p.  177. 

EBcjelop.  des  leieno.  mathfmat    18.  12 
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puÎB  par  H,  J,  S.  SmiOi^^)  et  K  MinJcowsJci^^^  au  moyen  des  méthodes 
analytiques  de  G,  Lejeune  Diriàdet, 

Si  Ton  supposé  que  les  invariants  d-^  et  d,  d'un  genre  déterminé 
contiennent  respectivement  A  et  ie  facteurs  premiers,  la  mesure  de  ce 
genre  est  égale  à 

OÙ  le  premier  produit  est  étendu  aux  facteurs  premiers  r  communs  à 
6^  et  dj;  le  second  produit  aux  facteurs  premiers  d  de  d^  qui  ne  sont 
pas  contenus  dans  d^y  le  troisième  produit  aux  facteurs  premiers  (f 
de  d|  qui  ne  sont  pas  contenus  dans  S^\  m  est  un  nombre  quelcon- 
que représentable  par  une  forme  f  du  genre  envisagé;  ft  est  un. 
nombre  quelconque  représentable  par  la  forme  réciproque  ç). 
La  mesure  de  Tordre  {d^j  S^)  est  égale  à 


Jcd^d^ 


^[-M- 


Je  désignant  un  facteur  rationnel  qui  change  suivant  que  les  formes 
f  et  ç  sont  proprement  ou  improprement  primitives ,  et  suivant  la 
plus  haute  puissance  de  2  qui  divise  d^  et  dj**^). 

40.  Formes  annulables.  Les  formes  indéfinies  qui  peuvent 
représenter  le  nombre  zéro,  seront  appelées  *•*)  annu2a&Zes  ,,Nullf ormen'^ 
d'après  Arnold  Meyer^^^). 

^Dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  binaires,  les  formea^ 
annulables  ne  sont  autre  chose  que  les  formes  décomposables  en  un 
produit  de  formes  linéaires.  On  conçoit  qu'ici,  dans  la  théorie  des 
formes  temaires,  les  formes  annulables  aient  en  quelque  sorte  des 
propriétés  intermédiaires  entre  les  formes  quelconques  et  les  formea 
décomposables. 

Quand  une  forme  ternaire  indéfinie  est  annulable,  la  réciproque 
de  cette  forme  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  représenter  proprement 

188)  H.  J.  S.  Smith,  Mém.  préflentéfl  Acad.  se.  Paris  (2)  29  (1887),  mém.  n°  1^ 
p.  66;  Papers2,  Oxford  1894,  p.  677. 

189)  H,  Minkowski,  Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (2)  29  (1887),  mém. 
n»  2,  p.  169,  164. 

190)  Voir  P.  Baehm4mn,  Qnadr.  Formen  **),  p.  163/98. 

191)  Arnold  Meyer,  J.  reine  angew.  Math.  98  (1886),  p.  179. 

192)  Viertelj.  Naturf.  Ges.  Znrich  29  (1884),  p.  209;  J.  reine  angew.  Math. 
98  (1886),  p.  177;  108  (1891),  p.  126;  112  (1893),  p.  87;  118  (1894),  p.  186; 
114  (1896),  p.  233;  116  (1896),  p.  160;  116  (1896),  p.  807;  cf.  P.  Bachmann, 
Qnadr.  Formen^*),  p.  198  et  sniv. 
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une  forme  binaire  décomposable  en  facteurs  linéaires  rationnels;  et 
réciproquement.* 

La  question  de  sayoir  si  une  forme  ternaire  indéfinie  donnée  est 
annulable  revient  à  la  résolution  d'une  équation  de  la  forme  aix?  +  &y' 
+  c;er*=0,  dans  laquelle  le  produit  ahc  n'est  divisible  par  aucun  carré ^•'). 
Pour  que  cette  équation  soit  possible  pour  des  valeurs  entières  non 
toutes  nulles  de  x,  y,  z,  il  est  évidemment  nécessaire  que  les  trois 
coefficients  ne  soient  pas  de  même  signe^  que  —  ab  soit  reste  quadra- 
tique de  c,  que  —hc  soit  reste  quadratique  de  a,  et  que  —ca  soit 
reste  quadratique  de  b.  Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes^ 
comme  l'a  montré  A.  M,  Legendre  ^^).  C'est  là-dessus  qu'il  base  sa 
démonstration  incomplète  (cf  I  15^  16)  de  la  loi  de  réciprocité  ^^^). 

La  résolution  d'une  équation  de  la  forme  aa?*  +  6y*  +  c;?*  —  0 
en  nombres  entiers  revient  à  celle  d'une  équation  de  la  forme 
mar*  +  ny*  =  1  en  nombres  rationnels.  Cette  dernière  est  possible 
quand  la  congruence  mx^  +  ny*  ^  1  est  possible  en  nombres  entiers 
pour  tout  module  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  ^^^). 

Toutes  les  solutions  de  celles  des  équations  de  la  forme 

ax^  +  by^  +  cz^^O 
qui  sont  résolubles  ont  été  données  par  C.  F.  Oauss  sous  la  forme 

X      ^      y      ^      f 

f,  g,  h   étant  des   formes  binaires  à  deux  indéterminées  j)  et  q^^'^. 
Il  y  a  une  substitution 

X'^f,x'+2f^y'+f,z\ 

z -^  h^x  +  2h^y' +  h^/ 
qui   transforme   ax^  +  by^  +  cz^  en  4a&c(a;'/— y'*).     Cette  dernière 


193)  J.L.  Lagrange,  Hist.  Acad.  Berlin  23  (1767),  éd.  1769,  p.  166;  24  (1768), 
éd.  1770,   p.  181;    Œuvres  2,  Paria  1868,   p.  377,  666. 

194)  A.  M.  Legendre,  Hist.  Acad.  bc.  Paris  1786,  M.  p.  607,  616;  Théorie  des 
nombres  *)  (3*  éd.)  1,  Paria  1830,  p.  33,  280. 

196)  Voir  anssi  C.F.Gauss,  Diaq.*^  n°294;  Werke  1,  p.  849;  A.L.Cauchy, 
Exercices  math.  1,  Paris  1826,  p.  233;  ŒuTres  (2)  6,  Paris  1887,  p.  286;  G.  Ccmtor, 
De  aequat.  2  grad.  ind.,  Diss.  Berlin  1867;  J,  J.  Sylvester,  Amer.  J.  math.  3  (1880), 
p.  890^/2;  G.  Lejettne  Dirichlet,  Zahlenth.»*)  (4*  éd.),  p.  428  (Suppl.  X);  P.  Bach- 
mann^  Qoadr.  Formen^*),  p.  198/233. 

196)  2>.  Hilbert,  Nachr.  Ges.  65U.  1897,  math.  p.  48. 

197)  C.  F.  Gauss,  Disq.  «^  n«  299;  Werke  1,  p.  360;  A.  L.  Caudvy,  Exercices 
math.  1,  Paris  1826,  p.  233;  Œnvres  (2)  6,  Paris  1887,  p.  286. 
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forme  s'annule  pour 

^'-p*,   y^Piy   ^'-î*; 

on  en  déduit  une  solution  de  Téquation 

ax^  +  hy^  +  C0^  «  0. 

Une  solution  de  l'équation  aa?  +  6y*  +  cz^  ^0  étant  représentée  piir 

x-^Uy    y-^u',    B-^u", 

toutes  les  solutions  propres  de  cette  équation  s'en  déduisent  par  les 
formules  suivantes  données  par  R  DedeMnd^^)  et  G.  Cantar^^) 

2x  =  ux^—  26cf7yi  +  wz^, 
2y  =  u'x^  —  2cav'yj^  +  ^'  ^\y 
20  =  u"xi  -  2a6t7"yi  +  w"z^  ; 

dans  ces  formules  on  doit  remplacer  x^^  y^^  e^  par  toutes  celles  des 
solutions  de  l'équation  x^z^  «  ahcy^  pour  lesquelles  x^  et  z^  sont 
impairs  et  premiers  relatifs  et  par  toutes  celles  des  solutions  paires 
Xj^  =  2i,  jgr^»  2g  de  la  même  équation  pour  lesquelles  |  et  (;  sont 
premiers  relatifs  sans  être  de  même  parité.  Dans  ces  mêmes  formules 
V,  v',  v",  Wy  w',  w"  sont  données  par  le  tableau 

r^fiT-w'T,    v'^u'l-ur,    v^^uV-u'l, 
w^2l-hu,      w'  ^  2X  -  feu;    w"  »  2r  -  hu", 
ly  1%  l"  étant  un  système  de  solutions  de  l'équation 

aul  +  bu'r+cu'T^l, 
avec  la  condition  1  =  0  (mod.  2)  et  h  étant  égal  à 

h^aP  +  bV^  +  cVr 
Ch.  J.  de  la  VaUée-Potissin^  a  considéré  l'équation 
ax^  +  2hxy  +  cy^  =  mz^^ 

où  m  est  premier  à  2(b^  —  ac).  Pour  que  cette  équation  soit  résoluble 
en  nombres  entiers,  il  faut  que  le  nombre  m  soit  représentable  par 
toutes  les  formes  du  même  genre  que  (a,  &,  c), 

H,  J.  S,  Smith  a  donné  le  critère  de  résolubilité  en  nombres  entiers 
de  l'équation  f(x,  y,  z)  «  0,  otl  f{xy  y,  z)  représente  la  forme  quadra- 
tique ternaire   la  plus   générale.     Désignons   par  N   le  quotient  du 


198)  Yoii  JR.  Dedekind   dans    G.  L^eune  Dirichlet,   Zahlenth.  »<)   {V   éd.), 
p.  419  (Suppl.  X). 

199)  G.  Cantor,  Diss.*»»)  Berlin  1867. 

200)  Ch.  J.  de  la  Vallée  Patissin,  Mém.  couronnés    et   antres   mém.  Acad. 
Belgique  m-8^  63  (1896/6),  mém.  n»  3,  p.  48/64. 
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Bombre  N  par  son  p.  g.  d.  carré  (ce  que  H.  Minkowski  appelle  le 
noyau  yjA&n  Eem^  de  N);  soit  d  un  quelconque  des  facteurs  premiers 
de  dji  qui  ne  soit  pas  contenu  dans  d,;  soit  d!  un  quelconque  des 
facteurs  premiers  de  d^  qui  ne  soit  pas  contenu  dans  ^^;  soit  enfin  r 
un  quelconque  des  facteurs  premiers  communs  i,  d^  et  à  d^:  pour  que 
l'équation  f{x,  y,z)^0  soit  possible^  il  faut  et  il  suffit  que,  pour 
tous  les  nombres  rf,  d\  r,   on  ait  les  conditions*^) 

m  étant  un  nombre  représentable  par  la  forme  enyisagée  t{^,  y,  z), 
fi  un  nombre  représentable  par  la  forme  réciproque  (p{x,  y,  z). 

Arnold  Meyer  a  aussi  établi  les  conditions  de  résolubilité  de 
l'équation 

ax^  +  hy^  +  cz^  +  dfi  -  0. 

U  a  aussi  démontré  que  les  formes  indéfinies  à  plus  de  quatre  variables 
peuvent  toujours  représenter  le  nombre  zéro*^). 

La  question  de  résolution  de  l'équation  homogène  du  second 
degré  en  nombres  entiers  est  identique  à  celle  de  la  résolution  d'une 
équation  du  second  degré  non  homogène  en  nombres  rationnels. 

Une  autre  question  est  celle  de  la  résolution  en  nombres  entiers 
de  l'équation 

aa?  +  2hxy  +  cy^  +  2dx  +  2ey+f^0, 

II  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  limité  de  solutions  si  &*  —  ac  <  0. 
En  tout  cas,  le  problème  se  ramène  à  la  recherche  de  la  représen- 
tation d'un  nombre  par  une  forme  binaire^'). 

41.   Formes  quadratiques  temaijres  à  ooeflloients  complexes. 

Les  formes  quadratiques  ternaires  à  coefficients  complexes  ont  été 
considérées   par  JS.  Friéke^  et  par  E,  Picard^, 


201)  H,J.8,SmUh,  Proc.  B.  Soc.  London  18  (1863/4),  p.  110;  Papers  1, 
Oxford  1894,  p.  410;  Arnold  Meyer,  J.  reine  angew.  Math.  98  (1886),  p.  177. 

802)  Arnold  Meyer,  Vierte^.  Naturf.  Ces.  Zurich  29    (1884),  p.  209. 

208)  L.Euler,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  11  (1765),  éd.  1767,  p.  28  [1769]; 
18(1778),  éd.  1774, p.  186,218  [1772];  Goiiimentst.Arith.l,Péterab.  1849,  p.316,649, 
670;  J.L.Lagrange^*^;  C.  F,  Gauas,  Diaq.  •')  n»  216;  Werke  1,  p.  216;  H.Scheffler, 
J.  leîne  angew.  Maih.  46  (1868),  p.  849;  A.  Kunerth,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  78  II 
(1878),  p.  827  ;  82  U  (1880),  p.  842  ;  B.  Marcohmgo,  (Hoxn.  mat.  (1)  26  (1888),  p.  66/85  ; 
Dujardin,  C.  R.  Acad.  sci^ariB  1 19  (1894),  p.  848  ;  A.  J7.  Desboves,  Nouv.  Ann.  math. 
(8)  8  (1884),  p.  226;  (8)  6  (1886),  p.  226  (pour  n  Tariables). 

204)  B.  Fridte,  Nachr.  Ges.  GôU.  1896,  math.  p.  11. 

206)  Acta  math.  1  (1882/8),  p.  297/820. 
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Les  formes  ternaires  indéfinies  à  deux  séries  de  variables  con- 
juguées (fonnes  d'Hermité)  ont  été  considérées  par  E,  Picard^  qui 
en  a  tiré  des  exemples  de  groupes  hyperfuchsiens  et  par  R.  Alezais^'^). 
JE.  Picard  a  montré  qu'une  telle  forme  à  coefficients  entiers  peut 
toujours  représenter  zéro^  d'où  se  déduit  que  le  groupe  hyperfiichsien 
correspondant  a  toujours  pour  son  polyèdre  fondamental  des  sommets 
sur  rhypersphère  limite.* 

^Des  formes  quadratiques  ternaires  particulières  à  coefficients 
complexes  ont  aussi  été  considérées  par  E.  Picard^.  Elles  sont 
caractérisées  par  le  fait  que  certaines  relations  existent  entre  les 
coefficients  et  que  les  substitutions  à  effectuer  sur  la  forme  conservent 
ces  relations.  Le  problème  de  Féquivalence  arithmétique  se  pose 
alors  sous  un  nouveau  point  de  vue.* 

Formes  quadratiques  de  n  variables. 

42.  G-ëuéralités.  Equivalence.  Les  propriétés  que  nous  allons 
énoncer  pour  n  quelconque  s'appliquent  aussi,  sauf  indication  con- 
traire, pour  »  =«  2  et  pour  n  =  3. 

Soit  la  forme 

où,  pour  chacun  des  indices  /  et  j,  on  suppose 

On  appelle  discriminant  ou  déterminant  de  cette  forme  le  déterminant 
D-;a,^i         (i,  j=l,2,...,  «). 

On  peut  toujours  supposer  le  discriminaut  D  différent  de  zéro, 
car  s'il  était  nul  la  forme  se  ramènerait  à  des  formes  contenant  un 
nombre  moindre  de  variables  et  ayant  chacune  un  discriminant  différent 
de  zéro. 

Soit 

e     mineur  de  D  formé  des  m   lignes    de   rangs   ce,  fi,  , . ,  et  des    m 
colonnes  de  rangs  q,  6,  , . ,  Considérons  l'expression 

206)  E.  Picard,  C.  R.  Acad.  so.  Paris  97  (1833),  p.  846;  Acta  math.  ^ 
(1884/6),  p.  121.  ^ 

207)  ^B.AUzais,  Thèse,  Paris  1901;  Ann.  Ec.  Norm.  (8)  19  (1902),  p.  261/323; 
(8)  21  (1904),  p.  269.* 

208)  ^E,  Pimrd,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  94  (1882),  p.  1241/3.* 
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étendue  à  tontes   les   combinaisons  possibles   de  m   lignes   et  de  m 

colonnes.     Cette   expression  est  une  forme   quadratique  à    - , ,   _ — r-^ 

variables;  on  l'appelle  la  »!**"•  adjointe  f^  de  la  forme  /'  [„Begleitform'* 
d'après  P.  Betchmann]. 

La  première  adjointe  /i  n'est  autre  que  la  forme  f  elle-même, 
la  n**™^  adjointe  f^  se  réduit  à  Dx\  Ces  deux  adjointes  f^,  /),  étant 
laissées  de  côté,  il  reste  les  n  —  2  adjointes  /*„  /j,  . .  .,  /^_i.  La 
dernière  f^_•^^  est  une  forme  à  n  variables;  posons-la  égale  à  F. 
Posons  aussi 

-f--»"-^/;-        (m-1,2,3,.. ..,»-!) 
en  sorte  que  F^  ==  F. 

Le   discriminant   de  f^   et  celui  de  F^  ont  un  produit  égal  à 

D^  ou 

n! 


Jf=.w 


wl  (n  —  I»)! 


En  particulier,  le  discriminant  de  f  et  celui  de  F  ont  un  produit 
égal  à  D".     Donc  le  discriminant  de  F  est  égal  à  D"'^. 

Quand  on  dit  Y  adjointe  de  f  sans  spécifier  de  quel  ordre,  il  est 
sous-entendu  que  c'est  de  la  (n  —  l)^*»*  adjointe  F  qu'il  s'agit. 

Quand  deux  formes  sont  équivalentes,  il  en  est  de  même  de  leurs 
adjointes  de  même  ordre. 

Les  p.  g.  c.  d.  des  mineurs  d'ordres  1,  2,  .  .  . ,  n  du  discriminant 
peuvent  se  représenter  par 

#,  tfj,  d,,  ...,  d^.j,  d\^^i  sont  des  invariants.     Les  invariants  de  la 
forme  adjointe  sont 

d—V-M,— ...d»._,d,_„  d,_„   d,_„  *._,,   ...,  d„  d,. 

n  existe  aussi  des  invariants 

définis  comme  pour  les  formes  ternaires,  en  ce  sens  que  pour  chaque 
indice  w  =  1,  2,  . . .,  w  —  1  l'invariant  6^  est  tel  que  le  produit 

soit  le  p.  g.  c.  d.  des  mineurs  du  m**"®  degré 

ceux  de  ces  mineurs  qui  ne  sont   pas   symétriques   étant  multipliés 
par  2. 
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Les  inyariants 

sont  égaux  soit  à  2  soit  à  1.  Si  une  forme  primitive  a  pour  inva- 
riants 1;  ô^j  dj,  . . .,  d^_2,  *»_i;  on  définit^  comme  pour  les  formes 
ternaires,  une  forme  réciproque  ayant  pour  invariants  1,  tf^.i,  d,_g,. ..,  ô^. 

Les  formes  définies  sont  celles  qui  gardent  le  même  signe  quelles 
que  soient  les  valeurs  données  aux  variables;  les  formes  indéfinies 
sont  celles  qui  prennent  des  valeurs  de  signes  différents.  Toute  forme 
définie  se  décompose  en  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
à  coefficients  rationnels,  multipliés  par  des  coefficients  également 
rationnels  et  tous  positifs,  ou  tous  négatifs. 

Toute  forme  indéfinie  se  décompose  en  r  carrés  affectés  d'un 
coefficient  négatif,  et  n  —  r  carrés  affectés  d'un  coefficient  positif. 

Le  nombre  x  est  constant  quels  que  soient  les  carrés  indépendants 
en  lesquels  on  décompose  la  forme.  C'est  en  ce  théorème  que  con- 
siste la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques;  il  est  dû  à  J.  J. Sylvester, 
mais  était  déjà  connu  de  C,  6r.  J.  Jacobi,  comme  Ta  fait  remarquer 
C  W.  Borchardt    Le  nombre  x  se  nomme  Yindice  d'inertie^. 

Deux  formes  sont  dites  de  même  ordre  quand  elles  ont  mêmes 
invariants  d,  d^,  *,,  .  .  .,  *^_i;  6^,  6^,  6^j  . . .,  <y«_27  ^«-i  ^^  même 
indice  d'inertie  r. 

^Des  6,  des  d  et  un  r  donnés  ne  correspondent  à  un  ordre  que 
si  certaines  conditions,  généralisations  de  celles  qui  ont  été  données 
pour  n  =  3  au  n^  32,  sont  remplies?^®).  L'indice  x  n'intervient  oue 
si  n  est  pair.* 

43.  Béduotion  des  formée  quadratiques  à  n  variables.  Dans 
ses  lettres  à  (7.  G.  J.  Jacobi,  Ch.  Hermite  s'est  placé  à  deux  points 


209)  J,J.Sylve8ter,  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  4  (1852),  p.  1S8; 
Philos.  Trans.  London  148  (1853),  p.  481;  Papers  1,  Cambridge  1905,  p.  878,  511; 
F.  Briaachi,  Nouv.  Ann.  math.  (1)  15  (1856),  p.  264;  C.  G,  J.  Jacobi,  J.  reine 
angew.  Math.  58  (1857),  p.  265,  275;  Werke  8,  Berlin  1884,  p.  588,591;  Ch.Her- 
miU,  J.  reine  angew.  Math.  53  (1857),  p.  271;  Œuvres**)  1,  p.  429;  C.  W.  Borchardt, 
J.  reine  angew.  Math.  58  (1857),  p.  281;  Werke,  Berlin  1888,  p.  469;  E.  BeUrami, 
Giom.  mat.  (1)  11  (1878),  p.  98;  G.  Darboux,  J.  math,  pures  appl.  (2)  19  (1874), 
p.  847;  S.  Gimdelfinger,  J.  reine  angew.  Math.  91  (1881),  p.  221;  A.  Benoit,  C.  K. 
Âcad.  se.  Paris  101  (1885),  p.  869;  Nouv.  Ann.  math.  (8)  5  (1886),  p.  30;  D.  André, 
Bull.  Soc.  math.  France  15  (1886/7),  p.  188  (transformations  affines);  K,  Th.  Vahîen, 
Z.  Math.  Phys.  40  (1895),  p.  127;  G,  Frobenûts,  J.  reine  angew.  Math.  114  (1895), 
p.  187;  A.Kne8er,  Axchiv  Math.  Phys.  (2)  15  (1897),  p.  225  [1896];  G.  Bados, 
Math.  Kongr.  Zurich'^,  p.  168;  H.  E.  Timerding,  J.  reine  angew.  Math.  122  (1900), 
p.  172  (transformations  orthogonales). 

210)  H,  MinkoiDski,  Mém.  présentes  >»°),  p.  81. 
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de  Yue  différents  pour  définir  une  forme  quadratique  définie  réduite. 
A  chacun  de  ces  points  de  vue  correspond  un  mode  de  réduction 
différent  des  formes  quadratiques  définies.  Ch.  Hermiie  ramène  d'ailleurs 
dans  tous  les  cas  la  réduction  des  formes  indéfinies  à  celle  des 
fonues  définies  par  la  réduction  continuelle. 

Le  premier  point  de  vue  de  Ch.  Hermite*^^)  consiste  à  montrer 
que  toute  forme  quadratique  défiinie  positive  à  n  variables  est  équi- 
valente à  une  forme  quadratique  définie  positive 

^a^jX^Xj,      (i,j=l,  2,  ...,»), 
dans  laquelle  les  coefficients  a^j  »  a^^  vérifient  les  conditions 

X^  étant  un  facteur  numérique  qui  ne  dépend  que  de  n. 

Pour  ce  facteur  numérique  k^,  Ch.  Hermite*^')  a  trouvé  la  valeur 

H.  Minkowski^^^)  a  donné  la  valeur 


K' 


>r(i  +  ^)"" 


qui  est  plus  petite  que  la  précédente  pour  n  suffisamment  grand. 

Ces  conditions  limitent  les  coefficients.  Dans  le  cas  où  les 
coefficients  sont  entiers ,  on  en  déduit  que  le  nombre  des  classes 
correspondant  à  un  déterminant  D  donné  est  fini. 

Cette  méthode  de  réduction  des  formes  quadratiques  définies 
positives  à  n  variables  ne  donne  en  général  qu'une  seule  forme  réduite. 


211)  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  279;  Œuvres**)  1, 
p.  122;  voir  encore  une  modification  de  cette  réduction  que  Ch.  Hermite  a  donnée: 
J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  802;  47  (1864),  p.  330;  Œuvres  »*)  1,  p.  149,  220; 
B.  Minkawski,  J.  reine  angew.  Math.  107  (1891),  p.  278;  C.  R.  Acad.  0c.  Paris  112 
(1891),  p.  209;  X  Stouff,  Ann.  Ec.  Norm.  (8)  19  (1902),  p.  89. 

212)  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  282;  Œuvres**)  1,  p.  126. 
.X  Siouff,  Bull.  se.  math.  (2)  26  (1902),  p.  802.* 

218)  H.  Minkowski,  Geom.  der  Zahlen»»)  1,  p.  198. 

Voir  aussi  J.  P.  Bauer,  Bestimmung  des  Grenzwertes  fOr  das  Produkt  der 
Hauptcoefficienten  in  reduzirten  quadratischen  quatem&ren  Formen,  Bonn  1894. 
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Elle  a  été  simplifiée  par  H.  Minlcoicski^^*)  qui  Ta  présentée  de  la  façon 
suiyante:  Enyisageons  une  foi*me  quadratique 

f{x„  ajj, . . .,  a;J  =  ^a^^x^x,        (i,  fc  «  1,  2, . . .,  ») 
dans  laquelle  les  coefficients 

«*,*  +  ! 

sont  positifs  ou  nuls  pour  fe  =»  1,  2, . . .,  n  —  1.  Nous  conviendrons 
de  dire  que  cette  forme  est  rédmte  lorsque  cette  forme  est  telle  que, 
pour  chaque  système  d'entiers 

tel  que  le  p.  g.  c.  d.  de  «j,  s|^^, . .,  ^^  soit  égal  à  1,  on  ait 

/'(si,s'„...,<)^a„. 

Les  inégalités  que  Ton  vient  d'écrire  sont,  il  est  vrai,  en  nombre  infini, 
mais  H.  MinkowsM  montre  qu'elles  se  réduisent  à  un  nombre  fini. 

Ceci  posé,  on  démontre  que  chaque  forme  quadratique  définie 
de  n  variables  est  équivalente  à  une  et  à  une  seule  forme  réduite. 

La  seconde  réduction  des  formes  quadratiques  définies  positives 
à  n  variables  due  à  Ch.  Hermite^^^)  est  analogue  à  celle  de  C,  F.  Gauss 
pour  les  formes  ternaires  (n°  84).  Par  ce  mode  de  réduction  une 
forme  donnée  peut  être  réduite  de  plusieurs  manières. 

La  méthode  de  réduction  des  formes  ternaires  due  à  E,  SéUing 
(n**  34)  peut  aussi  être  appliquée  aux  formes  à  n  variables.  L.  Charve*^^) 
Ta  appliquée  aux  formes  quaternaires  définies  positives  et  a  donné 
des  tables  de  celles  de  ces  formes  quaternaires  qui  sont  réduites.  Le 
même  mode  de  réduction  s'applique  aussi  manifestement  aux  formes 
à  un  nombre  quelconque  n  de  variables;  mais  les  calculs,  déjà  extrême- 
ment longs  et  compliqués  pour  »  »  3,  deviennent  de  plus  en  plus 
inextricables  quand  n  augmente  *^^). 

Remarquons  ici  que  l'on  peut  convenir  d'envisager  comme  réduit 


214)  H.  MifikQwàki,  J.  reine  angew.  Math.  129  (1906),  p.  220. 
216)  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  261  ;  Œuvres  >*)  1,  p.  100  ; 
F.  A.  Lehesgue,  J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (1866),  p.  401. 

216)  Ir.  Charve,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  92  (1881),  p.  782;  96  (1888),  p.  773: 
Ann.  Ec.  Norm.  (2)  11  (1882),  p.  119. 

217)  On  peut  encore  signaler  un  mode  de  réduction  des  formes  quadratiques 
dû  à  C.  G,  J.  Jacohi  [J.  reine  angew.  Math.  89  (1860),  p.  290;  Werke  6,  Berlin 
1891,  p.  318]  et,  dans  un  autre  ordre  d'idées,  une  interprétation  géométrique  de 
la  réduction  des  formes  quadratiques  due  à  A.  Hunoite,  Math.  Ann.  46  (1894),  p.  117. 
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nn  système  de  n  formes  linéaires  à  n  yariables  (cf.  n°  4) 

tutti  '  '  •)  tn 

Jorsqne  la  forme  quadratique  positive 

eri;  une  forme  réduite. 

44.  TranflfoTxnation  d*nne  forme  quadratique  en  elle-même. 
Le  problème  de  trouver  toutes  les  substitutions  automorphes  d'une 
forme  quadratique  est  résolu  au  point  de  vue  algébrique;  mais  non 
au  point  de  vue  arithmétique.  On  peut  déduire  ces  substitutions 
d'nn  certain  nombre  de  substitutions  fondamentales  comme  Ta  montré; 
le  premier;  Ch.  Hermite^^  qui  appelait  substitutions  semblables  les 
substitutions  dites  aujourd'hui  atUomorphes. 

Envisageons  d'abord  une  forme  définie  positive.  Le  nombre 
des  transformations  entières  de  cette  forme  en  elle-même  est  infé- 
rieur*^*) à 

(2«+i_2)". 

Au  point  de  vue  algébrique;  on  a  les  propriétés  intéressantes^ 
que  voici:  Si 

est  une  substitution  automorphe  d'une  forme  quadratique;  Véquatixm 
fondamentale 

Cjl  A;  Cjj         ?    •  •  •?  ^1» 

est  réciproque***). 


218)  Ch.HemUU,  J.  leine  angew.  Math.  47  (1854),  p.  339  [1868];  Cambr. 
Dublin  math.  J.  9  (1864),  p.  63  ;  Œuvres  **)  1,  p.  280, 290.  Voir  aussi  A,  Cayley,  J. 
leine  angew.  Math.  60  (1866),  p.  288;  Papers  2,  Cambridge  1889,  p.l92;  J.  Basanes, 
J.  leine  angew.  Math.  80  (1875),  p.  62  [1874];  G,  Frobenius,  G.  R.  Acad.  se. 
Paris  85  (1877),  p.  181;  J.  reine  angew.  Math.  84  (1878),  p.  1;  F.  CeiriUi,  Atti 
B.  Accad.  Lincei  Transunti  (8)  2  (1877/8),  p.  48;  T.  Muir,  Trans.  R.  Soc.  Edinb. 
39  (1900),  p.  209  [1897];  Amer.  J.  math.  20  (1898),  p.  216. 

219)  C.  Jordan,  J.  Ëc.  polyt.  (1)  cah.  48  (1880),  p.  133;  H.  Mifûcowski,  J.  reine 
angew.  Math.  101  (1887),  p.  196;  Gtoom.  der  Zahlen'*)  1,  p.  185. 

220)  Ch.  Hermile,  J.  reine  angew.  Math.  47  ^854),  p.  312;  Œuvres  ^^  1,  p.  198; 
±  Cayley  *^^;  J.  Basanes  *^^. 
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La  forme  quadratique 

où  a^  n'est  pas  nécessairement  égal  à  a^^,  se  transforme  en  elle-même 
par  la  substitution  cmti-syniétriqîie 

k  SE  n  As  fi 

^  ^ik^k  ^  ^  ^ki  ^k  5 

ce  théorème  est  dû  à  J.  Rosanes^^^). 

Pour  qu'à  une  substitution  corresponde  une  forme  quadratique 
que  cette  substitution  laisse  inyariable^  il  faut  et  il  suffit  que  les 
diviseurs  élémentaires  du  premier  membre  de  l'équation  fondamen- 
tale de  la  substitution^  égalés  à  zéro^  donnent  des  équations  réci- 
proques***). 

Gomme  cas  particulier,  on  peut  considérer  les  substitutions,  dites 
orthogonales,  qui  laissent  invariable  la  forme 

EUes  sont  données  •*•)  par  les  formules 

k^n  k^n 

^^i,k^k^  é^ ^k^i^kf 

k^l    '  *  =  1^ 

OÙ  les  coefficients  c^^j^  sont  des  nombres  réels  quelconques  tels  que 
Ton  ait 

(^i,k <%i  pour  i  ^  Je 

c^i  =  1  pour  i=  1,2,...,  «. 

^Lorsque  les  coefficients  des  substitutions  et  des  formes  sont 
entiers,  certains  de  ces  théorèmes  ont  été  étendus  par  C.  Jordan  au 
cas  où  l'on  remplace  les  égalités  par  des  congruences  prises  suivant 
un  module  premier  p.  L'équation  fondamentale,  dite  aussi  quelquefois 
équation  caractéristique,  devient  alors  une  congruence  fondamentale 
(mod.  p)j  dite  aussi  quelquefois  congruence  caractéristique  (mod.  p).* 

221)  J.  reine  angew.  Math.  80  (1876),  p.  61. 

222)  G,  Frobenius,  J.  reine  angew.  Math.  84  (1878),  p.  41;  (7.  Jordan, 
J   math,  pures  appl.  (4)  4  (1888),  p.  849. 

228)  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  reine  angew.  Math.  12  (1834),  p.  7  ;  Werke  8,  Berlin 
1884,  p.  199;  A.  Cayley,  J.  reine  angew.  Math.  82  (1846),  p.  119;  Papers  1,  Cam- 
bridge 1889,  p.  382;  J.  reine  angew.  Math.  60  (1866),  p.  288,  311;  Philos.  Trans. 
London  148  (1868),  p.  39;  Papers  2,  Cambridge  1889,  p.  192,  213,  497;  F.  A. 
Lebesgtie,  Nouv.  Ann.  math.  (1)  9  (1860),  p.  46;  Œ.  Hermite,  J.  reine  angew. 
Math.  47  (1864),  p.  309;  Œuvres*»)  1,  p.  196;  H.  Taber,  Math,  papers  Chicago**), 
p.  396.  Voir  aussi  pour  le  problème  de  la  transformation  d'une  forme  quadra- 
tique en  elle-même,  P.  Bachmann,  Quadr.  Formen  **),  p.  371/428. 
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^Pour  qu'il  existe  une  forme  qu'une  substitution  linéaire  donnée 
laisse  inyariable,  les  coefficients  n'étant  déterminés  qu'au  module  p 
près,  il  &ut,  comme  l'a  montré  C  Jardan^^*),  qu'à  chaque  racine  ç 
de  la  congruence  fondamentale  de  la  substitution  linéaire  donnée  différente 

de  ±  1  soit  associée  une  racine       ,  à  des  multiples  de  p  près*^).* 

45.  Beprésentation  par  une  forme  quadratique  quelconque. 
Pour  caractériser  les  formes  à  q  variables,  représentables  par  une 
forme  à  n  yariables,  il  suffit  de  reprendre  ce  qu'on  a  dit  des  formes 
binaires  représentables  par  une  forme  ternaire.  On  distingue  la  re- 
présentation propre  et  la  représentation  impropre  de  la  même  façon. 

La  représentation  d'un  nombre  par  une  forme  f  k  n  variables  se 
ramène  à  la  représentation  d'une  forme  à  n  —  1  variables  par  la 
forme  réciproque  de  /'.  Plus  généralement,  la  représentation  d'une 
forme  à  v  variables  par  une  forme  /'  se  ramène  à  celle  d'une  forme 
à  n  —  V  variables  par  la  réciproque  de  f.  Pour  qu'une  forme  q> 
à  n  —  1  variables  soit  représentable  par  une  forme  ^  à  n  variables, 
il  faut  que  le  discriminant  de  tp  soit  divisible  par  le  nombre 
d,.,  «  tfi""**^'*"*  •  •  *  *»-ï  (^^-  ^'^  S)  de  la  forme  ^.  Ensuite,  certaines 
eongruences,  généralisations  de  celles  qui  ont  été  données  pour  les 
formes  ternaires,  doivent  être  vérifiées,  et  le  problème  se  ramène 
à  une  question  d'équivalence  de  formes. 

^Toutes  les  représentations  d'un  nombre  par  une  forme  définie 
peuvent  s'obtenir  par  tâtonnements  après  avoir  décomposé  la  forme 
«1  carrés***).* 

^On  trouvera,  dans  la  deuxième  série  du  Journal  de  mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  un  grand  nombre  d'articles  sur  la 
représentation  des  nombres  par  des  formes  telles  que 

et  autres.* 

A   cet   ordre  d'idées  appartient  la  théorie   de  la  représentation 


224)  ^C.  Jordan,  J.  math,  pures  appl.  (6)  2  (1906),  p.  217.* 

225)  ^Dans  ce  mémoire  C.  Jorda/n  donne  aussi  Texpression  générale  des 
formes  que  les  substitutions  linéaires  laissent  invariables.  D'autre  part,  il 
indique  les  divers  iypea  auxquels  on  peut  ramener  ces  formes  et  il  évalue  le 
nombre  de  ces  types  (Note  de  P.  Bachmann).* 

226)  ^JJ.  Minkowskiy  Mém.  présentés  ^'^,  p.  9S  et  suîv.;  P.  Bachmanyï, 
Qnadr.  Formen>«),  p.  664/94.* 
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d'un  nombre  par  une  somme  de  n  carrés**^).     Cette   question  noug 
à  déjà  occupés  aux  n°"  21  et  87  pour  »  =  2,     «  =  3et»-=«4. 

^Si  Ton  désigne  par  P^  le  nombre  de  ces  représentations  on  a> 
en  particulier,  les  formules  suivantes  énoncées  par  G,  Eisenstein^^) 
et  J.  lAoumOe^^)  et  démontrées  par  K  Pdr^)  et  6?.  Suniberi^) 
en  s'appuyant  sur  des  relations  analytiques  établies  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

En  posant 

m  =  2^N, 
où  N  est  impair,  on  a 

1«)  si  iV^=3  (mod.4), 

^44+8?   ^4*+i   désignant   les  diviseurs  de  N  respectivement   congrus 
à  3  ou  à  1  (mod.  4). 

2«)  si  2^=1  (mod.4) 
on  a 

Pioifn)  -  i  (2"+*  +  1)  ^(dU^t  -  dît+O  +  ^  ^ix'  -  3ar»y*) 

ce  dernier  signe  ^  étant  étendu  à  toutes  les  solutions  de  l'équation 

a;*  +  y^  =  m . 

Pour  Pii{in)  on  a,  dans  tous  les  cas,  la  formiile  simple 

P,^(m)  =  lî  (10  .  2^^+^  +  21)  ^rf* 

ou  la  somme  ^  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  m. 

Le  nombre  des  représentations  propres  d'un  nombre  ft  comme 
somme  de  2^  +  2  carrés  dépend  de  la  somme 

étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  (i* 

Le  nombre  des  représentations  propres  d'un  nombre  (i  comme 
somme  de  2A  +  1  carrés  dépend  pour  %  <  4  de  la  somme 


227)  C.  G.J,Jacdbi,  Fondamenta  "»),  p.  188;  Werke  1,  Berlin  1881,  p.  289. 

228)  ^G.  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  36  (1847),  p.  186;  Math.  Abh., 
Berlin  1847,  p.  196.* 

229)  ^J.  LiouviUe,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  60  (1866),  p.  1267;  J.  math,  pures 
appl.  (2)  9  (1864),  p.  296;  (2)  11  (1866),  p.  1.* 

230)  ^K.  PetTy  Archiv.  Math.  Phys.  (3)  11  (1907),  p.  88.* 

231)  ^G.  Mumbert,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  144  (1907),  p.  874.* 
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oû  X  (rapport  de  la  circonférence  an  diamètre)  n'est  introduit  que 
pour  que  la  somme  soit  rationnelle.  Pour  *  ^  4,  il  n'a  pas  été 
possible  jusqu'ici  d'obtenir  de  résultat  analogue. 

Les  deux  sommes  de  séries  précédentes  peuvent  d'ailleurs  être 
représentées  sous  forme  finie;  on  a  pu  montrer  qu'elles  s'expriment 
au  moyen  de  sommes  de  la  forme 

étendues  à  tous  les  nombres  naturels  Je  inférieurs  à  v  et  premiers 

à  v««). 

46.  Ordre,  genre  et  mesure  d^une  forme  quadratique  à  n 
variablee.  Les  théories  de  Yordréj  du  genre  et  de  la  mesure  sont 
analogues  à  celles  qui  ont  été  développées  pour  les  formes  ternaires  ^. 

La  mesure  d'un  genre  a  été  déterminée  par  H,  J.  S.  Smith^^) 
et  par  H.  MinkatcsM^. 


2S2)  G.  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1847),  p.  133,  368;  Math. 
Abh.,  Berlin  1847,  p.  198,  196;  G,  Lejeune  JHrichlet,  J.  reine  angew.  Math.  19 
(1889),  p.  824;  21  (1840),  p.  1;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  413;  H,  J,  S.  Smith,  Proc. 
R.  Soc.  London  16  (1867/8),  p.  207;  Papers  1,  Oxford  1894,  p.  621;  B.  Gent, 
Progr.  Liegnitz  1877;  G.  ToreUi,  Giom.  mat.  (1)  16  (1878),  p.  162;  H,  J.  S.  Smith, 
CoUect.  niaih.^<>)i  P-  ^17;  Papers  2,  Oxford  1894,  p.  287;  T.  J.  StieUjes,  G.  R.  Acad. 
■c.  Paris  97  (1888),  p.  981;  A.  HwrwiU,  id.  98  (1884),  p.  604;  Th.  Pépin, 
Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  37  (1888/4),  p.  9;  88(1884/6),  p.  139;  i.  Gegen- 
lauer,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  97  H»  (1888),  p.  420;  108  II»  (1894),  p.  116;  Ch,  Ber- 
deUé,  Bull.  Soc.  math.  France  17  (1888/9),  p.  102;  E.  Catalan,  id.  p.  206;  Th,  Pépin, 
J.  math,  pnres  appl.  (4)  6  (1890),  p.  6;  K,  Th.  VahUn,  J.  reine  angew.  Math.  112 
(1898),  p.  27;  G.  B.  Maihews,  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  27  (1896/6),  p.  56/60. 

A  =  +  00 

Snr  la  somme  ^    (J—\  — ,  yoir  A.  L.  Cauchy,  Mém.  Acad.  se.  Inst.  France 

(2)  17  (1840),  p.  666  (note  XII)  [1880];  Œnvres  (1)  8,  en  préparation. 
Cf.  P.  Baehmann,  Quadr.  Formen  **),  p.  661/68. 

283)  C.  Jordan,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  74  (1872),  p.  1093;  H.  J.  S.  Smith, 
Proc.  B.  Soc.  London  18  (1868/4),  p.  199;  16  (1867/8),  p.  197;  Papers  1,  Oxford 
1894,  p.  412,  610;  Mém.  présentés  "«)  ;  Papers  2,  Oxford  1894,  p.  623/680;  H.  Min- 
iowdti,  Mém.  présentés  ^"');  Acta  math.  7  (1886/6),  p.  201;  J.  reine  angew. 
Matii.  99  (1886),  p.  1;  106  (1890),  p.  5. 

284)  H.  J.  S.  Smith,  Proc.  R.  Soc.  London  16  (1867/8),  p.  202;  Papers  1, 
Oxford  1894,  p.  616. 

286)  H,  Mihkowàki,  Mém.  présentés  "•) ,  p.  146  et  suiv.;  Acta  math.  7 
(1886/6),  p.  201. 
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La  notion  de  mesure  a  été  étendue  par  H.  Minkawski  aux  formes 
indéfinies. 

Deux  formes  sont  dites  congrues  (mod.  n)  quand  leurs  coefficients 
homologues  sont  congrus  (mod.  n).  Deux  classes  sont  dites  congrues 
(mod.  n)  lorsqu'elles  contiennent  respectivement  deux  formes  congrues 
(mod.  n).  a  chaque  forme  de  l'une  des  deux  classes  congrues  cor- 
respond une  forme  congrue  dans  l'autre  classe. 

H.  Foincaré^  et  H,  Minlcowski^'^)  ont  donné  du  genre  la  définition 
suivante:  Un  genre  se  compose  de  toutes  les  classes  qui  sont  con- 
grues pour  un  module  quelconque.  On  peut  encore  dire:  un  genre 
se  compose  de  toutes  les  classes  d'un  même  ordre  congrues  (mod.  2D). 

Deux  formes  d'un  même  genre  sont  transformables  l'une  dans 
l'autre  par  une  substitution  unimodulaire,  à  coefficients  rationnels, 
dont  le  dénominateur  est  premier  à  un  nombre  donné  arbitraire; 
et^  réciproquement,  cette  propriété  caractérise  les  formes  d'un  même 
genre  *^^). 

^H.  Minkowski^^)  a  donné  le  système  complet  d'invariants  d'un 
genre,  à  savoir  d'abord  naturellement  les  invariants  qui  caractérisent 
Vordre  (n^  42)  et  ensuite  d'autres  caractères  satisfaisant  à  certaines 
conditions  nécessaires  et  suffisantes.* 

La  définition  du  genre  donnée  par  H.  J.  S.  Smith,  H.  Poincaré 
et  H,  Minkowshi  rend  nécessaire  la  considération  des  formes  congrues 
par  rapport  à  un  module. 

Dans  chaque  classe  primitive,  il  y  a  une  forme  qui  est  congrue 
à  une  forme 

ex^^  +  ex^^  +  •  •  •  +  6("-*)a;î        (mod.  p% 

p  étant  un  module  premier  impair,  et  ^  un  exposant  suffisamment 
grand;  le  nombre  ^'"^^  contenant  le  facteur  premier  p  au  moins 
autant  de  fois  que  le  diviseur  élémentaire  â^.  Cette  forme  se  nomme 
repr&entatU  principal  de  la  classe,  par  rapport  au  module  pK 

Par  rapport  au  module  2',  il  y  a  une  définition  analogue. 

^Si  le  discriminant  est  impair  et  la  forme  proprement  primitive, 
le  résultat  est  le  même  pour  le  module  2'  que  pour  les  autres 
modules.  Gomme  dans  ce  cas  à,  d^,  d^,  . . .,  d^^^^  sont  impairs, 
e,  e\  .  . .,  e^""^)  sont  aussi  impairs.     Mais  si  la  forme  est  impropre- 


286)  C.  B.  Acad.  bc.  Paris  94  (1882),  p.  67,  124. 

287)  Mém.  présentés  "«^,  p.  82. 

238)  E.  Minkowski,  J.  reine  angew.  Math.  106  (1890),  p.  5. 

289)  Mém.  présentés  '»'^,  p.  20  et  suiv. 
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ment   primitiye,   ou   si  le  discriminant  est  pair,   la  définition  de  la 
forme  rq^^eniant  principal  (mod.  2')  est  plus  compliquée**®).* 
Par  rapport  à  un  module  composé 

il  j  a  une  forme  représeniant  principal]  elle  est  congrue  (mod.  2^)  à  la 
forme  représentant  principal  mod.  2^;   et  pour  t  »  1,  2,  ...  ;  i/   elle 
est  congrue  (mod.  p/»)  à  la  forme  représentant  principal**^)  mod.  jpA. 
On  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  une  forme 

qai  soit  représentant  principal  et  telle  que  deux  des  nombres  successifs 
Dj      D,       D,  P,-i 

soient  premiers  entre  eux;  dans  ces  expressions  D^  désigne  le  déterminant 

D^  =  i»A*l         (t,  *  =  1,  2,  ,..,(i) 

et  les  invariants  ô^,  6^, . . .,  <f^^i,  d^,d^f . . .,  d^^^  ont  été  définis  plus 
haut  (n*»  42). 

H,  J,  S.  Smith^^  appelle  cette  forme  une  forme  ccmonique  de  la 
classe  (il  peut  y  avoir  plus  d'une  forme  canonique  dans  une  classe). 
jS  Minkowski^^  dit  de  cette  forme  qu'elle  est  nme  forme  caractéristique 
de  la  classe. 

Pour  D  =  1  et  »  <  8  il  n'y  a  qu'une  classe  et,  par  consé- 
quenty  qu'un  genre,  classe  et  genre  représentés  par  la  forme 

La  mesure  de  cette  classe  ou  de  ce  crenre  est r  • 

Pour  »  »  8,  H.  Minkowàki**^)  a  démontré  qu'il  y  a  au  moins 
deux    classes    et    pour    »  >  8    il    a    démontré   qu'il   y   a   au   moins 

r^l  4- 1  classes. 

47.  Application  à  la  résolution  de  oongmenoes.  La  considé- 
ration de  la  forme  représentant  principal  est  utile  dans  un  grand 
nombre   de   questions   et  en  particulier  dans  la  résolution  des   con- 

340)  H.  Mifikowski,  Mém.  présentés  ^»*),  p.  20  et  sniv. 

241)  H.Minkowski,  Mém.  présentés  ^^*),  p.  24;  C.  Jordan,  C.  R.  Acad.  se. 
Paris  74  (1872),  p  1093. 

242)  Mém.  présentés  ^«^,  p.  6;  Papers  2,  Oxford  1894,  p.  626. 
248)  Mém.  présentés  i»<»),  p.  84. 

244)  Mém.  présentés^"*),  p.  91;  Erreur  de  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew. 
Math.  40  (1860),  p.  279;  Œuvres»*)  1,  p.  122. 

Ba^dop.  dM  Bot^nc  niAthéinat.    I  S.  13 
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gruences  qoadraidques 

f{x^,  x^,  ...,  xj^a        (mod.  n). 

Cette  résolution  dans  le  cas  général  se  ramène  à  celui  où  N  est  un 
nombre  premier  impair  p  ou  bien  est  égal  à  2^  à  4  ou  à  8. 

On  obtiesnt  un  système  complet  de  solutions  en  donnant  à 
^y  x^f  '  '  'y  ^n-i  ^^tes  Ics  Talcurs  d'un  système  complet  de  restes 
(mod.  n)  et  déterminant  chaque  fois  x^. 

^Quand  N  «  2,  le  résultat  presque  évident  est  le  suivant: 

Le  nombre  des  solutions  incongrues  est  2'^''\  si  m  est  le  nombre 
des  coefficients  impairs  qui  multiplient  les  carrés  des  variables.* 

Quand  n  est  un  nombre  premier  impair  p,  le  nombre  des  solutions 
incongrues  est 

p<.-i(i_,^-H), 

m  étant  le  nombre  de  termes  incongrus  à  0  (mod.  p)  d'une  forme 

représentant  principal  de  la  classe  de  /'  (mod.  jp),  et  £  étant  défini 
par  l'expression 

P 


€  =  (~  ly 


dans  laquelle  le  grand  crochet  désigne  le  symbole  de  Legendre,  tandis 
que  le  petit  crochet  1^1  désigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans  •—-  • 

^Le  nombre  m  qui  entre  dans  cette  formule  peut  encore  se  dé- 
finir comme  étant  le  rang  du  premier  des  invariants  â^,S^y  -  ^  de  la 
forme  qui  est  congrue  à  0  (mod.  p)* 

Pour  N  »  4  et  pour  N  »  8,  les  résultats  sont  plus  compliqués.  En 
les  combinant  avec  les  précédents^  on  obtient  les  résultats  pour  n 
quelconque^. 

H.  Minkowshi^^)  a  déterminé  autrement  ce  nombre  de  solu- 
tions incongrues.     Représentons-le  par  f{ay  n)  et  posons 


»BX-1 


Unha 


on  a  alors  inversement 


Asx-l 


^'2 

AbO 


iiTtah 


/•(«,N)  =  -^-^  c     »    f[h,y], 


246)  C.  Jordan,  Traité  des  substitutioiui,  Paris  1870,  p.  169;  J.  math,  purea 
appl.  (2)  17  (1872),  p.  868;  P.  BaOïmann,  Quadr.  Formen  *•),  p.  478/616. 
246)  ,Méin.  présentés  "*0i  P-  '^^•' 
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de  aorte  que  tout  revient  à  déterminer  f[hy  n];  or  cette  détermination 
revient  à  celle  de  la  somme '^^ 

x^fX^j . .  .,x^  parcourant  dbiacun  un  système  complet  de  restes  incon- 
grus (mod.  n). 

Plus  généralement  F.  A,  Lehesgue^  a  déterminé  le  nombre  des 
solutions  de  la  congruence 

«i^i"*  +  Osa:,"*  H h  a^x^  =  a    (mod.  p) , 

où  p  est  premier  et  =  1  (mod.  ni), 

48.  Formes  quatemairea.  Beoherches  âiveraes  sur  les  formes 
de  n  variables.  Le  cas  particulier  des  formes  quaternaires  a  fait 
l'objet  de  plusieurs  mémoires  intéressants  parmi  lesquels  il  convient 
de  citer  ceux  de  C.  G.J.Jac6bi^^\  J,  Liaumlle^,  ^Th.Fepin»y,  J.  W. 
L.  Glaisher»^,  M.  WeiU^^)  et  L.  Charve^). 

^.  Picard^)  et  K  Baurget^)  ont  tiré  de  l'étude  des  formes 
quateonaaires  des  exemples  de  groupes  hyperabéliens.  Quand  la  forme 
quaternaire  ne  peut  représenter  zéro^  E.  Picard  a  montré  que  le  domaine 
fondamental  du  groupe  hyperabélien  correspondant  n'a  pas  de  point 
commun  avec  la  surface  limite  ^^).* 

H.  MinJcou/ski*^)  a   donné   les   conditions   que   doivent   remplir 


247)   «Sur  les  sommes  mtiUipks  de  Grauss,  généralisation  de  la  somme  de 


Gauss 


&=» 


iiTthk"- 


Toir  J7.  Weber,  J.  reine  angew.  Math.  74  (1872),  p.  14/ 

248)  J.  math,  pures  appl.  (8)  4  (1869),  p.  266. 

249)  J.  reine  angew.  Math.  12  (1884),  p.  167  ;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  245. 

260)  J.  math,  pures  appl.  (1)  10  (1846),  p.  169;  (2)  9  (1864),  p.  296;  (2)  10 
(1866),  p.  1. 

261)  «J.  math,  pores  appl.  (4)  6  (1890),  p.  6.* 

262)  Quart.  J.  pure  appl.  math.  19  (1883),  p.  212;  Papers,  Cambridge  1886, 
mém.  n**  6. 

268)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  99  (1884),  p.  869;  BulL  Soo.  math.  France  13 
(1884/6),  p.  28. 

264)  Ann.  £c.  Norm.  (2)  11  (1882),  p.  119. 

266)  «C.  B.  Acad.  se.  Paris  98  (1884),  p.  904;  J.  math,  pures  appl.  (4)  1  (18^6), 
p.  87.* 

266)  ^Ann.  Fac.  se.  Toulouse  (1)  12  (1898),  mém.  n»  4.* 

267)  «Voir  dans  l'article  II12  ce  qui  concerne  la  représentation  géométrique 
des  groupes  de  substitutions  linéaires  (Texte  et  notes  266  et  266  de  E,  Picard).* 

268)  J.  reine  angev.  Math.  106  (1890),  p.  6. 

13* 
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deux  formes  quadratiques  de  n  yariables  à  coefficients  rationnels 
pour  être  transformables  rationnellement  Tune  dans  l'autre. 

Les  formes  quadratiques  à  yariables  complexes  et  à  coefficients 
complexes  ont  été  considérées  par  C  Jordan^^),  L.  Bianchi*^)  et 
G.  B,  Mathews^^)]  C.  Jordcm^^^)  a  fait  une  étude  approfondie  de 
Téquivalence  de  ces  formes. 

Les  formes  bilinéaires  (formes  ^Hermite)  2<^n^i^h9  ^^  ^ik  ®* 
a^i  sont  conjugués  ainsi  que  rr^  et  x{,  ont  été  étudiées  par  Ch  Hermite^^), 
a  Jordan^^),  E.  Picard^^),  A.  Loewy^^)  et  E.  K  Moore^''),  EUes 
ont  des  propriétés  analogues  à  celles  des  formes  quadratiques  dont 
elles  sont  une  généralisation. 

On  a  aussi  considéré  des  faisceaux  de  formes  quadratiques.  Cette 
théorie  est  en  rapport  étroit  ayec  celle  des  faisceaux  de  formes  biU- 
néaires  dont  nous  ayons  parlé  plus  haut. 

49.  Minime  d*ime  forme  quadratique  de  disoriminant  donné. 

Ch.  Hermiie^  a  donné  une  limite  supérieure  du  minime  d'une  forme 
quadratique  définie  à  n  yariables,  à  coefficients  réels  quelconques  et 
de  discriminant  D;  c'est  le  nombre 

(4)*'"""Î1D|. 

Des  limites  supérieures  moindres  dans  le  cas  des  formes  définies 
ont  été  données  par  A.  N.  Korhine  et  G.  Zolotarev^^^),  à  sayoir:  pour 
n  »  2m,  le  nombre 

— - — ^^^""'^îAT)] 


269)  J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  61  (1882),  p.  1/48. 

260)  Atti  B.  Accad.  Lincei  Bendic.  (4)  6 1  (1889),  p.  689. 

261)  Quart.  J.  pure  appl.  xaath.  26  (1891),  p.  289. 

262)  J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  61  (1882),  p.  11/28. 

268)  J.  reine  angew.  Math.  68  (1867),  p.  182;  Œuvres^*)  1,  p. 416  (le  nombre 
de  classes  est  fini). 

264)  J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  48  (1880),  p.  119. 

266)  G.  R.  Acad.  se.  Paris  96  (1882),  p.  768;  96  (1888),  p.  1667,  1779;  97  (1888), 
p.  746,  846;  BuU.  Soc.  math.  France  16  (1886/7),  p.  162;  Math.  Ann.  39  (1891), 
p.  142. 

266)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  128  (1896),  p.  168;  Noya  Acta  Acad.  Leop.  71  (1898), 
p.  879;  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  667;  62  (1899),  p.  688;  J.  reine  angew.  Math.  122 
(1900),  p.  63. 

267)  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  213. 

268)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  263;  Œuvres^*)  1,  p.  103. 

269)  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  681;  6  (1873),  p.  366;  11  (1877),  p.  242. 
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et  pour  n  =»  2m  +  1,  le  nombre 


1 


_1 oV[-«(»»-l)  n 


m(in-S) 


S"""^""^^!^. 


Le  minime  peut  atteindre  cette  limite  pour  n  =»  2^  3,  4  et  dans  ces 
cas  seulement;  pour  n  »  2^  la  limite  est  la  même  que  celle  donnée 
par  Ch,  Hermite. 

Le  problème  de  trouyer  dans  tous  les  cas  la  limite  supérieure 
du  minime  a  conduit  A.  N.  Korkine  et  G.  Zclotarev  à  la  recherche  des 
formes  exùrêmes,  c'est-à-dire  des  formes  qui  pour  un  déterminant  donné 
ont  le  plus  petit  minime  possible.  Pour  n^2,  S,  4,  b,  ils  trouyent 
que  les  plus  petits  minimes  possibles  correspondant  à  un  déterminant 
D  sont  respectiyement 


y\\D\,    fTDI,    ^4|Di,    |/8|D|. 

H.  Minkowski"^)  a  cherché  à  résoudre  une  question  plus  générale^ 
à  sayoir  la  détermination  d'une  limite  supérieure  de  la  yaleur  mini- 
mée  de  la  somme  des  puissances  p^^^"^  des  yaleurs  absolues  de  n  for- 
mée linéaires  à  n  yariables.  Pour  le  minime  d'une  forme  quadratique 
définie  positiye  à  n  yariables^  de  discriminant  D,  il  trouye  la  borne 
supérieure 

|[r(i+i)fî/!D, 

dans  cette  expression,  le  coefficient  de  y[Di  est,  pour  de  grandes  yaleurs 
de  n,  notablement  inférieur  à  l'expression  donnée  par  Ch.  Hermite. 

Pour  les  formes  binaires  quadratiques  indéfinies  à  discriminant 
positif  D,  JJh.  Hermite^^)  a  donné  comme  minime  VD*;  A.  K  Korkine 
et  £r.  Zolotarev^'^^  ont  montré  que  la  limite  supérieure  du  minime  est 

égale  à  X^-~  D.    Ce  minime  est  effectiyement  atteint  pour  les  formes 
équiyalentes  à  la  forme 

Pour  toute  autre  forme  Fexpression  1/^0  est  la  limite  supérieure  du 

270}  C.  B.  Acad.  se.  Paris  112  (1891),  p.  209,  J.  reine  angew.  Math.  107  (1891), 
p.  296;  Math,  papers  Chicago  ^^),  p.  201. 

271)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  268;  (Entres  >*)  1,  p.  103  (Texte 
et  noie  de  E.  Picard).* 

272)  Math.  Ann.  6  (1878),  p.  869,  370. 
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minime'^');  ce   minime  est  d'ailleurs   atteint  pour  les  formes  équiva- 
lentes à  la  forme 


/i  =  ]/|D(x»-2a:y-y»). 


2 


Pour  toute  forme  qui  n'est  équivalente  ni  à  /J,  ni  à  /i  l'expression 
---  D  est  limite  supérieure  du  minime;   ce  minime  est  d'ailleurs 
atteint  pour  les  formes  équivalentes  à  la  forme 


n 


et  ainsi  de  suite. 


^«-V2lri^(5^*-ii*!'-5î'*) 


La  valeur  absolue  de  toute  forme  indéfinie  \    pg^^  g^ 

ax^  +  2bxy -{- cy^  ;  rendue  «n- 

non  équivalente  aux  formes  écrites  ci-dessous:  !   fériewe  à: 


et  cette  e^ression 
est  le  minime 
atteint  par  les 
formes  équiva- 
lentes à: 


/o=-"|/ÏD(a;»-a;y-y») 


n^ 


fo,  n,  U^  U  - 1/15*  7  D  (ISa^*-  29a;y  -  \Zf) 


1/^I> 


V  1617  " 


/o,^,^,,^,;/*»}/,^- I^(29a;»-63»y-31y«)        i  }/|?iD 


f„f„...,UJ,^y^^Ji{n^-^^xy-\lf)        \  y^j) 


/o 


U,fu-;h;U  =  V7îkl>(89*'-  199^y-  8V)     ^Yt^^ 


fo.  fu  .  •  -,  /:.;  U  =  V'^,^j D (169x'- 367a.y - 181/)  Y^^ 


/•.,/;,--,/i;/8  =  /sTroI^(97a.*-216a;.v-98y»)      !>/^o^  /"» 


/i, /l,  •  • .,  /s;  /«  "l/isAôY »(233^*-  52Uy- 233y«)  Ij/g^D" 


/» 
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Le  tableau  ci-dessixs  indique  les  résultats  obtenus  jusqu'ici  dans 
cet  ordre  d'idées. 

Le  nombre  des  classes  de  formes  qui  ne  peuvent  prendre  de  va- 
leurs inférieures,  en  valeur  absolue,  à  2}/D,  où  l  désigne  un  nombre 
quelconque  <-|,  est  fini.  Ce  nombre  croît  d'ailleurs  indéfiniment 
quand  on  fait  tendre  {  vers  -J-  par  valeurs  croissantes.  U  y  a  une 
mfimié  de  formes  non  équivalentes  qui  admettent  -^Vl)  comme  mi- 
nime de  leurs  valeurs  absolues '^'). 

C  G.  J.  Jaûdbi^*)  a  montré,  à  Taide  d'un  algorithme  qui  lui  est  dû 
et  qui  généralise  l'algorithme  des  fractions  continues,  que  toute  forme 
quadratique  à  n  variables  peut,  par  une  substitution  unimodulaire,  se 
mettre  sous  la  forme  réduite 

contenant  au  plus  2ft  —  1  termes  ^^). 

Formes  diverses. 

60.  Formes  binaires  oubiques.  Cr.  Eisenstein  a  obtenu  des  ré- 
sultats remarquables  sur  les  formes  cubiques.  Si  l'on  applique  à  une 
telle  forme 

arc»  +  Ux^y  +  Scxy^  +  df 

une  substitution  linéaire,  son  covariant  quadratique,  ou  hessien, 
(6*  -  ac)x^  +  (bc  -  ad)xy  +  (c*  -  bd)y^ 

se  transforme  par  la  même  substitution.  Par  conséquent,  les  hessiens 
d'une  classe  de  formes  cubiques  constituent  eux-mêmes  une  classe. 
Ces  classes  de  formes  quadratiques  se  distinguent  par  cette  pro- 
priété  que,  par  triplication,  elles  reproduisent  la  classe  principale  et 
réciproquement.  C'est  là-dessus  que  ITi.  Pépin  fonde  le  dénombrement 
des  classes  de  formes  cubiques  de  discriminant  donné  ^^). 


273)  A,  A,  Markùv,  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  381;  17  (1880),  p.  879. 

274)  Ber.  Akad.  Berlin  1848,  p.  414;  J.  reine  angew.  Math.  89  (1850),  p.  290; 
Wezke  6,  Berlin  1891,  p.  818. 

276)  Sur  les  formes  à  n  yariables,  voir  aussi  H.  Minkowski,  J.  leine  angew. 
ICath.  100  (1887),  p.  449. 

276)  G.  Ei9en8tei»,  J.  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  76,  89,  819;  A.  Cayley, 
Quart.  J.  pnre  appl.  math.  1  (1867),  p.  86,  90;  Papers  8,  Cambridge  1890,  p.  9,  11; 
F.  AméU,  J.  reine  angew.  Math.  68  (1867),  p.  809;  Archiv  Math.  Phys.  (1)  31  (1868), 
p.  387;  Ch^Hermite,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  48  (1869),  p.  361;  Œavres  ^^^  2,  p.  93; 
ir.  Pùinearé,  J.  £c.  polyt.  (1)  cah.  61  (1882),  p.  46;  Th,  JP^,  Atti  Accad.  pontif. 
Nnori  Lincei  37  (1883/4),  p.  227;  G.  B.  McOhews,  Messenger  math.  (2)  20 
(1890/1),  p.  70. 
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jOh.  Hermite^'')  a  réduit  les  formes  cubiques  par  la  réduction 
continuelle.  La  même  réduction  qui  réduit  une  forme  réduit  aussi 
son  coyariant  cubique.* 

JJh,  HermikV^  a  aussi  déterminé  les  formes  cubiques  à  coeffi- 
cients entiers  qui  correspondent  à  un  coyariant   quadratique  donné.* 

On  s'est  déjà  occupé  dans  un  article  précédent  (1 15^  19^  20  et  21) 
de  la  représentation  d'un  nombre  entier  par  des  formes  particulière- 
ment simples.  A  ces  recherches  on  peut  adjoindre  celles  de  A,  Yere- 
hrusov^^)  sur  le  nombre  de  représentations  d'un  entier  donné  par  une 
forme  binaire  cubique  quelconque 

51,  Formes  binaires  de  degré  quelconque.  Dans  les  formes 
binaires  de  degré  quelconque 

on  peut  distinguer,  d'après  Ch. Hertnite^,  les  formes  primitives,  dans 
lesquelles  ^q,  a^,  . . .,  a^  sont  premiers  dans  leur  ensemble;  elles  sont 

propreme}%t  primitives  si  les  coefficients  a^,  y^i>  1T2  ^^  '  •  •  ^^^* 
aussi  premiers  dans  leur  ensemble;  elles  sont  improprement  primitives 
dans  le  cas  contraire.  Des  formes  équivalentes  ont  des  coyariants 
équivalents.  Des  formes  constituent  un  ardre  lorsque  leurs  coeffi- 
cients pris  avec  les  facteurs  binomiaux  ont  le  même  p.  g.  c.  d.  et  que 
leurs  coefficients  pris  sans  ces  fEicteurs  binomiaux  ont  également  le 
même  p.  g.  c.  d.  Des  formes  constituent  un  genre  lorsqu'elles  sont 
transformables  l'une  dans  l'autre  par  une  substitution  de  déterminant 
égal  à  ±  1  et  à  coefficients  rationnels. 

Les  formes  binaires  cubiques  sont  les  seules  de  degré  impair  qui 
n'aient  pas  de  coyariant  linéaire;  de  même  les  formes  binaires  biquadra- 
tiques  sont  les  seules  de  degré  pair  qui  n'aient  pas  de  coyariant 
quadratique. 

Pour  un  degré  impair  >  3,  toutes  les  formes  binaires  de  même 
discriminant  forment  un  seul  genre.  Ce  théorème  a  été  énoncé  sans 
démonstration  par  Œ.  Hermite*^^). 

277)  «J.  reine  angew.  Math.  41  (1851),  p.  218;  (Eavres^*)  1,  p.  189.* 

278)  ^J.  reine  angew.  Math.  41  (1861),  p.  191;  Quurt.  J.  pure  appl.  math. 
1  (1867),  p.  20,  88;  Œuvres  1,  p.  164,  484,  487.* 

279)  Math.  Sbomik  [recueil  Soc.  math.  Moscou]  26  (1907),  p.  116. 

280)  J.  reine  angew.  Math.  36  (1848),  p.  367;  41  (1861),  p.  197  et  tuiv. 
62  (1866),  p.  1,  18;  Œuvres»")  1,  p.  84,  171,  360,  872. 

281)  J.  reine  angew.  Math.  52  (1866)^  p.  2,  88;  Œuvres  '*)  1,  p.  362,  896.   Dans 
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La  rédaction  d'une  forme  binaire  quelconque  décomposée  en  ses 
facteurs  linéaires 

«o(^  +  «i»)(^  +  ^%y)  •  •  •  (a;  +  ^nV) 

a  été  ramenée  par  Ch.  Hermite^^)  à  celle  de  la  forme  quadratique 

X^vix  +  a^y)  +  AjN(a?  +  a^y)  ^ +  X^s{x  +  a^y), 

où 

N  (a;  +  a^y)  ^{x  +  a^y)  {x  +  a/y), 

a/  désignant  le  nombre  complexe  conjugué  du  nombre  a^y   en  sorte 
que  N(a;  +  a<y)  est  la  norme  de  x  +  a^y. 

52.  Formes  qui  proviennent  de  la  division  du  cercle.   Pour  tout 
nombre  premier  impair  n  la  forme 

a?"  —  y" 
x  —  y 

possède  l'importante  propriété  qu'exprime  l'égalité***) 

x"*  -  y^  ^  x«  — n(— 1)  «  Y» 
X  —  y  ^  4  ' 

X,  Y  étant  des  fonctions  entières,  homogènes  de  x,  y,  à  coefficients 
entiers*®*). 

JPour  y  =»  1,  la  fonction  y  est  de  degré  ;  elle  n'a  pas  de 

terme  constant,  et  ses  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
^aux  deux  à  deux.    Toujours  pour  y  »  1,  la  fonction  x  est  de  degré 

g     ;  pour  n  >  3  les  coefficients  de  x  qui  sont  équidistants  des  ex- 

trêmes  sont  égaux  ou  symétriques  (1 1, 17;  Ii  p.  36)  suivant  que  (—  1)  * 
est  %al  à  +  1  ou  à  —  1. 


ce  même  mémoire  on  trouve  aussi  une  étude  particulière  des  formes  cubiques 
et  biquadratiques. 

282)  J.  reine  angew.  Math.  36  (1848),  p.  361,  863;  41  (1851),  p.  197  et  suiv.; 
Œuvres**)  1,  p.  89,  91,  171  et  suiv. 

283)  Voir  à  ce  siyet  C,  F.  Gauss,  Disq.")  n'>  357;  Werke  1,  p.  443. 

284)  Voir  aussi  A.  M.  Legendre,  Mém.  Acad.  se.  Institut  France  (2)  11 
(l8S2),  p.  81  [1830];  Théorie  des  nombres  *),  (3«  éd.)  2,  Paris  1830,  p.  192  et  suiv  ; 
F.  A.  Lèbesffœ,  J.  math,  pxues  appl.  (1)  3  (1838),  p.  113;  /.  lAouviUe,  id.  (2)  2 
(1867),  p.  418;  J.A.Serret,  Alg.  sup.  (5*  éd.)  2,  Paris  1885,  p.  545  et  suiv.;  So^ie 
Germain,  J.  reine  angew.  Math.  7  (1831),  p.  201;  K,  G.  Chr.  von  Staudt,  J.  reine 
angew.  Math.  67  (1867),  p.  205. 
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Exemples: 

4(a:*  +  x^  +  x^  +  x+l)^  (2a;»  +  rc  +  2)* -  bs^] 

4{x^  +  a^  +  a^  +  ûi^  +  x*  +  x+l)^  {2a^  +  x^-X'-2y+7{x^  +  xy, 

G.  Zolotarev^  a  donné  an  moyen  très  pratiqne  de  calcnler  x 
et  Y;  ce  moyen  donne  d'aillenrs  nne  démonstration  très  simple  des 
propriétés  de  x  et  de  Y  qne  Ton  Tient  de  signaler.* 

Cette  équation  relie  la  théorie  de  la  division  du  cercle  à  celle 

des  formes  quadratiques  binaires.     En  particulier^  de  là  découlent  la 

«c**  —  </** 

forme  linéaire  des  diviseurs  de  la  forme  ^  et  aussi  une  méthode 

X  —  y 

de  résolution  de  V équation  de  Fermai^. 

Il  y  a  une  formule  analogue  dans  le  cas  de  n  non  premier  ^^). 
La  formule  donnée  plus  haut^  pour  n  premier^  conduit  à  une 

iC**  "^~  t/** 

décomposition  de  ^  en  un  produit 

X  —  y 

[x-yV^][x  +  tV^], 
où  l'on  a  posé  pour  abréger 

N-„(-l)"-^, 

et^  par  conséquent^  à  une  division  des  racines  de  l'unité  en  deux 
groupes.    Ceci  se  généralise:  à  toute  division  des  racines  de  Tunité  en 

périodes  correspondent  des  formes,  généralisations  de  X*— -n(— -1)  *  y*. 
Une  propriété  capitale  de  toutes  ces  formes  dites  eydotomiques  con- 
siste en  ce  que  les  nombres  qu'elles  peuvent  représenter  ont  leurs 
facteurs  premiers  d'une  forme  déterminée^. 

285)  KouT.  Ann.  math.  (2)  11  (1872),  p.  689. 

286)  G,  Le^eune  Dirichlet,  J.  reine  angew.  Math.  17  (1887),  p.  286;  Werke  l, 
Berlin  1889,  p.  846;  Zahlenth.»»),  (4*  éd.)  p.  360  (Suppl.  VTI). 

287)  G.  L^etme  BiriMet,  J.  reine  angew.  Math.  17  (1837),  p.  290;  Werke  1, 
Berlin  1889,  p.  349;  A.  L,  Cawiky,  C.  B.  Aoad.  se.  Paris  10  (1840),  p.  181;  Œuvres 
(1)  6,  Paris  1886,  p.  84;  G,  EisensUsin,  J.  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  88; 
N,  Trudi,  Ann.  mat.  para  appl.  (2)  2  (1868/9),  p.  150;  A,  GenocdU,  id.  (2)  2  (1868/9), 
p.  216;  H.  J.  8,  Smith,  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  7  (1876/6),  append.  p.  237; 
Messenger  math.  (2)  6  (1876),  p.  143;  Papers  2, (Oxford  1894,  p.  132:  dans  ce 
mémoire  on  trouve  la  solution  dn  problème  posé  par  G,  Eisenstein  [J.  reine  angew. 
Math.  27  (1844),  p.  88]  qui  avait  proposé  de  transformer  de  tontes  les  manières 
possibles  une  fonction  entière   donnée   de  x  en  une  expression   de  la  forme 

Y*  _  (_  1)  s  nX*;  P.  Bachfnann^  Die  Lebre  von  der  Ereistheilung,  Leipzig  187S, 
p.  206  et  suiv.;  L.  J.  Bogers,  Proc.  London  math.  Soc.  (1)  30  (1898/9),  p.  28; 
E,  Lucas,  Assoc.  fr.  avanc.  se.  7  (Paris)  1878,  p.  164/78. 

288)  J.  J,  Sylvester,  Amer.  J.  math.  2  (1879),  p.  280,  367;  8  (1880),  p.  68, 
179;  C.  B.  Acad.  se.  Paris  92  (1881)^   p.  1084;  Johns  Hopkins  Univ.  Oircul.  1 
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n  existe  d'antres  formes  qui  jouissent  d'nne  propriété  analogue. 
Par  exemple  G.  Lejeune  DiricMet^  a  étudié^  à  ce  point  de  vue, 
les  formes 

A.  Genocchi*^)  et  L.  Kronedcer^^)  ont  ensuite  étudié  de  même  les 
formes  qui  proyiennent  du  développement  de  l'expression 

(x+Vny)\ 

Â  la  représentation  mentionnée  plus  haut  de  la  forme 

a^  —  y"* 
X  —  y 

par  une  forme  quadratique 

X«-W(~l)    «     Y* 

correspond,  pour  un  nombre  premier  n  de  la  forme  6A  +  1;  décom- 
posable  dans  le  domaine  de  la  racine  cubique  de  l'unité  e  en  deux 
facteurs  n^,  n^,  et  pour  une  division  des  racines  n^^°^**  de  l'unité  en 
trois  périodes;  l'équation 

x"  —  3f"  _   x'  +  nn,  y*  +  nn^z*  —  Snxvz        F(x,  v,  a) 
X  —  y    ""  ~  27  ^         27 

Si  l'on  pose 

Y=«V  +  £W,       Z=«v-|-5*W, 

X;  V,  w  sont  des  fonctions  entières ,  à  coefficients  entiers  ^  de  Xf  y. 
Les  formes  2^(x,  Y,  z)  ont  été  étudiées  en  détail  par  G,  Eisensiein*^^. 
Elles  ont  beaucoup  de  propriétés  analogues  à  celles  des  formes  qua- 
dratiques binaires  de  discriminant  premier.  A  la  place  de  V^iuation 
de  Fermât  intervient  l'équation  F(x,  y,  z)  =  1. 


(1879/82X  p.  45  col.  2  [1880];  A,  S.  Hathaway,  id.  1  (1879/82),  p.  67  col.  2  [1880]; 
id.  1  (1879/S2),  p.  181  col.  2  [1881];  K.  Th,  Vahlm,  Schriften  phjs.-Okon.  Gea. 
EGnigBberg  88  (1897),  Sitzgsb.  p.  47. 

289)  De  fonniB  linearibos  .  .  .  (Habilitationsachrift)  écrit  probablement 
en  1828,  imprimé  en  1828  à  Biedan;  J.  leine  angew.  Math.  8  (1828),  p.  36; 
Werke  1,  Berlin  1889,  p.  49,  65.  Voir  aussi  Th.  Pépin,  G.  B.  Aoad.  se.  Paris  92 
(1881),  p.  178. 

290)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  98  (1884),  p.  411;  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  2 
(1888/9),  p.  266. 

291)  SitEgsb.  Akad.  Berlin  1888,  p.  417;  Werke  8\  Leipsig  1899,  p.  281; 
Toir  aussi  X.  SUmff,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  126  (1897),  p.  859. 

292)  J.  reine  angew.  Math.  28  (1844),  p.  289;  29  (1846),  p.  19;  Math.  Abh., 
Berlin  1847,  p.  1. 
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La  forme  i^(x,Y^z)  se  décompose  en  trois  facteurs  linéaires 

x  +  Ynû^Y  +  }/nn^z, 
x  +  s  ynn^  Y  +  6*  ynti^  z , 

X  +  £*  Ynih^  Y  +  «  Vmw^  z  , 

où  €  désigne  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 

Soient  a'^  b'  deux  de  ces  facteurs  linéaires  correspondant  à  une  des 
solutions  de  Téquation  i^(X9  y,  z)  »  1;  la  quantité 

log  a'  —  £  log  b' 

s'appelle  le  régulateur  de  cette  solution. 

Les  solutions  pour  lesquelles  la  norme  du  régulateur  est  un  minime 
s'appellent  solutions  fondamentales.  Soient  a  et  b  deux  des  facteurs 
linéaires  correspondant  à  une  solution  fondamentale;  toute  solution 
correspond  à  une  expression  de  la  forme  a'b"^.  Tous  les  r^ulateurs 
s'obtiennent  en  multipliant  le  régulateur  fondamental 

log  A  —  £  log  B 

par  tous  les  nombres  complexes  l  +  ms'^  chaque  solution  correspond 
ainsi  à  un  nombre  complexe  l  +  ms. 

Le  nombre  des  classes  est  /?m  et  dépend  des  sommes 

des  deux  séries 


OÙ  le  signe  [   -1  désigne  le  caractère  cubique  de  h  (mod.  n^)^  c'est-à-dire 

une  des  trois  racines  cubiques  de  l'unité  déterminée  par  h  et  n^'^. 
La  sommation  montre  que  le  nombre  des  classes  est  déterminé  par 
la  norme  P  —  îm  +  w*  du  nombre  complexe  î  +  m£  auquel  corres- 
pond une  certaine  solution  de  l'équation 

F(X,T,Z)  =  1 

résultant  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle^. 

293)  ^Pour  la  définition  et  la  détermination  du  caractère  cubique  d*an  nombre 
voir  Tarticle  1 18.* 

294)  G.  Eiaenstein,  J.  reine  angew.  Math.  28  (1844),  p.  289;  29  (1846),  p.  19; 
Math.  Abh.,  Berlin  1847,  p.  1. 
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53«  Foiines  dëoomposables  en  &oteiiX8  linéairefl.  J)h.  HermUe^^^) 
a  indiqué  les  points  de  contact  entre  la  théorie  des  formes  décom- 
posables  en  facteurs  linéaires  et  la  théorie  des  formes  quadratiques  et 
il  a  montré  comment  ses  méthodes  générales  de  réduction  continuelle 
d'une  forme  associée  s'appliquent  aux  formes  décomposables.* 

^Ge  procédé  de  réduction  s'applique  aux  formes  à  coefficients  et 
variables  complexes^  à  un  nombre  quelconque  de  variables^  décom- 
posables  en  facteurs  linéaires.  Il  est  analogue  au  procédé  de  réduction 
continue  (n^  18)  pour  les  formes  quadratiques.  Ch,  Hennite*^)  démontre 
que  le  nombre  des  classes  correspondant  à  un  discriminant  donné  est 
limité;  il  en  déduit  ce  beau  théorème  que  les  équations  algébriques 
de  même  discriminant  ne  donnent  lieu  qu'à  un  nombre  limité  d'irra- 
tionalités ou  de  corps  de  nombres  algébriques.* 

Les  formes  cubiques  ternaires  qui  se  décomposent  en  facteurs 
linéaires  et  la  représentation  de  nombres  entiers  par  ces  formes  ont  été 
considérées  par  KMeissd^'^\  G.B,MaOiews^\  KW.Uayd  Tcmner^). 

Arnold  Meyer  a  étudié  parmi  ces  formes  celles  qui  sont  du  type 

{ax  +  6y  +  cz)  (ax  +  Vy  +  éz)  {a'x  +  V'y  +  c"z) , 

a,  bj  Cy  a'y  . , .  étant  fonctions  rationnelles  de  la  racine  cubique  d'un 

a  6  c    * 
nombre   entier.     Au  carré     a'  V  c'      d'un    déterminant    donné    cor- 


a  h 

c 

a'  V 

c' 

a"  h" 

e" 

respond  un  nombre  fini  de  classes;  chaque  classe  correspond  à  un 
nombre  fini  (une  période)  de  formes  réduites;  chaque  classe  est  repré- 
sentée par  un  nombre  fini  de  classes  fondamentales.  On  peut  établir 
un  système  complet  de  ces  formes  et  trouver  toutes  les  transforma- 
tions d'une  de  ces  formes  en  elle-même.  Le  problème  de  l'équi- 
valence de  deux  formes  est  donc  résolu^. 

Les  formes  plus  générales  dans  lesquelles  a,  b,  Cy  a",  . . .  appar- 
tiennent à  un  corps  algébrique  cubique  ont  été  étudiées  par  P/^.  Furfr 


295)  «J.  reine  angew.  Math.  47  (1S54),  p.  888;  Œuvres^*)  1,  p.  228  (Texte 
et  note  de  B,  Picard).* 

296)  J.  reine  angew.  Math.  47  (1864),  p.  88^6;  68  (1857),  p.  182  et  suiv.; 
Œuvres '*)  1,  p.  224/6,  416  et  sniv. 

297)  Beitrag  znr  PeUscben  Gleichnng,  Progr.  Eiel  1891. 

298)  Froc.  London  math.  Soo.  (1)  21  (1889/90),  p.  280. 

299)  Froc.  London  math.  Soc.  (1)  27  (1896/6),  p.  187. 

800)  Amcid  Meyer,  Znx  Théorie  der  zerlegbaren  Formen,  insbeBondere  der 
cabischen  [Habilitationsschrift],  Zurich  1870,  publiée  par  F,  Budio,  Yiertelj. 
Katoxf.  6ee.  Zibcich  42  (1897),  p.  149. 
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wcM^^^),  n  fjùt  asage^  en  s'inspirant  des  idées  de  Ch,  HermUe,  de  la 
représentation  de  cette  forme  par  le  réseau  des  formes  quadratiques 
associées 

A  \ax  +  by  +  cz\^  +  X'  \ax  +  Vy  +  e'z\^  +  r  la'a;  +  V'y  +  c"n^. 

La  théorie  de  la  composition^  étudiée  par  Vh.Furiwàngler^  se  base 
sur  la  multiplication  des  nombres  du  réseau.  Chaque  nombre  du  réàeau 
se  décompose  en  un  nombre  fini  de  nombres  premiers. 

Soit^  d'une  façon  plus  générale^  la  forme 

dans  laquelle  les  ci^j  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  nombre  algé- 
brique du  n^^™*  degré^  le  produit  étant  étendu  à  toutes  les  valeurs  con- 
juguées de  l'un  des  facteurs;  le  nombre  entier  rationnel  a  sert  à  faire 
disparaître  le  dénominateur. 

Toute  forme  à  coefficients  entiers  qui  se  décompose  en  facteurs 
linéaires  peut  s'écrire  ainsi  ^et  la  recherche  des  facteurs  ne  dépend 
que  de  la  recherche  du  nombre  algébrique.* 

La  forme 

OÙ  û}^,  oî,,  . . .,  <D^  est  la  base  d'un  corps  algébrique  du  «""**»  degré 
et  où  le  produit  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  conjuguées  ^  est  dite 
forme  principale;  c'est  la  norme  de  œ^x^  +  cD,a7,  +  •  •  •  -f  o^a?^. 
L'équation 

/7(ûJi«i  +  OjiCg  +  •  •  •  +  (D„a;J  =  ±  1, 

où  le  produit  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  conjuguées^  est  l'ana- 
logue de  VéquaMon  de  Fermai.  Sa  résolution  est  identique  à  la 
recherche  des  unités  du  corps  algébrique  envisagé. 

G.  Le}eune  Diriddet  montre  que  toutes  les  solutions  de  l'équation 

où  a  désigne  un  nombre  entier  algébrique  du  n^^  degré  et  où  le 
produit  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  conjuguées  de  a,  s'obtiennent, 
à  des  racines  de  l'unité  près  contenues  dans  le  corps  algébrique  envi- 
si^é^  en  multipliant  entre  elles  des  puissances  àe  v  —  1  solutions 
fondamentales  y  v  désignant  le  nombre  des  valeurs  réelles  augmenté 
du  nombre  des  couples  de  valeurs  imaginaires  de  a^'). 


301)  Zur  Théorie  der  in  Linearfactoren  serlegbaren  ganzsahligen  tern&ien 
kabischen  Foxmen,  Dise.  (îOttingae  1896. 

802)  /.  X.  Lagrange,  Hist.  Acad.  Berlin  28  (1767),  éd.  1769,  p.  166;  AU 
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La  réduction  de  ces  formes  se  ramène,  par  la  méthode  de  Ck.  Her- 
miiey  à  celle  des  formes  quadratiques  positives  associées. 

Le  nombre  des  dasses,  pour  un  discriminant  donné,  est  fim^  et 
toutes  les  substitutions  automorphes  de  ces  formes  sont  des  produits 
de  puissances  de  certaines  substitutions  fondamentales  en  nombre  fini^). 

54.  Antres  formes.  Pour  les  formes  de  degré  quelconque  supé- 
rieur à  deux,  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  C.  Jordan  a 
démontré  d'importants  théorèmes  généraux. 

^En  particulier '^),  une  forme  à  coefficients  entiers  est  équivalente 
à  une  réduite  dont  les  coefficients  ont  leurs  valeurs  absolues  limitées 
par  des  fonctions  rationnelles  entières  des  valeurs  absolues  des  invariants 
de  la  forme.  Les  formes  à  coefficients  entiers  algébriquement  équi- 
valentes à  une  même  forme,  c'est-à-dire  s'en  déduisant  par  une  substi- 
tution de  déterminant  ±  1  mais  à  coefficients  quelconques,  se  distri- 
buent en  un  nombre  limité  de  classes.  Ces  théorèmes  peuvent  être 
exceptionnellement  en  défaut  mais  seulement  quand  le  discriminant 
de  la  forme  est  nul.* 

^Quand  le  discriminant  commuD  des  deux  formes  est  différent  de 
zéro^  le  nombre  fini  des  substitutions  qui  transforment  l'une  de  ces 
deux  formes  dans  l'autre  ne  dépend  que  du  degré  m  et  da  nombre 
des  variables  n;  les  valeurs  absolues  des  coefficients  de  ces  substitu- 
tions sont  limitées;  elles  ne  dépendent  que  de  m,  de  n  et  des  valeurs 
absolues  des  coefficients  des  deux  formes.  On  en  déduit  que  par  un 
nombre  limité  cPessais  on  peut  voir  si  deux  formes  de  mêmes  m  et  fh 
sont,  ou  non,  équivalentes  et,  si  elles  le  sont,  trouver  les  substitutions 
à  coefficients  entiers  qui  les  transforment  l'une  dans  l'autre. 

H.  Paincaré^f  qui  a  repris  ces  questions  dans  le  cas  particulier 

^bre  *•)  2,  p.  686  et  suiv.  ;  Œuvres  2,  Paris  1868,  p.  877  ;  7,  Paris  1877,  p.  164  et  suiv.  ; 
G,  Leijeune  DiridOet,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  10  (1840),  p.  286;  Ber.  Akad.  Berlin 
1S41,  p.  280;  1842,  p.  98;  1846,  p.  105;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  621,  627,  686, 
642;  G.  B,  L  T.  Libri,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  10  (1840),  p.  811,  888;  «T.  Liouville,  C.  R. 
Acad.  se.  Paris  10  (1840),  p.  381;  Ch,  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  40  (1850), 
p.  298,  812;  Œuvres  ^')  1,  p.  144,  160;  H.  Poincaré,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  92  (1881), 
p.  777;  Bull.  Soc.  math.  France  18  (1884/5),  p.  162;  L.  Kronecker,  G.  R.  Acad.  se. 
Paris  96  (1888),  p.  93,  148,  216;  Werke  8\  Leipzig  1899,  p.  8/19.  Voir  à  ce 
•QJet  jBI  Minkowûsi,  Diophantische  Approzimationen,  Leipzig  1907,  p.  142  et,  eu 
général,  Tarticle  1 18. 

808)  CA.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  47  (1854),  p.  885,  889;  53  (1857), 
p.  182;  Œnvroi»*)  1,  p.  226,  280,  415. 

804)  ^a  Jordan,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  88  (1879),  p.  906;  90  (1880),  p.  1422; 
J.  Ec.  poljt.  (1)  cah.  48  (1880),  p.  111  (Texte  de  E,  Picard)*. 

805)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  90  (1880),  p.  1886;  94  (1882),  p.  67,  124;  J.  Ëc. 
polyt  (1)  cah.  50  (1881).  p.  199;  (1)  cah.  51  (1882),  p.  45. 


Digitized  by  VjOOQIC 


208  K.  Th.  Vàhlen.    I  16.   Formes  diyenes.    E,  CJahen, 

des  formes  cubiques  ternaires  et  quaternaires^  montre  que^  quand  le 
discriminant  commun  des  deux  formes  envisaf^ées  est  nul^  il  y  a  une 
infinité  de  transformations  automorphes  des  deux  formes  Tune  dans 
l'autre.* 

là  ordre  et  le  genre  ont  été  définis  par  H.  Poincaré,  Deux  classes 
sont  dites  de  fnême  ordre  lorsque  leurs  coefficients^  pris  ou  non  avec 
les  facteurs  polynomiaux^  ont  le  même  p.  g.  c.  d.  et  qu'il  en  est  de 
même  de  leurs  invariants  et  covariants.  Deux  classes  sont  dites  de 
même  genre  lorsque,  étant  donné  un  module  quelconque,  on  peut 
trouver  dans  ces  deux  classes  respectivement  deux  formes  qui  soient 
congrues  par  rapport  à  ce  module. 

55.  Beprésentation  par  des  formes  diverses.  Sur  la  représen- 
tation des  nombres  entiers  par  des  formes  données,  on  doit  d'abord 
mentionner  le  théorème  que  E.  Waring^^)  a  énoncé  mais  non  démontré: 

Quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  que  Ton  envisage,  tout  nombre 
naturel  J^  est  la  somme  d'un  nombre  le  de  puissances  n'^™^  de  nombres 
naturels  et  ft  ^  on  +  2"  —  2,  en  sorte  que  pour  w  =  2,  3,  4,  5, ...  on  a 
ft  ^  4,  9,  19,  37,  . . . 

Pour  n  =-  2  le  théorème  est  démontré  (n^  37);  on  sait  même  que 
îfe  est  égal  à  4  pour  tous  les  entiers  positifs  N=l  (mod.  8). 

,Pour  n^^,  E.  MaiUet^'^  a  démontré  que  h  £  17.  A.  Fleck^) 
a  réduit  ce  nombre  à  13.  Enfin  A.  Wïeferich^  a  démontré  le  théorème 
de  Waring,  pour  w  =  3,  en  réduisant  ce  nombre  à  9.  On  ne  connaît 
d'ailleurs  que  deux  nombres  23  et  239  ne  pouvant  être  représentés 
par  un  nombre  moindre  de  cubes;  on  a 

23  =  2»+2»+l  +  l  +  l  +  l  +  l  +  l  +  l 
239  =  5»+  3»+  3»+  38+28+2»+  2»+  2«+  1. 

E.  Landau^^^)  a  montré  que  tout  entier  N  supérieur  à  une  certaine 
borne  finie  est  la  somme  d'au  plus  8  cubes  positifs.* 

,Le  théorème  de  Waring,  pour  n  «  4,  d'après  lequel  tout  bicarré 


806)  MeditationoB  algebraicae  (3*  éd.),  Cambridge  1782,  p.  849.  Voir  aossi 
C.  G.  J,  Jacobi,  J.  reine  angew.  Math.  42  (1851),  p.  41;  Werke  6,  Berlin  1891, 
p.  822/54;  A.  B,  Zomov,  J.  reine  angew.  Math.  14  (1885),  p.  276;  8.  Realis, 
NouY.  Corresp.  math.  4  (1878),  p.  209;  E,  Lucas,  Nony.  Gorresp.  math.  4  (1878), 
p.  828;  Nouv.  Ann.  math.  (2)  17  (1878),  p.  586. 

807)  ^Assoc.  £r.  avano.  se.  24  (Bordeaux)  1895*,  p.  242;  J.  math,  pures  appl. 
(5)  2  (1896),  p.  868/80.* 

808)  ^Sitzgsb.  Berliner  Math.  Ges.  5  (1906),  p.  2.* 

809)  ^Math.  Ann.  66  (1909),  p.  95/101.* 

810)  ^Math.  Ann.  66  (1909),  p.  108  * 
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est  la  somme  d'au  plus  19  bicarrés  n'a  pu  encore  èire  démontré.  Il 
a  toutefois  été  yérifié  par  G.  A.  Bretsdmeider^^)  jusqu'au  nombre  4100. 
Et  les  nombres 

79,    159,    239,    319,    399,    479,    559 

exigent  yraiment  19  bicarrés.* 

^X  LiouviUe*^^  a,  le  premier,  démontré  que  tout  nombre  entier 
positif  est  décomposable  en  une  somme  de  53  bicarrés  au  plus. 
S.  Beal%s^^%  E.  Lucas^^%  A.  Fleck^^%  E.  Landau^^^  et  A.  Wieferich^^'^ 
ont  succeesiTement  réduit  ce  nombre  à  47,  41,  39,  38  et  37.* 

^Pour  n  =  5,  ^.  MaiUet^^)  a  montré  que  tout  nombre  N  est  au 
plus  la  somme  de  192  cinquièmes  puissances;  ce  nombre  a  été  abaissé 
à  59  par  A.  TTté/mV*"*»). 

Pour  »  »  6,  A  Fleck^^^)  a  seulement  montré  que  k  est  limité. 

A.  TTkfew*»"»)  a  traité  de  cas  où  n  -  7. 

Pour  »  — 8,  JE.  MaiUet*^)  et  A.Hurwite^^)  ont  également  montré 
que  Te  est  limité.  A.  Hurwitg^^^)  a  même  trouvé  que  Je  ^  36959;  ce 
nombre  peut  d'ailleurs  être  un  peu  réduit. 

D'après  une  remarque  de  E,  La/ndau^^f  reposant  sur  une  identité 
que  lui  avait  communiquée  /.  Schur,  le  théorème  d'après  lequel  k  est 
limité  a  encore  lieu  pour  n  »  10. 

A.  HufwUe^*)  et  E.  MaiUet^^^)  ont  montré  qu'à  chaque  nombre  n 
eorrespond  une  infinité  de  nombres  N  ne  pouvant  pas  être  représentés 
comme  somme  de  n  ou  de  moins  de  n  puissances  n^*>»«*. 

D.  HUbert^**)  enfin  a  montré  que,  quel  que  soit  n,  tout  nombre 

311)  ^J.  reine  angew.  Math.  46  (1S58),  p.  1.* 

312)  ^Dans  on  Cours  professé  au  Collège  de  Fiance;  voir  à  ce  si^'et  F.  A. 
Lebesgue^  Exercices  d'Analyse  numérique,  Paris  1869,  p.  113.* 

313)  «Nouv.  Cozresp.  math.  4  (1878),  p.  209/10.* 

314)  Jd.  4  (1878),  p.  823/6;  Nouv.  Ann.  math.  (2)  17  (1878).  p.  636.* 
816)  «Sitzgsb.  Berliner  Math.  Ges.  6  (1906),  p.  2.* 

816)  «Rend.  Cire.  mat.  Païenne  23  (1907),  p.  91/6.* 

817)  «Math.  Ann.  66  (1909),  p.  106/18.* 

818)  «J.  math,  pures  appl.  (6)  2  (1896),  p.  863/80.* 
818*)  «Math.  Ann.  67  (1909),  p.  61  et  suiv.* 

819)  «Math.  Ann.  64  (1907),  p.  663.* 

820)  «C.  B.  Acad.  se.  Paris  146  (1907),  p.  1399;  BnlL  Soc.  math.  France  86 
(1908),  p.  69/77.* 

321)  «Math.  Ann.  66  (1908),  p.  426.* 

822)  «Math.  Ann.  66  (1909),  p.  106.* 

328)  «Math.  Ann.  66  (1908),  p.  426* 

824)  «Nachz.  Ges.  GOtt.  1909,  math.  p.  17.  Au  stget  du  théorème  de  E.  Waring, 
et  D.  Hubert,  Math.  Ann.  67  (1909),  p.  281  et  suiv.;  F.  Hamdorff,  id.  67  (1909), 
pu  801  et  suiv.* 

SncTolop.  dM  Mime.  m»thém»t.    I  8.  14 
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natarel  N  est  la  somme  d'un  nombre  h  de  puissances  n*^°^  de  nombres 
naturels^  où  k  est  plus  petit  ou  égal  à  un  nombre  v  qui  ne  dépend 
que  de  n.* 

^E.  Waring^  avait  aussi  prévu  (sans  le  démontrer)  que  tout 
nombre  entier  positif  supérieur  à  une  certaine  borne  finie  est^  à  un 
nombre  limité  d'unités  près,  la  somme  d'un  nombre  limité  de  nombres 
entiers  positifs  de  la  forme 

aûif  +  a^af-^  -| h  a^^^x  +  a^, 

où  a,  a^y  . . .,  a^.i;  a,  sont  des  entiers  positifs  donnés  et  où  x  est 
un  entier  positif.  E.  MaiUet^^)  a  établi  l'exactitude  jusqu'à  »  »  5 
de  cette  hypothèse  générale  de  E,  Waring.  Il  a  même  envisagé  des 
extensions  de  ce  théorème  au  cas  un  peu  plus  général  où  a,  a^,  c^^ 
a^,  a^,  05  sont  des  nombres  rationnels,  a  >  0.'*'  Ainsi  il  s'est  occupé'^ 
de  la  représentation  des  nombres  entiers  par  des  sommes  d'expressions 
de  la  forme  J"  ^>  - — 2~"'  *^^  *  montré  que  tout  nombre  entier 
^  19272  est  la  somme  de  douze  nombres  pyramidaux  (cf  I  15,  3) 
au  plus.* 

^E.  Catalan^  a  énoncé,  mais  non  démontré,  que  deux  entiers 
consécutifs  autres  que  8  et  9  ne  peuvent  être  des  puissances  exactes* 

Sur  la  représentation  des  puissances  comme  somme  de  puissances^ 
nous  citerons  ici  les  théorèmes  suivants: 

La  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  ne  peut  être  un  cube'^, 
ni  le  double  d'un  cube,  ni  le  quadruple  d'un  cube***). 

La  somme  de  trois  cubes  peut  être  un  cube;  ainsi 
3»  +  4»  +  58  _  6». 

elle  peut  être  le  double  d'un  cube;  ainsi 

78  +  113  +  102»  ^  2  .  81». 

La  somme  de  deux  bicarrés  ne  peut  être  un  bicarré'*^)  ou  le 
double  d'un  bicarré.  Elle  ne  peut  même  être  le  carré  ou  le  double 
d'un  carré.    Au  contraire,  la  somme  de  trois  bicarrés  peut  être  un  carre 

825)  ,^J.  math,  pores  appl.  (6)  2  (1896),  p.  863  (Texte  et  notes  818  à  825 
de  E.  MatUef)* 

326)  E.  Maillet,  Bull.  Soc.  math.  Fnuice  28  (1896),  p.  40;  J.  math,  pores 
appl.  (5)  2  (1896),  p.  863. 

827)  NooY.  Ann.  math.  (1)  1  (1842),  p.  620;  F.  A.  Lébesgue,  id.  (1)  9  (1850), 
p.  178. 

328)  Cf.  Il5,  21.    C'est  on  cas  particolier  do  théorème  de  Fermât. 

829)  ^H.  A.  Delannoy,  J.  math.  élém.  (Longch.)  (6)  1  (21«*«»«  année)  1897,  p.  58  ;♦ 
A,  M.  Legendre  [Théorie  des  nombres')  (8*  éd.)  2,  Paris  1880,  p.  9]  ayait  déjà  montré 
qoe  x'-\-y*^=2*'^z^  n*est  jamais  résoloble  en  nombres  entiers,  qoel  qoe  soit  nu* 
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OU  le  double  d'un  cairé;  ainsi  quand  x,  y,  ss  désignent  trois  entiers 
tels  que  a;*  +  y*  =f  jar*,  on  a 

{xyy+{yzf  +  {zxy'-{fi'^a^yy', 
ainsi 

12*  +  20*  +  15*  «  (481)»; 

et  quand  Xj  y,  g  sont  trois  entiers  tels  que  x  +  y  +  8  ^^0  on  a 

^  +  y*  +  i^  -  2{xy  +  y^  +  zxy-, 
ainsi 

14  +  2*  +  3*  -  2  .  71 

La  somme  de  cinq  bicarrés  peut  être  un  bicarré;  la  somme  de  six 
cinquièmes  puissances  peut  être  une  cinquième  puissance;  ainsi ^ 
4»  +  58  +  6*  +  7^  +  9»  +  11»  =  12». 
Les  deux  équations  •*^) 

OÙ  m  et  n  sont  deux  entiers  positifs  quelconques  donnés,  dont  l'un 
au  moins  est  impair  [on  les  suppose  premiers  relatifs],  sont  ou  bien 
toutes  deux  résolubles  en  nombres  entiers,  ou  bien  n'admettent  ni 
l'une  ni  l'autre  de  solution  en  nombres  entiers. 

Le  plus  célèbre  théorème  de  ce  genre  est  le  théorème  de  Fermai: 
si  n  est  un  nombre  naturel  plus  grand  que  2,  la  somme  de  deux 
puissances  n^^®'  de  deux  nombres  naturels  ne  peut  être  une  puissance 
i^ième  ^9jjj^  nombre  naturel.  ^11  suffirait  évidemment  de  démontrer  ce 
théorème  pour  n  premier,  puisqu'il  est  démontré  pour  n  »  4;  mais 
jusqu'ici  on  n'a  pas  même  pu  le  démontrer  pour  une  suite  infinie  de 
nombres  premiers.* 

^En  s'appuyant  sur  la  théorie  des  idéaux  (cf.  I  18)  qu'il  a  créée 
à  cette  occasion,  E.  E.  Kummer^^^)  en  a  donné  une  première  démons- 
tration^')   s'appliquant   aux   nombres   premiers    qui   satisfont  à  une 


S80)  ^Yoir  par  ex.  A,  Martin,  Math,  papers  Chicago  ^^),  p.  16S.* 
381)  ^.  HurwUz,  Math.  Ann.  65  (1908),  p.  430.* 

332)  Cf.  1 15,  21. 

333)  Au  s^jet  de  la  bibliographie  du  théorème  de  Fermât  voir  I  15,  21 
notes  199  à  218  et  en  ontre  ^N.  H.  Abel,  lettre  à  B,  M.  Holniboe  datée  de  Copen- 
hagne  l'an  -^6064821219  en  comptant  les  fiactione  dédmàLes  (24  jmn  1828); 
CEaTres,  éd.  L.  Syhw  et  S.  Lie  2,  Christiania  1881,  p.  254/5;*  G.  Lamé,  J. 
math,  pnies  appl.  (1)  12  (1847),  p.  187,  172;  A.L.  Cauchy,  id.  (1)  5  (1840),  p.  211; 
X.  Kroneeker,  J.  reine  angew.  Math.  56  (1859),  p.  188;  Werke  1,  Leipzig  1895, 
p.  121;  ^L,  CalMolari,  Ann.  se.  mat.  fis.  8  (1857),  p.  839/45;  Ann.  mat.  pnxa  appL 
(1)  6  (1864),  p.  280/6;  A.  (Jenocchi,  id.  (1)  6  (1864),  p.  287/8;  C.  B.  Acad.  se.  Paris 
82  (1876),  p.  910/3;*  D.  8.  Hart,  Math.  Qoest.  Ednc.  Times  14  (1870),  p.  86; 

14* 
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certaine  condition'^).  Le  théorème  est  ainsi  démontré''^);  en  particulier, 
pour  les  nombres  premiers  inférieurs  à  100  excepté  37,  59,  67,  H  a 
ensuite  donné  une  autre  démonstration^  s'appliquant  aux  nombres 
premiers  qui  ne  satisfont  pas  à  la  condition  précédente,  mais  satisfont 
à  d'autres  conditions.  Cette  démonstration  s'applique  à  n  =  37, 59,  67, 
mais,  pas  plus  que  la  précédente,  elle  n'a  un  caractère  général.* 

^On  a  aussi  étudié  ^'^)  des  équations  de  la  forme  (cf.  I  15,  21) 

^  +  y  =*  C£^. 
Dans  la  question  de  la  représentation  du  nombre  jséro  par  une  ex- 
pression algébrique,  c'est  plutôt  le  genre  (au  sens  de  B.  Biemann)  que 


Oi.  Hermite,  Nouv.  Ann.  math.  (2)  11  (1872),  p.  5;  ^F.  C.  Lukas,  Archiv  Math.  Phys. 

(1)  58  (1876),  p.  109/12;  S.  Giknther,  Sitzgeb.  bôhm.  Ges.,  Png  1878,  p.  112/^0;* 
F.  Proih,  Nouv.  Coiresp.  math.  4  (1878),  p.  179;  E.  Lucas,  id.  4  (1878),  p.  823; 
E.  Catalan,  id.  4  (1878),  p.  862;  A.  H,  Desbovea ,  id.  6  (1880),  p.  34;  Th.  Pépin, 
Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  34  (1880/1),  p.  78;  ^Th.  Pépin,  C.  R.  Acad.  bc. 
Paris  91  (1880),  p.  316/68;  A.  Lefébwre,  id.  90  (1880),  p.  1406;  E.  Catalan,  Bull. 
Acad.  Belgique  (3)  12  (1886),  p.  498^500;  F.BarUUi,  Beale  Ist.  Lombarde  Bendie. 

(2)  20  (1887),  p.  222/4;  P.  Mansion,  Bull.  Acad.  Belgique  (3)  13  (1887),  p.  16/7,  25  ;♦ 

A.  Martin,  Math.  Quest.  Educ.  Times  60  (1888),  p.  74/6;  ^D.  Varieco,  Giom.  mat. 
(1)  27  (1889),  p.  371/80;  A.  Bieke,  Z.  Math.  Phys.  34  (1889),  p.  288/48;  36  (1891), 
p.  249/54;  J.  Bothhols,  Beitr&ge  sum  Fermatschen  Lehzsatz,  Diss.  Giessen  1892; 
Anonyme,  Z.  Math.  Phys.  37  (1892),  p.  57;  Anonyme,  Z.  Math.-Naturw.  Unterricht 
28  (1892),  p.  417/8;  H.  Dutordoir,  Ami.  Soc.  scient.  Bruxelles  17\  (1892;1l),  p.  81; 
E.  Wendt,  J.  reine  angew.  Math.  113  (1894),  p.  336/47;  G.  Komeck,  Archiy  Math. 
Phys.  (2)  13  (1896),  p.  1/9,  263  [1894];  E.  Picard  et  H.  Poincaré,  C.  R.  Acad.  se. 
Paris  118  (1894),  p.  841;  G.  B.  Maihews,  Messenger  math.  (2)  24  (189^5),  p.  97/9; 
/.  Ph.  E.  de  Fougue  de  Jonquières,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  121  (1895),  p.  1139/48; 

B,  Gambioli,  Periodico  mat.  (2)  3  (1900/1),  p.  146,^2;  (2)  4  (1901/2),  p.  48/60  (travail 
bibliographique);  1.  B.  Bendz,  Ofver  diophantiska  equationen  a;" 4~  S'"* "^  '"i  Thèse, 
Upsal  1901;*  PStackel,  Acta  math.  27  (1903),  p.  125;  ^L.  E.  Dickson,  Messenger 
math.  (2)  38  (1908/9),  p.  14;  Quart.  J.  pure  appl.  math.  40  (1909),  p.  27;*  J.  reine 
angew.  Math.  135  (1909),  p.  181;  A,  Wieferich,  id.  186  (1909),  p.  293;  G.  Frobenius, 
id.  137  (1910),  p.  314;  D.  Mirimanov^  id.  128  (1904),  p.  45;  ^Enseignement  math.  11 
(1909),  p.  49/51.  JJjes  additions  contenues  dans  cette  note  sont  dues  à  G.  Vwanti].* 
Pour  la  bibliographie  du  théorème  de  Fermât  voir  encore:  Interméd.  math.  1  (1894), 
p.  179;  2  (1896),  p.  117,  369;  12  (1905),  p.  11;  13  (1906),  p.  99  [Question  814]. 

334)  ^Le  théorème  de  Fermât  a  donné  naissance  à  un  nombre  étendu  d'essais 
erronés  de  démonstrations,  surtout  depuis  la  fondation  du  prix  WolfskM.* 

835)  Ber.  Akad.  Berlin  1847,  p.  132,  306;  J.  reine  angew.  Math  40  (1850), 
p.  180;  J.  math,  pures  appl.  (1)  16  (1851),  p.  488. 

336)  Ber.  Akad.  Berlin  1857,  p.  275;  Abh.  Akad.  Berlin  1857,  math.  p.  41. 

337)  E.  Maillet,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  129  (1899),  p.  198;  Acta  math.  24 
(1901),  p.  247;  Mém.  Acad.  se.  Toulouse  (10)  5  (1906),  p.  132/3;  Ann.  mat.  pura 
appl.  (3)  12  (1905),  p.  145;  K.  Sehwering,  Archiv  Math.  Phys.  (3)  2  (1902),  p.  280, 
285;  A,  Fledc,  Math.  Ann.  64  (1907),  p.  565. 
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le  degré  qui  intervient.    Par  exemple^  une  équation  ternaire  homogène 

de  genre  zérOy  peut  se  ramener^  par  une  transformation  arithmétique  ra- 
tionnelle^  à  une  équation  du  second  degré  ^  ou  même  à  une  équation 

y*  —  ax*  -{-hx  -{-  c, 
qu'on  sait  résoudre  ***).     Au  contraire  il  n'a  pas  encore  été  trouvé  si 
une  équation  de  genre  un  peut  se  ramener  à  une  équation  cubique 
ou  à  une  équation  de  la  forme '^) 

y*  =  ax^  +  ix^  +  ox^  +  dx  +  e. 

Dans  ses  recherches  sur  les  affecta  des  équations^  L.  Kronedcer 
s'est  proposé  d'établir  toutes  les  équations  ayant  même  affect\  à  cet 
effet  il  faut  résoudre  l'équation 

à  coefGcients  entiers^  qui  relie  la  fonction  d'affect  g  aux  fonctions 
symétriques  élémentaires  fit  f%}  -  •  -y  fn-  ■^-  Kronecker^^)  a  résolu  cette 
équation  dans  le  cas  où  jjr  est  une  fonction  cydique. 

Si  l'on  désigne  par  D(Xf^yXj^, . .  .^x^  le  discriminant  du  polynôme 

T  =  x^i"  +  x^r-^  H +  x^y 

l'équation 

D(a?o,  iPi,  ...,  iPj-±l 

est  toujours  résoluble  en  nombres  rationnels.  En  nombres  entiers, 
la  même  équation  n'est  résoluble  que  lorsque  T  est  de  l'une  des  deux 
formes  •*') 

OÙ 

t?u'-  wt?'=  ±1,    w  +  w'  +  w"-  0,    V  +  v+v"^0. 


S38)  D.  HHhert  et  A,  Hunoitz,  Acta  math.  14  (1890/1),  p.  217. 

839)  Pour  les  équations  de  genre  quelconque,  voir  S,  Poinearé,  J.  math, 
pures  appl.  (6)  7  (1901),  p.  161. 

840)  Pour  ces  équations  et  les  équations  cuhiques,  voir  par  ex.  Diophante 
[Opéra  "*),  éd.  P.  Tannery  1,  Leipzig  1893,  p.  410,  486];  C.  O.  Bachet  de  Méziriac 
[Diophanti  arithmeticorom  lihri  9ex^*%  Paris  1621,  p.  887,  426];  J,de  BiUy  [In- 
▼entom  novum,  trad.  par  P.  Tatmery  dans  P. de  Fermât,  Œuvres*^)  8,  p.  826]; 
X.  E%iier  [Algebra^^  8,  p.  880/68;  trad.  2,  p.  186/76]  etc.  C.  G.J.Jacobi  [J.  reine 
angew.  Math.  18  (1886),  p.  66/78;  Werke  2,  Berlin  1882,  p.  26/60]  donne  un  théo- 
rème concernant  les  équations  hyperelliptiques  y^^^aaf*-] {-kx-^-l  [cf.  /.  Ptas- 

zydti^  Jahresb.  deutsch.  Math.-Ver.  18  (1909),  p.  1/8;  J,  von  Sg.  Nagy,  id.  p  4/7]. 

341)  GrundzOge  einer  arithmetischen  Théorie  der  algehraischen  GrOssen,  Fest- 
schrift  zu  Herm  Kummers  Doktoijubil&um,  Berlin  1881  (§  12);  J.  reine  angew. 
Math.  92  (1882),  p.  88;  Werke  2,  Leipzig  1897,  p.  289;  Ber.  Akad.  Berlin  1868,  p.  871. 

842)  D.  Hilhert,  Nachr.  Oes.  Gôtt.  1897,  math.  p.  48. 
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^C.Runge^  a  spécifié  des  cas  étendus  où  l'équation  indéterminée 
irrédactible^  de  degré  n,  f{x,  y)  »  0  n'a  qu'un  nombre  limité  de  solu- 
tions en  nombres  entiers.  Il  en  est  ainsi  en  particulier  quand  l'ensemble 
des  termes  de  degré  n  de  f{Xj  y)  est  décomposable  en  facteurs  linéaires 
rationnels  tous  distincts,  ax  +  hyy  avec  a  ou  6  différent  de  zéro.  Ce 
dernier  résultat  a  été  établi  d'une  manière  simple  par  E,  Maillet^ 
qui  a  aussi  indiqué  une  série  d'extensions  à  des  équations  indéterminées 
à  trois  variables  f{Xy  y,  e)  =■  0. 

Les  équations  indéterminées  f{x^  y)  «  0,  f(Xy  y,  js)  ^0  n'ont 
d'ailleurs  évidemment  qu'un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres 
entiers  si  elles  représentent  en  coordonnées  cartésiennes  une  courbe  ou 
une  surface  dont  tous  les  points  réels  sont  à  distance  finie. 

E.  MatUet^  a  formé  toutes  les  équations  indéterminées  irréduc- 
tibles f{x,  y)  »-  0  ayant  une  infinité  de  solutions  en  nombres  entiers 
ou  rationnels  x^,  y^  qui  se  déduisent  d'une  ou  de  deux  d'entre  elles 
par  une  formule  de  récurrence  linéaire  d'ordre  un 

ou  d'ordre  deux 

^«  -  «^«-1  +  /»^— «>  Vn  =  «yn-i  +  ^y— ï- 

Quand  les  x^,  y^  sont  entiers,  f(Xy  y)  est  nécessairement  soit  linéaire, 
soit  quadratique,  soit  de  la  forme 

(tvy  -  t'vxy  -  (vux  —  uvy^itU"  uty-^^  —  0, 
où  Py  q  sont  premiers  entre  eux  et  où  tu—uf  est  différent  de  zéro. 
Il  a  de  même  indiqué  ^^  le  moyen  de  résoudre   complètement   une 
catégorie  d'équations  indéterminées  à  n  variables  en  liaison  avec  la 
théorie  des  suites  récurrentes.* 

A  Thue^'^  a  démontré  le  théorème  que  voici: 

Si  f(x,  y)  est  une  fonction  rationnelle  entière  homogène  irréduc- 
tible quelconque  de  x^  y  de  degré  >  2,  l'équation  f[Xy  y)  "^c  n'a  qu'un 
nombre  fini  de  solutions  en  nombres  entiers  rr,  y. 


843)  ^J.  leine  angew.  Math.  100  (1887),  p.  425.* 

844)  ^J.  math,  pares  appl.  (5)  6  (1900),  p.  266,  276.* 
846)  ^Mém.  Acad.  se.  Toulouse  (9)  7  (1895),  p.  218.* 

846)  ^Abboc.  fr.  ayanc.  se.  24  (Bordeaux)  1895*,  p.  288/42  (Texte  et  notes  848 
à  846  de  E,  MaUlef)* 

847)  J.  reine  angew.  Math.  185  (1909),  p.  284. 
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1 17.  PROPOSITIONS  TRANSCENDAJîn^ES  DE  LA 
THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Exposé,  d'apbâs  i/abticls  allemand  de  F.  BAOHICAHN  (wximab), 
PAR  J.  HADAMARD  (Pans)  et  B.  ICAILUBT  (boubg  la  reinb). 


Introductioli. 

1.  ^Préliminaires,  Il  arrive  sonyent  que  la  solution  d'une  question 
d'analyse  dépende  des  propriétés  arithmétiques  de  certains  nombres 
qui  figurent  parmi  les  données.  Il  est  alors  clair  qu'inversement  cette 
solution^  si  elle  est  connue  par  ailleurs^  donnera  des  renseignements 
sfur  les  propriétés  arithmétiques  en  question. 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  la  théorie  de  la  multiplication  complexe 
des  fonctions  elliptiques  (I  19)^  la  théorie  analogue  des  fonctions 
abéliennes  singulières^  celle  du  groupe  modulaire  (cf.  I  16^  18)  ou, 
pins  généralement,  des  groupes  et  des  fonctions  automorphes,  etc. 

Les  méthodes  développées  dans  le  présent  article  dérivent  trè»- 
sauvent  d'un  même  principe,  celui  des  fondions  génércUrices. 

Envisageons  une  série  limitée  ou  illimitée  à  terme  général 

où  les  9.(5)  sont  des  fonctions  données  une  fois  pour  toutes  et  les 
a^  des  constantes  numériques  arbitraires.    Soit  F(e)  la  fonction  définie 
par  la  somme 
(1)  Fi0)^2a.q>,iB) 

de  cette  série.  Si,  FÇa)  étant  donnée  ainsi  que  les  q>^(0),  il  n'existe 
qu'une  manière  de  déterminer  les  a,  pour  laquelle  l'identité  (1)  soit 
vérifiée,  on  conçoit  que  toute  propriété  de  F(ji)  fera  connaître  une 
propriété  des  a.. 

Dans  cet  article,  les  séries  envis^ées  seront,  en  général,  les 
séries  de  L^eune  Biriàdety  au  sens  général  du  mot,  pour  lesquelles 
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où  les  1,  sont  des  nombres  réels  en  nombre  infini,  constamment  et 
indéfiniment  croissants  ayec  n. 

Toutefois  les  séries  de  fadoridles,  qui  correspondent  au  cas  où 


fP-W       ^(^+l)(^  +  2)...(5  +  n)' 


peuvent  rendre  des  services  du  même  genre. 
Pour 

le  terme  général 

des  séries  de  Lejeune  Diricblet  devient,  en  posant 

le  terme  général 

(2)  a,ar 

d'une  série  de  Maclaurin. 

Ce  cas  particulier,  où  Fidentité  (1)  se  présente  sous  la  forme 

9{x)  »=  ^a^af 
(«) 

fait  l'objet  du  premier  chapitre  de  cet  article  intitulé:  ^Partition  des 
nombres^^  La  méthode  indiquée  ci-dessus  y  est  surtout  appliquée  de 
la  façon  suivante: 

Supposons  qu'on  ait  plusieurs  séries  de  Maclaurin,  dans  chacune 
desquelles  les  coefficients  a^  soient  tous  égaux  à  un  ou  à  zéro,  autre- 
ment dit  plusieurs  séries  de  la  forme 

Q(^  +  sf^  -\ h  ^'  + j 

«»'»  +  a!«»  H h  a^*  + y 

afo  +  af»  H +  0^^ ., 


9 

Poy  Pu  -  '  '}  Pif étant  des  entiers  positifs  croissants,   de  même 

q^e   q^y  ^1,  ...,&, ou   ro,  r^,  . . .,  r„ Envis^eons    la 

série  que  Ton  obtient  en  faisant  le  produit  des  séries  précédentes;  soit 

un  terme  quelconque  de  cette  série.     Le  coefficient  a^  est  égal  au 
nombre  des  décompositions  ou  partitions  de  n  en  une  somme 

Pi  +  9k  +  ri  + • 

Si,  dans  la  première  des  séries  précédentes,  le  coefficient  de 
sfi  n'est  plus  1  mais  une  quantité  ^(P|)  variable  avec  %,  le  coefficient 
a^  est  égal  à  la  somme  des  valeurs  de  ^{Pi)  pour  les  différentes 
décompositions  en  question. 
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Des  règles  analogaes  peuvent  être  formulées  dans  tous  les 
autres  cas. 

Voilà  pour  les  méthodes.  Quant  aux  résultats  ils  ont  été  groupés 
comme  il  suit: 

Dans  le  premier  chapitre  on  s'occupe  de  la  partition  des  fèombres 
e'est-à-dire  de  la  manière  de  décomposer  un  nombre  entier  positif  en 
une  somme  d'entiers  positifs  jouissant  ou  non  de  propriétés  particulières. 
En  d'autres  termes  on  cherche  des  solutions  positives  des  équations 
indéterminées  analogues  à 

n  ^  ax  +  by  -\ ; 

où  a,bf...  sont  des  entiers  positifs  donnés,  ou  des  solutions  de 
systèmes  d'équations  de  ce  genre. 

Le  second  chapitre  est  consacré  à  l'étude  des  propriétés  d'un 
certain  nombre  de  fonctions  numériques  de  l'arithmétique^  des  identités 
auxquelles  elles  donnent  lieu^  des  transformations  qu'on  peut  leur  faire 
subir  et  particulièrement  de  Vinversion  de  ces  fonctions^  des  fonctions 
ft(ii),  [x]  et  des  sommes  de  Ckiuss. 

Dans  les  chapitres  suivants  on  étudie  les  séries  et  les  méthodes 
de  6r.  Lejeune  DiricMet,  en  particulier  le  théorème  sur  l'infinité  des 
nombres  premiers  qui  se  trouvent  parmi  les  termes  ax  +  b  d'une  pro- 
gression arithmétique  telle  que  a  et  &  soient  premiers  entre  eux  et  des 
théorèmes  analogues,  ainsi  que  les  théorèmes  sur  le  nombre  de  classes 
d'une  forme  quadratique.  On  envisage  les  expressions  asymptotiques 
du  nombre  des  nombres  premiers  au  plus  égaux  à  x,  on  étudie  la 
distribution  de  ces  nombres  et  l'on  effectue  des  recherches  similaires. 
On  s'occupe  aussi  avec  quelques  détails  des  valeurs  moyennes  ou 
médianes  des  fonctions  numériques  de  l'arithmétique. 

Enfin  un  dernier  chapitre  est  consacré  à  l'exposé  des  travaux  relatifs 
aux  nombres  transcendants,  c'est-à-dire  aux  nombres  qui,  comme  e  et  sr, 
ne   sont  racines  d'aucune  équation  algébrique  à  coefficients  entiers.* 

Partition  des  nombres. 
8.   Théorômes  d^Euler.     En  développant  suivant  les  puissances 
entières   et  positives  de  â:  et  de  5  des  produits  infinis   convergents, 

tels  que 

(1  +  xe)  (1  +  x^z)  (1  +  x^0)  "•(l  +  x^'z) f 

i_  1 L— ..       1 

et  autres  analogues^  L.Etder^)  a  obtenu,  après  quelques  transformations 
1)  Introd.  in  analysin  infin.  1,  Lausanne  1748,  p.  258;  trad.  J,  B.  Labey  1, 
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analytiques  ^y  plusieurs  théorèmes  intéressants  parmi  lesqueb  nous 
citerons  les  suiyants: 

Tout  nombre  naturel  peut  être  décomposé  d'autant  de  manières 
différentes  en  une  somme  de  nombres  naturels  différents,  qu'en  une 
somme  de  nombres  naturels  impairs,  différents  ou  non. 

Tout  nombre  naturel  peut  être  décomposé  d'autant  de  manières 
différentes  en  une  somme  de  h  nombres  naturels  différents,  qu'en  une 
somme  formée  avec  les  h  premiers  nombres,  chacun  de  ces  derniers 
figurant  au  moins  une  fois  dans  la  somme'). 

Le  nombre  des  décompositions  d'un  nombre  naturel  quelconque  n 
en  un  nombre  pair  de  nombres  naturels  (inégaux)  est  égal  au  nombre 
des  décompositions  de  n  en  un  nombre  impair  de  nombres  naturels^ 
sauf  quand  n  est  un  nombre  pentagonal,  c'est-à-dire  (cf.  I  1,  13)  un 
nombre  de  la  forme  — ^ —  ;  où  h  est  entier  (positif  ou  négatif).  Lors- 
que n  est  un  nombre  pentagonal,  le  nombre  des  décompositions  de  n 
en  un  nombre  pair  de  nombres  naturels  (inégaux)  est  plus  grand  ou 
plus  petit  d'une  unité,  suivant  que  h  est  pair  ou  impair,  ou  si  l'on 
veut,  suivant  que  24n  -f  1  est  le  carré  d'un  nombre  de  la  forme 
12A;  ±1  ou  le  carré  d'un  nombre  de  la  forme  12k  ±  7.  C'est  là  le 
tiiéarème  sur  les  nombres  pentagofumx^). 

8.  Théorèmes  similaires.  C.  G.  J.  Jaodbi^)  a  obtenu,  d'abord  à 
l'aide  des  fonctions  elliptiques,  puis  directement,  une  équation  d'où 


Paris  an  IV,  p.  284;  Novi  Ck)mm.  Acad.  Petrop.  8  (1750/1),  éd.  1768,  p.  125;  14 
(1769),  éd.  1770,  p.  168;  Ck>mmentat.  Arith.  1,  S^  Péteisb.  1849,  p.  78,  891. 

2)  Les  conditions  de  convergence  de  ces  séries  sont  contenues  dans  des 
théorèmes  d'analyse  élémentaire.   Voir  à  ce  sujet  Taiticle  I  4  de  TEncyclopédie. 

8)  F.  Brioschi  [Ann.  se.  mat.  fis.  8  (1857),  p.  5];  J.  J,  Syhester  [id.  p.  12]; 
P.  VolpieeUi  [id.  p.  22]  et  F.  Faà  di  Bruno  [J.  reine  angew.  Math.  86  (1878),  p.  817; 
Math.  Ann.  14  (1879),  p.  241]  ont  donné  des  méthodes  pour  la  détermination  du 
nombre  des  décompositions  de  n  en  une  somme  de  h  termes,  différents  ou  non, 
pris  dans  la  suite  1,  2, . . . ,  m.  Des  formules  pour  le  nombre  des  décomposi- 
tions d'un  nombre  en  une  somme  de  trois,  quatre,  cinq,  six  termes  ont  été 
établies  par  J,J.  Syhester  [Amer.  J.  math.  6  (1882),  p.  79],  A.  Cayley  [Philos.  Trana. 
London  146  (1866),  p.  127/40;  148  (1858),  p.  47/62;  Papers  2,  Cambr.  1889,  p.  285/49, 
506/12],  j:  Zu€hrMan  [Monatsh.  Math.  Phys.  4  (1893),  p.  185],  K  Glôsel  [id.  7 
(1896),  p.  188,  290],  B.  Daubîebsky  von  Stemeck  [Archiv  Math.  Phys.  (3)  S  (1902), 
p.  195],  H.  Wolff,  Diss.  Halle  1899. 

4)  L.  Euler,  ^Bibliothèque  impartiale  (Leyde)  8  (1751),  p.  10/31;*  Novi 
Gomm.  Acad.  Petrop.  8  (1750/1),  éd.  1758,  p.  125/69;  5  (1754/6),  éd.  1760,  p.  76/B8; 
Commentât.  Arith.  2,  S^  Pétersb.  1849,  p.  689/47;  id.  1,  S*  Pétersb.  1849,  p.  78/101, 
284/B.  ^Yoir  aussi  A,  M.  Legendre,  Théorie  des  nombres  (8*  éd.)  2,  Paris  1880, 
p.  182.*  On  trouvera  à  ce  stget  des  renseignements  historiques  dans  C.  G.  J. 
Jacobin  J.  reine  angew.  Math.  82  (1846),  p.  164;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  808. 
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résultent  des  théorèmes  sur  le  nombre  des  décompositions  dW  nombre 
de  la  forme  24h  +  3  en  une  somme  de  trois  carrés  [cf.  I  16,  37]. 
n  donna^  ainsi  que  pins  tard  F.  Franklin'^),  une  démonstration  ariffh 
mâique  du  théorème  sur  les  nombres  pentagonaux. 

K.  Th.  Vàhlen^  a  indiqué  un  certain  nombre  de  théorèmes  de 
même  nature  et  les  a  démontrés  par  des  procédés  arithmétiques  tout 
à  fût  élémentaires.  Ainsi;  parmi  les  décompositions  d'un  nombre 
naturel  n  en  une  somme  de  termes  différents,  dont  la  somme  des  plus 
petits  résidus  en  valeur  absolue  (mod.  3)  est  /i,  il  y  en  a  autant  qui 
contiennent  un  nombre  pair  de  termes  qu'il  y  en  a  qui  contiennent  un 
nombre  impair  de  termes,  sauf  toutefois  quand  n  est  de  la  forme 
— ^ — ;  dans  ce  dernier  cas  on  a  une  décomposition  paire  de  plus 
ou  une  décomposition  paire  de  moins,  suivant  que  h  est  pair  ou 
impair.  Le  théorème  d'Euler  sur  les  nombres  pentagonaux^)  s'en  déduit 
en  effectuant  une  sommation  par  rapport  aux  h.  De  la  même  manière 
K.  Th.  VcMen^)  retrouve  aussi  une  formule  de  récurrence  donnée  par 
J.  lÀouvitte^)  pour  la  somme  des  diviseurs  des  nombres  impairs. 

12.  DatMèbsky  von  Stemedc^^)  a  déduit  à  nouveau,  en  la  préci- 
sant, la  proposition  de  K  Th.  VcMen^)  ainsi  que  le  théorème  sur  les 
nombres  pentagonaux^)  et  la  formule  analytique  de  G.  G.  J.  Jacobi^). 
n  a  étendu  les  recherches  de  K.  Th.  Vahien  au  cas  où  le  module  3  est  rem- 
placé  par  le  module  5  et,  à  ce  propos,  il  a  trouvé  quelques  nouveaux 
théorèmes  d'après  lesquels  l'imparité  du  nombre  de  certaines  décom- 
positions d'un  nombre  naturel  n  dépend  du  nombre  des  représen- 
tations du  nombre  24  n  +  1  pai"  certaines  formes  quadratiques. 

4.  Foimnles  d^Snler  et  de  Zeller.  Désignons  par /(n)  la  somme 
de  tous  les  diviseurs  de  n  [cf.  I  15,  1],  en  sorte  que 

/(l)  -  1,  /(2)  -  3,  /(3)  -  4,  /(4)  =  7, 

/(5)-6,  /(6)-12,  /(7)  =  8,  /(8)-15, 

L,  Euder^^)  a  donné  pour  cette  somme  /(w)  la  formule 

6)  J.  leine  angew.  Math.  21  (1840),  p.  IS;  Werke  6,  Berlin  18V»1,  p.  281. 

6)  J.  xeine  angew.  Math.  32  (1846),  p.  164;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  308. 

7)  G.  B.  Aoad.  bc.  Paris  92  (1881),  p.  448;  voir  aussi  L.  Qoldschmidt,  Progr. 
Gotha  1892;  Z.  Math.  Phys.  38  (1898),  p.  121. 

8)  J.  leine  angew.  Math.  112  (1898),  p.  1. 

9)  J.  math,  pnres  appl.  (2)  1  (1856),  p.  849. 

10)  Sitzgab.  Akad.  Wien  106 n»  (1896),  p.  876;  106  H»  (1897),  p.  116;  109  H» 
1900),  p.  28. 

11)  NoYi  Gomm.  Acad.  Petrop.  6  (176^5),  éd.  1760,  p.  59,  75;  Commentât. 
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/w-2  (- i)-{/("-^)+/(-î^)l. 

dans  laquelle  la  somme  2  est  étendue  à  tous  les  nombres  naturels  h 

pour   lesquels  l'argument  (n ^~~)f  ^^  (^ â — )'  ^^  figiire 

sous  le  signe   /  est  positif  ou  nul;  lorsque  n  est  un  nombre  penta- 

gonal  le  terme  /(O)  qui  figure  dans  le  second  membre  doit  être  rem- 
placé par  le  nombre  n  lui-même. 

Ainsi  pour  «  =  5  ou  «  «  24,  on  a 

/(6)=/(3)+/(4)-/(0), 

/(24)  -/(22)  +/(23)  -/(17)  -/(19)  +/(9)  +/(12)  -/(2). 

Une  formule  analogue  a  lieu  pour  le  nombre  r(n)  des  décom- 
positions de  n  en  une  somme  de  termes  différents  ou  non;  on  a 
d'ailleurs 

la  somme  £  qui  figure  dans  le  second  membre  étant  étendue  aux 
valeurs  entières  positives  et  négatives  de  h  pour  lesquelles  l'argu- 
ment In ~— j  de  r  est  positif  ou  nul;  F(0)  doit  d'ailleurs  être 

ici  remplacé  par  1. 

On  a  manifestement 

r(i)  =  i,  r(2)  =  2,  r(3)-3,  r(4)  =  5, 
r(5)-7,  r(6)  =  ii,  r(7)-i6, 

5.  Formules  d'Halphen  et  de  Qlaiaher.  D'un  théorème  général 
de  J.  W,  L,  Glaisher^^  résultent  deux  formules")  déjà  signalées  par 
lui^^),   mais   dont  la  première  est  due  à  G.  Hàlph€n'^^)\  ce   sont  les 


Ârith.  1,  S«  Pétersb.  1849,  p.  146,  284;  Chr.  Zeller,  Acta  math.  4  (1B84),  p.  415; 
M.  A.  Stem,  id.  6  (1886),  p.  827.  Voix  encore  J.  J.  Sylvester,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  96 
(1888),  p.  674, 1110, 1276;  /.  W.L.  Gîaisher,  Froc.  London  math.  Soc.  (1)  22  (1890/1), 
p.  869;  Messenger  math.  (2)  21  (1891/2),  p.  47,  49,  122.  D'autres  théorèmes  sur 
les  décompositions  penyent  se  déduire  de  formules  données  par  F.  A.  Lebesffue, 
J.  math  pures  appl.  (1)  5  (1840),  p.  42.  Cf.  P.  Bachmann,  Die  anai^tische  Zahlen- 
theorie,  Leipzig  1894,  p.  40/5.  ^Voir  encore  P.  A  Mac  Mahon,  Trans.  Cambr. 
philos.  Soc.  18  (1900),  p.  12  [1899].» 

12)  Messenger  math.  (2)  20  (1890/1),  p.  129. 

18)  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (5)  38  (1892),  p.  54. 

14)  Quart.  J.  pure  appl.  math.  19  (1888),  p.  220;  Proc.  London  math.  Soc. 
(1)  15  (1888/4),  p.  110. 
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formules 

2'{(-l)*(2A  +  l)/(«-^^))-0, 

dans  lesquelles  la   somme  £  est   étendue  à  tous  les  entiers  h  posi- 

tife  ou  nuls,  pour  lesquels  Fargument  (n ^2/  ^  positif  ou  nul; 

dans  la  dernière  formule  d(n)  désigne  l'excès  de  la  somme  de  tous  les 
diviseurs  impairs  de  n  sur  la  somme  de  tous  les  diviseurs  pairs  de  n; 
â(0)  doit  y  être  remplacé  par  —  w;   dans   la   première   formule/ (0) 
doit  être  remplacé  par  y  *•). 
Ainsi  pour  n  »  8  on  a 

/(8)  -  3/(7)  +  5/(5)  -  7/(2)  -  0, 
â(8)  +  d(l)  +  d(b)  +  d(2)  =  0. 
On  a  d'ailleurs  manifestement 

iï(l)-l,    *(2)--l,    *(3)  =  4,    d(4)--5,    d(5)-6, 

d(6)  -  -  4,  *(7)  -  8,  d(S)  -  -  13, 

J.  W.  L.  Glaisher^'')  a  aussi  donné  nne  formule  concernant  la  somme 

2'(-l)*(2A+l)/(«-^±^) 

(*)  (m) 

OÙ  la  somme  £  est  étendue  à  tous  les  nombres  naturels  h  pour  les- 
quels l'argument  n ^      est  positif  ou  nul;  dans  cette  expression 

le  symbole /(A)  désigne  la  somme  des  w**"~  puissances  des  diviseurs 

(«) 
de  k,   m  étant  un  nombre  impair  quelconque  donné;   cette  formule 

(qui  est  d'ailleurs  fort  longue)  établit  un  lien  entre  les  sommes  des 

puissances  impaires  des  diviseurs  de  certains  nombres  et  les  sommes 

des  puissances  paires  des  nombres  naturels  ^^). 

Ainsi  pour  n  »  8  et  m  »  3,  on  a  la  relation 

/(8)  ~  3/(7)  +  5/(6)  -  7/(2)  -  120, 
;«)  («)  (S)  w 


(«) 


16)  Bull.  Soc.  matii.  France  6  (1876/t),  p.  168. 

16)  Voir  à  ce  siget  J.  W.  L,  Glaiàher,  Messenger  math.  (2)  7  (1877/8),  p.  66. 

17)  Messenger  math.  (S)  20  (1890A),  p.  129. 

18)  Cf.  /.  TT.i.  Glaiàher,  Messenger  math.  (2)  21  (1891/2),  p.  47,  49,  122, 
«à  il  est  encore  question  des  rapports  entre  la  fonction  f(n)  et  le  nombre  des 
représentations  d^nn  nombre  naturel  comme  somme  de  2,  8  on  6  carrés. 
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et  le  nombre  120  peut  être  représente  d'après  la  formnle  de  J.  W.  L. 
Glaisher  par  la  somme  qne  voici,  où  entrent  des  poissances  paires  des 
nombres  naturels 

120  -  6  [/(7)  -  (P  +  2»)/(5)  +  (1»  +  2»  +  3«)/(2)] . 

J.  W.  L.  Glaisher  s'est  encore  occupé**)  de  l'excès  du  nombre 
des  diviseurs  de  la  forme  2h,  ou  4%  +  1,  ou  3A  +  1  d'un  nombre  n, 
sur  le  nombre  des  diviseurs  de  n  qui  sont  respectivement  de  la  forme 
2A  +  1,  ou  4A  +  3,  ou  3A  +  2. 

Dans  la  démonstration  des  divers  résultats  des  n^  4  et  5  inter- 
viennent encore  des  fonctions  génératrices. 

6.  Point  de  vue  de  la  théorie  des  oombinaiBonB.  La  décom- 
position d'un  nombre  n  en  m  parties  est  au  fond  un  cas  simple  d'un 
problème  de  combinaisons^). 

Sous  cette  forme,  les  divers  problèmes  de  la  partition  des  nombres 
ont  été  étudiés  surtout  par  des  mathématiciens  anglais,  en  particulier 
par  J.  J.  Sylvester^^),  A.  Cayley,  P.  A,  Mac  Mahon  [I  2,  10]. 

J,  J,  Sylvester  appelle  le  nombre  de  manières  de  décomposer  n  en 
une  somme  de  multiples  de  nombres  naturels  a,  i,  . . .,  ly  c'est-à-dire 
le  nombre  Q  des  solutions  entières  positives  ou  nulles  de  l'équation 
(cf.  116,  2  à  6) 

ax  +  hy  -\ —  '  +  It^  n, 

la  quotity  de  n  par  rapport  aux  éléments  a,b,  ...^l,  ou  encore  le  denu- 
merant  — t — '- — =-  de  cette  équation.  C'est  le  coefficient  de  af^  dans 
le  développement  de 


Ce  nombre  Q  peut  être  mis  sous  la  forme  A  +  U,  où  A  est  une 
fonction  algébrique  entière  de  n  et  des  éléments  a,  &,...,  Z,  et  où  17 
est  formé  d'expressions  où  entrent  des  racines  de  Tunité;  on  peut 
encore  mettre  Q  sous  la  forme 

19)  Pioc.  Cambr.  philos.  Soc.  6  (1883/6),  p.  108  [1884].  Cf.  Proc.  London 
math.  Soc.  (1)  15  (1888/4),  p.  104;  (1)  21  (1889/90),  p.  S96;  Quart.  J.  pure  appl. 
math.  20  (1886),  p.  97  [1884J. 

20)  Voir  P.  A.  Mac  Mahon,  Froc.  London  math.  Soc.  (1)  28  (1896/7),  p.  9. 

21)  /.  J,  Syhester  a  donné  dans  ses  „Outlines  of  seven  lectnies  on  the 
partition  of  nnmbers^^  conférences  faites  à  Londres  en  1869  [Proc.  London  math. 
Soc.  (1)  28  (1896/7),  p.  88]  une  esquisse  de  ses  vues,  méthodes  et  résultats.  Voir 
encore  I2,  10,  note  61;  en  partie.  Ann.  se.  mat.  fis.  8  (1867),  p.  12.  Les  travaux 
et  démonstrations  de  /.  J.  Sylvester  doivent  d'ailleurs  être  lus  avec  prudence. 
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L'expression  W^  dite  icave  par  J.  J  Sylvesier,  est  le  coefficient 
de  —  dans  le  déyeloppement,  suivant  les  puissances  croissantes  de  e, 
de  la  somme 

étendue  à  toutes  les  racines  primitives  g^^^*^  de  l'unité.     Une  wave 
W^  n'est  différente   de    zéro   que  si   q   divise   un    ou   plusieurs   des 
éléments  a,  b,  . .  .,1]  la  wave  W^  est  égale  à  A. 
Pour   le   même  nombre  Q^   qu'il  désigne  par 

A^  Cayley^  a  donné  une  autre  expression  à  l'aide  de  ses  prime  circu- 
ators.  Si  l'on  entend  par  a^  l'unité  ou  zéro  suivant  que  i  est  divi- 
sible par  a  ou  n'est  pas  divisible  par  a^  on  peut  appeler  cirotdaHng 
funcHon^y  ou  circtiUUor  à  période  a,  et  l'on  représente  par  le  symbole 

(A>  Af-y^a^i)  cirdora^, 
l'expression 

A^a^  +  A^a^^^  +  •  •  •  +  ^«_i  a.-.a+i; 

dans  laquelle  A^,  A^,  .  . .,  A^_^  désignent  des  nombres  quelconques. 
On  peut  dire  aussi  que  ce  „circulator"  est  un  prime  drcîdcUor,  si, 
quand  b  est  un  diviseur  de  a  et  que  c  désigne  le  quotient  -^^  on  a 
pour  f  =«  0,  1,  2,  .  . .,  6—1  entre  les  a  nombres  Aq,  A^^  . . .,  -^^-i 
les  b  relations  que  voici 

Ai  +  Af^^i  +  A^f,^i  H h  -4(^_i)^^.^  =  0 . 

On  peut  encore  évaluer  à  l'aide  d'une  certaine  quotité  Q  le  nombre 
P|(0,l,2,...,*)'»n 

qui  désigne  le  nombre  des  décompositions  de  n  en  une  somme  de  m 
termes^   différents   ou  nou;   et  dont  chacun  est  un  des  nombres  0;  1, 
2,  . . .,  k]  c'est  le  coefficient  de  afz^  dans  le  développement  de 
1 

{l--z)(l—xz) .  .  •  {1  —  a^z)' 

L'expression  du  nombre  Q  donnée  par  J.  J.  Sylvester  peut  s'établir 
à  l'aide  de  la  théorie  des  résidus  de  A.  L.  Cauchtf]  elle  se  transforme 
en  celle  donnée  par  A,  Cayley  grâce  à  la  considération  des  ^circula- 
ting  fîmctions^. 

22)  Philos.  TranB.  London  146  (1866),  p.  ISO  [1856];  Papen  2,  Cambr.  1889, 
p.  238. 

28)  J.  F,  W.  Hersèhel,  Philoe.  Trans.  London  140  (1850),  p.  401. 
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Le  nombre  Q  peut  encore  se  déduire^)  de  l'expression  algébrique 
de  la  somme 

étendue  à  tous  les  systèmes  de  solutions  x^  y,  , . ,,  i  de  l'équation 
ax  +  'by  -\ —  •  +  lt=-nj 

en  y  ûûsant  «  =  /}  =  . -.«A«0. 

J.  Hennés*^)  a  considéré  une  fonction  E^^^{n)  qui  comprend  comme 
cas  particulier  le  nombre  des  décompositions  d'un  nombre  en  une 
somme  d'un  nombre  déterminé  de  termes. 

H.  Wolff^)  a  donné  pour  le  nombre  F^{n)  de  certaines  décom- 
positions d'un  entier  n  en  une  somme  de  /t  nombres  naturels  une 
expression  bien  curieuse  par  la  façon  dont  elle  dépend  des  nombres 
de  BemouUi. 

7.  Beoherohes  de  Sylvester.  Les  nombres  naturels  envisagés 
comme  formés  de  a  +  /î  +  ^^  +  •  •  •  nombres  dont  a  sont  d'une  espèce, 
/S  d'une  deuxième  espèce,  y  d'une  troisième  espèce,  .  .  .  sont  dits 
muUipartite  numbers  et  on  les  désigne  par  a/îy  . .  .  '•).  Ainsi  un  nombre 
naturel  inférieur  à  100,  envisagé  comme  formé  de  a  unités  et  fi  dizaines, 
où  a  et  /}  désignent  l'un  des  chiffires  0,  1,  2,  . . .,  9,  est  un  bipartite 
ntmber*^  un  nombre  naturel  de  m  chiffi*es  est  un  m-partite  ntmber. 

L,  Etder^'^  mentionne  un  procédé  qui  consiste  à  chercher  à 
résoudre  l'équation  ax  +  by  =^  c  en  décomposant  par  tâtonnements  le 
nombre  c  en  deux  parties  dont  l'une  soit  divisible  par  a,  l'autre 
par  b.  On  connaissait  déjà  ce  procédé  avant  lui  sous  le  nom  de 
reffiUa  virginum*^). 

Décomposer  un  „bipartite  number^*  mji  en  „bipartite  numbers'' 
donnés  ace,  bfi,  ...,  lÀ    revient    de    même    à   résoudre   en   nombres 


24)  J.  J,  Sylvester,  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  16  (1868),  p.  369/71  ; 
Papers  2,  Cambridge  1908,  p.  110/2. 

26)  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  281. 

26)  DisB.  Halle  1899. 

27)  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  14  (1769),  éd.  1770,  p.  168  [1768];  Commen- 
tât. Arith.  1,  S'  Pétersb.  1849,  p.  891. 

28)  ^La  „regala  virginum^^  est  au  fond  identique  à  la  „regula  coeci**  donnée 
par  L.  Efder,  YoUst&ndige  Anleitung  zur  Algebra  2,  S*  Pétersbourg  1770,  p.  2.S6/48; 
trad.  par  Jean  III  BemotêUi,  avec  notes  de  J.  X.  Lagrange  2,  Lyon  1774,  p.  80/41. 
Les  deux  termes  „regula  virginum"  et  „regula  coeci*'  (ou  „ceciB")  apparaissent 
déjà  au  commencement  du  16^*"*"  siècle  [voir  par  ex.  Chr.  Budolff,  Kûnstliche 
Bechnung,  Vienne  1526^  éd.  Nuremberg  1540,  fol.  N  VU^]  et  le  procédé  remonte 
au  moins  à  Léonard  de  Pise  [Liber  abbaci  [1228];  Scritti,  pubb.  da  B,  Boneom- 
pagni  1,  Rome  1857,  p.  165/6]  (Note  de  G.  Enestrâm).* 
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naturelB  x,  y^  . . .,  t  les  deux  équations  simultanées 

ax  +  hy  -\ \-lt  =  m, 

ax+Py+'"  +  U^ii, 

Le  nombre  des  solutions  de  ces  deux  équations  est  le  coefficient 
de  ti^v-'*  dans  le  développement  du  produit 

1 


(i-u«t^«)(i  -ttV) . . .  (i  -  i*V) 

suivant  les  puissances  de  u  et  v,    A.  Cayley^)  a  déterminé  ce  nombre 

de  solutions  pour  le  cas  où  —  ^  -^^  •  •  «^  -y-  sont  des  fractions  inégales 

irréductibles.  En  traitant  directement  les  deux  équations  simultanées 
et^  plus  généralement,  un  système  formé  d'un  nombre  quelconque 
d'équations  de  ce  genre,  J.  J.  Syhester  a  trouvé  que  la  solution  de  ce 
système  peut  toujours  être  ramenée  à  celle  de  systèmes  plus  simples 
ayant  un  caractère  canonique  et  que  la  solution  de  ces  derniers 
systèmes  se  ramène  à  celle  d'équations  isolées;  il  n'a  cependant  publié 
à  ce  sujet  que  de  courtes  indications^). 

J!  J.  Sylvester  a  aussi  employé  des  méthodes  graphiques'^)  pour 
parvenir  à  des  théorèmes  sur  la  décomposition  des  nombres,  entre 
autres  aux  théorèmes  de  L.  Euler, 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  E,  Sadun^^  a  étudié  directement, 
sans  recourir  aux  fonctions  génératrices,  le  nombre  des  solutions  en- 
tières (positives  ou  nulles)  du  système  particulier  des  deux  équations 

Xi  +  2x^-{ h  wa;^  =  w, 

où  r,  n  sont  deux  nombres  naturels  donnés  tels  que  r^n. 

8.  Partitions  et  compositions.  BeoheroheB  de  Hao  Hahon.  Dans 
les  décompositions,  il  faut  distinguer  les  partitions  et  les  compositions^ 
suivant  que  les  parties  doivent  être  considérées  sans  tenir  compte  de 
leur  ordre  ou  en  en  tenant  compte.    P.  A.  Mac  Malwn  s'est  occupé 

29)  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  20  (1860),  p.  837;  Papera  4, 
Cambr.  1891,  p.  166. 

tO)  Quart.  J.  pure  appl.  math.  1  (1867),  p.  81,  141  ;  London  Edinb.  Dublin 
philos,  mag.  (4)  16  (1858),  p.  871;  Ptoc.  London  math.  Soc.  (1)  28  (1896/7),  p.  88; 
Papen  2,  Cambridge  1908,  p.  86,  90,  118,  119. 

81)  Yoiz  à  ce  Bi:Û6t,  en  dehon  des  écrite  ci-dessus,  J.  J.  Sylvester,  C.  B. 
Aead.  se.  Paris  96  (1888),  p.  748,  1110. 

82)  Ann.  mat.  pnra  appl.  (2)  16  (1887/8),  p.  209.  Voir  aussi  E,  A,  A,  David, 
J.  matii.  pnzes  appl  (8)  8(1882),  p.  61;  B.  Pomey,  Nouy.  Ann.  math.  (8)  4  (1885), 
p.  408. 

dM  MlHife.  maâiéiBftt.    I  S.  15 
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de  ces  deux  notions^)  à  propos  des  mulHparHte  mmbers]  il  a  indiqué 
à  leur  sujet  un  grand  nombre  de  fonctions  génératrices. 

Dans  son  mémoire  de  1896  on  trouve  en  particulier  ce  théorème: 
le  nombre  des  décompositions  de  tous  les  nombres  en  au  plus  q  parties, 
chacune  plus  petite  ou  égale  à  un  nombre  donné  p,  est  le  coefficient 
de  a^af^  dans  le  déyeloppement  de 

1 

(1  —  a)  (1  — ^)  (1  —  ax)  (1  —  ax*)  •  •  •  (1  —  ax^^ 

et  est  égal  au  coefficient  binomial  r  "*"  ^ . 

Dans  son  mémoire  de  1893^  P.  A.  Mac  Màkon  propose  aussi 
une  nouvelle  extension  de  la  notion  de  décomposition.  Imaginons 
qu'entre  p  unités 

1, 1, 1,...,  1 

on  intercale  des  symboles  donnés  de  façon  qu'entre  deux  unités  con- 
sécutives il  n'y  ait  jamais  qu'un  symbole  ^  en  laissant  toutefois  vide 
à  volonté  un  ou  plusieurs  des  intervalles  si  on  le  juge  à  propos. 

Si  k  des  symboles  intercalés  sont  inégaux,  l'expression  ainsi 
obtenue  est  dite  ^combinaison  d'ordre  k  pour  le  nombre  p,"  P.  A,  Mm 
Mahon  a  cherché  à  déterminer  combien  il  peut  y  avoir  de  combinaisons 
d'ordre  k  pour  un  nombre  p. 

P.  A  Mdc  Mahon  appelle  décomposition  complète  d'un  nombre**), 
toute  décomposition  de  ce  nombre  qui  contient  une  décomposition 
de  chacun  des  nombres  plus  petits;  ainsi 

7=4+1+1+1 

est  une  décomposition  complète   du  nombre  7,   car  les  nombres  in- 
férieurs à  7  peuvent  être  décomposés  en 
6==4  +  l  +  l,  6  =  4+1,  4  =  4,   3  =  1+1  +  1,  2-1  +  1,  1  =  1. 

Il  détermine  le  nombre  de  décompositions  complètes  d'un  nombre 
quelconque  donné. 

M,  A.  Stem  appelle  toute  somme  de  termes  difiérents  d'une  suite 
donnée  de  nombres  une  combinaison  de  ces  derniers  et  dit  que  n 
se  présente  m  fois  dans  ces  combinaisons  quand  m  d'entre  elles  sont 
=  n  (mod.  jp),  p  désignant  un  nombre  premier  impair.  Il  étudie^), 
en  s^aidant  de  fonctions  génératrices,  les  différentes  valeurs  possibles 

83)  Philos.  TranB.  London  184  a  (1898),  p.  885;  185  a  (1894),  p.  111;  187  a 
(1896),  p.  619. 

84)  Messenger  math.  (2)  20  (1890/1),  p.  108. 

85)  J.  reine  angew.  Math.  61  (1868),  p.  66,  384.  Voir  encore  H.  Teege, 
DisB.  Eiel  1900. 
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de  m  et  n  pour  les  snites  de  nombres 

1,  2,  3,  ...,p-l    et    1,2,3,...,^ 

amsi  que  pour  les  suites  de  résidus  quadratiques  (mod.  p).  Ses 
recherches  ont  d'ailleurs  été  complétées  et  considérablement  étendues 
par  jB.  Dauti^sky  von  Stemeck^. 

^Le  problème  des  carrés  magiques  (I  16^  31)  peut  être  rattaché  à 
la  partition  des  nombres.* 

Propriétés  des  fonctions  de  la  théorie  des  nombres. 
Sommes  de  Gauss. 

^Ayant  d'aborder  la  seconde  partie  de  la  théorie ,  nous  men- 
tionnerons une  série  de  fonctions  et  de  propriétés  releyant^  en  réalité, 
d'autres  articles  de  l'Encyclopédie  (particulièrement  de  l'article  1 15) 
et  que  nous  rassemblerons  ici  pour  n'avoir  plus  à  y  revenir. 

Nous  désignerons,  dans  ce  qui  suit,  par 

la  décomposition  d'un  entier  positif  n  en  facteurs  premiers,  de  sorte 
que  Pty  p%f  -  •  '  Pk  seront,  par  définition,  des  nombres  premiers  distincts 
entre  eux. 

Nous  désignerons  par 

[X] 

le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  inférieur  au  nombre  réel 
quelconque  x  (cf.  1 15,  1).* 

9.  Fonotiona  arithmétiques.  LWithmétique  introduit,  comme  on 
sait,  certaines  fonctions  qui  diffèrent  des  fonctions  que  considère 
l'analyse  en  ce  qu'elles  ne  sont  définies  que  pour  les  valeurs  entières 
de  la  variable. 

Les  plus  connues  sont  (n  désignant  un  entier  positif  dont  la 
décomposition  en  fEusteurs  premiers  sera  toujours  définie  par  la  notation 
indiquée  il  y  a  un  instant):  le  nombre  des  diviseurs  de  n  que  nous 
représenterons  par  t(n)  et  qui  est  égal  à 

t(n)  =  (a,  +  1)  (a,  +  1)  . . .  (a,  +  1), 

la  somme  des  diviseurs  de  n  que  nous  représenterons  par  J  (n)  et  qui 
est  égale  à 


-f 


86)  ^SitBgab.  Akad.  Wien  111  H*  (1902),   p.  1667;    118  H»  (1904),   p.  326; 
114  n»  (1906),  p.  711.    Voir  aussi  Jahresb.  dentsch.  Math.- Ver.  12  (1908),  p.  110.* 

16» 
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Vindicateu/r  [1 15,  2]  de  n  que  nous  désignerons  par  (p{n)  et  qui  est 
égal  à 

Citons   encore  le  nombre  de  diviseurs  premiers  de  n  que  nous 

représenterons  par 

jfc  =  ©(w), 

le  nombre  de  décompositions  de  n  en  deux  acteurs  distincts  premiers 

entre  eux  que  nous  représenterons  par  j)(w)  et  qui,  si  Ton  tient  compte 

de  l'ordre  dans  lequel  se  présentent  les  facteurs,  est  égal  à 

p(n)  =  2^-> 

et  la  fonction,  que  nous  désignerons  par  P(n), 

P{n)^PiPt''Pk' 

D'autres  fonctions  arithmétiques  se  rapportant  particulièrement 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  seront  étudiées  dans  le  tome  II 
de  l'Encyclopédie. 

10.  La  fonotion  (i{n).  ^La  seule  de  ces  fonctions  arithmétiques 
qui  soit  véritablement  importante  pour  la  suite  est  d'ailleurs  la  fonction 
/i(n)  définie  de  la  manière  suivante  *^):* 

li(n)  =  0,  si  n  est  divisible  par  un  carré  (autre  que  1),  c'est-à- 
dire  si  les  exposants  o^,  a,,  . . .,  a^  ne  sont  pas  tous  égaux  à  1; 

li{n)  =  (—  1)*,  si  «1  =-  Oji  =  •  •  •  «  a^  «  1  (autrement  dit,  si  les 
facteurs  premiers  de  n  sont  en  nombre  k  et  tous  distincts  entre  eux); 

De  la  fonction  ^(n)  on  peut  évidemment  rapprocher  la  fonction 

;1(m)  =  (-1)«i+«.+ ■••+«*. 

On  voit  que,  dans  celle-ci,  Fexposant  de  —  l  est  égal  au  nombre  des  £Eto- 
teurs  premiers,  distincts  ou  non,  de  n,  tandis  que  pour  la  fonction  ^(n), 
quand  elle  diffère  de  zéro,  il  est  égal  au  nombre  de  facteurs  distincts  de  n. 

On  considère  aussi  quelquefois  la  fonction  v(n)  qui  est  égale  à 
log^p  lorsque  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  p,  et  à  zéro 
lorsque  n  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  premiers  distincts  et 
aussi  lorsque  n  est  égal  à  1^). 

La  somme 

étendue  à  tous  les  diviseurs  d  d'un  nombre  naturel  n  >  1  est  nulle. 

37)  E.  (Jesàro,  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1883),  mém.  n^»  6,  p.  815/84. 

38)  A.  F.  Mobius,  J.  leine  angew.  Math.  9  (1882),  p.  106;  Werke  4,  Leipzig 
1887,  p.  691;  cf.  F.  Mertens,  J.  leine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  289. 
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Ce  théorème  ne  fait  d'ailleurs  qu'exprimer  boub  une  autre  forme  ce 
fait  que  dans  le  produit  développé 

il  y  a  autant  de  termes  positifs  que  de  termes  négatifs. 

^On  trouvera  plus  loin  (n**  18)  plusieurs  propriétés  d*inversion  de 
la  fonction  fi{n).  Celles  dont  on  a  à  se  servir  dans  les  théories  qui 
vont  suivre  (théories  analytiques  des  nombres  premiers)  se  déduisent 

aisément  de  ce  que  la  somme  2^(d)  est  nulle.     Ce  sont^  en  effet, 

(«0 
à  peu  près  exclusivement  les  suivantes  dont  la  seconde  n'est  d'ailleurs 
pas  distincte  de  la  première: 

1**)  Si  f{x)  est  une  fonction  (en  général  discontinue)  de  la  variable 
positive  X,  laquelle  est  identiquement  nulle  pour  rr  <  1 ,  et  que  l'on 
définisse  une  fonction  F(x)  par  la  somme  (composée  d'un  nombre 
limité  de  termes,  en  vertu  de  l'hypothèse  précédente) 

^w-"S(-:> 

n  =  l 

on  a  aussi 

2^)  Si  f(x)  est  une  fonction  de  la  variable  positive  x,  laquelle 
est  identiquement  nulle  pour  x  <i2  [ou  pour  x<il  +  a^  a  étant  un 
nombre  positif  fixe]  et  que  l'on  définisse  une  fonction  par  la  somme 
(composée  d'un  nombre  limité  de  termes  en  vertu  de  l'hypothèse) 

on  a  aussi 

11.  Identités  fondamentales.  Pour  établir  des  relations  entre 
plusieurs  des  fonctions  envisagées  dans  la  théorie  des  nombres  on 
s'appuie  souvent  sur  des  identités  parmi  lesquelles  les  suivantes  sont 
d'un  usage  fréquent: 

1)  La  fonction  F(x)  définie  au  moyen  d'une  fonction  donnée 
f{x)  par  la  relation 


^w«2Vw 


A-l 


est  dite  souvent  la  fonction  sotnmatoire  de  f{x). 
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Quel  que  soit  le  nombre  naturel  N  que  Ton  envisage,  la  fonction 
sommatoire  F{x)  d'une  fonction  quelconque  donnée  f(x)  est  liée  à  cette 
fonction  par  une  identité  de  la  forme 

.|^(t)-|[h«»)- 

Lorsque  dans  cette  identité  on  remplace  f(h)  par  Tune  ou  l'autre 
des  fonctions  t(h)  ou  J  (h)  ou  encore  par  quelque  fonction  analogue, 
on  peut,  comme  l'a  montré  J".  Hacks^^)y  utiliser  l'identité  pour  trans- 
former de  diverses  manières^)  l'expression  de  F(x). 

Pour  f(h)  =  t(h)  on  obtient  en  particulier  la  formule 

^t(h)^[V^]       (mod.2); 

et  pour  f(h)  ^J{h)  on  parvient  après  quelques  transformations  à  la 
relation 

2f(h)^[V^]  +  [yï\       (mod.2). 

2)  La  fonction  ^(w)  définie  au  moyen  d'une  fonction  donnée  f(x) 
par  la  relation 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n,  est  dite  souvent 
VivU^irale  numérique^^)  de  la  fonction  f{x). 

Quel  que  soit  le  nombre  naturel  N  que  l'on  envisage,  une  fonction 
quelconque  donnée  f{x)  est  liée  à  son  intégrale  numérique  ^(«)  par 
une  identité  de  la  forme 


A:::K 

A=l  A=l 


m-2[T]f^^)' 


Si  l'on  envisage  deux  fonctions  quelconques  f{n)  et  g{n)  et  leurs 
intégrales  numériques 


39)  Acta  math.  9  (1886/7),  p.  177;  10  (1887),  p.  1. 

40)  Au  Biyet  des  deux  fonctions  A;(«),  I(n)  formées  Tune  de  la  somme  des 
diyisenrs  pairs  et  Tantre  de  la  somme  des  diviseurs  impairs  de  n,  voir  B.  lAp- 
schitg,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  100  (1886),  p.  846. 

41)  Cette  locution  est  due  à  N.  F.  Bugajev,  Math.  Sbomik  [recueil  Soc.  math. 
Moscou]  6  (1870/2),  p.  1/6S;  voir  aussi  Bull.  se.  math.  (1)  10  (1876),  p.  18. 
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on  a  toujours  une  identité  de  la  forme 


2 

(rf) 


zW/-œ-^K<0^(-1); 


on  peut  d'ailleurs  généraliser  cette  dernière  identité  et  établir  ainsi 
nn  grand  nombre  de  formules  particulières  qui  ne  sont  pas  dénuées 
d'intérêt*»). 

En  utilisant  la  relation 

(0) 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n,  on  déduit  de 
la  dernière  identité,  en  y  prenant  pour  f(x)  et  g(x)  les  fonctions 
particulières 

f(x)^p(x),      g(x)  =  (i(x), 
la  relation 

{d)  ^'*  ^ 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n.  La  même 
fonction  p(n)  représentant  le  nombre  des  diviseurs  de  n  qui  n'ont 
pas  de  facteurs  quadratiques,  est  donnée  par  la  formule 

P{n)^2li(d)t{}) 
(d) 

où  la  somme  est  étendue*^  à  tous  les  diviseurs  quadratiques  d^  de  n. 

L'indicateur  q>(n)  est  lié  à  la  fonction  arithmétique  ii(n)  par  la 

relation 


9'W-^<'-'»(t)' 


où  la  somme  est  étendue**)  à  tous  les  diviseurs  d  de  n. 
De  la  dernière  formule  on  peut  déduire  la  relation 

(«0 
où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  divisieurs  d  de  n.    Cette  relation 
a  été  généralisée  par  G,  Cantor^),     Une  autre  généralisation  de  la 
même  relation  est  due  à  E.  Busche^). 

En  partant  de  la  relation  JSvi'^  '^^f  ^^  P^ut  établir  la  formule 

(«0 


42)  E.  Cegàro,  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1883),  mém.  n"»  6,  p.  26,  47. 

45)  F.  Mertens,  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  292. 

44)  Voir  d'antres  formules  de  ce  genre  dans  G.  Cantor  [Math.  Ann.  16 
(1880),  p.  688;  Nachr.  Ges.  Gôtt.  1880,  p.  161]  et  dans  E.  Cesàro  [Mëm.  Soc.  se. 
Liège  (2)  10  (1883),  mém.  n»  6,  p.  62  (note  7)]. 

46)  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  70. 
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p.  Bachmann,    1 17.   Fonctions  de  la  théorie  des  nombres.    E.  Maillet. 
de  6r.  L^eune  Dirichlet^) 


«+• 


dans  laquelle  [x]  désigne  le  nombre  naturel  égal  ou  immédiatement 
inférieur  à  x. 

Cette  formule  a  lieu  pour  tout  nombre  naturel  N;  elle  résulte 
d'ailleurs  aisément  de  la  formule  suivante  de  E,  Busche^) 

^lW)[î-[ï]+ï-M+-+ï-[î]]-,..3.,.. 

si  Ton  y  prend  les  N  nombres  naturels  quelconques  n^y  n^j  . . ,,  n^ 
qui  y  figurent  égaux  chacun  à  1. 

12.  BelatioiiB  de  IiiouTille.  Dans  toute  une  série  d'articles  dont 
les  premiers  sont  intitulés:  „Sur  quelques  fonctions  numériques'^,  et  les 
suivants:  „Sur  quelques  formules  générales  qui  peuvent  être  utiles  dans 
la  théorie  des  nombres^',  J,  LiouviUe*''^  a  établi  un  grand  nombre  de 
relations  du  même  genre.  Les  plus  simples  ont  trait  aux  fonctions 
des  facteurs  d  et  ^  dans  lesquels  on  peut  décomposer  un  nombre  donné 
«  =-  d  •  J.    En  voici  quelques-unes*®): 

Si  d  est  un  diviseur  de  n  on  a 

chacune  des  sonmies  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n. 

D'autres  formules  de  J.  LioumUe^^)  sont  relatives  aux  décom- 
positions 

2n^n'+n'\     n^dâ,     n'^d'S',     n"=(r^d", 

où  n,  n\  n'  sont  impairs;  ou  encore °^)  à  des  décompositions  de  la  forme 
et  à  d'autres  analogues. 


46)  Abh.  Akad.  Berlin  1849,  math.  p.  69;  Werke  2,  Berlin  1897,  p.  49. 

47)  J.  math,  pnres  appl.  (2)  2  (1867),  p.  141,  244,  877,  426;  (2)  8  (1868), 
p.  143,  193,  201,  241,  278,  826;  (2)  4  (1869),  p.  1,  78,  111,  196,  281;  (2)  6  (1860), 
p.  1,  etc. 

48)  J.  math,  pnres  appl.  (2)  2  (1867),  p.  141. 

49)  Id.  (2)  8  (1868),  p.  143. 

60)  Id.  (2)  8  (1868),  p.  193,  241. 
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Une  partie  des  résultats  obtenus  par  J,  LiouviUe  a  été  établie  .à 
nouveau  par  Th.  Pepin^^),  la  plupart  des  autres  par  E,  Meissner^^. 

Des  relations  précédentes  on  peut  déduire  difiPérentes  conséquences 
sur  le  nombre  des  décompositions  d'un  nombre  en  une  somme  de 
carrés.  Parmi  ces  conséquences  les  plus  importantes  sont  le  théorème 
de  C  G.  J.  Jacobi  sur  les  décompositions  des  nombres  de  la  forme  4n 
en  quaire  carrés  ^)y  le  théorème  de  G.  Eisenstein  sur  les  décompo- 
sitions de  tous  les  nombres  naturels  n  en  m  carrés^);  et  une  for- 
mule^) sur  le  nombre  de  décompositions  des  nombres  de  la  forme 

w  =-  2" .  w 
en  une  somme  de  dix  carrés^*). 

18.  Vormnles  de  Bugajev.  Invexsion.  N.  F.  BugcQev  a  cherché  à 
obtenir  des  déyeloppements  de  la  forme 

procédant  suivant  les   plus  grands  entiers  '^(-^)  contenus  dans  les 

nombres  — ,  où  >  désigne  un  nombre  naturel  quelconque  et  où  la 
somme  est  étendue  à  tous  les  nombres  naturels  i. 

n  a  aussi  étudié  de  plus  près^  sous  le  nom  de  fonction  discon- 
tinue logarithmique,  la  fonction  ^^) 

OÙ  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  d'un  nombre  donné 
n^.  Cette  fonction  est  d'ailleurs  égale  à  la  fonction  v(n)  changée 
de  signe**). 

La  fonction  /i(n)  se  prête  particulièrement  bien  à  l'inversion  des 

51)  J.  math,  puxes  appl.  (4)  4  (188S),   p.  88;    Atti  Accad.   pontif.  Naovi 
Lincei  87  (1888/4),  p.  9. 
62)  Dias.  Zurich  1907. 

68)  J.  math,  pures  appL  (2)  8  (1858),  p.  143. 
64)  Id.  (2)  4  (1859),  p.  281. 
55)  Id.  (2)  11  (1866),  p.  1. 

66)  Voir  encore  à  ce  siget,  M.  A.  Stem,  J.  reine  angew.  Math.  106  (1889), 
p.  260;  F.  Buntakooskij,  Mém.  Acad.  Péteisb.  (7)  4  (1862),  mém.  n»  2,  p.  1/86. 

67)  Math.  Sbornik  [recueil  Soc.  math.  Moscou]  18  (1886/8),  p.  757/77  [1887]; 
14  (1888/»0),  p.  1/44,  169/201  [1888]  Voir  aussi  G.  R.  Acad.  se.  Paris  10i>  (1888), 
p.  662  et  les  remarques  de  E.  Gesàro,  id.  p.  1340. 

68)  Cf.  Math.  Sbornik  [recueil  Soc.  math.  Moscou]  17  (1898/6),  p.  720/68 
[1898];  18  (1896),  p.  1/54  [1894]. 

69)  Cf.  Ir.  Sranecker  [Yorlesungen  ûber  Zahlentheorie  pnbl.  par  K.  Henad 
1,  Leiprig  1901,  p.  276]  qui  désigne  la  fonction  iL(d)  par  la  caractéristique  t^. 
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relations  où  figurent  des  sommes.     De  la  relation 

(rf) 
où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  dmseurs  d  de  n^  on  tire  en  effet 
par  inversion  --^  ,^. 

/•(«)- ^  ftW  te  (î> 

OÙ  la  somme  est  encore  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n.    Cette 
formule  a  été  donnée  par  ii.  Dedekind^)  et  J.  LiouviUe^^). 
Si  pour  tout  nombre  entier  n  on  a 

on  déduit  par  inversion  que  Ton  a  aussi 

r(l)-5f»(*)i^(*)- 

A  =  l 

R,  lÂpschitss^  a  donné  plusieurs  transformations  du  même  genre. 
Ainsi  en  se  basant  sur  la  relation 

A  =  l 

dans  laquelle  ri(d)  désigne  soit  0,  soit  1  suivant  que  0<1  ou  que 
i^  ^  1;  «il  retrouve  la  formule  déjà  citée  par  E,  Meissd^^*)  et  démontrée 
par  N.  F.  Bugtyev^^^y 

De  même;  de  la  relation  a  +« 

A-)-2'[f> 

A  ^ 

OÙ  pour  chaque  entier  positif  n 

T(n)  -  til)  +  t(2)  +  .  • .  +  t(n), 
il  déduit  la  relation  .    .  ^ 

Si  pour  tout  diviseur  d  d'un  nombre  naturel  P  on  a 

F{d)^:Sf{hd), 


60)  J.  reine  angew.  Math.  54  (1867),  p.  1  [1856]. 

61)  J.  math,  pures  appl.  (2)  2  (1867),  p.  110. 

62)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  89  (1879),  p.  948,  986. 

62*)  ^Observationes  qnaedam  in  theoria  numerorum,  Berlin  1860»  p.  S/6.* 
62^)  ^Math.  Sbomik  (reoneil  Soc.  math.  Moscou)  6  (1872/3),  p.  179.* 
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IS.  Formules  de  Bugi^ev.    Inversion.  2S5 

où  la  somme  est  étendae  à  tous  les  diviseurs  A  de  ^  ,  on  a  aussi 

(«0 
où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  p. 

En  s'appuyant  sur  cette  formule  d'inversion,  on  détermine  aisément 
le  nombre  des  nombres  naturels  inférieurs  à  un  nombre  donné  x, 
qui  sont  premiers  à  un  nombre  naturel  P  ne  contenant  aucun  carré;  ce 
nombre  est  égal  à 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  àe  "P.  Le  nombre 
de  ces  nombres  naturels  qui  sont  compris  entre  deux  bornes  données 
s'obtient  en  appliquant  une  formule  analogue  donnée  par  L,  Kronecker 
dans  ses  leçons  sur  la  théorie  des  nombres^). 

Le  nombre  des  nombres  premiers  p  qui  sont  compris  entre  un 
nombre  naturel  et  sa  racine  carrée  ou,  d'une  façon  plus  précise,  qui 
vérifient  l'inégalité 

y>:P>Vy 

peut  être  déterminé^)  par  une  formule  analogue.  Quelques  théorèmes 
établis  par  E.  Cesàro^)  rentrent  aussi  dans  le  même  ordre  d'idées  et 
doivent  donc  être  mentionnés  ici. 

D'autres  identités  où  entrent  soit  le  p.  g.  c.  d.  soit  le  p.  p.  c.  m. 
de  deux  nombres  ont  permis  à  E.  Cesàro^)  d'établir  des  théorèmes 
analogues  aux  suivants: 

La  somme  des  diviseurs  communs  à  un  nombre  naturel  n  et 
successivement  à  chacun  des  nombres  1,  2,  . . .,  n  est  égale  à  n  fois 
le  nombre  des  diviseurs  de  n.  Le  nombre  des  diviseurs  communs  à 
un  nombre  naturel  n  et  successivement  à  chacun  des  nombres 
1,  2,  . . .,  n  est  égal  à  la  sonmie  des  diviseurs  de  n. 

De  ces  théorèmes  E.  Cesàro^)  a  déduit,  entre  autres,  la  formule 
de  J.  LiouviUe  *^  d'après  laquelle  on  a  pour  tout  nombre  naturel  m 

68)  L.  Kronecker,  Zahlenth."^  1,  p.  299;  voir  aussi  K,  Zsigmondy,  J.  reine 
angew.  Math.  111  (1893),  p.  344. 

64)  J.  Fh,  E.  de  Fauque  de  Jonquières,  C.  E.  Aoad.  se.  Paris  96  (1882), 
p.  1144,  1343;  96  (1883),  p.  281;  B.  LipschiU,  id.  96  (1882),  p.  1844;  96  [l^SZ), 
p.  68,  114,  327;  J.  J,  Sylvester,  id.  96  (1883),  p.  463. 

66)  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n^"  6,  p.  286.  Voix  aussi  le 
rapport  de  E.  Catalan,  id.  p.  361/2. 

66)  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1883),  mém.  n^  6,  p.  76. 

67)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  44  (1867),  p.  768.  Voir  encore  J.  P.  M.  Binet, 
id.  32  (1861),  p.  918. 
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(rf) 
la  somme  étant  étendue  aux  diviseurs  d  de  n.    Dans   cette  formule 
9'm(^  désigne  la  somme  des  puissances  m^^**  des  nombres  premiers 
à  (2  et  inférieurs  à  d. 

La  fonction  q>^{n)  a  été  déterminée  par  A.  Thacker^).    On  dé- 
duit ^^)  aussi  de  ces  mêmes  relations  que  l'on  a 


^ 


si  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n. 

B.  Cesàro^®)  a  indiqué  des  procédés  très  étendus  d'inversions  de 
séries.  Soit  SI  un  ensemble  donné  de  nombres  entiers;  E.  Cesàro 
désigne  sous  le  nom  de  fonction  itidicatrice  de  l'ensemble  SI  toute 
fonction  Sl(x)  qui  prend  la  valeur  1  ou  la  valeur  0  suivant  que  â;  est 
ou  n'est  pas  un  nombre  de  l'ensemble  SI,     La  somme 

est  dite  fonction  énumératrice  de  l'ensemble  SI.  Quand  pour  la  fonction 
énumératrice  Sl(x)  d'un  ensemble  SI  on  a, 

Sl{x)Sl(jf)^Sl(xy), 

les  nombres  de  l'ensemble  SI  forment  un  groupe  fermé,  en  ce  sens  que 
le  produit  de  deux  nombres  appartient  à  l'ensemble  SI  et  ne  lui  ap- 
partient que  s'il  en  est  de  même  des  deux  nombres  eux-mêmes. 

Si  alors  Si(x)y  B^{x)y  . . .  désignent  des  fonctions  vérifiant  pour 
chaque  indice  a  et  chaque  indice  fi  la  condition 

on  peut  déduire  de  chaque  égalité  de  la  forme 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  nombres  o  de  l'ensemble  SI  y  une 
égalité  inverse 

f{x)^2H(fo)F{B^{x)), 


68)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1850).  p.  89. 

69)  Mém.  Soc.  bc.  Liège  (2)  10  (1883),  mém.  n<>  6,  notes  2  et  6. 

70)  Ann.  mat.  pnra  appl.  (2)  14  (1886/7),  p.  141.   Voir  encore  des  thëorèmet 
analogues  mais  ayant  un  caractère  plus  particulier,  id.  (2)  18  (1885),  p.  889. 
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où  la  somme  est  encore  étendue  à  tons  les  nombres  o  de  i^;  et  où 
la  fonction  H  est  telle  que  la  somme 

étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n  est  égale  à  1  ou  à  0  suivant  que 
n  est  égal  à  1  ou  est  plus  grand  que  1. 

Le  premier  exemple  de  ce  mode  d'inversion  a  été  donné  par 
A.  F.  JfcfSWtts"). 

14.  BeohercheB  diverses  sur  les  fonctions  sommatoires.  M.  Lerch 
a  cherché  combien  parmi  les  diviseurs  d'un  nombre  naturel  a  il  y  en 
a  qui  sont  supérieurs  à  un  nombre  naturel  donné  fi  et  combien  qui 
sont  inférieurs  ou  égaux  à  j3.  Il  désigne  le  premier  de  ces  nombres 
par  tipCfP)  et  le  second  par  x(ay  fi).  Entre  autres  résultats  concer- 
nant ces  nombres  t{ccy  /3),  {(a^  /S),  il  est  arrivé  aux  formules''^) 

L  *»  J  "*!fc-^  ^ 

^i;(fn  —  an,  a)  =  ^tt(^  —  «w,  »), 

i...,..,-.: 

asO 

^i>(m  —  «,«)=-  m, 

crsO 

dans  lesquelles  m  et  n  désignent  deux  nombres  naturels  quelconques 
donnés.  Il  est  d'ailleurs  parvenu  à  ces  formules  de  plusieurs  manières 
dont  Tune  consiste  à  s'appuyer  sur  quelques  identités  analytiçpies'^^] 
par  des  procédés  analogues^  J.  Schroder'^*)  a  obtenu  des  théorèmes 
concernant  le  nombre 

des  diviseurs  de  m  —  un  qui  sont  plus  grands  que  a  et  dont  les 
diviseurs  complémentaires  sont  de  la  forme  n^  +  s'^^), 

71)  J.  reine  angew.  Math.  9  (1882),  p.  106;  Werke  4,  Leipzig  1887,  p.  591. 

72)  Sitzgsb.  bOhm.  Ges.  Prag  1894,  mém.  n"*  11.  La  dernière  de  ces  for- 
mules fignre  déjà  dans  nn  de  ses  mémoires  précédents  [Sitzsgb.  bOhm.  Ges. 
Piag  1887,  p.  683].  ^Des  fonnnles  analogues  dues  à  M.Lerdi  se  trouvent  anssi: 
Jomal  Bciencias  math.  astr.  (Colmbre)  12  (1896),  p.  129.* 

73)  C.  R.  Acad  se.  Paris  106  (1888),  p.  186;  Bull.  se.  math.  (2)  12  (1888), 
p.  100,  121. 

74)  mtt.  math.  Ges.  Hambnrg  8  (1891/1900),  p.  177  [1894];  id.  p.  802 
[1897]. 

76)  Voir,  à  ce  siget.  M,  Lerch,  Sitzgsb.  bôhm.  Ges.  Prag  1894,  mém. 
n-  82,  38;  ^Casopis  math.  fys.  (Prague)  24  (1896),  p.  26,  118.* 
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D'après  Ghr,  Zdler'^^)  reipression 

est  %ale  à  la  somme  des  restes  de  la  division  de  m  par  les  nombres 
plus  petits  que  m  et  cette  somme  a  la  même  valeur  pour  m  =  2^  et 
pour  w  =»  2'  —  1. 

n  faut  encore  mentionner  ici  les  nombreux  résultats  obtenus  par 
L.  Gegenbauer'^'').    Nous  citerons  le  suivant  à  titre  d'exemple: 

Si  l'on  désigne  par  /li^fn)  une  fonction  qui  prend  la  valeur  0 
quand  n  est  divisible  par  une  puissance  à  exposant  r  et  la  valeur  l 
dans  les  autres  cas^  la  somme 

étendue  aux  valeurs  7e  ==  1,  2,  . . .,  [k  nj,  est  égale  à  la  somme 

qui  est  elle-même  égale  au  nombre  Qr{^)  des  nombres  ^  n  qui  ne 
sont  divisibles  par  aucune  puissance  à  exposant  r, 
N,  F.  Bugajev'^^)  a  montré  que  l'on  a 


^«'K- 


^' 


si  la  somme  est  étendue  à  A  =«  1,  2,  . . .,  rf^j • 
La  formule 

A  as  n  A  8=  n 

se  rencontre  parmi  celles  de  X.  GegenbatAer  qui  l'attribue  à  E.  Cesàro. 
16«  lia  fonotion  [x].  Rappelons  que  cette  fonction  a  été  définie 
(I  lÔy  1)  comme  étant,  pour  chaque  valeur  réelle  non  entière  de  x^ 
le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  à  x,  et  pour  chaque  valeur 
entière  de  x  le  nombre  x  lui-même. 


76)  D'après  une  lettre  écrite  par  Chr.  ZeUer  à  M.  Lerc^  en  1888  et  citée  par 
M.  Leréh,  Sitzgsb.  b5hm.  Ges.  Prag  1894,  mém.  n<>  11,  p.  8.  Voir  aussi  M.  Lerth^ 
id.  1894,  mém.  n»  88. 

77)  Voir,  en  particulier,  Denkschr.  Akad.  Wien  (math.),  49  I  (1885),  p.  1, 
87;  49  n  (1886),  p.  106;  60  I  (1885),  p.  168. 

78)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  74  (1872),  p.  449.  Voir  aussi  «T.  Hadcs,  Acte 
math.  14  (1890/1),  p.  829  où  la  formule  sert  à  montrer  qu'il  y  a  une  infinité  de 
nombres  premiers. 
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Si  ancane  des  valeurs  positdves  x^  2Xj  Sx^  . , .,  nx  n'est  entière, 
on  a,  d'après  C.F,  Gauss''^)^  la  relation 

(1)  2[hx]  +  2  [i]-<»^l 

Si,  en  particulier,  on  prend  pour  x  le  nombre  |  où  i>  et  g  désignent 
deux  nombres  positifs  impairs  premiers  entre  enz,  on  a  la  relation 

Plus  généralement^)  si,  a  et  6  étant  positifs  et  premiers  entre 
eux,  on  désigne  par  (p(a,  b)  la  somme 


(3)  9{a,h)=2!ul 


■hh' 


on  a 


9(a,fe)  +  ç>(ft,a)-[f][|]. 


L'équation  (2)  a  été  généralisée  par  Chr.  Zeller  d'une  façon  diffé- 
rente; sa  note^^)  contient  en  outre  au  sujet  de  la  fonction  [pc]  plu- 
sieurs autres  théorèmes  semblables  à  quelques-unes  des  propositions 
obtenues  par  F.  BufAakovskij^''^). 

J.  de  Vries^  a  démontré  géométriquement  des  théorèmes  du 
même  genre. 

D'après  Ch.  Hermite^)  on  a,  pour  tout  rc  >  0  et  tout  nombre 
naturel  n,  la  relation 


Asn-l 


A  =  l 


79)  Commentât.  Soc.  Gott.  16  (1804/8),  math.  p.  69  [1808];  Werke  2, 
Gdttingae  1876,  p.  8. 

80)  Commentât.  Soc.  Gott.  récent.  4  (1816/8),  math.  p.  17  [1817];  Werke  2, 
Gott.  1876,  p.  61. 

81)  Nachr.  Ges.  GOtt.  1879,  p.  243. 

82)  Bnll.  Acad.  Péteisb.  (3)  28  (1883),  col.  267,  411  [1882];  (3)  29  (1884), 
col.  250,  608  [1883];  Mélanges  math.  astr.  Acad.  Péterab.  6  (1881/8),  p.  87/101, 
118/34,  169/201,  817/40;  (les  démonstrations  données  ici  p.  169/201  ne  sont  pas 
tontes  insérées  dans  le  Bulletin);  C.  B.  Acad.  se.  Paris  94  (1882),  p.  1459. 

83)  K.  Akad.  Wetensch.  Amsterdam,  Yerslagen  natnnrknndige  Afdeeling  5 
(1896/7),  p.  218/24,  284/9. 

84)  Acta  math.  6  (1884/5),  p.  315. 


Digitized  by  VjOOQIC 


240    P-  Bachmann,    I  17.   Fonctions  de  la  théorie  des  nombres.    K  Maillet, 

cette  propriété  ^^)  de  la  fonction  [x]  est  comprise  dans  un  théorème 
démontré  par  M.  A.  Stem^).  D'après  E,  CakHan^  une  formule 
analogue 

*!"'[-+ tI- M 

a  d'ailleurs  lieu  pour  tout  entier  positif  k  lorsque  0  <  a?  <  1. 
M,  A.  Stem^)  a  aussi  évalué  les  sommes 

Si  d  est  le  p.  g.  c.  d.  des  nombres  naturels  a^  b,  on  a^^) 

formule  de  laquelle  J.  Hacks^)  a  déduit  des  relations  caractéristiques 
pour  les  nombres  premiers. 

Outre  cette  formule  on  en  trouve  d'autres  telles  que^^) 

'|[«'+t]-5[''+t]- 

D'après  J.  Hacks^^)  on  %  quand  p  %iq  sont  des  nombres  naturels 
impairs  premiers  entre  eux, 

à  cette  formule  sont  liés  des  résultats  intéressants  qui  sont  dus  à 
M,A.Stem^^, 


85)  M.  A,  Stem   [Acta  math.  10   (1887),  p.  58]    a   donné    des  relations 
analogues  pour  la  fonction  ^  -^    '•    "*       • 

86)  J.  reine  angew.  Math.  102  (1888),  p.  9. 

87)  Mém.  Acad.  Belgique  46  (1886),  mém.  n**  1,  p.  14. 

88)  Acta  math.  8  (1886),  p.  93. 

89)  M.  A,  Stem,  J.  reine  angew.  Math.  102  (1888),  p.  12. 

90)  Acta  math.  17  (1898),  p.  205. 

91)  Voir  anssi  E.  Cesàro,  Nout.  Ann.  math.  (8)  4  (1885),  p.  560;  E.  BiHBche, 
DisB.  Gôttingue  1888. 

92)  Acta  math.  12  (1888/d),  p.  109;  E.Busche,  Diss.  GK)ttingue  1888. 

98)  J.  reine  angew.  Math.  106  (1890),  p.  887.     Cf.  X.  Kranedcer,  id.  106 
(1890),  p.  846. 
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M.  A.  Sfem^)  a  aussi  étudié  les  restes  de  la  suite 

p,  q  désignant  deux  nombres  positifs  premiers  entre  eux,  il  a  cherché 
combien  de  nombres  de  chacune  des  formes 

4*,    4A  +  1,    4A  +  2,    4A  +  3 
sont  contenus  dans  la  suite 

on  dans  la  suite 

[f].[?].-.['^"-']- 

/.  Hacks^)  a  établi  systématiquement  des  formules  du  même 
genre.  Il  part  de  l'équation  générale  de  transformation  de  £r.  Lgeune 
Difichlei^ 

y    [*(*)]/•(*)  =  qFMq)]  -  pF[Wip)]  +2!^^^ 

OÙ  f(x)  désignant  une  fonction  quelconque  de  â;,  on  a  posé 

dans  cette  formule  on  suppose  que  y  —  ^(pc)  >  0  décroît  quand  x 
croît  de  la  valeur  positive  g  à  la  valeur  positive  p  et  Ton  entend 
par   X'='t{y)    la    fonction    obtenue    par    inversion    de    la    fonction 

De  cette  équation  générale  de  transformation  on  déduit ^^  pour 
a;  >  0  la  formule  de  Cfc.  Hermite^) 


94)  J.  reine  angew.  Math.  59  (1861),  p.  146. 

95)  Acta  math.  10  (1887),  p.  1. 

96)  Ber.  Akad.  Berlin  1851,  p.  20;  Weike  2,  Berlin  1897,  p.  99;  E.Bwehe 
a  donné  [Math.  Ann.  68  (1900),  p.  248]  nne  nouvelle  démonstration  de  cette  for- 
mule; TOix  aussi  Mitt.  math.  G^es.  Hambnxg  4,  cah.  2  (1902),  p.  63. 

97)  Cf.  G.  L^eune  Dmèhlet,  Abh.  Akad.  Berlin  1849,  p.  69;  Weike  2, 
Bedin  1897,  p.  49.  La  formule  de  Ch.  Hermite  se  rencontre  déjà  dans  nn  mémoire 
de  E,  Meissél  [J.  reine  angew.  Math.  48  (1854),  p.  806].  Voir  aussi  F.  Mertens, 
J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  292.  Cette  formule  a  été  établie  grftce  à  xm 
procédé  très  simple  par  (^.  HemUte  [Acta  math.  2  (1888),  p.  299]  et  par 
KCesàro  [C.  B.  Acad.  se.  Paris  96  (1888),  p.  1029].  Cf.  L.  Kroneeker,  Zahlenth/*) 
1,  p.  888  et  sniv. 

Xn^jolop.  dM  lolene.  inAthém«k.    18.  16 
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R.  lApschUg^)  a  donné  nne  extension  de  cette  formule  à  la 
fonction  t^Qc)  qui  désigne  le  nombre  des  diviseurs  de  h  qui  sont  des 
puissances  à  exposant  s. 

Quand  la  fonction  ^(x)  croît^  au  lieu  de  décroître  (quand  x  croît 
de  2  >  0  à  p  >  0)y  l'équation  générale  de  G.  Lejeiine  DiriMet  doit 
être  remplacée  par  une  autre  qui  a  été  indiquée  par  J.  Hacks^. 

De  ces  formules,  qui  sont  fondamentales,  J.  HacJcs^)  a  déduit 
pour  plusieurs  fonctions  déterminées,  en  particulier  pour  les  fonctions 
sommatoires 


ABsn  ABU  j% 


diverses  transformations  indiquées  déjà  par  G,  Lejeune  Dirichlet  ou 
R,  Lipschitz  ainsi  que  la  formule  (1)  de  C  F.  GausSy  les  formules  de 
Ch,  ZàHer  et  plusieurs  autres  formules  dues  pour  la  plupart  à  F.  «71 
Buni(ikav8kij  ®*). 

Si  X  est  positif  et  si  p,  q  sont  des  nombres  naturels  quelconques, 
on  a«>^) 

OÙ  L  est  le  nombre  de  fois  que  px  et  qx  sont  à  la  fois  entiers 
quand  x  croît  de  0  à  A. 

eT".  J.  Sylvester^^^  a  indiqué  un  cas  particulier  de  cette  formule  (4) 
d'où  il  a  déduit  la  loi  de  réciprocité  (I  15,  14).  Cette  formule  spéciale 
de  J.  J.  Sylvester  a  été  déduite  par  M,  A.  Stem^^)  de  la  formule  (1) 

98)  Au  Bi^'et  de  cette  formule  de  Ch.  HemUte,  voir  encore  E,  Buache,  J.  reine 
angew.  Math.  100  (1887),  p.  459;  Mitt.  math.  Ges.  Hamburg  S  (1891/1900), 
p.  167  [1894];  id.  p.  284  [1896];  J.  Schrôder,  id.  p.  186.  Cf  H.  JMbom,  Progr. 
Hambourg  1881. 

J.  Schrôder  a  donné  [Mitth.  math.  Ges.  Hamburg  3  (1891/1900),  p.  219  [1896]] 

une  extension  de  la  formule  de  Ch.  Hermite  à  la  somme  ^^  Nr  L  où  r  est  un 

nombre  déterminé  et  où  la  somme  est  étendue  à  k^^l,  2,  . . . ,  [x], 

99)  Acta  math.  2  (1888),  p.  301. 

100)  E.  Busche  a  donné  [J.  reine  angew.  Math.  108  (1888),  p.  118]  une  for- 
mule  de  transformation  encore  plus  générale,  du  même  genre.  Il  en  a  déduit 
la  loi  de  réciprocité  et  il  en  a  aussi  fait  usage  plus  tard  dans  un  autre  mémoire 
[J.  reine  angew.  Math.  110  (1892),  p.  888]  dans  lequel  il  a  défini  [x]  pour  x 
complexe.  Voir  encore  E.  Bu8<^,  Mitt.  math.  Ges.  Hamburg  8  (1891/1900), 
p.  883  [1898]. 

101)  J.  Hacka,  Acta  math.  10  (1887),  p.  28. 

102)  G.  B.  Acad.  se.  Paris  50  (1860).  p.  782. 

103)  J.  reine  angew.  Math.  69  (1861),  p.  146 
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de  0.  jP.  6(»u$s.  Od  en  tire  plusieurs  conséquences  intéressantes. 
Ainsi  l'on  a 

pourm  qne  |>  et  g  soient  positifs  et  premiers  entre  enx^  qne  ^— —  ^ 

^^^^  soient  entiers  et  qne  u^m.  Pour  u  =  1  cette  formule  ayait 
déjà  été  indiquée  par  G.  Eisenstein^^), 

Pour  des  nombres  positifs  m,  n  dont  d  est  le  p.  g.  c.  d.^  on  a 
nne  formule  du  même  type  que  la  formule  (4),  à  sayoir 

'fW]+jK]-[T]-[l]+[4]- 

Pour  les  nombres  premiers  positifs  de  la  forme  |>  »  4s  +  1^  on 
a  diverses  relations'^)  telles  que 

*  VV^I  »  (i>-l)(p-2)^ 

E.Bttëche^^)  a  déterminé  pour  les  fonctions  ^{p,  q)  de  C  F.  Oauss, 
définies  pour  des  entiers  qudcanques  p,  q  par  la  formule  (3)^  les 
différences 

pour  tout  nombre  entier  L  II  appelle  en  général  changements  {Ver- 
ânderungen)  d'une  fonction  quelconque  F(j>y  q)  les  expressions  des 
différences 

F(p+Xq,q)-F(j>,q), 

F{jP,q  +  kp)-^F(jp,q) 

pour  tout  nombre  entier  A.  Ceci  posé,  si  deux  fonctions  F^{jpj  q), 
F^{p,  q)  ont  les  mêmes  changements  et  si  l'on  a 

F,(j?,p)--F,ip,p) 
pour  tous  les  entiers  j9,  les  deux  fonctions  Fi(jp,  q),  F^(p,q)   sont 


104)  J.  reine  angew.  Math.  S7  (18U),  p.  281. 
106)  Id.  106  (1890),  p.  65. 

16* 
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identiques  pour  toiu  les  entiers  p  et  q.  On  déduit  de  là  les  ex- 
pressions des  fonctions  F^p,  q),  f{p,  q)  définies  par  les  relations 

F{p,q)--ç(jp,q)  +  ç{qyP), 

On  a  d'abord 

F(p,  q)  -^V"     si «g*^^  ^fP^     2    ^ 

où  sgn  a  désigne  l'unité  positiye  ou  négatiye  suivant  que  le  signe 
de  a  est  positif  on  négatif.  Cette  formule  contient  la  loi  de  réci- 
procité des  restes  quadratiques  (I  15,  14).  On  Toit  ensuite  que  la 
différence 

qui  ne  peut  être  fonction  rationneUe  de  p,  q^  peut  être  déterminée  en 
partant  de  Valgoriihine  éCEudide  (I  15;  1)  relatif  aux  deux  nombres 
p  et  qy  au  moyen  d'une  formule  qui  permet  de  calculer  97  (p,  q)  et, 

par  suite,  le  symbole  (  —  j  de  Legendre. 

E.  Bftëche^^)  a  indiqué  une  autre  formule  de  transformation  très 
générale  relative  aux  diviseurs  d^  des  nombres  naturels  m  pour  les- 
quels, f{x)  étant  une  fonction  croissante  avec  a?,  on  a 

/■(»»)^*«^«, 

a  étant  un  nombre  fini  déterminé.  Parmi  les  multiples  conséquences 
que  l'on  peut  déduire  de  cette  formule,  les  deux  plus  saillantes  sont 
une  nouvelle  conception  ^^^)  du  lemme  de  Gauss  (I  15,  16) 

(f )-(-')- 

et  une  formule  pour  le  nombre  total  des  classes  de  formes  quadra- 
tiques de  déterminants  [I  16,  13,  20]  respectivement  égaux  à  —  1, 
-.2,...,-n. 

6r.  Eisenstein^^  a  donné  des  expressions  trigonométriques  des 
nombres 


[ji  mi 


AbI 


pour  le  plus  petit  résidu  de  p  (mod.  q)  ainsi  que  pour  l'exposant  fi 

106)  J.  xeine  angew.  Math.  100  (1887),  p.  469.   Voir  encore  Mitt  math.  Ges. 
Hambuxg  8  (1891/1900),  p.  284  [1896]. 

107)  J.  reine  angew.  Math.  103  (1888),  p.  120. 

108)  id.  27  (1844),  p.  281. 
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du  lemrne  de  Gauss]  M.A.Stem^^^)  et  P.  Tardy^^)  ont  publié  des 
démonstrations  de  ces  formules  de  G.  Eisenstein. 

M.  Schaar^^^)  et  A.  Genocchi^^^  ont  établi  des  formules  sem- 
blables à  celles  de  G.  Eisenstein. 

On  doit  à  A.  Pringsheim^^  un  développement  trigonométrique 
de  la  fonction  [x]  et  à  F.  Bogd^^^)  des  développements  en  série 
d'autres  fonctions,  entre  autres  celui  de  l'indicateur  fp(n). 

U.  Sommes  de  Gh&nas.  Plusieurs  questions  d'arithmétique^  telles 
que  la  loi  de  réciprocité  et  la  détermination  du  nombre  de  classes 
des  formes  quadratiques  de  déterminant  donné^  sont  en  rapport  avec 
les  sommes  de  Gauss^^) 

où  m  et  n  désignent  deux  nombres  naturels  quelconques  ^^^. 
L.  Kroneeker^^'^  a  représenté  ces  sommes  par  le  symbole 


<'(=^)- 


Pour  étudier  les  sommes  de  Gauss  on  peut  se  borner  au  cas  où 
le  premier  des  deux  arguments  de  la  fonction  (p(m,  n)  est  un  nombre 
pair.  On  voit  immédiatement,  en  effet,  que  Ton  a  pour  tout  nombre 
naturel  ou  nul  [i  et  pour  tout  nombre  naturel  ou  nul  v 

9(2^  +  1,  2i;+l)-l, 
ç{2ii  +  1,  2v)  «  iq>(4ii  +  2,  4i/). 

109)  J.  reine  angew.  Math.  69  (1861),  p.  146. 

110)  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  8  (1869/70),  p.  81. 

111)  Mém.  couromiéB  et  Bavants  étrangers  Acad.  Bruxelles,  in  4^  28 
(1848/50  ,  éd.  1850,  mém.  n<^  2;  voir  encore  Mém.  Acad.  Belgique  24  (1860), 
mém.  n*"  5;  25  (1860),  mém.  n""  1. 

112)  Mém.  couronnés  et  savants  étrangers  Acad.  Broxelles,  in  4',  26  (1861/8), 
éd.  1868,  mém.  b?  2. 

118)  Math.  Ann.  26  (1A86),  p.  198. 

114)  Sitzgsb.  b5hm.  Ges.  Prag  1897,  mém.  n*'  44  (désigné  par  erreur  comme 
mém.  n"*  46  dans  ce  volume  des  Sitsgsberichte  de  Prague). 

116)  CF.  Gauss,  Commentât.  Soc.  Gott.  récent.  1  (1808/11),  math.  mém.  n*'  2 
(1808);  Werke  2,  Gdttingen  1876,  p.  11.  Il  importe  d'appeler  l'attention  sur  ce 
qne  le  sympole  9 (m,  n)  a  ici  un  sens  tont  différent  de  celui  qu'on  lui  a  donné 
au  n*  15. 

116)  ^M,  Sakfodori  [Esposizione  délie  teoria  délie  somme  di  Gauss  e  di 
alconi  teoremi  di  Eisenstein,  Pise  1904;  Thèse,  Fribourg  en  Suisse]  a  donné  un 
exposé  systématique  de  la  théorie  des  sommes  de  Gauss  (Note  de  G.  Vivante). * 

117)  X.  Kr<mecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1880,  p.  686. 
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Gomme  ponr  un  nombre  naturel  impair  quelconque  N  et  pour  tout 
nombre  naturel  M  on  a 

ç)(2m,  2«n)  =-  ç)(2mn,  2«)  9^(2. 2«M,  n), 

on  peut  aussi  se  borner  au  cas  où  le  second  des  deux  arguments  de 
la  fonction  ç(m,n)  est  ou  bien  une  puissance  de  2  ou  bien  un 
nombre  impair. 

Si  m  est  impair  et  o(>  1  on  a  d'ailleurs 

,,(2«,  2«)  -  g)"  2ï[l  +  ,•(-  if*''} 

si  m  était  pair  et  a  >  1,  on  aurait^  en  posant  m  =-«  2^  •  ft,  où  fi  impair, 

ç?(2w,  2«)  =  2« 
ou 

ç)(2w,  2«)  =  2/*ç)(2ft,  2«"-/») 

suivant  que  o;  ^  /}  ou  que  a  <  /}.  On  a  aussi,  que  m  soit  pair  ou 
impair, 

9(2m,2)«l +(-.!)"•. 

Si  n  est  impair  et  si  m  est  premier  relatif  à  n,  on  a 


K2m,«)-  +  |>^|g)i("*T; 


dans  cette  formule  la  détermination  du  signe  du  second  membre  a 
offert  de  sérieuses  difficultés. 

Si  n  et  9»  n'étaient  pas  premiers  relatifs ,  on  commencerait  par 
appliquer  la  formule 

9^(2m,  w)«rf-9?(2~,  -J), 

où  d  désigne  le  p.  g.  c.  d.  de  m  et  de  n. 

Les  formules  que  Ton  yient  de  citer  permettent  d'évaluer  dans 
tous  les  cas  les  sommes  de  Oauss  au  moyen  de  caractères  quadratiques 
bien  définis. 

De  toutes  ces  relations  on  déduit  enfin  Tégalité 

qui  est  celle  dont  on  fait  usage  dans  la  détermination  du  nombre  des 
classes  des  formes  binaires  quadratiques.  Dans  cette  formule  n  est  suppose 
impair  et  m  premier  relatif  an.     Si  «n  n'est  pas  premier  relatif  à  n 

la  formule  subsiste  pourvu  qu'on  remplace  alors  le  symbole  ( — j 
par  zéro. 
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C'est  à  C.  F.  Gams}^  que  Ton  doit  cette  dernière  relation  (7), 
du  moins  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  premier  impair  |)*  Il  y 
est  parrenu  en  transformant^  au  moyen  de  deux  séries  particulières^ 
la  somme 

l+r  +  f^  +  r«  +  ...  +  r**  +  ---+  r<'-^>*, 

dans  laquelle  r  désigne  une  racine  jp^**"*  de  Tunité,  en  un  produit 

('-^)("-^)(''-^)-{---,v^)- 

V,A.  Leiesgue^^^,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques^ puis  par  des  considérations  plus  élémentaires  et^  après  lui, 
A.  L.  Cauchy^^)  et  L.  Kronecker^^^)  ont  obtenu  le  même  résultat. 

£r.  Lqeune  Dirichlet^^)  a  évalué  les  sommes  de  Gauss  au  moyen 
d'int^prales  définies.  On  obtient  aussi,  en  utilisant  les  transformations 
dont  il  a  &it  usage,  la  relation  de  réciprocité  suivante  qui  a  lieu  pour 
deux  nombres  naturels  quelconques  l,  v  premiers  entre  eux, 

(8)  9(* A,  2v)  -  (y^  ,p{-  2bv,  A), 

OÙ  s  peut  être  pris  ^al  à  4*  1  ou  à  —  1  et  où  il  faut  ensuite  prendre 

pour  (l/--r^)  ccllô  des  déterminations  de  la  racine  carrée  de  -^ 

dont  la  partie  réelle  est  positive  ^'^. 

Dans  les  notations  de  L.  Kronecker  cette  même  relation  (8)  se 
pr^nte  sous  la  forme  particulièrement  élégante 

où  Ion  a  écrit  q  pour  — r-  et  —  pour  —  ô^-  . 

De  la  formule  (8)  ou  (8*)  on  peut  déduire  la  loi  de  réciprocité 
des  restes  quadratiques  et  les  deux  relations  complémentaires. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  la  relation  (8)  et,  en  général,  toutes 


118)  Commentât.  Soc.  Gott.  récent.  1  (1808/11)  math.,  mém.  nV2  [1808]; 
Werke  2,  GOttingae  1876,  p.  11. 

119)  J.  math,  pures  appl.  (1)  5  (1840),  p.  42. 

180)  J.  math,  pnree  appl.  (1)  6  (1840),  p.  164;  C.  B.  Acad.  se.  Paris  10  (1840), 
p.  660;  Œuvres  (1)  5,  Paris  1885,  p.  152. 

121)  J.  math,  pnies  appl.  (2)  1  (1856),  p.  892;  voir  aussi  H,  Teege,  Diss. 
Kiel  1900. 

122)  J.  reine  angew.  Math.  17  (1887),  p.  57  ;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  257. 
128)  L.  Kranee^cer,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1880,  p.  686. 
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les  expressions  précédentes  des  sommes  de  Crouss  par  nue  voie  tont 
autre  que  celle  suirie  par  O.  Lejeune  ]>irichlet. 

A.L.Cauchy^  avait  démontré  que^  si  a  et  &  sont  deux  nombres 
réels  quelconques  tels  que  leur  produit  ah  soit  égal  à  ^,  on  a 

Lorsque  G.  Lgeune  Dirichlet  eut  établi  ses  formules  fondamentales 
concernant  les  sommes  de  Gauss,  A.  L.  Cauchy^^^)  démontra  qu'elles 
résultaient  aisément  de  sa  formule  (9)  par  un  passage  à  la  limite. 

C.  G.J.Jacobi^^)  avait^  d'autre  part,  montré  que  cette  formule  (9) 
que  l'on  peut  écrire,  en  posant 

(10)       vi  ' +-«i:r +!t*^- +.  u+iii^- + ■  ■  ■ .  1 , 

rentre,  comme  cas  particulier,  dans  les  formules  de  transformation 
linàdre  des  fonctions  thêta.  Dès  lors  le  lien  entre  les  sommes  de 
Gauss  et  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  était  mis  en  évidence  ^'^). 

L,  Kronecker^^)  a  indiqué  qu'inversement  la  formule  (10)  peut  se 
déduire  de  la  relation  (8*)  en  sorte  que  les  deux  relations  (8*)  et  (10) 
serai^it  entièrement  équivalentes  et  auraient  toutes  deux  pour  fonde- 
ment le  théorème  fondamental  de  A.  L.  Cauchy  sur  l'évaluation  des 
intégrales  des  fonctions  de  variables  complexes,  prises  le  long  d'un 
contour  fermé;  ^mais  M.  Lerch^^)  a  remarqué  que  s'il  est  aisé  de 
démontrer  très  simplement  la  proposition  directe  par  la  méthode  de 
L.Kronecker,  cette  méthode  est  insuffisante  pour  prouver  la  proposition 
inverse,  en  sorte  que  cette  question  demande  à  être  étudiée  à  nouveau.* 

L.  Kronecker^^)  a  évalué  directement,  en  s'appuyant  seulement  sur 
le  théorème  fondamental  de  A.  L.  Cauchy  que  Fon  vient  de  rappeler, 

124)  Bull.  Soc.  philom.  Paris  (S)  4  (1817),  p.  124;  voir  aussi  F.  A.  Lébesgue, 
J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1S40),  p.  186. 

126)  J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1840),  p.  164;  C.  R.  Âead.  se.  Paris  10  (1840), 
p.  660;  Œuvres  (1)  6,  Paris  1886,  p.  162. 

126)  Voir  à  ce  si^'et  F.  A.  Lebesgue,  J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1840),  p.  186. 

127)  Voir  par  ex.  J.  Tannery  et  J,  MoJk,  Eléments  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  4,  Paris  1902,  p.  288/93. 

128)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1880,  p.  686. 

129)  ^Math.  Ânn.  67  (1908),  p.  664.* 

180)  J.  reine  angew.  Math  106  (1889),  p.  267. 
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rezpression  de  la  somme  de  Ga/uss 


*«i.-i      H 


A-  H 


(11)  ^(2,n)-2/"^-  +  N^r 

G.  Landsberg^^^)  a  établi  par  des  considérations  analogues  la 
formule  de  réciprocité  (8). 

La  détermination  dn  signe  du  radical  dans  la  relation  (7)  a  été 
effectuée  d'nne  façon  simple  par  F.  Meriens^^^). 

Séries  et  méthodes  de  Lcjeune  Diriehlet^^. 

17.  L*identlté  d*EiiIer.    ^armi  les  séries  de  la  forme 

OjC"^'  +  a,c~^*  H h  a^e"^*  + 

on  encore^ 

(S)  ^  +  ^  +  ...  +  ^  + , 

en  posant 

Ci  —  e^,  c,«e^,  ...,  c^=-«^«, , 

les  pins  importantes  an  point  de  me  des  applications  arithmétiques 
correspondent  non  à 

Aj  —  1,  A,  —  2,  . .  .,  A,  —  n, 

mais  à 

^-lg.l;  '^-l&Z,  ...,  A,-lfc«, 

autrement  dit  à 

q-l,  c^~2,  ...,  c,-», 

C'est  à  ces  séries^) 

(so  5-  +  ^+--+j+ 

qn*on  réserve  généralement  le  nom  de  séries  de  Lejeune  Dirichlei^.* 

181}  J.  reine  angew.  Math.  111  (1898),  p.  284.  Voir  encore  F.  A,  Ldfeague, 
J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1840),  p.  48;  (1)  12  (1847),  p.  497. 

188)  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1896,  p.  817;  voir  aussi  Sitzgsb.  Akad.  Wien  108 
H*  (1894),  p.  1006. 

188)  Ponr  plus  de  détails  sur  oe  qui  concerne  ce  chapitre  et  le  suivant, 
on  consnltera  E,  Landau,  Handbuch  der  Lehre  von  der  Yerteilang  der  Prim- 
sahlen  (8  vol.),  Leipzig  et  Berlin  1909  (bibliographie  détaillée). 

184)  Abh.  Akad.  Berlin  1887,  math.  p.  46;  trad.  par  0.  Terquem,  J.  math. 
pures  appl.  (1)  4  (1889),  p.  893;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  818. 

Pour  9  non  entier  cj^  a  plusieurs  valeurs;  on  prend  par  définition  (^  -»  e^^ . 

186)  Voir  la  remarque  de  la  note  184.  On  rappelle  que  Ig^u  désigne,  quel 
qiie  soit  «,  la  détermination  principale  du  logarithme  naturel  de  «;  les  nombres 
Ig^M  sont  donc  réels. 

186)  n  atrive  même  que  ce  nom  est  attribué  plus  spécialement  aux  séries 
(1)  du  B''  M. 
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Cette  importance  est  la  consëquence  de  Tidentité  générale  suivante 
écrite  dans  un  certain  nombre  de  cas  particuliers  par  L.Etder^^^): 

nas  +  OD  

»«1  (p) 

où^  dans  le  second  membre^  le  produit  est  étendu  à  tous  les  nombres 
premiers  j)^^);  on  suppose  d'ailleurs  que  l'expression  envisagée  f(n) 
soit  telle  que  Ton  ait 

pour  tout  couple  de  nombres  naturels  m,  m'  premiers  entre  eux,  que 

et  que  la  série  des  râleurs  absolues 

1  + 1^(2)1  + 1/^(3)1 +  |A4)|  + 

soit  convergente. 

Lorsqu'on  choisit  pour  f{n)  une  expression  telle  que  pour  t(nU 
couple  de  nombres  naturels  m,  m'  (premiers  entre  eux  ou  non)  on  ait 

(2)  /-(mmO- /•(«»)/•(».'), 

le  produit 


U 


étendu  à  tous  les  nombres  premiers  p>l,  est  égal  au  second  membre 
de  l'équation  (l),  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  on  a  aussi  une  relation 
de  la  forme 

(3)  2V(«)-/Trz7(F)- 

«  =  1  (p)  '^^' 

Si  l'on  prend;  en  particulier,  pour  f(n)  la  fonction 

f(')-y 

OÙ  5  est  un  nombre  déterminé,  on  voit  que,  quand  la  partie  réelle  de 
«  est  >  1,  la  somme  de  la  série 

l+i  +  i  +  ^  +  i  +  ---  +  4  + ' 

2  3*        4         6*  n* 


137)  Comm.  Acad.  Petrop.  »  (1737),  éd.  1744,  p.  17^7  [1737];  Introd.»)  1, 
p.  221/52  (chap.  15),  en  partie,  p.  226,  243,  248;  trad.  J.  B.  Làbey  1,  p.  206/S5, 
en  partie,  p.  210,  226,  230.  Voir  aussi  Z.  Eukr^  Opusc.  analytica  2,  S*  Péten- 
bourg  1785,  p.  240/56  [1775];  Commentât.  Arith.  2,  S*  Pëtersbooig  1849,  p.  116/26. 

138)  Il  est  entendu  qu*on  ne  fait  pas  figuier  Tunitë  parmi  les  nombres 
premiers.    On  devra  tenir  compte  de  cette  remarque  dans  tout  ce  qui  suit. 
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OÙ  figurent  tons  les  nombres  natarels^  et  la  yaleor  du  produit  infini 
1  1  1  1  1  1 

2'  8*  6'  7*  11*  p' 

OÙ  figurent  tous  les  nombres  premiers  plus  grands  que  1,  sont  égales; 
c'est  ce  qu'exprime  la  relation 

P 

^'interrention  des  nombres  premiers  dans  ces  formules  est  due  éyidem- 
ment  à  ce  qu'ils  sont  les  éléments  fondamentaux  dont  est  dérivé  le 
groupe  des  nombres  entiers^  de  sorte  qu'on  pourrait  écrire  des  identité 
toutes  pareilles  où  la  somme  serait  étendue  à  une  suite  indéfinie  de 
nombres  positifs  (rationnels  ou  irrationnels)  quelconques  donnés  n, 
constamment  et  indéfiniment  croissants  (de  manière  qu'un  nombre 
fini  d'entre  eux  soit  inférieur  à  une  limite  déterminée  quelconque, 
le  premier  d'entre  eux  étant  l'unité),  et  où  le  produit  serait  étendu 
à  la  suite  infinie  de  nombres  p  conyenablement  choisis  parmi  les 
nombres  n  de  façon  que  tout  nombre  n  puisse  être  mis  sous  la  forme 

(6)  n^UpI^ 

(0 
les  «1  étant  des  entiers  positifs. 

n  n'est  pas  nécessaire  que  cette  expression  de  n  soit  toujours 
unique.  Mais,  dans  le  cas  contraire,  le  terme  correspondant  de  la 
série  (3)  devra  être  multiplié  par  le  nombre  de  représentations  de  n 
sous  la  forme  (5). 

n  peut  même  arriver  que  plusieurs  des  p  soient  égaux  entre  eux. 
C'est  ce  qui  a  lieu,  au  fond,  dans  les  cas  envisagés  au  n°  36. 

On  pourrait  dans  tout  ce  qui  va  suivre  se  borner  aux  séries  de 
la  forme  (S^.  Toutefois  nous  n'opérerons  pas  ainsi  tout  d'abord,  les 
propriétés  fondamentales  que  nous  allons  indiquer  s'étendant  d'elles- 
mêmes  et  sans  aucune  difficulté  aux   séries  plus  générales  (S)  dans 

lesquelles   e^,  (^,  . . .,  c^, sont  des   nombres  positifs   croissant 

indéfiniment  avec  n,  tandis  que  a^,  Oi,  . .  .,  a^, sont  des  nombres 

complexes  quelconques  (pouvant  être  réels  ou  imaginaires).* 

18.  Propriétés  fondamentales  des  séries  de  Lejeune  Dirichlet. 
^ous  envisagerons  ici,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  au  n®  1,  les 
relations  qui  existent  entre  les  propriétés  d'une  série  (S)  et  la  nature 
des  coefficients  a^.  Elles  servent  le  plus  souvent  à  conclure  de  celle-là 
à  ceux-ci.     Mais  elles   peuvent   également  (voir   par   ex.  n^  27)   être 
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employées  dans  le  bnt  inrerse.  Il  arrive  même  parfois  que  les  deux 
méthodes  sont  combinées  (cf.  n°  61).* 

^Tout  d'abord  ^*"')  si  la  série  (S)  est  convergente^^)  pour  ^  — ^o; 
elle  est  aussi  convergente^^*)  pour  toute  valeur  de  if  dont  la  partie  réelle 
9t(j9)  est  supérieure  à  la  partie  réelle  de  £q. 

Elle  est  uniformément  convergente  dans  tout  domaine  limité, 
intérieur  à  la  région  où 

9l(«)>9i(*o) 
[égalité  exclue].    Elle  peut  être  différentiée  terme  à  terme  dans  les 
mêmes  conditions, 
n  en  résulte: 

A.  A  moins  que  la  série  (S)  ne  soit  convergente  quel  que 
soit  js,  ou  divergente  quel  que  soit  g  (auxquels  cas  on  aurait 
a  =  -j.oo),  il  existe"*)  une  droite****)  à  laquelle  on  a  donné 
le  nom  de  droite  de  convergence 

(parallèle  à  l'axe  purement  imaginaire)  telle  que  la  série  (S) 

soit  toujours  divergente  pour  9{(xr)  <  a,  toujours  convergente 

pour  3î(£f)  >  a. 

La  série  (S)  représente***)  une  fonction  analytique  de  0, 

laquelle  est  holomorpbe  en  tout  point  intérieur  à  la  région 

^{0)  >  a. 

Pour 

^{0)  «  a 

la  convergence  de  la  série  (S)  reste  douteuse,  comme  il  arrive  pour 
la  série  de  Taylor  sur  la  circonférence  du  cercle  de  convergence. 
Mais,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  la  série  de  Taylor,  il  n'arrive 
nécessairement  ni  que  la  droite  de  convergence  contienne  un  point 
singulier  de  la  fonction  représentée  ni  même  que  de  tels  points^ 
comme  cela  pourrait  également  avoir  lieu  dans  certains  cas,  s'approchent 
indéfiniment  de  cette  droite  en  s'éloignant  indéfiniment  de  l'axe  réel**^. 
C£  n^»  19,  3«  et  4°.* 

189)  J.  L,  W.  V.  Jeneen,  Tidsskrifb  math.  Edbenhavn  (Gopenhagae),  (6)  S 
(1884),  p.  68/72. 

140)  E,  Cahen,  Thèse,  Parig  1894,  p.  20;  Ann.  Ec.  Norm.  (S)  11  (1894),  p.  76. 

141)  Les  concluBionB  du  texte  sont  même  exactes  do  moment  que  pour 
jBaa«o  la  somme  des  n  premiers  tennes  de  la  séné  reste  inférieme  en  valear 
absolue  à  nn  nombre  fixe  quel  que  soit  n  [of.  E.  Dedekind,  dans  G»  L^eune 
DirieMet,  Yorlesungen  ûber  Zafalentheorie,  (4*  éd.)  Brunswick  1894,  p.  S80 
(Suppl.  IX);  E,  Cahen,  Thèse  "<0,  p.  10]. 

142)  Par  ex.  les  séries  (2)  du  n""  29  ont  pour  droite  de  convergence  9l(ir)  »>  0 
et  sont  régulières,  non  seulement  sur  toute  cette  droite,  mais  dans  tout  le  plan. 
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^On  a  de  plus  la  proposition: 

A.  En  tont  point 

c  =  a  +  t/J 

de  la  droite  de  conyergence  où  la  série  converge^  sa  somme 
F{e)  est  continue  à  droite"'),  c'est-à-dire  qu'elle  tend 
Ters  F{c)  lorsque  e  tend  vers  c  par  valeurs  de  la  forme 

c  +  t, 

t  étant  réel  et  positif,  ou  mème^  par  valeurs  de  la  forme 

c  +  t+it^, 

i  étant  réel  positif,  \  réel  et  -  '-  fini 

Cette  proposition  est  la  généralisation  d'un  théorème  classique  de  N.  H. 
Abd  [I  %  2]  sur  les  séries  entières  ^^). 

Le  cas  particulier  de  A: 

Il\  Si  la  série  (S)  se  réduit  à  une  somme  d'un  nombre  fini 
de  termes,  elle  reste  finie  dans  toute  région  finie  du  plan, 
doit  être  mentionné  à  part,  malgré  son  évidence  immédiate,  car  il  a 
suffi  aux  recherches  de  O.  Lejeune  Diriéhlet  sur  la  progression  arith- 
métique [voir  n°  30].* 

^Lorsque  la  loi  des  coefficients  (^tf  o^t  --  -f  ^n9 ^^^  connue, 

on  détermine  la  droite  de  convergence  à  l'aide  de: 

B.  L'abscisse  de  la  droite  de  convergence,  lorsque  celle-ci  est 
à  droite  de  l'axe  imaginaire***),  a  la  valeur"^ 


a-lim  [f  logJai+a5  +  ...+  a^j]. 


Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  la  série  de  Taylor  la  conver- 
gence de  la  série  (S)  n'est  pas,  en  général^  absolue  dans  toute  la  région 
3l(j(r)  >  a.     Mais,  par  contre, 


148)  R,  Dedekmd,  dans  G.  Lfjeune  DiricMet,  YorL  ûber  Zahleniheoiie, 
Bmnswick  1863;  (4*  éd.)  Bronswick  1894,  p.  878/80  [Suppl.  IX]. 

144)  E,  Cohen,  Thèse  "«)i  P-  ^V^;  Ann.  Ec.  Nom.  (8)  11  (1894),  p.  86/7; 
W.  Sd^net,  Diss.  Berlin  1908,  p.  29. 

146)  O.  Ferron  [J.  reine  angew.  Math.  184  (1908),  p.  106/9]  montre  que  la 

série  est  uniformément  convergente,  non  seulement  pour  ^--~-  <<  i(f,  où  If  est  fixe, 

mais  pour  |  <i  |  <[  e^^  —  1  et  cela  jusqu'à  t  «»  +  oo. 

146)  Le  théorème  subsiste  moyennant  une  restriction  supplémentaire  pour 
tt  — 0.    Voir  E.  Landau,  Primzahlen  ^'')  2,  p.  788  en  note. 

147)  KCahên,  Thèse""),  p.  17.  Voir  E. Landau,  Primzahlen "•)  3,  p.  782. 
En  partie  déjà  dans  J.  L.  W.  F.  Jtffwen,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  106  (1888),  p.  888. 
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B'.  Si  le  rapport  -—-  reste  fini  de  sorte  que***) 

OÙ  r   est  un  nombre  fini  positif  ou  nul  (ce  dernier  cas 

étant  par  ex.  celui  des  séries  de  Taylor)  et  que  la  série  (S) 

ait  une  abscisse  de  conyergence  a,  cette  série  (S)  aura  aussi 

une  abscisse  de  conyergence  absolue:  elle  sera  absolument 

conyergente  pour 

9ÎW  >  «1, 
OÙ  €c^  yérifie  Tinégalité 

(1)  a,^a  +  r 

laquelle  s'écrit^  pour  les  séries  de  Lejeune  DiricULet  propre- 
ment dites  (séries  S'), 
(10  (h<cc  +  l. 

La  différence  a^—-  a  peut  d'ailleurs  prendre  soit  la  valeur  r  [comme 
dans  le  cas  de  la  série  (2)  du  n^  29  par  exemple],  soit  toute  autre 
yaleur  (non  négative)  inférieure  à  r,  y  compris  zéro  [comme  c'est  le 
cas  pour  la  série  i{g)  par  exemple]"*).* 

^On  trouvera  plus  loin  (n^  19,  3®)  des  conditions  moyennant  les- 
quelles on  a  certainement  «^  —  a  >  0. 

L'absence  de  point  singulier  sur  la  droite  de  convergence  ne  suffit 
pas  à  assurer  ^^)  cette  inégalité.* 

^La  formule  évidente 

r  dx       1 

donne  ensuite*^*): 

C.    Si  F(is)  est  la  fonction  de  0  représentée  par  la  somme  de 
la  série  convergente  (S),  en  sorte  que 


148)  E.  Càhmy  Thèse  "•),  p.  20. 

149)  A,  Pringsheim  [Math.  Ann.  87  (1890),  p.  88;  voir  aussi  id.  88  (1889), 
p.  119;  86  (1890),  p.  297]  indique  plnsienrs  formes  de  condition  de  convergence 
pour  les  séries  (S);  E.  Landau^  Primzahlen "*)  1,  p.  124/5;  2,  p.  728/81. 

160)  H,  Bohr,  Nachr.  6es.  Q5tt.  1909,  p.  18  en  note. 

161)  B.  Biemann,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1869,  p.  676;  Werke,  (2«  éd.)  pubL 
par  H.  Wéber,  Leipzig  1892,  p.  149;  trad.  L.  Laugèl,  Paris  1898,  p.  170;  pnblié 
anssi  sons  le  titre:  B.  Biemann^  Sur  le  nombres  des  nombres  premiers  inférieurs 
à  nne  grandeur  donnée,  trad.  par  L.  Lafigél,  Paris  (s.  d.)  [1896],  p.  12. 
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et  si  l'on  désigne  par  le  symbole 


la  somme  des  coefficients  a^,  a,^,  ,. .,  a^,  ...  de  la  série  (S) 
étendne  anx  indices  n  tels  que  A^^u,  on  a 


OÙ  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  est  6^*  ou  tout  autre 
nombre  positif  plus  petit  que  ^* 

«Les  séries  de  Lejeune  Dirichlet  satisfont  à  la  condition  envisagée 
au  n**  1,  savoir 

D^.  Lorsqu'on  connaît  la  fonction  F  {g),  supposée  développable 
en  série  de  la  forme  (S)^  les  quantités  X^  et  a,  qui  inter- 
viennent dans  ce  développement  ne  peuvent  être  choisies 
que  d'une  seule  manière. 
Ceci   se   reconnaît  intuitivement  en  remarquant  que  le  premier 
terme  de  la  série  en  constitue  la  partie  principale  pour  jp  =-  +  oo^**), 
mais  B.Riemann^^^  va  plus  loin  et  obtient  les  valeurs  mêmes  des 
c^  et  des  a^  par  la  proposition  suivante: 

D.   Pour  X  positif  et  distinct  des  coefficients  o^,  on  a 

em<x        i^<log4a;  a+i» 


(2)     2«.-2«.-J^./^ 


OÙ  Fintégrale  du  second  membre  est  prise  le  long  d'une  droite 
menée  parallèlement  à  l'axe  purement  imaginaire  par  un 
point  réel  fixe  a>  0^  cette  droite  étant  intérieure  à  la  région 
de  convergence  de  la  série  (S). 

Les  e^  sont  donc  les  valeurs  de  x  qui  rendent  l'intégrale 

en  question  discontinue  et  les  a„  sont  les  variations  brusques 

correspondantes. 

Cette    proposition    que  B.  Eiemann^^    tirait    du   théorème    de 

Fourier  (Il  28)   est  plus  commodément  démontrée  en  partant,  avec 


16f)  G,  L^eune  DirichU*,  Zahlenth.'^'),  pnbl.  par  JR.  Dedekind,  (4«  éd.) 
p.  988;  voir  aussi  P.  Badmawn,  Analyt.  Zahlenth.^*),  p.  61. 

16S)  B.  Biemann,  Werke»"),  (2«  éd.)  p.  676;  trad.  L.  Laugel,  p.  171. 
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L.  Kronecker^^),  de  l'égaUté 


a+^œ 


(V\  ^     r**^^      jOpoiira;<l 

dans  laquelle  a  est  un  nombre  positif. 

La  démonstration  présente  des  lacunes  chez  Z.  Kronecker  et  même 
encore  chez  E.  Cahm^%  Elle  a  été  rétablie  par  J.  Hadamard^^ 
moyennant  l'hypothèse  que  le  nombre  r  [cf.B']  existe  et  par  O.Perran^^'') 
sans  le  secours  de  cette  hypothèse  ^^®).* 

^e  premier  membre  de  (3)  garde  un  sens  même  pour  x^  1,  si 
l'on  particularise  la  loi  suirant  laquelle  les  limites  supérieure  et  in- 
férieure s'éloignent  indéfiniment^  en  convenant  de  le  considâ-er  comme 
égala 


^  lim  r^ 


a+ia 

de. 

a  —  ia 


Il  prend  dans  ces  conditions  pour  a;  =  1  la  valeur  ^.  Moyennant  cette 
convention  le  dernier  membre  de  (2)  garde  aussi  un  sens  pour  x^e^ 
et  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique  de  ses  valeurs  pour  x^c^  —  s 
et  a?  —  c^  +  €.* 

^A  la  proposition  D  il  est  souvent  commode  ^^)  de  substituer: 
D'.  Pour  X  positif  ainsi  que  a  et  ft  —  1,  on  a^*^) 

a  +  ioo  Cf^<* 


a  —  i» 


la  droite  ^(/s)^  a  étant  toujours  supposée  à  l'intérieur  de 
la  région  de  convergence  de  la  série  (S). 


164)  X.  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1878,  p.  68. 

166)  E.  Cahen,  Thèse  "•),  p.îl.  Voir  aussi  E.  Phragmén,  Ofrersigt  Veten- 
skaps  Akad.  fôrhandl.  (Stockholm)  48  (1891),  p.  721;  H,  von  Mangoldt,  Sitzgsb. 
Akad.  Berlin  1894,  p.  888  [trad.  Z.  Laugél,  Ann.  £o.  Norm.  (8)  13  (1896),  p.  68]; 
J.  reine  angew.  Math.  114  (1896),  p.  277. 

166)  J.  Hadamard,  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  26  (1908),  p.  826/^0,  896/6. 

167)  0.  Perron,  J.  reine  angew.  Math.  184  (1908),  p.  96/148. 

168)  Les  raisonnements  de  E.  Phnigmén^^^)  établissent  déjà  la  formule 
lorsque  la  droite  d*intégration  est  dans  le  domaine  d'absolue  convergence. 

169)  J.  Hadamard,  Bull.  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  119/220  en  partie, 
p.  211/8.    Voir  aussi  E,  Landau^  Math.  Ann.  66  (1908),  p.  667/9. 

160)  La  proposition  subsiste  peut-être  pour  0  <  f»  <  1 ,  mais  elle  n*a  pas 
été  démontrée  dans  ce  cas,  où  elle  est  d'aiUeurs,  au  moins  jusqu'ici,  sans 
utiUté. 
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Particnliërement,  pour  ft  »  2,  on  a 

a  —  iao 

L'ayautage  de  cette  intégrale  snr  la  précédente  est  qu'elle  est 
absolument  conrergente,  c'est-à-dire  qu'elle  garde  un  sens  lorsqu'on  y 
remplace  chaque  élément  par  sa  valeur  absolue  ^^^).* 

La  réciproque  de  la  proposition  D  n'est  pas  exacte  ^'').  La  pro- 
position D  elle-même  permet  néanmoins  d'arriver  à  des  conditions  de 
possibilité^^)  pour  le  développement  d'une  fonction  donnée  en  série 
de  la  forme  (S);  ces  conditions  se  réduisent  cependant  au  fond  à  des 
tautologies. 

^Le  cas  où  F(/)  présente  sur  sa  droite  de  convergence  un  pôle  est 
important  et  s'est  présenté  dès  les  recherches  de  G.  Lejeune  DiridUet^^) 
qm  a  démontré  et  employé  la  proposition^**): 
E.    Dans  la  série 

^  +  ^  +  •••  +  1  + ' 

soit  X  le  nombre  des  valeurs  de  n  pour  lesquelles  c.  est 
inférieur  à  un  nombre  donne  positif  quelconque  x.     Si  le 

X 
rapport  —  tend,  pour  a;  —  -|-  oo,  vers  une  limite  positive 

déterminée  œ,  le  produit 

s  +  oo 


(.-02è 


=  1 


tend  vers  cette  même  limite  œ  lorsque  a  tend  vers  1  par 
valeurs  supérieures  à  1.* 
Cette   proposition  a  été  étendue  de  plusieurs  manières  ^•*).    En 
particulier  on  a,  lorsqu'on  ne  suppose  pas  les  a^  égaux  à  1, 

161)  «Ce  fait^  évident  dans  la  région  de  convergence  absolae  de  la  série  (S), 
subsiste  dans  la  légion  de  convergence  relative,  comme  on  le  voit  aisément  à 
l'aide  du  n«»  19,  ^* 

162)  ^0.  Perron^^^i  E.  Landau,  Primzahlen"»)  2,  p.  883/7.* 

163)  J.  leine  angew.  Math.  19  (1839),  p.  824;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  411; 
J.  math,  ptues  appL  (2)  1  (1866),  p.  80/1;  J.  reine  angew.  Math.  68  (1867),  p.  130/2; 
Wei*ke  2,  Berlin  1897,  p.  197/200. 

164)  Dans  nn  mémoire  snr  des  fonctions  qu'il  nomme  fonctions  énumératriees, 
E.  Cesàro  [Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  14  (1886/7),  p.  141]  a  déduit  de  la  théorie 
des  valeurs  moyennes  un  cas  particulier  important  de  ce  théorème.  Voir  aussi 
plusieurs  applications  à  la  théorie  des  valeurs  moyennes  n"*  52  et  suiv. 

166)  B.  Dedékind,  dans  G.  Lejeune  DiriMet,  Zahlenth.*^^),  (4«  éd.)  p.  882; 
Enogrolop.  des  solsiio.  msthânui.    13.  17 
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E'.  Si  rtine  ou  l'autre  des  expreesions 

/4\  gi  +  g>  + hg« 

ou 

îôg^  U  "*"  ^  "^  '  "  "^  ^J 
tend  vers   une   limite   déterminée  co   lorsque  n  augmente 
indéfiniment;  le  produit 

(5)  ('-i)2'S 

tend  yers  cette  même  limite  ci  quand  e  tend  yers  1  par 
valeurs  supérieures  à  1. 

Mais  il  importe  de  remarquer^^)  que  les  réciproques 

de  ces  propositions  ne  sont  pas  exactes  [voir  n®  19,  4^]. 

^M.  Lerch^^'^,  E.  Phragmén^^)  et  E.  Landau^^^)  ont  énoncé  dans 

le  même  ordre  d'idées  des  conditions  suffisantes  pour  que  e^  1  soit 

un  pôle"^)  simple  de  la  fonction 

«=1 
ce  pôle  étant  le  seul  point  singulier  sur  la  droite  de  convergence.    Le 
nombre  o  calculé  par  Tun  ou  l'autre   des  moyens  qui  précèdent  est 
alors  évidemment  le  résidu.    On  obtient  même  ainsi  une  limite  inférieure 
du  rayon  de  convergence  de  la  série  qui  développe 

suivant  les  puissances  positives  croissantes  àe  g  —  1* 

A.  Pringsheim,  Math.  Ann.  87  (1890),  p.  88,  51/60;  E,  Landau,  J.  reine  angew. 
Math.  126  (1908),  p.  78/4;  voir  aussi  P.  BoOmann,  Analyt.  ZaMenth.*^)  2,  p.  62/7. 
Les  limites  supérieure  et  inférieure  dHndétermination  (H  1,  7)  de  (0  —  l)F{if) 
sont  comprises  entre 

T^    X       .        ,.       X 
lim  —    et      lim  — 1 

OÙ  Ton  a  écrit  ^  pour  ^a^  [cf.  E.  Landau,  Primzahlen  *")  1,  p.  116/8].   Yoir 

n  =  l 

aussi  E.  Landau,  J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  146. 

166)  G.  L^eune  DiriehUt,  ZaJilentheorie  ^"),  (4"  éd.)  p.  810  en  note. 

167)  «G.  B.  Acad.  se.  Paris  128  (1899),  p.  1810.* 

168)  «Ofrersigt  Vetensk.  Akad.  fSrhandl.  (Stockholm)  49  (1892),  p.  199.* 

169)  «Acta  math.  80  (1906),  p.  196;  J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  77; 
lettre  de  J.  Franeî  à  E.  Landau,  citée  par  E.  Landau,  Eend.  Cire,  mat  Paletmo 
24  (1907),  p.  184/6.* 
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«Plus  gânénJeineiit  W.  Schnee^""^)  démontre  la  proposition: 
X".  Si  Ton  a 

j;  étant  un  nombre  réel^^^)  au  moins  égal  à  —  1,  et  si 

reste  fini,  la  série  F(js)  (qui,  d'après  B,  a  pour  droite  de 
convergence  l'axe  imaginaire)  est  telle  que  le  produit 

pour  ifc>  —  1,  ou 

pour  i  «  —  1,  tend  vers  c  lorsque  g  tend  vers  zéro  par 
valeurs  réelles  et  positives  [ou  plus  généralement  par  valeurs 
de  la  forme  t  +  it^^j  où  ^  et  ^  sont  soumis  aux  mêmes 
restrictions  que  dans  A']. 
Cette  proposition  paraît  avoir  été  employée  par  O.  Lejeune 
DiriMet^''^  pour  le  cas  de  *  «  2.* 

^W.  Schnee^''^)  étend  de  même  aux  séries  de  Lejeune  DiricUet 
plusieurs  autres  propriétés  analogues  des  séries  entières.  M.  Biesjs^''^) 
généralise  dans  le  même  ordre  d'idées  la  propriété  d'après  laquelle 
une  série  entière  est  convergente  en  tout  point  régulier  de  son  cercle 
de  convergence  si  elle  est  d'ordre  [cf.  Il  8  et  II  9]  plus  petit  que  1. 
H  démontre"*)  que,  quand  la  condition 

«  =  +00  C^"^ 

est  remplie  pour  un  nombre  positif  c,  la  série  de  Lejeune  Diricblet 

a^er^»  +  a^e'^*  H h  a^e'^*  + 

est  convergente  en  tout  point  régulier  de  la  droite 

yt{z)  =  c. 
De  plus  la  convergence  est  uniforme  dans  tout  intervalle  de  régularité. 


170)  JHbb.  Betlin  1908,  p.  84.    W,  Schnee  considère  même  les  valeurs  ima- 
ginaixet  de  k  et  des  X^,* 

171)  ^Ge  cas  ne  se  présente  pas  nécessairement  dans  JH,  cai  (e  —  1)F(8) 
peut  avoir  nne  valeur  finie  pour  jer  »  1  -f-  0  sans  être  holomorphe  pour  g  »  1.* 

178)  Ber.  Akad.  Berlin  1888,  p.  13;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  863. 

173)  «Math.  Ann.  66  (1909),  p.  837/49.'^ 

174)  «C.  R.  Acad.  se.  Paris  149  (1909),  p.  909.   C'est  une  généralisation  d'un 
théorème  de  P.  Fatou,  id.  p.  909/10.'' 

17* 
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W.  Schnee^''^)  a  étudié  plus  tard^^**)  certains  cas  où  FQs)  a  sur 
la  droite  de  conrergence  un  point  singulier  logarithmique,  mais  où, 
sauf  en  ce  point  singulier,  F{z)  est  régulière  dans  un  demi-plan  dé- 
passant la  droite  de  conrergence.* 

^A  l'aide  d'intégrales  définies  on  peut  ramener  les  séries  de  la 
forme  (S')  [n°  17]  aux  séries  de  Maclaurin^^*)  et  inversement. 

E.  Cahen^'^'')  a  même  indiqué,  pour  les  séries  de  Lejeune  Dirichlet 
(S)  prises  au  sens  général,  la  propriété  d'où  découle  cette  relation,  savoir: 
F.    Si  Ton  a  comme  précédemment 

^i  =  ^S  Cj—c^,  ...,  c^=-e^, , 

la  fonction 

est  liée  à  la  fonction  analogue 

par  la  rdation 

0 

^On  obtient,  en  outre,  avec  B.  Btemoim"*),  le  prolongement  ana- 
lytique de  rintégrale  ainsi  formée  en  remarquant  que: 
F'.  La  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 


F(0)  -  ^  r(l  -  z)Jaf-^9{--  x)dx, 


le  contour  d'intégration  (c)  étant  formé  d'un  lacet  (Il  8) 

qui  part  de  a;  «»  —  oo  et  y  revient  après  avoir  tourné  autour 

de  l'origine  et  en  suivant  la  partie  négative  de  l'axe  réeL* 

^Inversement  on  peut   exprimer  0(0)  à  l'aide  de  F(js)  par  une 

intégrale  définie  comme  l'a  montré  E.  Cahen^''^).* 


176)  ^DisB.  BerUn  1908,  p.  67/9  ;  Eend.  Cire.  mat.  Paleimo  27  (1909),  p.  S7/11S.* 
176^)  ^Rend.  Ciic.  mat.  Paleimo  27  (1909),  p.  92.* 

176)  O.Sehlâmilch,  Z.  Math.  Phys.  8  (1868),  p.  248;  B.  Biemcmn,  Werke^^^), 
(2*  éd.)  p.  146;  trad.  L.  Laugèl,  p.  166. 

177)  Thèse  "•)!  P- «6- 

178)  Werke">),  (2«  éd.)  p.  146;  trad.  L.  Laugel,  p.  166. 

179)  ^ThèBe»*«),  p.  27.* 
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19*  Antres  propriétés  des  séries  de  Lejenne  Diriohlet.  ^es 
antenrs  des  recherches  récentes  sur  cette  théorie  ont  été  conduits  à 
compléter  en  plusieurs  points  les  théorèmes  précédents.* 

1®)  JS,  Bohr^^)  a,  du  moins  pour  les  séries  (S'),  complété  la 
proposition  A  en  montrant  que  cette  proposition  subsiste  dans  les 
méthodes  modernes  de  sommation  généralisée  dues  surtout  à  E.  CeBàro 
et  à  E.  Bord  (II  2)  et  que  celles-ci  permettent  d'étendre^  parfois  in> 
définimen^  le  domaine  d'existence  de  F{z). 

En  appelant  sommable  d'ardre  r  une  série  telle  qu'on  arrive  à 
nn  résultat  en  lui  appliquant  r  fois  l'opération  de  E.  CesàrOy  une 
série  (S')  a^  pour  chaque  yaleur  du  nombre  naturel  r,  une  abscisse  a^  de 
sammabUiié  Sordre  r,  telle  que  la  série  soit  sonmiable  d'ordre  r  pour 

et  non  pour 

abscisse  qui  peut,  conmie  a,  être  égale  à+ooouà— oo.     Ona 
naturellement 

Mais  les  différences 

«r  -  «r+l 

sont  toutes  inférieures  à  1  et  yont  en  décroissant  constamment  ^^^).* 
2*)  ^D'autre  part,  conmie  l'a  montré  E,LomdjOM}^\  on  peut  limiter 
la  croissance  de  F{z)  sur  toute  droite 

intérieure   à  la  région  de   conyergence  non   absolue  ^^,    c'est-à-dire 
telle  que 

a  et  Oj  ayant  les  mêmes  significations  que  dans  B',     On  a 

où  £  et  7^  sont  deux  constantes  positives,  la  seconde  pouTant  recevoir 
toute  valeur  supérieure  à 

«1  — P. 
«1  —  u 


180)  «G.  R.  Acad.  se.  Paris  148  (1909),  p.  76.* 

181)  ^K.  BohTy  Nachr.  Ges.  GOtt.  1909,  p.  847/62;  9t{g)  désigne  comme  tou- 
jouxB  la  partie  réelle  de  e,* 

188)  Rend.  Ciro.  mai.  Palemo  24  (1907),  p.  123;  J.  Hadamard,  id.  26  (1908), 
p.  826/M).    Cf.  E.  Landau^  Primzahlen  "*)  2,  p.  784. 

188)  Sur  une  parallèle  à  Taxe  purement  imaginaire,  intériaore  à  la  région 
de  convergence  absolue,  F{$)  reste  évidemment  finie. 
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Lors  même  qu'il 
affirmer^**)  que 


Lors  même  qu'il  n'y  a  pas  de  région  de  conrergence  absolue  on  peut 
^    — '\  tend  vers  zéro. 

8^)  4.Mais,  de  plus,  une  proposition  qui,  dans  une  certaine  mesure 
peut  être  regardée  comme  la  réciproque  de  la  précédente,  a  été  démon- 
trée par  E.  Landau^^)f  puis  précisée  par  W.  Sch9^ee^^  pour  les  séries 
de  la  forme  (S');  elle  s'étendrait  d'ailleurs  aisément  à  des  séries  plus 
générales  de  la  forme  (S).    Voici  cette  proposition: 

Si  la  série 
(80  ^  +  ^,  +  ...  +  ?5  + 

est  absolument  conyergente  pour  91(0)  >  1  et  si  la  fonction 

est  régulière  pour 

«(0)^17,       où    0<i?<l, 

et  Térifie,  sous  la  même  condition,  l'inégalité 

(1)  \F(,)\<B\,\r, 

B  et  y  étant  deux  constantes  positives,  la  série  correspondante  (S^ 

est  convergente  au  moins  pour 


»(0)^1- 


i-n 


r 
y    étant  une  nouvelle  constante  pour  laquelle  E.  Landau  donne  la 

valeur 

2M+1. 

On  peut  d'ailleurs  prendre  pour  y  la  valeur  plus  petite  donc  plus 
avantaireuse 

i  +  y; 

c'est  ce  qu'a  montré  TT.iScfcnee***)  dans  le  cas  où  y  =«1,  puis  E.loMâmk^ 
dans  le  cas  général 

Les  deux  propositions  2^)  et  3^)  ont  été  généralisées  par  Jf.  JSiesir^^) 
et  jET.  Bohr^^^^  lui-même  au  cas  où  l'on  considère,  au  lieu  de  la  'con- 
vergence ordinaire,  la  sommation  généralisée  dont  il  a  été  parlé  en  1^).* 

4°)  ^Dans  le  même  ordre  d'idées,  E,  Landau^^)  complète  d'une 
manière  importante  la  proposition  E^ 

184)  E.  Landau,  Primzahlen  "»)  2,  p.  821. 

186)  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  26  (1908),  p.  262/5.  Cf.  E.  Jxmdau,  Prim- 
zalilen"")2,  p.  844/61. 

186)  Math.  Ann.  66  (1909),  p.  887;  E,  Landau  [Rend.  CSirc  mat  Palermo  28 
(1909),  p.  118]  simplifie  la  démonstration  de  W,  Sehnee, 

187)  Rend.  C&rc.  mat.  Palermo  28  (1909),  p.  118. 

188)  «G.  B.  Acad.  se.  Paris  148  (1909),  p.  1668.* 
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On  a  dit  plus  hant  que  les  réciproques  de  E,  B';  B''  ne  sont  pas 
exactes.  Les  propositions  B,  B',  B"  s'appliquent  en  supposant  démontrée 
l'existence  d'une  limite  pour  la  quantité  (4)  du  numéro  précédent  ou 
pour  l'une  des  quantités  analogues  considérées  en  cet  endroit:  elles 
ne  peuvent  servir  à  établir  cette  existence  même  lorsqu'on  en  est 
assuré  en  ce  qui  regarde  la  quantité  (5)  du  n^  18. 

Au  contraire  le  résultat  que  E.  Landau  obtient  pour  les  séries  (S') 

permet  de  prouver  l'existence  d'une  limite  pour  la  quantité  (4)  du 

n^  18  correspondante,  soit 

gi  +  ^iH ha«.^ 

«I 

Cette  quantité  tend,  en  efiPet,  vers  zéro  si  l'on  sait: 

1°)  que  la  série  est  à  coefficients  réels  et  non  toujours  divergente; 

2^)  que  a,  a  une  limite  inférieure  finie; 

3®)  que  FÇe)  est  régulière  pour  91  (if)  ^  1  et  vérifie,  dans  les  mêmes 
conditions,  l'in^alité  (1),  J?  et  y  étant  deux  constantes"*). 

K  Landau^^  va  plus  loin  encore  et  parvient  à  prouver  l'existence 
de  la  limite  en  question,  autrement  dit  à  donner  une  réciproque  à  E', 
dans  des  cas  assez  étendus  où  F(0)  a  un  pôle,  les  a^  étant  positifs* 

^En  supposant  connue  la  région  de  régularité  de  F(jg)  et  sa 
croissance  pour  les  valeurs  imaginaires  de  ^r,  on  obtient  ainsi,  pour 
chaque  valeur  de  r,  une  limite  inférieure  de  a^  et,  comme  l'établit 
S.  Bokr^^),  une  valeur  précise  de  la  limite  vers  laquelle  tendent  les 
«^  pour  r  —  +  cx).* 

5®)  ^es  séries  de  Lejeune  Dirichlet  à  coefficients  a^  positifs  four- 
nissent paiement  à  E.  LandoM^^^)  cette  conclusion,  analogue  à  celle  ob> 
tenue  dans  le  cas  plus  simple  des  séries  de  Maclaurin,  que  le  point  où  la 
droite  de  convergence  coupe  l'axe  réel  est  im  point  singulier.  Dans  le  cas 
des  coefficients  positifs  a^,  par  conséquent,  le  fait  que  la  fonction  F{e) 
est  régulière  pour  toutes  les  valeurs  de  z  telles  que  8i(if)  >  a,  en- 
traîne, comme  pour  les  séries  de  Maclaurin,  la  convergence  pour 
ces  mêmes  valeurs  de  b  de  la  série  (S),  une  fois  reconnu,  bien  en- 
tendu, que  cette  série  n'est  pas  partout  divergente  et  que  sa  somme 
représente  F{b)* 

&)  ^Ces  mêmes  séries  à  coefficients  positifs  a^  vérifient,  d'après 
J.  Hadamard^^^)  et  E.  Landau^^^),  des  inégalités  permettant  de  limiter 


1S9)  «Rend  Cire,  mat  Palermo  26  (1908),  p.  228;  Primsahlen  ^>')  1,  p.  259.* 

190)  ^Primzahlen"»)  2,  p.  S74/9.* 

191)  «Math.  Ann.  61  (1905),  p.  586.'^ 

192)  «Nouv.  Ann.  math.  (4)  4  (1904),  p.  529.* 
198)  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  26  (1908),  p.  185. 


Digitized  by  VjOOQIC 


264      P'  Bachmann,    1 17.   Séries  de  L^eune  Diricfalet.    /.  Hadamard, 

la  partie  réelle  et  la  valeur  absolue  de 

F{js  +  2it), 
(où  0  et  t  sont  réels)  en  fonction  de  F{z)  et  de  F{e  +  H).* 

7**)  ^a  proposition  (2**)  a  permis  à  E.Landau^^)  de  montrer  par 
un  exemple^  contrairement  à  E,  Cohen,  que  le  produit  de  deux  séries 
de  Lejeune  Dirichlet  (non  absolument  convergentes)  peut  être  une 
série  de  Lejeune  Dirichlet  divergente,  même  en  des  points  intérieurs 
au  domaine  de  convergence  simple  commun  (et  non  situés  sur  la 
frontière  de  ce  domaine). 

Par  contre  un  théorème  de  T.  J.  Stid^es^^^)  prouve  que  la  série- 
produit  convei^e  (comme  dans  le  cas  de  la  r^le  classique  de  multi- 
plication pour  les  séries  de  Madaurin)  si  Tune  au  moins  des  séries- 
facteurs  est  absolument  convergente.  Mais,  en  outre,  comme  Ta  montré 
E.  Landau^^),  la  limite  de  convergence^*')  de  la  série -produit  peut, 
en  général,  être  reculée  au  delà  des  régions  de  convergence  absolue 
des  séries-facteurs,  soit  jusqu'à 

194)  «Rend.  Cire.  mat.  Palermo  86  (1908),  p.  264.  Le  produit  des  deux  séries 
de  Lejeune  Dirichlet 

Al)e"^*'  +  A2)e-^'-|-...  +  r(n)e-^«'  + 

g{l)e-^'  +  g{2)e'^*+^- -  +  0(71)6-^'+ 

est,  pur  définition,  la  série 

^(^e-^i*  +  ^(2)(5-''«*H ^h{n)e"''»'  + i 

où  v^,  9,,  . . .,  f„, sont  toutes  les  sommes  diflFérentes 

h  +  ^m       \m  =  l,  2, / 

langées  par  ordre  de  grandeur  croissante  et  où,  pour  chaque  indice  n 

Pour  les  séries  (S'),  la  série  ainsi  obtenue  est  celle  qui  est  définie  par  les  formules 
(1)  et  (Ibis)  du  n»  21.    Of.  E.  Landau,  Primzahlen ">)  2,  p.  760/76.* 

196)  ^NouY.  Ann.  math.  (8)  6  (1887),  p.  210.  Voir  E.  Landau,  Rendic  Cizc. 
mat.  Palermo  24  (1907),  p.  86.* 

196)  ^Rend.  CJirc.  mat.  Palermo  24  (1907),  p.  111/7;  Primzahlen  "»)  2,  p.  768/62. 
Énoncé  en  partie,  sans  démonstration  par  T.  J.  StiéUjes^  C.  R.  Acad.  se.  Paris  101 
(1886),  p.  869;  Nouv.  Ann.  math.  (8)  6  (1887),  p.  216.* 

197^  ^E,  Landau  [Primzahlen  ^'^  2,  p.  766]  donne  aussi  un  énoncé  relatif  au 
cas  où  Ton  connaît  pour  les  séries-facteurs  deux  limites  de  convergence  différentes. 
Voir  [Primzahlen*")  2,  p.  760]  une  amélioration  du  résultat  pour  certains  tyx>es 
de  séries  (S)  auxquels  appartiennent  les  séries  (S").  Voir  aussi  [Primzahlen  *")  2, 
p.  766]  une  autre  méthode  permettant  de  constater  la  convergence  de  la  série- 
produit.* 


Digitized  by  VjOOQIC 


19.  AuireB  propriëtée  des  Bérias  de  Lejeune  Dizichlat.  265 

Boity  lorsque  x  »  r,  jusqu'à 

en  désignant  par 

a^     et    o^ 

les  deux  limites  de  conyergence  absolue^  par  a  une  limite  de  con- 
Tergence  simple  commune  et  en  posant 

D'autre  part,  d'après  S.  Bo}vr^^^)  et  Jf.  JSie»0"*),  le  produit 
de  deux  séries  (S')  convergentes  est  toujours  sommable  du  premier 
ordre,  sauf  peut-être  sur  la  droite  limite:  cette  dernière  restriction 
est  indispensable ^'*).  Elle  disparaît,  au  contraire^,  si  Ton  utilise 
on  autre  mode  de  sommation  généralisée  employé  occasionnellement 
par  jHI  Bohr^  et  systématiquement  par  Jf.  Riesz^^)* 

Jja  multiplication  terme  à  terme,  en  la  supposant  légitime,  des 
deux  séries 


I+I+- 

•+Ï+ 

I+I+- 

■+I+ 

donne,  en  désignant  par  F(js)  et  0{z)  les  sommes  de  ces  deux  séries, 
(2)  lim  ^  ÇF{z,  +  it)G{z,-it)dtS^^X- 

Cette  égalité,  établie  par  J,  Hadama/rd^^)  pour  le  seul  cas  où  les  deux 
séries  sont  absolument  oonyergentes,  a  été  étendue*^')  par  E.  Landcm*^*) 


198)  ^Nachr.  Ges.  GOtt.  1909,  p.  266  (piop.  XIV).* 

199)  «G.  R.  Acad.  bc.  Paris  149  (1909),  p.  20.* 

200)  «If.  BiesMy  G.  B.  Aoad.  so.  Paris  148  (1909),  p.  1668/60;  JET.  Bohr,  Nachr. 
Ges.  GH^tt.  1909,  p.  268;  Diss.  Ck)penhagae  1908.* 

201)  Acta  math.  22  (1898/9),  p.  60/8. 

202)  B.  Landau^  Rend.  Girc.  mat.  Palermo  26  (1908),  p.  269. 

203)  «L*égalité  du  texte  est  liée,  comme  le  remarque  £J,  Landau  [Rend.  Girc. 
mat.  Palermo  26  (1908),  p.  264],  à  une  expression  da  coefficient  o^  relative  à  la 
série  (S')  et  di£Férente  de  D  savoir 


laquelle  a  été  étendue  par  H,  Bdhr  [Nachr.  Ges.  GOtt.  1909,  p.  264]  aux  cas  où 
rabfldise  a  n^appartiant  pas  à  la  région  de  convergence  mais  à  celle  de  somma- 
bîHté  d'ordre  r.* 
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et  par  TT.  Schnee^  à  certains  cas  de  conyergpnce  simple,  à  savoir 

ceux  où 

^1  >  «,    h>  «l'i 
ceux  où 

et  même  ceux  où 

JBiifin  les  propriétés  de  l'intégrale  considérée  d'autre  part  par 
8.  Pincherle^)  et  M.  Lerch^ 

*(aî)    xr'-^dXj 

Xmx^ 

propriétés  établies  par  E.  Phragmén^'')  et  par  E,  Landau^  pour  la 
démonstration  d'un  théorème  de  P.  L.  Ôebysëv,  et  auxquelles  d'autres  ont 
été  récemment  ajoutées  par  W,  Schnee^)  et  par  H.  Bohr^^^),  doiVent 
être  mentionnées  à  côté  des  précédentes,  étant  données  les  relations 
étroites  qui  existent  entre  Tintégrale  en  question  et  les  séries  de 
Lejeune  Dirickle^  en  yertu  de  O  et  de  V.* 

^On  peut  aussi  conclure  des  propriétés  des  séries  de  Lejeune 
Dirichlet  à  celles  des  séries  de  &ctorielles  (cf.  n^  1).  On  constate, 
en  efiPet'^^)  que  la  série 

«1  1  ^^  «t  .  .  ^^<^n  


/ 


a  [les  râleurs  jer  —  0,  —  1,  —  2,  . . .,  —  n  mises  à  part]  même  abscisse 


204)  «La  formule  de  la  note  808  rentre  comme  cas  partioalier  dans  une 
formule  générale  que  TT.  Schnee  [voir  E,  Landau,  Primzahlen  ^'')  2,  p.  788]  envi- 
sage pour  chacun  des  a^.  Cesi  une  expression  du  coefficient  a^  relative  à  la 
série  (^)  et  différente  de  D,  à  savoir 


(B  +  U 


"^  "„îï.  [L/'^''^^" + •'^'**] 


expression  qui  subsiste  uniformément  pour  tous  les  nombres  naturels  m  pourvu 
que  a  soit  situé  à  l'intérieur  de  la  bande  de  convergence.* 
206)  «Ann.  Ec.  Norm.  (3)  22  (1906),  p.  20/1.* 

206)  «Acta  math.  27  (1908),  p.  346.* 

207)  «G.  B.  Acad.  se.  Paris  114  (1892),   p.  387;   Ofversigt  Yetensk.  AkadI 
ftJrhandl.  (Stockholm)  68  (1901),  p.  189.* 

208)  «MatL  Ann.  61  (1906),  p.  627/60;  Bendic.  Girc.  mat.  Palermo  24  (1907), 
p.  187.* 

209)  «Rend.  Giro.  mat.  Palermo  27  (1909),  p.  87/116  (|  4).* 

210)  ^Overs.  Selsk.  Forhandl.  (Bull.  Acad.  Gopenbague)  1908,  p.  S13/B2.* 

211)  ^E,  Landau,  Sitzgsb.  Akad.  Mûnchen  36  (1906),  p.  167,  194.* 
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de  conyergence  et  aussi  ^^)  même  abscisse  de  sommabilité  d'ordre  r 
que  la  série 

^  +  |f+-.-+^+ , 

tandis  que  la  série 

^      1!      ^"^  21  ^  ^^n  ni  T 


a  [les  yalenrs  0  »  1,  2,  . . .,  n  mises  à  part]  même  abscisse  de  con- 
yergence et  aussi  de  sommabilité  d'ordre  r  que  la  série 


20.  La  fonetion  t(s)  de  Biemann.  La  plus  simple  des  séries 
de  Lejeune  Diricblet  est  la  fonction  S(^)  qui  représente  la  yaleur 
commune  des  deux  membres  de  l'identité  (4)  du  n^  17.  Ayec  G.  I/^eune 
DiridUei  on  enyisage^  dans  cette  identité 

P' 

S  comme  une  yariable.    Cette  quantité  jouera,  dans  ce  qui  ya  suiyre, 
le  rôle  de  la  yariable  0  introduite  dans  les  calculs  précédents. 

Chacun  des  deux  membres  de  l'égalité  de  L.  Evier  représente 
alors  une  fonction  de  s  ayant  une  yaleur  finie  et  déterminée  pour 
chaque  yaleur  complexe  (réelle  ou  imaginaire)  de  8  dont  la  partie 
réelle  est  plus  grande  qi^e  1;  pour  chacune  de  ces  yaleurs  de  s 
l'égalité  de  L.  Etder  subsiste,  en  sorte  que  l'on  a^  en  désignant  par 
i{8)  la  fonction  que  l'on  enyisage^ 

On  a  pris  l'habitude  de  désigner  cette  fonction  g  (5)  sous  le  nom 
de  fonction  de  Rienumn*^^  parce  que  B.  Biemann  l'a  étudiée  de  très 
près  ainsi  que  nous  allons  le  yoir  aux  n^  22  et  suiyants. 

21.  Lien  des  fonotions  arithmétiques  usuelles  avec  la  fonetion 
de  Biemann.     Plusieurs  fonctions  arithmétiques  (n^  9  et  10)  sont 


1 


212)  Les  Taleiirs  de  ^(s)  pour  s  »  2,  3^  .  .  .,  35  ont  été  données  par  A.  M, 
Legendre  [Tzaité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales  enlériennes  2,  Paiis 
1SS6,  p.  432].  Ces  yalenrs  ont  été  reyisées  et  calculées  jusqu'à  «  »  70  par  T.  J. 
atiétije»,  Acta  math.  10  (1887),  p.  299.    Voir  aussi  E.  Cahen,  Thèse  ^^^,  p.  39. 
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liées  intiinement'^  ayec  la  fonction  t(s)  de  B.  Biematm^^^),  Soient 
f(n),  g(n)  denx  fonctions  arithmétiques  quelconques  de  n  et  h(n)  la 
fonction  définie  au  moyen  de  ces  deux  fonctions  par  la  relation 

(1)  Kn)'^mg(^) 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n;  sous  des  con- 
ditions de  conTorgence  à  déterminer  [voir  n^  19,  7®)]  on  démontre 
que  l'on  a,  pour  tout  nombre  naturel  s, 

«as-l-OD  nss  +  OO  «b4-od 

(11.»)  2'-^-2f2fi 

et  de  cette  relation  on  conclut;  en  particularisant  convenablement  les 
deux  fonctions  f(n)  et  g(n\  que  Ton  a 


«bI 


(4)  m-'^'n, 


^1  « 


+• 


(5)  Ç(«)Ç(s-l)-2'-v 


si 

s  +  OD 


91 


Il  faut  encore  ajouter  l'égalité 

(7)  (l-2'-')t(«)-2'(-l)-^^.- 

souvent  avantageuse  en  ce  que  le  second  membre  converge  pour  9fl(s)>0 
et  non  plus  seulement  pour  91(5)  >  1. 

218)  Voix  B.  LipsehiU,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  89  (1879),  p.  986;  G,  CoiOor, 
Math.  Ann.  16  (1880),  p.  688;  E.  Cesàro,  Mém.  Soo.  se.  Liège  (S)  10  (1888),  mém. 
n«  6,  note  7,  p.  62;  E,  Cahen^*%  Thèse,  p.  81/4. 

214)  N,  W.  Bervi  [Math.  Sboinik  (recueil  Soc.  math.  Moscou)  18  (1896^ 
p.  619/86  [1894]]  a  précisé  les  questions  générales  dont  on  peut  aborder  Fétade 
au  moyen  des  fonctions  de  la  théorie  des  nombres. 

Voir  aussi  N.  F.  Bugc^ev,  Bull.  se.  math.  (1)  10  (1876),  p.  18;  Math.  Sboniik 
[recueil  Soc.  math.  Moscou]  18  (1886/â),  p.  767/77  [1887];  G.  B.  Acad.  se.  Paris  120 
(1896),  p.  48^4.  Une  liste  des  travaux  de  N,  V,  Bugajtv  se  trouve  dans  E,  Lamàcm^ 
Primzahlen  "»)  2,  p.  912. 
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Pour  établir  raTant-demière  formule  on  fait  usage  de  la  relation 

(«0 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diyiseurs  d  de  n  [cf.  n^  11]. 

L'égalité  particulièrement  importante  (2)  se  généralise  arec  L.  Kro- 
necker*^)  à  toute  fonction  f  satisfaisant  à  la  condition  (2)  du  n®  17. 
En  posant 

«si 

on  By  moyennant  cette  condition^ 

«si 

22.  FropTiétës  de  ^{s)  démontrées  par  Biemaim.  Extension  de 
■a  définition  à  tout  le  plan.  B.  Riemann^^^  fait  reposer  toute  la 
théorie  des  nombres  premiers  sur  l'étude  de  la  fonction  ^(s)  ainsi 
introduite. 

Cette  fonction  est,  en  efiPet;  en  relation  avec  les  nombres  premiers 
par  l'intermédiaire  de  O  et  de  D. 

Comme  on  a,  p  désignant  toujours  les  nombres  premiers  successifs^ 

CD        l«8.«.)-^i  +  i^,4  +  f^;J=  + , 

on  Toit  que  la  proposition  O  donne  la  formule 
la  proposition  D  fait  connaître  la  quantité 

(2)  fix)-n(x)  +  ^n(x^)  + 


par  la  formule 


M^a+im 


«-)-iî4î/r.{^)''". 


OÙ  l'on  peut  prendre  pour  a  un  nombre  réel  quelconque  supérieur  à  1, 
X  étant  supposé  distinct  des  nombres  premiers  et  de  leurs  puissances. 

216)  Zahlenth.*»)  1,  p.  264  (22«*«»  leçon). 

216)  Werke"»),  (2«  éd.)  p.  146/66;  trad.  L,  Laugel,  p.  166/76. 
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Cette  dernière  restricidon  disparaît  d'ailleurs  si  Ton  adopte  la  con- 

Tention  faite  au  n®  18  sur  Téquation  (2)  de  ce  numéro;  il  feiut  alors 

remplacer  n(x)  par  une  fonction  F{x)  égale  à  n(x)  pour  x  non  égal 

à  xin  nombre  premier  et  à  II(x)  —  ^,  c'est-à-dire  à 

JI(a;  +  0)  +  ir(a;--0) 
2  ' 

pour  0?  égal  à  un  nombre  premier,  par  conséquent  écrire 

(2')  /•(*)-2'i^(*^)- 

Pour  entreprendre  cette  étude,  B.  Rienumn  commence  par  trans- 
former la  série  qui  définit  ^(s)  en  une  intégrale  définie  par  la  formule  F 
(n®  18).   La  fonction  0(x)  correspondante  étant  alors  égale  à  ^_   >  on  a 

4-00 


^(')"rfe/?=î'^*- 


Cette  définition  de  t{8)  n'a,  comme  la  première,  de  sens  que  pour 
9t(5)  >  1.  Mais  en  employant  non  plus  F  mais  F',  B.  Biema/nn  con- 
state que: 

a,    La  fonction  i{8)  existe  dans  tout  le  plan  et  est  une  fonction 
méromorphe. 

/3.    Elle  a  un  seul  pôle  simple  s^^l  avec  un  résidu  égal  à 
l'unité. 

Plus  précisément  on  a,  aux  enyirons  de  $—1, 

(1)    f(s)-ï^  +  C  +  Ci(«-l)  +  <i(«-l)'+--  +  c»(»-l)-+--, 
où  C  n'est  autre  chose  que  la  constante  d'Euler'^^ 

C-^t4:ï-i)d*-^UmJl  +  i-  +  l  +  ...  +  l-log.«), 

dont  la  râleur  approchée  est 

0  =  0,5772166649. 
Différents  procédés'^®)  ont  été  indiqués  depuis '^^)  pour  parrenir  au 

217)  Au  sujet  de  cette  constante  voir  Tarticle  II  5. 

218)  Voir  surtout  Ch.J.dela  VàUée  Poussin^  Mém.  couronnés  et  autres  mém. 
Acad.  Bruxelles  in  8^  58  (1895/6),  mém.  n^"  6,  p.  21/9,  Consulter  aussi  Interméd. 
math. i  (1894),  p.  188;  2  (1895),  p.  158,  846  [Question  246];  8  (1901),  p.  192 
[Question  2156];  11  (1904),  p.  5/6,  108  [Questions  2712,  2718]. 

219)  A.  POtM,  Diss.  léna  1884. 
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même  résultat^  c'est-à-dire  ponr  prolonger  analytiquement  ^(s).  Celui 
de  J.  L.  W.  V.  Jensen^^)  consiBte  dans  l'usage  d'une  relation  fonction- 
nelle entre  les  termes  de  la  suite  infinie 

f(s),  f(s+l),  ...,  %{s  +  n\ ; 

le  principe  ainsi  appliqué  est  au  fond  celui  de  A.  Piltg^^). 

J.  Sadamard^^^)  indique  d'autres  relations  fonctionnelles  ana- 
logues à  celle  de  J.  L.  W.  V.  Jensen,  mais  présentant  cette  particu- 
larité de  pouvoir  servir  à  elles  seules  à  la  définition  de  la  fonction 
en  question. 

23.  PropTiétës  de  ^{s)  démontrées  par  Biemann  (suite).  La 
définition  de  %{s)  étant  ainsi  généralisée^  on  peut  démontrer  la  pro- 
position que  Toici: 

y.    En  désignant  par  %  la  fonction  de  Biemann  et  par  F  l'intégrale 
eulérienne  de  seconde  espèce,  on  a  la  relation 

qui  a  lieu  pour  toute  valeur  complexe  de  8, 

Cette  relation  revient  à  dire  que  l'expression 


mr{\)n^' 


ne  change  pas  quand  on  y  remplace  s  par  1  —  8. 
Ce  fait  a  été  signalé  par  J?.  Biemann^^^.    ^a  même  relation  se 
trouve   cependant   déjà   dans  Z.  Euler^^   qui   opère   sur  la  fonction 
(no  21,  7) 

(l-2^-')Ê(5r 

JD'autres  formules  dues  à  L.  Euîer^),  K  Kinkélin^^),  C.  J,  Malm8ten^^ 
et  0.  Schlomilch^''y  et  des  formules  analogues  données  plus  tard  par 


nO)  C.  E.  Acad.  ec.  Paris  104  (1887),  p.  1166. 

S21)  «Bull.  Soc.  math.  France  37  (1909),  p.  69.* 

222)  Werke"»),  (2»  éd.)  p.  147;  trad.  X.  Laugeî,  p.  167;  B.  JBtefiumn  "»), 
Su  le  nombre  de  nombres  premiers,  p.  9. 

228)  «HiBt.  Acad.  Berlin  17  (1761),  éd.  ]768  [1749],  p.  88/106;  Nori  Comm. 
Acad.  Petrop.  17  (1772),  éd.  1778,  p.  178/204  [1772].  Cf.  E.  Landau,  Bibl.  math. 
(3)  7  (1906/7),  p.  69/79.* 

224)  «Hist  Acad.  Berlin  17  (1761),  éd.  1768,  p.  88/106.* 

226)  Progr.  B&le  1862. 

226)  ^Theoremata  qnaedam  nova  de  integralibas  definitis,  Upsal  1842, 
p.  28;  J.  reine  angew.  Math.  88  (1849),  p.  17.* 

227)  ^ohiv  Math.  Phys.  (1)  12  (1849),  p.  415;  Z.  Math.  Phjs.  8  (1868),  p.  180 
(Texte  et  notes  228,  224,  226,  227  de  G,  EnesPrômy 
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0.  ScklSinUch^  pour  d'autres  fonctions;  sont;  comme  la  précédente, 
contenues  (n^'  28,  31)  dans  une  formule  générale  de  transformation '^) 
que  nous  rencontrerons  plus  loin  (n°  28).  ^E,  Landau*^)  a  groupé 
et  classé  les  divers  résultats  obtenus  dans  cette  voie.* 

^L'identité  (4)  du  n**  17,  permet  de  démontrer  la  proposition: 
cf.    La  fonction  ^(s)  ne  peut  s'annuler  pour  9fi(s)  >  1  ou,  par 
conséquent,  en  vertu  de  y,  pour  SR(s)  <  0.* 

24,  Propriétés  non  démontrées  par  Biemann.     L'expression 

ls(s-i)g(s)r  (!)«-*• 

est  une  fonction  transcendante  entière  de  s  qui  ne  change  pas  quand 
on  y  remplace  s  par  1  —  s.     Quand  on  y  remplace  s  par 

elle  se  transforme  en  une  fonction  paire  de  t  que  l'on  désigne  géné- 
ralement*^*) par 

m- 

Au  sujet  de  cette  fonction,  B.Biemann  a  énoncé*'^),  mais  sans  démons* 
tration   suffisante,   trois  propositions  dont  voici  les  deux  premières: 
€.     Quel  que  soit  le  nombre  positif  "S  que  l'on  envisage,  il  y  a 
approximativement  le  nombre 

de  racines  de  l'équation 

dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  0  et  t». 

0.    Si  l'on  désigne  par  a^,  cc^,  . . . ^  a^, celles  des  racines 

en  nombre  infini  de  l'équation 

m-0 


228)  Ber.  Ges.  Lpz.  29  (1877),  math.  p.  106;  Z.  Math.  Phys.  28  (1878),  p.  186. 

229)  B,Lip8ehaz,'J.  reine   angew.  Math.  64  (1867),   p.  818;    106  (1889), 
p.  127. 

280)  Bibl.  math.  (S)  7  (1906/7),  p.  69;  J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  64. 
280*)  E.  Landau  [Primzahlen  ^'')  1,  p.  287/8]  désigne  toutefoifl  cette  fonction 

par  !ai{t)  et  réserve  le  symbole  £  à  la  fonction  de  s 

S(s)-i«(8-l)t(ir)r(«^-*ir, 
de  sorte  qne  dans  la  notation  de  E,  Landau  on  a 

^(0-«(i  +  *0. 

281)  Werke*"),  (2«  éd.),  p.  148;  trad.  L.  Laugd,  p.  168. 
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dont  la  partie  réelle  est  positiye,  on  a 


m-mn(^-B- 


26.  Intervention  de  la  théorie  des  fonctions  entiôree.  On  est 
arriTé  à  démontrer  ces  deux  propositions  en  employant  les  principes 
de  la  théorie  des  fonctions  transcendantes  entières,  telle  qu'elle  a  été 
fondée  par  les  travaux  de  H.  Paincaré,  puis  par  ceux  de  J.  Hadamard, 
de  E.  Bord  et  de  leurs  successeurs. 

Cette  théorie  sera  exposée  dans  un  article  spécial  [cf.  Il  9].  Nous 
nous  contenterons,  pour  l'intelligence  du  sujet,  de  donner  un  aperçu  de 
celles  des  définitions  et  propositions  sur  lesquelles  on  s'appuie  ici. 

Rappelons  tout  d'abord  que  si 

^i;  H>  •  •  •;  ^v} 

sont  les  zéros,  en  nombre  infini,  d'une  fonction  transcendante  entière 
f(e),  rangés  par  ordre  de  valeurs  absolues  croissantes,  en  sorte  que, 
en  posant  pour  chaque  indice  v 

on  ai^  pour  chaque  indice  v, 

on  peut,  en  appliquant  le  théorème  connu  de  K,  Weierstrass^^)  con- 
cernant toute  fonction  transcendante  entière  [U  8]  et  supposant  r^  >  0, 
mettre  cette  fonction  sous  la  forme 

OÙ  les  deux  facteurs  d'une  même  accolade  sont  inséparables  et  où  F  (g) 
désigne  une  fonction  entière  de  0,  Q  (—)  une  fonction  rationnelle  entière 

de  —  • 

Si  E  est  le  plus  petit  nombre  naturel  pour  lequel  la  série 

-JL_  +  _l_  +  ...  +  _A 

«st  conrergente,  on  peut  prendre 

S^il  existe  un  pareil  nombre  E  indépendant  de  v  et  si,  en  outre, 

282)  Abh.  Akad.  Berlin  1876,  math.  p.  88;  tiad.  par  E,  Picard,  Ann.  Ec. 
Nono.  (2)  8  (1879),  p.  128;  Werke  2,  Berlin  1896,  p.  100. 

Xn«70lop.  dM  ideno.  mAthAmal    I  S.  18 
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P{z)  se .  réduit  à  un  polynôme  de  degré  ny  on  dit  avec  E.  Laguenre'^ 
que  la  fonction  est  de  genre  fini  et  que  ce  genre  est  égal  au  pins 
grand  des  deux  nombres  E  et  n***). 

On  appelle,  d'après  E.Borél*^)j  ordre  réd  d'une  fonction  trans- 
cendante entière  le  plus  petit  nombre  réel  q  tel  que  la  série 

converge,  tandis  que  la  série 

diverge,   qaelque   petit  que  soit  fixé  le  nombre  positif  d.     Au  lieu 
â^ ordre  réd,  H.  von  Schaper^  dit  exposant  de  convergence^''). 
n  est  clair  que  si  q  n'est  pas  entier 

E  -  [f]  +  1 

tandis  que,  si  q  est  entier,  £  peut  être  égal  à  (»  ou  à  p  +  1- 

Les  seules  données  qui  intéressent  le  présent  article  concernent 
les  fonctions  transcendantes  entières 

(1)  r(^)-2««**" 

de  genre  fini;  H.  von  Schaper^^)  les  désigne  sous  le  nom  de  fondions 
de  Hadamard^^). 

Une  fonction  transcendante  entière  f(a)  rentrera  nécessairement 
dans  cette  catégorie  s'il  existe  un  nombre  a  tel  que,  si  petit  qu'on 
fixe  le  nombre  positif  d,  l'inégalité 

(2)  M<^ 

soit  vérifiée  pour  totis  les  nombres  m  supérieurs  à  un  certain  nombre 
déterminé  m^  (dépendant  en  général  de  d).  Si  un  tel  nombre  a  existe 
on  convient  de  le  prendre  aussi  grand  que  possible:  cela  revient  à 

288)  G.  R.  Acad.  bc.  Paris  94  (1882),  p.  160,  686;  95  (1882),  p.  828;  Œuvres  1^ 
Paris  1898,  p.  167,  171,  174. 

234)  JE[,von  Schaper  [Diss.  Gôttingne  1898,  p.  24]  donne  an  genre  le  nom 
de  hauteti^; 

286)  Acta  math.  20  (1896/7),  p.  862;  Leçons  sur  les  fonctions  entières^ 
Paris  1900,  p.  26. 

286)  Diss.  Gôttingne  1898,  p.  36. 

237)  ^G.Vivanti  [Teoria  délie  funzioni  analitiche,  Milan  1901;  Théorie 
der  eindentigen  analjtischen  Funktionen,  traduit  par  A.  OuUmer,  Leipzig  1906]  a 
tenté  d'introduire  une  terminologie  nmforme  pour  les  fonctions  tianscendantea 
entières.* 
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■apposer  qu'il  j  a  d«e  nombres  m  aussi  grands  que  Ton  veut  Térifiant 
l'inégaUté 

Le  nombre  a  étant  ainsi  défini,  si  Ton  pose 

1  I    I 

le  nombre  ®  est  dit  V ordre  apparent^  de  f{e). 
On  constate  alors  que  l'inégalité 

(3)  \m\<^^' 

est  Térifiée  ponr  toute  valeur  de  r  dépassant  im  nombre  déterminé  (qui 
dépend  en  général  de  d\  tandis  qu'il  7  a  en  dehors  de  tout  cerde  de 
rayon  aussi  grand  que  l'on  veut,  et  ayant  son  centre  à  l'origine,  des 
points  e  pour  lesquels  l'inégalité 

(30  \nf>)\><r-' 

est  yérifiée.  C'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  toute  fonction 
d'ordre  apparent  fini  m  est  du  type  ^. 

La  réciproque  est  yraie:  si  une  fonction  entière  f{z)  est  du  type 
^j  ses  coefficients  vérifient  tous,  à  partir  d'un  certain  rang,  l'inégalité 
(2)  et  une  infinité  d'entre  eux  vérifient  l'inégalité  (2^. 

Cela  posé,  J,  Hadamard  démontre  que  le  genre  est  lié  à  l'ordre 
a  précédemment  défini  par  la  relation 
(4)  E^œ^E+1, 

formule  qui  lorsqu'on  connaît  œ  fait  connaître  E  exactement  si  œ  n'est 
pas  entier,  avec  une  hésitation  d'une  unité  au  plus  dans  le  cas  con- 
traire.    On  en  conclut  la  relation  due  à  H.  Poincaré^^^ 

1 
lim|a^|(w!)»+i-0 

D'une  manière  plus  précise,  Vordre  apparent  précédemment  défini 
est  ^;al  au  plus  grand  des  nombres  q  et  n,  en  appelant  q  Vordre  réeL 

Les  trois  nombres  a,  E,  ç  sont  donc  intimement  liés  les  uns  aux 
antres.  En  particulier  pour  toute  fonction  de  genre  fijoii  n'ayant  qu'un 
nombre  fini  de  zéros,  ou  encore  n'ayant  aucun  zéro,  on  a  e«-— • 
Pour  toute  fonction  de  genre  fini  dans  laquelle  la  fonction  rationnelle 
entière  ^{z),  qui  figure  dans  sa  représentation  sous  forme  de  produit 
infini,  est  égale  à  zéro,  on  a  (»  »  —  • 

288)  L'attribution  \H,  von  Sàwper^  Dise.  Gdttixigae  1898,  p.  12]  du  nom  à'ardre 
an  nombre  a  et  non  à  o  ne  nous  parait  pas  justifiée. 
239)  BulL  Soc.  math.  France  11  (1882/8),  p.  144. 

18* 
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Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Ton  dispose  de  deux  méthodes^ 
en  général  d'une  application  simple^  pour  obtenir  le  genre  d'une  fonc- 
tion entière:  on  peut  le  déduire  soit  de  la  loi  de  décroissance  ^ 
coefficients  [formules  (2)  et  (2')],  soit  de  la  loi  de  croissance  de  la 
fonction  [formules  (3)  et  (3')]. 

Dans  les  applications  qui  vont  suivre^  ce  genre  sera  J  toujours 
égal  à  0  ou  à  1. 

On  a  donné  à  ces  résultats  une  série  de  compléments  [cf.  Il  9]  les- 
quels n'ont  pas  encore  reçu  d'application  au  siqet  actuel.  Toutefois 
une  proposition  énoncée  à  titre  hypothétique  par  E.  Barél^  serait 
intéressante  à  établir  (en  précisant  au  besoin  les  restrictions  qu'elle 
comporte)  en  ce  que  l'évaluation  qui  en  résulterait  est  celle  même 
qui  est  donnée  par  la  proposition    €    [n^  24]. 

En  appliquant  ses  propres  résultats  à  la  fonction 4(^)  de  B.Biemaim 
(p?  24),  J.  Hadamard^^)  a  montré  que  le  genre  de  cette  fonction, 
enyisagée  comme  une  fonction  de  fi,  est  nui,  ce  qui  n'est  autre  chose 
que  la  proposition     6. 

n  en  conclut  aussi  l'inégalité 

1     ^  fT—     1    loggk  ^  e 
7,66      jfc^  +  Jafcl      *  * 

ce  qui  est  *d'accord  avec    e     mais  est  beaucoup  moins  précis. 

La  proposition  £  a  été  établie  d'une  manière  complète  par 
jH".  von  Mangoldt^^  par  une  méthode  directe***)  mais  non  indépen- 
dante de  la  théorie  générale  précédente  car  elle  suppose     0. 

H.  von  Mangoldt^^)  montre  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  de  l'équation 

dont  la  partie  réelle  soit  comprise  entre  0  et  12;  et,  si  'S  désigne  on 
nombre  quelconque  supérieur  à  12,  il  obtient,  pour  la  différence  entre 
le  nombre  des  racines  de  l'équation  S(^)  =  0  dont  la  partie  réelle  est 
comprise  entre  0  et  ^  et  Fexpression  approchée 

de  ce  nombre  de  racines  donnée  par  B.  Biemann  (n°  24),  une  limite 


240)  Acta  math.  20  (1896/7),  p.  394. 

241)  J.  math,  pures  appl.  (4)  9  (1898),  p.  210/6. 

242)  J.  reine  angew.  Math.  114  (1896),  p.  266;  un  extrait  de  ce  mémoire 
de  H.  von  Mangoldt  avait  déjà  paru:  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1894,  p.  888.  n  a 
été  traduit  par  L.  Laugèl,  Ann.  Ec.  Norm.  sup.  (8)  18  (1896),  p.  61/78. 

248)  Math.  Ann.  60  (1906),  p.  1. 
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Bnperieure  de  l'ordre***)  de  (log,t5)«  tout  d'abord***),  puis*")  une  autre 
de  log,  ti**^. 

La  démonBtratdon  de  H.  von  Mangddt  a  été  reprise  avec  certaines 
simplifications  par  E.  Landixu^''). 

26*  lia  réalité  des  séros  de  i(t).    Une  dernière  assertion  émise, 
d'ailleurs  plus  hypothétiquement,  par  B.  Biemann,  savoir: 
1],    Les  racines  de  Féquation  i(t)  —  0  sont  réelles, 
autrement  dit: 

les   racines   imaginaires   de   l'équation  ^(s)  »  0   ont  pour 
partie  réelle  ^f 
n'a  pu  au  contraire  être  établie  jusqu'ici 

T.  J.  Stidijes^  en  avait  annoncé  une  démonstration  fondée  sur 
la  convergence  de  la  série  (n^  21) 

^^^  M     Zé  «•' 

mais  cette  démonstration  est  perdue  et  la  propriété  indiquée  de  la 
série  (1)  paraît  d'ailleurs,  dans  l'état  actuel  de  la  science,  au  moins 
aussi  difficile**^  à  établir  que  l'assertion    i]    elle-même. 

J.  L.  W.  V.  Jensm^^)  a,  lui  aussi,   annoncé  qu'il  possède  une 


244)  Cette  première  limite  supérieure  indiquée  par  H,  von  Mangoîdt  est 

0,84  aog,  «)*  +  1,84  log,  «  +  2,6S. 

Dans  le  mémoire  de  H.  von  Mangoîdt  on  lit  1,85  an  lien  dn  nombre  exact  qni 
est  1,84;  la  correction  est  effectuée  d'après  une  indication  donnée  par  H.  von 
Mangoîdt  à  P.  Baehmann  dès  1896. 

245)  H,  von  Mangoîdt,  Math.  Ann.  60  (1905),  p.  1. 

246)  ^A,  PiUz  [Diss.  léna  1884,  p.  26  en  note]  dit  que  1»  limite  supérieure 

de  l'ordre   de  -^  indiquée  par  B.  Biemann  [Werke^'^),   (2*  éd.)  p.  148;  trad. 

L,  Laugdj  p.  169]  est  évidemment  un  lapsus,  la  différence  en  question  ne  pouvant 
tendre  vers  séro  puisqu'un  des  termes  est  entier,  l'autre  variant  continûment. 

Mais  JS.  Landau  [Math.  Ann.  66  (1909),  p.  420,  note  2]  observe  que  cet  ordre  -^ 

peut  être  interprété  comme  celui  de  l'eneur  relative,  en  sorte  que,  d'après  B.  Bie- 

mairn^  la  limite  supérieure  serait  —  de  l'ordre  véritable  ^  log^  %j  ce  qui  est  par- 

£ûtement  exact.* 

247)  Math.  Ann.  66  (1909),  p.  419/45. 

248)  G.  R.  Aead.  se.  Paris  101  (1885),  p.  868/70. 

249)  Elle  est  en  relation  avec  les  propositions  énoncées  par  F.  Mertem 
(n**  U)  sur  la  fonction  sommatoire  de  fi(n)  à  savoir  que  <r(n)  est  de  l'ordre  de  yH. 

250)  Acta  math.  22  (1898/9),  p.  859. 
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antre  démonstration  de  ce  qne  les  raeines  de  Téquation  S(0  "^  0 
sont  tontes  réelles^  mais  cette  démonstration  n'a  jamais  été  publiée. 
^Par  contre^  Ch.  J.  de  la  VaUée  Poussin^^)  et,  par  une  voie  plus 
simple  [qui  revient  au  fond  à  l'emploi  des  inégalités  mentionnées 
n°  19,  3^1  J.Hadamard^^,  puis  Ch,  J.dela  VàOée  Poussin  lui-même»»), 
ont  établi  que 

1]'.  L'équation 

Ç(s)-0 

qui,  d'après  â  [n®  23],  n'a  aucune  racine 

s^6  +  it 
telle  que 

^  tf  =  8t(s) 

soit  plus  grand  que  1,  n'en  a  non  plus  aucune  telle  que 

^On  n'est  pas,  quant  à  présent,  à  même  d'assigner  à  6  une  limite 
supérieure  plus  petite  que  1  et  indépendante  de  t.    Mais  Ch.  J.  de  la 
Vallée  Potissin^  et  E.  Landau^^)  ont  complété    ij'    en  montrant  que 
ij".  Pour  tout  zéro  imaginaire 

s^6  +  it 
de  g  (s),  on  a 
(2)  (l-<y)log,|«|>a, 

où  a  est  une  certaine  constante  positive.* 

^D'autre  part,  F.  Meriens^^)  complète    r(    à  un  autre  point  de 

vue  en  prouvant  que  Ç(l  +  i()  est  non  seulement  différent  de  zéro, 

mais  supérieur  en  valeur  absolue  à  une  certaine  fonction  de  ^.    La  limite 

inférieure  ainsi  trouvée  a  été  ensuite  réduite  par  E.  iowiîaw*^^);  on  a*^ 

7{'\  Pour  1^1  >  3,  la  quantité 


£(!  +  •<) 


251)  ^Ann.  Soc.  soient.  Broxelles  20'  (1896/6),  p.  220/42  [1896].* 

252)  ^Bull.  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  200/2.* 

258)  ^Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20*  (1896/6),  p.  396/7  [1896].* 

254)  ^Mém.  couronnés  et  autres  mém.  Acad.  Belgique  in  8^  59  (1899/1900), 
mém.  no  1^  p.  7/29;  E,  Landau,  Math.  Ann.  66  (1909),  p.  440;  Rend.  Cire.  mat. 
Païenne  26  (1908),  p.  250.    Cf.  E.  Landau,  Primzahlen  "»)  1,  p.  321.* 

255)  ^E,  Landau  [J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  98]  démontre  une  pro- 
position analogue  mais  moins  précise,  par  ime  voie  plus  élémentaire.* 

256)  ^Sitzgsb,  Akad.  Wien  107  H»  (1898),  p.  1481.* 

257)  J.  reine  angew.  Math.  125  (1903),  p.  64;  Math.  Ann.  66  (1908),  p.  646; 
KouT.  Ann.  math.  (4)  6  (1906),  p.  186;  Rend.  Oiic.  mat.  Païenne  26  (1908),  p.  169; 
Primsahlen  ^^^  1,  p.  169/80,  824/8.* 

258)  ^Voir  encore  E,  Landau,  SitBgsb.  Akad.  Wien  112  E»  (1908),  p.  687.* 
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est  supérieure  ea  Taleor  absolue  à 

o'log,|<|log.log,I«|, 

où  a'  est  une  constante* 
.Enfin  E.  Landau^  montre  que 

iji^-Pour  (1  — ff)log|<|^o  et  |<|>3,  on  a 

1 


<log.«"l<|, 
<a"'logJ<llog.log.|<|, 


a^  a  y  a"  désignant  encore  des  constantes  positives. 

Les  propositions  r("  et  rf^  de  E.  Landau  résument  tout 
ce  que  Ton  connaît  avec  certitude  relativement  à  ^assertion  i]  de 
B.  Biefjumn,* 

J.  P.  Grcm^^  a  calculé  numériquement  dix  couples  de  racines 
de  |(^  «  0  et  montré  que  ces  dix  premières  racines  sont  bien  réelles. 
La  première  de  ces  racines  a  pour  râleur 

14,134725 

E,  Linddof^^)  en  appliquant  la  formule  sommatoire  d'Euler- 
Maclaurin,  comme  Tavait  d'ailleurs  déjà  fait  avant  lui  H.  Kinkeiin^^), 
calcule  assez  rapidement  les  racines  réelles  de  t(s)  et,  par  conséquent, 
les  racines  de  i(t).  Il  a  appliqué  sa  méthode  aux  dix  premières 
racines;  les  résultats  obtenus  sont  conformes  à  ceux  de  J,  P.  Gram. 

27,  Limite  supérieure  de  |S($)|.  La  connaissance  d'une  limite 
supérieure  pour  la  valeur  absolue  de  t(s)  dans  la  bande 

ou  an  voisinage  de  cette  bande  ^^^,  sans  avoir  pour  la  théorie  la  même 
importance  fondamentale  que  ceUe  de  la  limite  inférieure,  est  cependant 
nécessaire  pour  certaines  recherches.  Une  telle  limite  ^supérieure  a 
été  obtenue  par  Hj.  Mâlin^^,   puis  réduite  par  E.  Landau^^)  qui 


269)  ^end.  Cire.  mat.  Palermo  26  (1908),  p.  246.* 

260)  ^OverB.  Selsk.  Forhandl.  (Bull.  Acad,  Copenhague)  1902,  p.  3/16.* 

261)  ^Âcta  math.  27  (1908),  p.  805.* 

262)  ^Pour  8l(«)>l  +  a,  où  «  est  un  nombre  positif  fixe  quelconque,  ^(s) 
est  éridemment  fini  et  la  limitation  de  \i{8)\  pour  9{(d)<C  —  s  s'en  déduit 
immédiatement  en  vertu  de    y    [n?  28].* 

268)  ^Acta  Soc.  scient.  Fennicae  29  (1902),  no  4  [1900],  p.  48/9.* 
264)  ^BuU.  Soc.  math.  France  88  (1905),  p.  229/41;  Rend.  Cire.  mat.  Palermo 
24  (1907),  p.  124.* 
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obtient  pour  |  Ç(<y  +  *0 1  ^^®  limite  supérieure  de  Tordre  de 

^^"''^ViôgJ        pour  i^<y<l 
et  de  Tordre  de 

^^^"'^yîôgj        pour  0<6^^ 

en  se  serrant  d'un  résultat  relatif  à  la  fonction  arithmétique  t(n) 
obtenu  par  G.  Voromi  (cf.  n°  66). 

Enfin  E.  Linddof^^)  réduit  encore  cette  limite  à  Tordre  de 

t  *   log,^ 

par  des  considérations  de  théorie  des  fonctions^  en  particulier  par 
l'application  d'une  in^alité  relative  aux  fonctions  analytiques  établie 
par  E.  Lmddof  et  E.  Phragmén^^). 

Hj.  Mdlin^'')  obtient^  d'autre  part^  la  limite  supérieure  demandée 
sur  la  droite  limite  et  au  voisinage  de  cette  droite.* 

^Ajoutons  que  la  série  (4)  du  n®  17  qui  représente  Ç(s)  est^ 
divergente  sur  la  droite  de  convergence  9fi(5)  —  1,  mais  qu'il  n'en  est 
pas  de  même  (cf.  n°  51)  pour  le  produit  du  second  membre,  ni^) 
pour  la  série,  primitive  de  Ç(5), 


««+•• 


D'ailleurs**®)  la  série 

fait  néanmoins  connaître  ((1  +  it)  en  ce  sens  qu'on  a 

^La  formule  (2)  du  n^  19  et  la  formule  correspondante '^^  pour  le 

265)  ^nll.  8C.  math.  (2)  82  (1908),  p.  841.'* 

266)  ^Acta  math.  81  (1908),  p.  881/^06,  en  partie  p.  882/ 

267)  ^Acta  Soc.  scient.  Fennicae  29  (1902),  n?  4  [1900],  p.  48/9.* 

268)  ^H.  Kinkelin^^),  Progr.  B&le  1862,  p.  4,  8.  Voir  0.  StoU,  Vorles. 
ûber  allgemeiae  Arith.  2,  Leipzig  1886,  p.  226/30.  Extension  aux  idéaux  ches 
E,  Landau,  J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  110.^ 

^M.  Bksz  [G.  B.  Acad.  se.  Paris  148  (1909),  p.  1668]  prouve  que 

[tWP 

est  développable  en  série  convergente  ponr9l(d)  — 1,  ^<1  (sauf,  bien  entendu, 
pour  «»1  lorsque  X>0)  tandis  que  pour  1>1  elle  n*est  même  pas  sommable 
au  sens  de  H,  Bohr  {n?  19,  remarque  l'').* 

269)  ^E.  Landau,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  116  H*  (1906),  p.  616.* 
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calcul  des  coefficients  d'une  série  de  Lejenne  DiricUet  donnent^^^)  une 
suite  de  théorèmes  concernant  les  valeurs  moyennes  de  fonctions 
dépendant  de  g(^)^  sur  des  parallèles  à  l'axe  purement  imaginaire.* 

28.  Séries  analogies  à  S(«).  Une  première  généralisation  de 
i(8)  consiste  à  considérer  la  série 

W  W+àf  "^  (S+T^  "'  ^  {^  +  nay  + 

qui,  pour  &  »  0,  a  -»  1^  donne  ^(s)  et  pour  laquelle  on  démontre 
aisément  les  propriétés    a     et    ^    [n^  28]. 

B.  lÀpséhite^^)  et  M.  Lerch^'^^)  ont  même  considéré  la  série  plus 
générale  obtenue  en  multipliant  les  termes  de  la  série  (1)  par  les 
puissances  successives  d'un  nombre  complexe  (réd  ou  imaginaire)  de 
valeur  absolue  égale  ou  inférieure  à  Tunité.  Par  diverses  méthodes, 
par  exemple  en  utilisant  F  et  F'  [n^  18],  ils  arrivent  à  démontrer 
pour  cette  série  et,  par  conséquent  pour  (1),  la  propriété  correspon- 
dant à  y  [p^  23]. 

La  fonction  R(w,  x,  s)  ainsi  envisagée  par  M.  Lerch  est  définie 
par  la  somme  de  la  série 


'  "f"    ^«n  -1_  0\«  H"    '    '   '    "T    /-«  _1_  «-N*      1 


w*  ^  (w  +  1)'  ^  («7  +  2/  ^  ^  (w  +  »)* 

où  X  est  un  nombre  réel  positif  plus  petit  que  1,  ou  encore  un  nombre 
complexe  tel  que  la  partie  réelle  de  -?-  soit  positive.    Cette  fonction 


"-+-     Unx 


^1    e 


envisagée  comme  une  fonction  de  Sj  est  transcendante  entière,  même  si 
X  est  réel,  quoique,  dans  ce  cas,  la  droite  de  convergence  soit  la  droite 

8t(s)  -  0. 
^Jf.  Lerch^^   a   étendu   la  formule   de  B.  Biemann    à    d'autres 
fonctions  analogues  à  la  fonction  i{s),  quoique  plus  générales.    De 
même  P.  Epstein"^).    Ces  recherches  sont  en  relation  avec  l'étude  des 
formes  quadratiques"^).* 

270)  J.  Hadamard*^^,  Acta  math.  22  (1898/0),  p.  66;  E.  Landau,  Rend. 
Cire  mat  Palermo  26  (1908),  p.  169/802;  Primzahlen"^  2,  p.  799/819. 

271)  J.  zeine  angew.  Math.  64  (1867),  p.  818;  106  (1889),  p.  127. 

272)  Acta  math.  11  (1887/8),  p.  19. 

278)  ^BoxpraTy  ëeské  Akad.  1  (1892)  II,  mém.  n^  27,  p.  628  (mémoire  plus 
détaillé  pubHé  bous  le  titre:  Zâkladové  théorie  MaknBténovBkjch  fad);  2  (1898)0, 
mém.  n*»  l;  8  (1894)  II,  mém.  n<>  28;  4  (1896)  II,  mém.  n^  1;  Sitzgflb.  bôhm.  Ges. 
Prag  1898,  mém.  n^"  24.* 

274)  Math.  Ann.  66  (1908),  p.  616. 

276)  Voir  n<»  S2  et  sniTants. 
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On  observera  que  la  série 


avait  déjà  été  étudiée  par  H.  Kinkdin^^)  sous  le  nom  de  série  har- 
monique'^ elle  a  été  ensuite  étudiée  à  nouveau  par  E.  Schrôder^^)  qui 
a  donné  à  la  fonction  définie  par  sa  somme 

^  {w  +  ky 

le  nom  de  fonctiai  de  BemouilL 

29.  Séries  de  Lejeune  Diriohlet  proprement  dites.  Les  deux 
séries  précédentes  ne  permettent  pas  directement  Tapplication  de 
l'identité  d'Euler  [p?  17],  Mais  la  première  d'entre  eUes  conduit  aux 
séries  de  Lejeune  Dirichlet  proprement  dites  auxquelles  Tidentité 
d'Euler  s'applique. 

Dans  la  relation  (2)  du  n®  17  remplaçons  en  effet  f{n)  par  ' -j  : 
cette  relation  et,  par  conséquent,  l'identité  (3)  ne  seront  pas  troublées 
[le  cas  de  ^(5)  correspond  à  f(n)  =-  1], 

Pour  obtenir  ses  séries,  G,  Lejeune  Dirichlet^'^'^)  prend  pour  f{n) 
un  caractère  relatif  au  module  Jlf ,  M  désignant  un  nombre  natureL 
On  désigne  ainsi  [1 16,  26]  une  certaine  quantité  x{n)  qui  est  nulle 
toutes  les  fois  que  n  n'est  pas  premier  avec  M  et  qui,  dans  le  cas 
contraire,  est  un  produit  de  certaines  racines  de  l'unité  o,  o',  ... 
élevées  à  des  puissances  qui  dépendent  de  n.  Cette  quantité  possède 
la  double  propriété: 

1^)  de  ne  pas  changer  lorsqu'on  augmente  n  d'un  multiple  de  M^ 

2^)  de  vérifier  la  relation  (2)  du  n®  17  savoir 

2r(»)^(n')-z(nn'). 
Il   y   a   d'ailleurs,   pour   un  même  module  Jlf,   plusieurs  espèces  de 
caractères  relatif  au  module  Jf,  différant  entre  eux  par  le  choix  des 
racines  d,  eu',  . . .;  le  nombre  de  ces  caractères  est  égal  à  y(Jf),  c'est- 
à-dire  à  Vindicateu/r  [1 15,  2]  de  Jf . 

A  chacun  de  ces  caractères  correspond  une  série  de  Lejeune 
Dirichlet  ^    .^ 


(1)  ^(*,  z)  -2' 


276)  Progr.  Zurich  1867. 

277)  Abh.  Akad.  Berlin  1887,  math.  p.  46;  trad.  par  0.  Ter^itemy  J.  math,  putes 
appl.  (1)  4  (1889),  p  398;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  815;  Zahlenth.^^^),  {V  éd.) 
p.  824  (Suppl.  YI).   Voir  aussi  C.  J.  Màlmsten,  J.  reine  angew.  Math.  88  (1849),  p.  1. 
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qui,   en  Tertn   de  la  seconde   propriété  (2^)  mentionnée  à  l'instant, 
yérifie  l'identité  (3)  du  n^  17  et  est  par  conséquent  égale  au  produit 


(!■)  Z(,, 


''"^«-f 


étendu  à  la  suite  des  nombres  premiers,  x{p)  étant  d^ailleurs  nulle, 
en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  liaut,  pour  les  nombres  premiers 
qui  figurent  dans  M. 

D'autre  part,  en  vertu  de  la  propriété  (1°)  des  caractères,  les  séries 
de  Lejeune  Dirichlet  se  ramènent  à  la  série  (1)  du  n°  27. 

JParmi  les  caractères  relatifs  à  un  module  Jif,  il  faut  mettre  à 
part  ceux  que  Gh.J.  de  la  VaUée  Potissin*^^)  appelle  les  uns  incompletSy 
les  autres  impropres  et  qui  correspondent  à  certains  cas  où  les  racines 
de  l'unité  cd,  cd',  . . .  ne  sont  pas  toutes  primitives  pour  leurs  degrés 
respectifs:  ils  sont  tels  que  les  séries  qui  en  dérivent  se  ramènent 
aisément  à  des  séries  de  Lejeune  Dirichlet  relatives  à  des  modules  in- 
férieurs à  M  (et  diviseurs  de  M). 

De  ce  nombre  est,  en  particulier,  le  caractère  principal  qui  corres- 
pond à 

CD  —  (d'  =•••=»  1, 

ce  qui  donne,  par  conséquent, 

quel  que  soit  n  premier  avec  M.  La  série  correspondante,  une  fois 
transformée  en  un  produit  de  la  forme  (1'),  ne  diffère  du  produit  qui 
définit  %{s)  que  par  suppression  des  facteurs  premiers  (en  nombre 
fini)  qui  figurent  dans  M. 

La  série  correspondant  au  caractère  principal  converge,  comme 
t{s)y  pour  SR(s)>l.  Les  autres  séries  de  Lejeune  Dirichlet  con- 
vergent, quoique  non  absolument,  pour  91(5)  >  0,  grâce  au  fait  que 
tout  caractère  non  principal  vérifie  l'équation 

in) 

dans  laquelle  la  somme  est  étendue  à  q>(M)  valeurs  de  n,  premières 
à  ilf  et  incongrues  par  rapport  à  M.* 

Parmi  les  séries  de  Lejeune  Dirichlet  dont  nous  venons  de  parler 
figurent  les  séries  de  la  forme 


278)  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  80<  (1896/6),  p.  819  [1896]. 
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où  i-A  est  le  symbole  de  Legendre-Jacobi  défini  dans  la  théorie  des 
restes  quadratiques  [1 15^  13,  16].  Ces  séries  qui  ont  été  reprises  par 
H.  KinkéHn^^)  et  par  A.  Hurwiis^  correspondent  au  cas  où  les  racines 
©,  œ',  . . .  ont  chacune  Tune  des  valeurs  rédles  +  1  ou  —  1. 

Inversement,  tout  caractère  réd  (c'est-à-dire  tel  que  %(n)  soit  réel 
pour  toute  valeur  de  n)  correspond  à  \ 


et  la  série  qui  en  dérive  peut  se  ramener  à  la  série  (2)  où  (sauf  pour 
la  série  correspondant  à  Tun  de  ces  caractères)  M  est  remplacé  par 
un  de  ses  sous-multiples. 

Les  autres  caractères,  et  par  conséquent  les  autres  séries  (1),  sont 
imaginaires  conjugués  deux  à  deux. 

L'exemple  le  plus  simple  de  séries  de  Lejeune  Dirichlet  rédUs 
est  fourni  par  la  série  de  0.  Schtëmilck^^)  qui  correspond  à  JK  ->  4^ 

80*  Applioations  aux  progressions  arithmétiques.  L,  JEuler^^ 
avait  déjà  montré  que  l'on  peut  déduire  de  l'égalité^ 


w  2h-Tl 


ip)    1 7 

P 

du  n^  17  le  théorème  d'après  lequel  la  suite  naturelle  des  nombres 
contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  Si,  en  effet^  elle  n'en  con- 
tenait qu'un  nombre  fini,  le  produit  qui  figure  dans  le  second  membre 
de  cette  égalité  resterait  fini  et  déterminé  quand  5  >  1  tend  vers  1, 
tandis  que  la  somme  qui  figure  dans  le  premier  membre  augmenterait 
indéfiniment  puisque  pour  5  »  1  la  série 


est  divei^ente^*). 


l  +  T  +  T  +  ---  +  -«-  + 


279)  Frogr.  BfiJe  1862,  p.  19. 

280)  Z.  Math.  Phys.  27  (1882),  p.  86. 

281)  Archiv  Math.  Fhys.  (1)  12  (1849),  p.  415;  Z.  Math.  Phjs.  8  (1868\ 
p.  180. 

282)  Introd.^)  1,  p.  285;  trad.  J,  B.  Làbey  1,  p.  218. 

288)  ^L.  Eider  [Comm.  Acad.  Petrop.  9  (1737),  éd.  1744,  p.  172/4  [1787]] 
s'était  servi  de  cette  égalité  poux  démontrer  que  le  nombre  des  nombres  piemieis 
est  pins  grand  que  le  nombre  des  nombres  carrés,  d*où  il  résulte  immédiatement 
que  le  nombre  des  nombres  premiers  est  infini  (Note  de  G.  JEnestrâm),* 

288  «)  ^G.  Foussereau  [Ann.  Ec.  Norm.  (8)  9  (1892),  p.  81/4]  tire  de  cette  même 
égalité  (8)  une  première  indication  sur  la  distribution  des  nombres  premiers.* 
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En  appliquant  de  même  II"  [n^  18]  anx  séries  qni  viennent  d'être 
définies,   G.  Lqevme  DiriMet^  a  démontré   que  tonte  progression 

arithmétiqne 

Mx  +  N, 

otMeiN  sont  premiers  entre  eux^,  contient  une  infinité  de  nombres 
premiers"*). 

284)  Abh.  Akad.  Beilin  1887,  math.  p.  45;  trad.  par  0.  Terquem^  J.  math. 
pu«8  appL  (1)  4  (1839),  p.  398;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  816. 

A.  M.  Legendre  [Hist.  Acad.  so.  Paris  1786,  M.  p.  466/669]  avait  énoncé  ce 
théorème  en  1788  et  il  avait  essayé  [Essai  sur  la  théorie  des  nombres  (2*  éd.), 
Paris  1808,  p.  404]  de  le  démontrer  par  nn  procédé  d*indnction  dont  la  fausseté 
a  été  établie  par  A,  Dupré  [Examen  d'une  proposition  de  Legendre  relative  à 
la  théorie  des  nombres,  Paris  1859;  G.  B.  Acad.  se.  Paris  48  (1869),  p.  487]. 
0.  Moreau  [Nouv.  Ann.  math.  (2)  12  (1878),  p.  328/4]  et  A,  PiUz  [Diss.  léna  1884] 
ont  démonixé  la  fausseté  du  procédé  de  A.  M,  Legendre  sans  connaître  les  travaux 
de  A  Dupré, 

^G.  Vacea  [Bolletino  bibl.  storia  mat.  9  (1906),  p.  49]  a  remarqué  que 
le  théorème  dont  il  s'agit  a  été  énoncé  avant  G.  Lejeune  JDiricMet  par  L,  Euîer, 
Opusc.  analjtica  2,  S^  Pétersbourg  1786,  p.  241  [1776];  Commentât,  arith.  2, 
8*  Pétersbourg  1849,  p.  116/26  (Note  de  G.  Lana)* 

Jl  convient  toutefois  d'observer  que  dans  ces  recherches  de  L.  Evier  on 
suppose  essentiellement  que  la  suite  dont  il  s'agit  contient  au  moins  tm  nombre 
premier;  L.  £hiier  semble  donc  avancer  ici  que  chaque,  suite  infinie 

1*1,  t«j,  . . .,  «^, 

du  type  envisagé  contenant  un  nombre  premier  en  contient  une  infinité;  mais 
on  ne  voit  pas  qu'il  se  soit  préoccupé  de  savoir  ai  effectivement  ehcique  pro- 
gression arithmétiqne 

Mx  +  N 

(où  If  et  ^  sont  premiers  entre  eux)  en  contient  un  (Note  de  G.  Enestrôm).* 

286)  F.  A  Lehesgue  [J.  math,  pures  appL  (1)  8  (1848),  p.  61;  Exercices  d'Ana- 
lyse numérique,  Paris  1859,  p.  91]  a  démontré  arithmétiquement  le  théorème  pour 
la  progression 

2kx  +  1, 
où  Jb  est  un  nombre  premier. 

D'ailleurs  quel  que  soit  le  nombre  entier  k  le  théorème  ainsi  particularisé 
se  démontre  par  voie  purement  arithmétique. 

Voir  au  sujet  de  ce  théorème  J.  A,  Serret,  J.  math,  pures  appl.  (1)  17  (1862), 
p.  186  [1851];  A.  GenocM,  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  2  (1868/9)^  p.  256;  Atti  Accad. 
Torino 11  (1876/6),  p. 929;  C.B.  Acad. se. Paris 98 (1884),  p. 411;  A  Lefébure,  C.B. 
Acad.  se  Paris  98  (1884),  p.  298;  A,  8.  Bang,  Tidsskrift  math.  Eôbenhavn  (Copen- 
hague) (6)  4  (1886),  p.  70/80,  130/7;  E,  Wendt,  J.  reine  angew.  Math.  115  (1896), 
p. 86;  K.Zsigmondy^  Monatsh.  Math.  Phys.  3  (1892),  p.  265;  Michael  Bauer,  Mathe- 
mfttîlrAî  és  Physikai  lapok  (Budapest)  14  (1906),  p.  813;  trad.  allem.  J.  reine  angew. 
Math.  181  (1906),  p.  266.   Voir  encore  E.  Lucas,  Amer.  J.  math.  1  (1878),  p.  291. 

286)  G.  Lejeune  Dirichkt  a  aussi  démontré  le  théorème  pour  les  progressions  à 
éléments  complexes  [Abh.  Akad.  Berlin  1841,  math.  p.  141;  Werke  1,  Berlin  1889, 
p.  609]. 
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Toutefois^  pour  arriver  à  ce  résultat,  une  difficulté  nouTelle  est  à 
surmonter.    Il  faut  établir  que,  pour  ^  »  1,  les  séries 

correspondant  aux  caractères  non  principaux,  c'est-à-dire  celles  qui 
restent  finies,  sont  en  outre  différentes  de  géro.  C'est  ce  que  (r.  Lqewne 
Dirichlet^'^  fait  aisément  pour  les  séries  correspondant  aux  caractères 
imaginaires  ;  pour  les  séries  réelles  il  part  de  ce  que  celles-ci  peuTent 
se  ramener  à  la  série  (2)  du  n^  29  et  applique  les  résultats  obtenus 
par  lui  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  (n^  88).  Des  démons- 
trations plus  directes  ont  été  indiquées  d'abord  par  F.  Mertens*^)  à 
l'aide  de  théorèmes  élémentaires  sur  la  multiplication  des  séries*^'); 
puis  par  Ch.  J.dela  VàOée  Poussin^),  H.  Teege*^^)  et  E.  Landau^^. 


287)  Abh.  Akad.  Berlin  1837,  math.  p.  46,  81  (§  4,  10);  J.  math,  pures  appL 
(1)  4  (1889),  p.  402,  417;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  824,  889. 

288)  Sitzgsb.  Akad.  Wien  104  U*  (1895),  p.  1093,  1158;  10611*  (1897),  p.  254; 
108  n*  (1899),  p.  82;  J.  reine  angew.  Math.  117  (1897),  p.  169. 

289)  Voir  encore  la  démonstration  de  F.  Mertena  [Sitzgsb.  Akad.  Wien  109 II* 
(1900),  p.  415]  ooncemant  le  nombre  infini  de  nombres  premiers  dans  les  formes 
binaires  quadratiques. 

^G,  ToreUi  [Atti  Accad.  se.  fis.  mat.  [Naples]  (2)  11  (1899/1902),  mém.  n""  1, 
p.  155  [1900];  publié  aussi  comme  tirage  à  part  sous  le  titre:  Sulla  totalità  dei 
numeri  primi  fino  ad  un  limite  assegnato,  Naples  1901,  p.  155]  et  plusieurs  autres 
auteurs  avaient  tenté  de  montrer  qu*en  outre  l'égalité  (8)  du  n<*  17,  dans  laquelle 
on  prend 

subsiste  pour  «  i^  1  en  sorte  que  Ton  a 

p 

Mais  cette  égalité  (1)  n^a  été  démontrée  en  tonte  rigueur  que  par  E.  Landau 
[Math.  Ann.  61  (1905),  p.  582;  Primzahlen  »*)  1,  p.  449]. 

Bien  entendu,  la  convergence  du  produit  infini  qui  figure  au  second  membre 
n'étant  pas  absolue,  on  doit  spécifier  Tordre  (évidemment  l'ordre  naturel)  dans 
lequel  les  nombres  premiers  qui  interviennent  doivent  être  rangés. 

Le  raisonnement  de  G,  ToreUi,  s'il  était  correct,  prouverait  môme  la  con- 
vergence du  produit  (V)  et  son  égalité  à  la  série  (1)  pour  8l(«)>i*  proposition 
qui  a  été  quelquefois  employée,  à  tort  dans  l'état  actuel  de  la  science.* 

290)  Mém.  couronnés  et  autres  mém.  Aoad.  Belgique  in  8^  58  (189£/6X 
p.  24/9;  plus  complet  et  précisé:  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20'  (1895/6),  p.  281 
[1896];  21«  (1896/7),  p.  251. 

291)  Mitt.  math.  Geê,  Hamburg  4,  n?  1  (1901),  p.  1. 
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F.  Mertens  n'a  pas  seulement  simplifié  les  démonstrations  de 
(j.  Lefeime  DiridUet]  il  a  aussi  complété,  en  le  précisant  conformé- 
ment à  la  doctrine  de  L.  Kronecker  (I  3,  10),  le  théorème  d'après 
lequel  toute  progression  arithmétique  contient  une  infinité  de  nombres 
premiers  quand  le  premier  terme  et  la  raison  sont  premiers  entre 
euz:  il  a^  en  effet^  non  seulement  montré  qu'à  chaque  terme  de  rang 
donné  d'une  progression  arithmétique  donnée  (dont  le  premier  terme 
et  la  raison  sont  premiers  entre  eux)  correspond  un  intervalle  tel  que 
le  nombre  premier  immédiatement  supérieur  au  terme  de  rang  donné 
soit  compris  dans  cet  interyàUe,  mais  il  a^  en  outre,  donné  un  procédé 
permettant  de  fixer,  au  moyen  d'un  nombre  fini  d'opérations,  cet  inter- 
Tslle  [dans  lequel  se  trouve  donc  au  moins  un  nombre  premier^*)] 
contenu  dans  la  progression.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'avait  fait  L.  Kro- 
necker^'^) lui  même  dans  son  enseignement;  mais  la  limite  de  F.  MertenSy 
également  obtenue  sans  le  secours  de  propriétés  de  Z(s,  %)  autres 
que  celles  qu'avait  établies  O.  L&jeune  Dirichiet^,  est  plus  avan- 
tageuse^. 

31.  Extension  des  propriétés  de  g  (8)  aux  séries  précédentes. 
Pour  établir  l'existence  d'une  infinité  de  nombres  premiers  dans  la 
progression  arithmétique,  les  propriétés  les  plus  immédiates  des  séries 
Z{8,x)  suffisent  en  y  adjoignant  l'inégalité 

Z(l,z)^0. 

Pour  obtenir  les  lois  asymptotiques  de  fréquence  de  ces  nombres 
premiers  dont  il  sera  question  plus  loin,  il  faut  étendre  à  ces  séries 
les  propriétés  précédemment  indiquées  de  i{s). 

Cette  extension  n'ofi&e  d'ailleurs  aucune  difficulté,  les  séries  Z(s,x) 
se  ramenant  à  la  série  (1)  du  n^  28.  La  propriété  correspondant  à  la 
relation  y  [du  n^  23],  telle  qu'elle  résulte  des  recherches  de  H.  Kinke- 
Un^,  a  J.  Màlmsten^,  R.  Lipschita^  et  M.  Lerch^),  complétées 


292)  Sîtzgsb.  Âkad.  Berlin  1906,  p.  214;  Bend.  Cire.  mat.  Palermo  26  (1908), 
p.  297.    Cf.  E.  Landauy  Pximzahlen^*^  1,  p.  424/86. 

298)  Sitsgsb.  Akad.  Wien  10611^  (1897),  p.  264. 

294)  Zahlenth.**)  1,  p.  480/96. 

296)  Poor  les  piogiessions  arithmétiqQes  à  tennes  complexes,  voix  F.  Mertem, 
Sitigsb.  Akad.  Wien  108  H^  (1899),  p.  617. 

296)  ^es  principes  de  la  théorie  des  idéaux  fonniissent  de  l'inégalité 
Z(l, x)^0  une  démonstration  extrêmement  simple  [B. Deddcind,  dans  Q. L^eune 
DiridUet,  Zahlenth.^^'),  (4*  éd.)  p.  626].  De  tels  principes  intervenant  d'nne 
manière  très  natorelLe  ici,  la  démonstration  ainsi  obtenue  est,  sinon  aussi  élé- 
mentaire, du  moins  aussi  directe  qu*on  peut  le  désirer  (Note  de  E,  MaiOei).* 


1 
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et  simplifiées  par  X  Sadamard^^),  consiste  en  ce  que^  à  des  &cteurs 
de  forme  comme  près,  une  série  Z(Sf  %)  est  changée,  par  le  changement 
de  £  en  1  —  ^,  en  la  série  conjuguée  (qui  coïncide  avec  elle  s'il  s'agit 
d'une  série  réelle). 

^La  propriété  correspondant  à  0  [n^  24]  s'étend  d'elle-même  à  la 
série  (1)  du  n**  28  et,  par  conséquent,  aux  séries  de  Lejeune  Dirichlet*^*). 
L'extension  de  a  a  été  faite  par  E.  Landau^^),  celle  de  rf  par  J.  Hadch 
mard^)  et  Ch.  J.  de  la  Vattée  Poussin^),  ceUe  de  ri\  ij'",  '^ 
par  E.  Landau^y 

32.  Etude  analytique  des  formes  quadratiques.  G,  Lejeune 
Dirichleù  a  montré  que  l'on  peut  étudier  les  propriétés  des  formes 
quadratiques  en  prenant  comme  point  de  départ  une  double  éyaluation 
du  nombre  des  nombres  naturels  représentables  par  les  formes  binaires 
proprement  primitires 

ax^  +  2hxy  +  cy^ 

de  déterminant  donné  (cf.  I  16,  13) 

A  =  b^—  ac. 

Soit,  pour  des  valeurs  entières  de  x,  y  que  l'on  se  réserre  de 
préciser,  N(m)  le  nombre  de  représentations  du  nombre  naturel  m 
par  la  forme  binaire  quadratique  proprement  primitiTe 

Ot  =  a^x^  +  2b^xy  +  c^y^ 
de  déterminant 

A  =  6^*  —  a^c^. 

Quelle  que  soit  la  fonction  V  que  l'on  envisc^e,  on  a  toujours  une 


297)  Progr.  Bâle  1862. 

298)  a  J.  McUmsten^^^  J.  reine  angew.  Math.  88  (1849),  p.  1. 

299)  J.  reine  angew.  Math.  106  (1889),  p.  127. 
800)  Acta  math.  11  (1887/8),  p.  19. 

301)  Bail.  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  20S/9;  ProcèB-yeibanz  Soc.  sciences 
Bordeaux  1896/7,  p.  41/6.    Cf.  E.  Landau,  Primzahlen  "•)  1,  p.  483/Ô8. 

802)  L'énoncé  est  le  même  que  celui  de  la  propoaition  6  lorsqu'on  peut 
introduire  la  yariable  t^  [ja?  24]  ce  à  quoi  on  peut  pairenir  pour  une  série 
de  Lejeune  Dirichlet  réelle  ou  pour  le  produit  de  deux  séries  de  Lejeune  Dirichlet 
conjuguées. 

Si  l'on  garde  la  yariable  «,  les  séries  considérées  dans  ce  n*>  80  sont  par 
rapport  à  cette  yariable  «,  de  genre  un. 

303)  ^Math.  Ann.  66  (1909),  p.  436/40.* 

304)  ^BulL  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  199/220.* 

306)  ^Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20>  (1896/6),  p.  281/897  [1896].* 
306)  ^Sitzgsb.  Akad.  Wien  117  H»  (1908),  p.  1096.* 
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relation  de  la  forme '^ 

(1)  ^N(m)y(m)-^5r((I>0, 

(m) 

où^  dans  le  premier  membre^  la  somme  est  étendue  à  tous  les  nombres 
naturels  m.  Dans  le  second  membre  la  somme  est  étendue:  quand 
A  <  Oy  à  toutes  les  valeurs  entières  de  x  et  de  y;  quand  A  >  0,  à 
toutes  les  valeurs  entières  de  a:  et  de  y  telles  que  Ton  ait 

(t,  u)   désignant  la  sohdion  fondamentale  [I  16^  16]  de  Véquation  de 

lermat  [I  15,  18] 

T*  —  Au*  =-  1. 

La  relation  identique  (1)  a  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  V 
pourvu  que  les  deux  membres  soient  des  séries  convergentes. 

On  convient,  en  général,  de  se  borner  dans  le  premier  membre 
aux  valeurs  de  m  premières  à  2A  et,  par  conséquent^  dans  le  second 
membre,  aux  valeurs  de  x,  y  telles  que  O^  soit  premier  à  2  A. 
L'identité  subsiste  évidemment  dans  ces  conditions  qui  reviennent  à 
&ire  W{m)  =  0  pour  m  non  premier  à  2  A. 

Pour  m  premier  à  2  A,  prenons'^) 

La  série  obtenue 

(n  Q(s)  -  y  ^^^  =  y î , 

qtd  est  convergente  pour  B(s)>l^  peut  être  écrite Vn  remplaçant  O, 
successivement  par  chacune  des  formes  proprement  primitives  non 
équivalentes  entre  elles 

«i«  a^x^  +  2\xy  +  <ky\ 
0,  -  a^a?*  +  2\xy  +  c^y^ 

^k^  <^k^^  +  "^h^y  +  Cj,y\ 
de  même  déterminant 

où  h  est  le  nombre  de  classes  des  formes  ^^,  O^^  . .  .,  <D^  non  équi- 

307)  G.LejeuneBiricklety  Zahlenth."*),  (4- éd.)  p.  230.  Voir  aussi  JET.  JP&twcarc, 
J.  zeine  angew.  Math.  129  (1905),  p.  89. 

808)  H,  Poincaré  [J.  reine  angew.  Math.  129  (1906),  p.  120  et  suiv.;  voir 
déjà  G.  L^ewne  DirieMet,  J.  reine  angew.  Math.  21  (1840),  p.  7/9;  Werke  1,  Berlin 
1889,  p.  467/9]  montre  comment  on  peut  aussi  se  servir  de  la  série  obtenue  en 
faisant  [cf  n*»  88]  t/>(m)  =  e»»'. 

Xntqrolop.  des  soienc.  mathémat.    13.  19 
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valentes  de  déterminant  Zi,  de  sorte  que  *i,  O^y  •••>  ^a  forment  un 
système  de  représenta/nts  de  toutes  les  classes  en  question  [1 16^  23]. 
Or  si  pour  A  <  0,  on  se  borne  aux  classes  positives  ou  si,  pour 
A  >  0,  on  prend  le  représentant  de  chaque  classe  de  manière  que  le 
coefficient  aj^  correspondant  soit  positif  [d'où  résulte  en  yertu  de 
rinégalite  (2)  qu'il  en  est  de  même  pour  les  valeurs  de  <Dj^  qui  inter- 
viennent au  second  membre  de  (1)]  et  si  on  ajoute  entre  elles  les 
relations  de  la  forme  (l')  écrites  dans  ces  conditions,  on  trouve  qu'en 
désignant  par  t  le  nombre  1,  le  nombre  2  ou  le  nombre  4  suivant 
que  A  est  positif,  ou  négatif  différent  de  —  1,  ou  égal  à  —  1,  la 
valeur  de  la  somme  obtenue  au  second  membre  est  donnée^  par  la 
formule«>«) 

tel 

qui  suppose  encore  9l(£)>  0.  Dans  le  second  membre  la  somme  est 
étendue  à  tous  les  nombres  naturels  m,  n  qui  sont  premiers  relatifs 
à  2 A;  dans  le  premier  membre  la  somme  figurant  dans  le  crochet  et 
correspondant  à  un  indice  déterminé  i  est  étendue  à  tous  les  nombres 
naturels  x,  y  mentionnés  plus  haut  pour  lesquels  le  nombre 
a^x^  +  2b^xy  +  c^y^  est  premier  relatif  à  2 A.  Chacun  des  deux 
membres  de  cette  relation  fondamentale  (3)  est  d'aiUeurs  fini  et 
déterminé  pour  9i(5)  >  1.  Une  formule  semblable  avec  quelques  modi- 
fications de  détail  [l'une  d'elles  consistant  à  prendre  r  »  6  pour 
A  —  —  3]  peut  également  s'écrire'^®)  pour  les  formes  improprement 
primitives*"). 

Dans  le  cas  où  A  <  0,  la  formule  (3)  montre,  par  application  de 
la  propriété  Dq'^*)  [n**  18],  que  le  nombre  des  représentations  d'un 
nombre  naturel  m  premier  relatif  à  2A  par  les  formes  proprement 
primitives  de  déterminant  A  <  0  est  égal  à 


^?(^)' 


309)  G.  Lejeune  Dirichlet,  J.  reine  ongew.  Math.  19  (1889),  p.  858,  861; 
Werke  1,  Berlin  1889,  p.  449,  462;  Zahlenth."*),  (4«  éd.)  p.  226,  227. 

810)  G.  L^eune  Dirichlet,  Werke  »•«)   1,    p.  462;    Zahlenth."*),    (4«  éd.) 
p.  219,  226. 

311)  D'ailleurs  pour  les  foimes  quadratiques  prises  sous  la  forme  [1 16,  22] 
ax*  +  bxy -}- cy* 
les  formules  sont  notablement  plus  simples  comme  Ta  montré  L.Kronecker  [Sitzgsb. 
Akad.  Berlin  1885,  p.  762].    Voir  aussi  JET.  Weber,  Nachr.  Ges.  GOtt.  1893,  p.  46, 
138,  245. 

812)  G.  Lejeme  DiricMet,  Zahlenth.»"),  (4«  éd.)  p.  229. 
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où  1a  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  m  et  où  (~\  est 

le  caractère  quadratique  de  A  relativement  à  d]  cette  somme  est  donc 
égale  à  Texcès  du  nombre  de  ceux  des  diviseurs  d  de  m  pour  lesquels  le 

caractère  quadratique  (A  est  +  1  sur  le  nombre  de  ceux  des  divi- 
seurs d  de  m  pour   lesquels   ce   caractère   quadratique  (-j\  est  —  1. 

Cette  proposition  avait  déjà  été  établie  par  C.  G.  J.  Jacobi^^^  dans  le 
cas  particulier  où  A  =»  —  1.  Elle  prend  d'ailleurs  une  forme  parti- 
culièrement simple  pour  les  cas  de  A  «*  —  1,  A  =■  —  2,  où  il  n'y  a 
qu'une  seule  classe. 

Ainsi  le  nombre  de  représentations  d^un  nombre  entier  impair 
positif  m  par  la  forme  x^  +  y'  est  égal  à  4  fois  Fexcès  du  nombre 
des  diviseurs  de  m  qui  sont  =  1  (mod.  4)  sur  le  nombre  des  diviseurs 
de  m  qui  sont  =  —  1  (mod.  4). 

Le  nombre  de  représentations  d'un  nombre  entier  impair  positif 
m  par  la  forme  x^  +  2y^  est  égal  à  2  fois  l'excès  du  nombre  des 
diviseurs  de  m  qui  sont  =  1  (mod.  8)  ou  qui  sont  =  3  (mod.  8)  sur 
le  nombre  des  diviseurs  de  m  qui  sont  =  —  1  (mod.  8)  ou  qui  sont 
=  —  3  (mod.  8). 

On  démontre,  de  même,  que  le  nombre  des  représentations  d'un 
entier  positif  m  par  une  forme  x^  —  2y*,  où  2a;  >  3y  ^  0,  est  égal 
à  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  de  m  qui  sont  =  ±  1  (mod.  8)  sur 
le  nombre  des  diviseurs  de  m  qui  sont  =  ±  3  (mod.  8). 

Dans  le  second  membre  de  la  formule  (3)  la  somme  est  étendue 
aux  nombres  m  et  n  qui  sont  premiers  relatifs  à  2  A.  Elle  contient 
en  facteur  l'expression 

OÙ  la  somme  est  étendue  à  tous  les  nombres  naturels  n  qui  sont 
premiers  relatifs  à  2  A,  expression  qui  est  égale  à 

y(2|A|)     . 

2|A|    ' 
le  second  membre  de  la  formule  (3)  peut  donc  être  mis  sous  la  forme 

'2(ê); 


(m) 


OÙ  la  somme   est   étendue  à  tous   les  nombres   naturels  m  premiers 
relatifs  à  2A. 


818)  J.  reine  angew.  Math.  12  (1834),  p.  167;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  246. 

19» 
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Si  donc  on  pose 

où  9  >  0;  et  qu'après  avoir  multiplié  par  ç  les  deux  membres  de 
la  relation  (3)  on  fasse  tendre  ç  vers  zéro,  on  parvient  à  la  relation 

La  somme  qui  figure  dans  le  crochet  du  premier  membre  est  étendue 
aux  mêmes  valeurs  de  â;  et  y  que  celles  qu'on  a  mentionnées  plus 
hauty  dans  le  cas  général.  Quand  il  s'agit  de  formes  improprement 
primitives;  il  faut  remplacer,  dans  les  formules  (l'),  (3),  (4)^  la  forme 

atX^  +  2biXy  +  c^y^ 
par  l'expression 

i{a^x^  +  2b,xy  +  c^). 

De  la  formule  (4)  on  déduit  tout  d'abord  que,  quand  A>  0,  Véguatian 

de  Fermai 

x^  -  Ay«  =  1 

a  un  nombre  infini  de  solutions  en  nombres  entiers  x,  y***). 

33.  ExpreBsion  fondamentale  du  nombre  de  classes  des  fonnes 
qujMlratiques.  C'est  cette  formule  (4)  qui  permet  d'obtenir  le  nombre 
h  des  classes  de  formes  binaires  quadratiques  soit  proprement,  soit 
improprement  primitives,  de  déterminant  donné  A. 

Si,  en  effet,  on  part  d'une  seule  forme  0^y  et  par  conséquent  de 
la  fonction  Q(s)  définie  par  l'égalité  (1')  du  n®  32,  on  peut  évaluer 
directement,  à  l'aide  de  E  [n^  18]  et  du  principe  géométrique  qui  sera 
indiqué  au  n°  53,  ou  encore  à  l'aide  des  expressions  de  Q(/)  du  n°  36, 
la  quantité 
(1)  lim[(fQ{l  +  Q)l 

Dans  le  cas  où,  A  étant  négatif,  x,  y  prennent  tatiies  les  valeurs 
entières  possibles,  et  non  plus  seulement  celles  qui  rendent  O^  premier 
à  2  A,  cette  limite  est  égale  à*^^) 

Mais  dans  ce  cas  L.  Kronecîcer^^^)  va  plus  loin  et  calcule  la  quantité 

314)  L.  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1864,  p.  285. 

315)  SitzgBb.  Akad.  Berlin  1886,  p.  776;  id.  1889,  p.  186.  Voir  J.deSeguier, 
Sur  denx  formules  fondamentales  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  et  de 
la  multiplication  complexe,  Berlin  1894. 
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La  formule  qu'il  obtient  [formule  dont  d'autres  démonstrations  ont 
été  ensuite  fournies  par  K  Wéber^^^,  M.  Lerck^^'^  et  J.  Frcmd^^^l 
introduit  les  fonctions  elliptiques;  eUe  est  en  relation  étroite  avec  la 
multipUcation  complexe  de  ces  fonctions '^^). 

^En  s'appuyant  sur  une  formule  qu'il  avait  publiée'^)  en  1889, 
Jf.  Lerch^^)  a  donné  pour  la  fonction  Q{8)  un  déyeloppement  valable 
dans  tout  le  plan  et  a  établi  que  la  fonction 

est  une  transcendante  entière  en  s  dont  il  détermine  les  deux  premiers 
termes  du  développement  en  série  entière  en  s.  Il  démontre  aussi  que 
la  fonction'")  

ne  change  pas  quand  on  y  remplace  s  par  1  —  sT 

Si^  au  contraire^  conformément  à  ce  qui  précède^  on  assujettit  x 
et  yj  dans  la  série  qui  définit  Q(^s)y  à  la  condition  que  9^  soit 
premier  à  2|A|,  on  trouve '");  par  les  moyens  mentionnés  plus  haut, 

(2)  lim[(,Ç(l  +  p)]--^'±^^l-., 

^  s  0  *  (—  A)  y—  A 

où  ç>(— 2A)  désigne  encore  Vindicatem  [I  15,  2]  de  —2  A,  et  où  m  est 
égal  à  2  pour  les  formes  proprement  primitives  et  à  1  ou  à  3  pour 
les  formes  improprement  primitives  suivant  que  A  =  1  (mod.  8)  ou 
que  A  ^  5  (mod.  8). 

Si  enfin  A  est  positif,  il  faut  tenir  compte,  non  seulement  de  la 
condition  que  9^  soit  premier  avec  2  A,  mais  encore  de  la  double 
in^alité  (2)  du  n^  82.     On  trouve  alors 

(20  lim  [pÇ(l  +  9)]  -  ^f  log.  1+^"J^, 

T  et  u  ayant  la  même  signification  qu'au  n**  32  et  6  étant  le  diviseur 

316)  Math.  Ann.  38  (1889),  p.  892;  Ellipt.  Ftinct.  nnd  alg.  Zahlen,  Bruns- 
wick 1891,  p.  466/62. 

817)  Sitzgsb.  bôhm.  Ges.  Prag  1893,  mém.  n°  9,  p.  1/17. 

818)  Math.  Ann.  48  (1897),  p.  695.  Voir  aussi  E.  Landau^  J.  reine  angew. 
Math.  126  (1908),  p  161/82. 

819)  H.Wéber  [Math.  Ann.  20  (1882),  p.  821]  a  été  le  premier  à  pronvei 
Tezistence  de  la  limite  A^ . 

320)  ^Ann.  Fac.  se.  Tonlonse  (1)  3  (1889),  mém.  n*»  8.* 

321)  ^Bozpravy  èeské  Akad.  1  (1892)  II,  mém.  n<>  27.* 

32«)  ^Id.  2  (1898)  H,  mém.  n°  4;  id.  4  (1896)  H,  mém.  n°  l.* 
323)  Q.  Lejeune  DWicKlet,  J.  reine  angew.  Math.  19  (1839),  p.  860/4;  Werke  1, 
Berlin  1889,  p.  461/6. 
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commun  de  a,  21^  c  égal  à  1  pour  les  formes  proprement  primitives^ 
à  2  pour  les  formes  improprement  primitiyes. 

Le  nombre  cherché  h  n'est  autre  que  le  quotient  du  second 
membre  de  la  formule  (4)  du  n°  32  par  le  second  membre  de  la 
formule  (2)  ou  de  la  formule  (2')  du  numéro  actuel. 

On  a  dès  lors  en  se  bornant  aux  fonctions  proprement  primitives 

OÙ  6  désigne  le  nombre  (réel)  positif 
29r  1 


ou      -^=  log,  (t  +  U>/Â) 


suivant  que  A  <  0  ou  que  A  >  0. 

Gomme  0  et  A  sont  nécessairement  positifs^  cette  formule  montre 
d'abord  que 

^»   \ml  m 

m  =  l 

est  toujours  différent  de  zéro,  et  même  positif  C'est  la  proposition 
utilisée  par  G,  Lqeune  DiricMet  pour  démontrer  son  théorème  sur  la 
progression  arithmétique  [n°  30], 

^On  peut  d'ailleurs  parvenir  à  la  formule  (3)  par  un  procédé 
plus  direct  et  d  caractère  moins  analytique  que  le  précédent,  sans 
utiliser  les  propriétés  des  séries  de  Lejeune  Dirichlet.  Ce  procédé 
consiste  ^^)  à  appliquer  des  considérations  analogues  à  celles  du  n^  32 
en  prenant 

V(m)  ==  1     ou     W(m)  =  0 

suivant  que,  pour  un  nombre  donné  X,  on  a 

m^X    ou    w  >  X, 
et  en  faisant  croître  X  indéfiniment  au  delà  de  toute  borne  finie.* 

34,  Transformations  de  cette  expression*  Il  reste  à  exprimer 
la  quantité  (3)  [n**  33],  ainsi  obtenue,  sous  forme  finie,  c'est-à-dire  à 
sommer  la  série  du  second  membre**'^),  série  non  absolument  con- 
vergente, dans  laquelle  les  entiers  m  (positifs  et  premiers  à  2  A) 
sont  supposés  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

324)  ^Ch.HermiU,  0.  B.  Acad.  se.  Paris  65  (1862),  p.  684;  Œuvres,  publ.  par 
E,  Picard  2,  p.  266;  M,  Lerch,  Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (2)  33  (1906),  mém. 
XL*  2,  p.  18  [mémoire  couronné  en  1900];  Acta  math.  29  (1905),  p.  860.* 

326)  Voir  à  ce  siyet,  O.  Lejetme  Dirichlet,  J.  reine  angew.  Math.  19  (1839), 
p.  324;  21  (1840),  p.  1,  184;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  413,  461,  473;  voir  aussi 
V.  Schemmeî,  Diss.  Breslau  1863. 
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Remarquons  d'abord  que  si  Ton  pose 

mal 

ms  +  oo     .    _  - 

mal 

où  0|  est   la    plus  petite   Taleur   (réelle)  positive  que  peut  prendre 
l'expression 

^iog(<,+«,yÂQi) 

pour  toutes  les  solutions  entières  (ti,  u^)  de  l'équation  de  Fermât 
on  a 


'm'-igi'-m} 


où  le  produit  est  étendu  à  tous  les  facteurs  premiers  inégaux  de  Q 
qui  sont  premiers  relatifs  à  2 A.  En  transformant  convenablement 
cette  relation,  dans  le  cas  où  A  >  0,  6r.  Lejeune  Dirichlet*^^)  a  pu 
montrer  qu*U  y  a  une  infinité  de  déterminants  positifs  ayant  le  même 
nomibre  h  de  classes. 

Si  l'on  met  A  sous  la  forme 

A  -  ±  2«PS^ 

où  P  est  un  produit  de  nombres  premiers  impairs  in^aux  et  où  c  est 
égal  à  0  ou  à  1,  on  a,  pour  tout  nombre  naturel  m  premier  à  2A, 

m  —  1    m*  —  1 


(i)-'^»"^©' 


OÙ  <î  =  + 1  lorsque  le  facteur  ±  P  qui  figure  dans  A  est  =  1  (mod.  4), 
tandis   que  d  —  —  1   lorsque  le  facteur  ±  P  qui  figure  dans  A  est 
^  3  (mod.  4),  et  où  «  =  +  1  ou  —  1  suivant  que  c  est  0  ou  1. 
Si  l'on  se  borne  maintenant  aux  déterminants  A  de  la  forme 

A  =  ±  2^P, 

où  le  nombre  impair  P  n'a  aucun  facteur  double,  on  conclut  de  là 
que  l'expression  (3)  [n°  33]  de  h  peut  s'écrire 

(14)  *-|2'*'^^"^(T)i' 

(m) 


326)  Ber.  Akad.  Berlin  1866,  p.  493;  J.  math,  pures  appL  (2)  1  (1866),  p.  76, 
80;  J.  reine  angew.  Math.  68  (1867),  p.  127;  Werke  2,  Berlin  1891,  p.  186,  197. 
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où   la  somme   est  étendue  à  tous   les  nombres  naturels  m  premiers 
relatifs  à  2P.    Si  Ton  remplace  —  par  l'intégrale 

1 


_=,  Çsf-^dXy 


m 

0 

on  peut  d'ailleurs  écrire 

0 

où  la  somme  est  étendue  aux  9(8?)  nombres  naturels  i'<8P  et 
premiers  relatifs  à  8 P.  En  décomposant  en  éléments  simples^  à  dé- 
nominateurs de  la  forme 

iink 

le  coefficient  différentiel  de  l'intégrale  définie  qui  figure  dans  le  second 
membre,  et  en  utilisant  les  formules  de  réduction  obtenues  à  l'aide  des 
sommes  de  Gauss  {p?  16J,  on  parTient  finalement  au  résultat  suivant 
dans  lequel  le  caractère  essentiellement  distinct  de  l'expression  de  h 
quand  A  >  0  et  quand  A  <  0  apparaît  nettement: 
Premier  cas: 

A>0. 
Si  A  =  P  =  1  (mod.  4),  on  a 

(a)  P 

Si  A  -  P  =  3  (mod.  4),  ou  si  A  ==  2P,  on  a 

.  11   Bin  — r- 

,  1  1  (6)  4A 

h  -= 7 prc   log^  --= ; 

log,(T  +  u|AA)       ^'  JJ Bin  ^ 
(a)  4  A 

OÙ  le  produit  des  numérateurs  est  étendu,  isus  la  première  formule, 
aux  nombres  naturels  &  <  A  qui  sont  premiers  relatifs  à  A  et,  dans 
la  seconde  formule,  aux  nombres  naturels  b  <  4A  qui  sont  premiers 

relatifs  à  2A  et  tels  que  (~\  =  —  1,  tandis  que  le  produit  des  déno- 
minateurs est  étendu,  dans  la  première  formule,  aux  nombres  naturels 
a  <  A  qui  sont  premiers  relatifs  à  A,  et,  dans  la  seconde  formule, 
aux  nombres  naturels  a  <  4A  qui  sont  premiers  relatifs  à  2A  et  tels 
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Second  cas: 

A<0. 

Si  A P=l  (mod.4),  on  a"^ 

»-[2-(f)]^'-(f)(^-«)-'-». 

OÙ  A  est  la  somme  des  nombres  naturels  a  <  P;  premiers  relatifs  à  p 
et  tels  que  ( — j  =  +  1,  tandis  que  B  est  la  somme  des  nombres  naturels 

6  <  P,  premiers  relatifs  à  p  et  tels  que  (— J  =  —  1  ;  où  a,  fi  sont  les 
nombres  qui  expriment  combien  de  ces  nombres  a,  b  sont  impairs;  où 
enfin  M  est  le  nombre  qui  exprime  combien  des  nombres  a  sont  <  ~ 
tandis  que  N  est  le  nombre  qui  exprime  combien  des  nombres  b 
sont  <  Y . 

Si  A  =-  —  P  =  3  (moi  4)  ou  si  A  =  —  2P,  on  a 

où  /i  est  la  somme  des  nombres  naturels  a  <  —  4A  et  premiers  rela- 
tifs à  —  2A  pour  lesquels  (— j  =  +  1,  tandis  que  v  est  la  somme  des 
nombres  6  <  —  4  A  et  premiers  relatife  à  —  2  A  pour  lesquels  K  )  =  —  1  ; 

où  M^  N  sont  les  nombres  qui  expriment  combien  de  ces  nombres  a, 
b  sont  <  — -  2A. 

Les  cas  non  mentionnés  dans  cette  énumération  se  ramènent  à 
ceux-ci  au  moyen  de  la  formule  donnée  ci-dessus  pour  le  quotient 

On  parvient  à  des  formules  équivalentes  en  suivant  une  autre 
voie'^  dans  laquelle  au  lieu  de  faire  usage  des  sommes  de  Gcmss  on 
a  à  sommer  des  séries  de  Fourier  de  caractère  élémentaire  telle  que 

sina.  +  ^  +  gy^  +  -+''"f/+,^^"  + 

35.  Belations  diverses  auxquelles  satisfont  les  résultats  ob- 
tenus.   Plaçons-nous  dans  le  cas  où  A  >  0. 

En  appliquant  les  formules  précédentes  on  est  alors  conduit 
à  des  rapprochements  inattendus  de  la  théorie  qui  nous  occupe  avec 
la  théorie  de   la   division   de   la    circonférence   de   cercle   en   parties 


827)  Une  formule  entièrement  équivalente  avait  été  établie  par  C.  G,  J.  Jacobin 
J.  reine  angew.  Math.  9  (1832),  p.  189;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  240. 
328)  Elle  a  été  suivie  par  G.  Lejewne  Dirichlet^*^). 
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égales'^).    Bomons-nouS;  pour  fixer  les  idées,  au  cas  où  le  détermûiaiit 
A  est  un  nombre  premier  p  =  1  (mod.  8). 
Si  alors  on  envisage  l'expression 

(a) 

où  le  produit  est  étendu  à  tous  les  nombres  naturels  a  premiers  à  P 
et  inférieurs  à  P  pour  lesquels  (—)  =  +  1;  on  Toit  immédiatement,  en 
appliquant  les  formules  obtenues  pour  les  sommes  de  Qomss,  qu'elle 
peut  être  mise  sous  la  forme 

où  Y{x)  et  Z{x)  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  Xj  à  coeffi- 
cients entiers.     Qn  a  de  même 

le  produit  étant  étendu  à  tous  les  nombres  naturels  b  premiers  à  P 
et  inférieurs  à  p  pour  lesquels  l~\  =  —  1. 
Les  nombres  entiers 

y-Y(l),    ;»  =  Z(1) 
vérifient  d'ailleurs  l'équation 

y^  —  Fz^  =  4p; 
on  en  déduit  que  les  nombres  entiers 

^  4P       '       ^        2p 

vérifient  VéqtiaMon  de  Fermât 

^  -  pw»  «  1. 
On  a  donné  à  cette  solution 

(^  =  r,    w  =  v) 

de  l'équation  de  Fermât  le  nom  de  solution  fournie  par  la  division 
du  cercle  (KrdsteiluMgslosung), 

D'autre  part,  l'expression  obtenue  pour  le  nombre  de  classes  h 
dans  le  cas  envisagé  où  f  — j  »=  1  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A  =  — J^— lo    i)  '""  T"  _  1  ^Q    (y  +  ^Vi^' 

ioge(T+uyÇ)  ""^'Z/gin?^    iog,(T+uy;)  ""^^     *^ 

(a)  p 


G,  L^eune  IHrichlet,  J.  reine  angew.  Math.  17  (1837),  p.  286;  Werke  1, 
BerHn  1889,  p.  843;  G,  Lejeune  Dirichlet,  Zahlenth."^,  (4»  écL)  p.  277/84. 
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en  sorte  que 

Mais  (t^  u)  est  la  solution  fondamentale  et  (r^  v)  est  nne  solution 
déterminée  de  la  même  éguoHon  de  Fermât 

il  y  a  donc  nn  nombre  naturel  œ,  fourni  par  la  solution  de  cette 
égiuation  de  Fermai,  qui  est  tel  que  l'on  ait 

(T+uyp)*"«r  +  vVP; 

ce  nombre  naturel  œ  est  égal  au  nombre  h  de  formes  binaires  quadra- 
tiques de  déterminant  P. 

Des  considérations  analogues '^)  s'appliquent  au  cas  où  le  déter- 
minant positif  A  n'est  pas  un  nombre  premier  ^  1  (mod.  8). 

^M.  Lerch^^^)  a  montré  comment  on  peut  former  les  polynômes  Y 
et  Z  pour  un  discriminant  produit  A^A^  quand  on  connaît  ces  poly- 
nômes pour  les  discriminants  facteurs  A|  et  A,.* 

Quand  on  se  place  au  point  de  vue  de  L,  Kronecker  les  résultats 
obtenus  doiyent  être  quelque  peu  modifiés. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  où  A  <  0.  Continuons  à 
désigner  par  P  le  produit  des  nombres  premiers  impairs,  supposés 
inégaux,  contenus  dans  —  A,  en  sorte  que 

A 2P 

ou 

A--P 

suivant  que  —  A  est  pair  ou  impair  •"•). 

Supposons  A  =  1  (mod.  4).  De  ce  que  h  est  positif  on  déduit 
immédiatement  qu'il  y  a  plus  de   nombres   naturels  a  premiers  à  P, 

inférieurs  à   y  et  pour  lesquels  (— j  =  -(-  1  que  de  nombres  naturels 

b  premiers  à  P,  inférieurs  à  y  ®*  P^^^*  lesquels  f— )  =  —  1;  au  con- 
traire la  somme  de  ceux  des  nombres  a  qui  sont  inférieurs  à  P  est 
plus  petite  que  la  somme  de  ceux  des  nombres  b  qui  sont  inférieurs  à  P. 

830)  ^A,  X.  Caueky  [C.  B.  Acad.  se.  Paris  10  (1840),  p.  51,  85,  181,  229; 
Œuvres  (1)  5,  Paris  1885,  p.  52,  64,  84,  95]  était  en  possession  du  théorème  corres- 
pondant le  plus  général  relatif  à  un  discriminant  fondamental  quelconque  (Note 
de  M.  LerOi)* 

831)  ^Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (2)  38  (1906),  mém.  n<>  2  [1900];  Acta 
math.  29  (1905),  p.  338;  30  (1906),  p.  203/93.* 

881*)  «A  ces  conditions  correspond,  dans  la  notation  de  L.  Kronecker,  Thypo- 
thèse  que  le  discriminant  est  fondamental  (Note  de  M.  Lerch),* 
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Si  P  est  premier  et  congru  soit  à  3  (mod  8),  soit  à  7  (mod.  8) 
on  a"») 

(a)  ^ 

h  désignant  le  nombre  de  classes  de  formes  binaires  quadratiques  de 
déterminant  —  P;  dans  le  premier  membre  le  produit  est  étendu  à 
tous  les  nombres  naturels  a  qui  sont  premiers  à  P  et  pour  lesquels 
(—\  a  1.  D'une  façon  plus  précise,  on  montre  que  le  second  membre 
de  cette  égalité  est  égal  à 

(-1)-^    ou  à    (-1)--^^, 

où  N  est  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  de  la  forme 

X^  +  PY^ 
suivant  que 

P  =  7  (mod.  8)     ou  que     P  =  3  (mod.  8). 

On  peut  d'ailleurs  en  déduire  que  l'on  a  dans  tous  les  cas**'*) 


u 


cot— -(-1)«    ^. 


C.  F.  Gauss"")  avait  établi  la  formule 


r{A) 


ato  +  a—l 


2" 

qui  donne  le  nombre  F(A)  de  classes  dans  chaque  genre  de  formes 
quadratiques  de  déterminant  A  positif  ou  négatif;  dans  cette  formule 
G)  est  le  nombre  de  ceux  des  facteurs  impairs  premiers  de  A  qui  sont 
inégaux  tandis  que  6  doit  être  remplacé  par  0  quand  A  =  1  (mod.  4), 
par  2  quand  A  =  0  (mod.  8),  par  1  dans  tous  les  autres  cas.  En 
appliquant  ses  méthodes  analytiques,  Cr,  Lejeune  Dirichlet^  a  confirmé 
cette  formule  de  C.  F,  Gauss. 

En  reprenant  cette  analyse,  L,  Kronecker^^)  a  établi  en  outre  que 
chaque  classe  du  genre  principal  s'obtient  par  duplication  [cf.  1 16,  21]. 

O.  Lejeune  Dirichlet^  a  étendu  ses  recherches  à  des  formes  à 

832)  3f.  A.  Stem,  J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1840),  p.  216. 

382*)  «Ce  fait  est  signalé  ici  pour  la  première  fois  par  M.  Leréh* 

883)  Disquisitioxies  arithmeticae,  Leipzig  1801,  n<^  231,  262,  261,  287;  trad. 
A.  Ch.  M.  FouUet-Bdiale,  Recherches  arithmétiqnes,  Paris  1807  ;  Werke  1,  GOttingue 
1870,  p.  233,  276,  291,  336. 

384)  J.  reine  angew.  Math.  19  (1839),  p.  824;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  411. 

336)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1864,  p.  286. 

886)  Ber.  Akad.  Berlin  1841,  p.  190;  J.  reine  angew.  Math.  24  (1842),  p.  291; 
Werke  1,  Berlin  1889,  p.  603,  688. 
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éléments  complexes  [cf.  I  16^  23]  surtout   en  yue  de   déterminer  le 

nombre  de  leurs  classes.    Pour  un  déterminant  réel  Ù.^V—ac  ce 

nombre  est  éiral  à 

^  2*-iA(A)A(-A); 

A  (A)  désigne  le  nombre  de  classes  des  formes  à  éléments  réels  et  à 
déterminant  A;  A  (—A)  désigne  le  nombre  de  classes  des  formes  à 
éléments  réels  et  à  déterminant  —  A;  A;  doit  être  remplacé  par  2  ou 
par  1  suivant  que  Véquation  de  Fermai 

fi-Au^ 1 

a  des  solutions  réelles  ou  n'en  a  pas'*^). 

^Quand  on  fait  usage  des  notations  de  L.  Kranecker,  les  formules 
qui  donnent  le  nombre  de  classes  s'écriyent  d'une  façon  différente. 
Le  déterminant 

Al  =  &*  —  éac 
d'une  forme 

ax^  +  hxy  +  cy^ 

est  dit  fondamental  lorsqu'il  est  sans  diviseur  carré  impair  et  tel  que 
quand  A^  est  impair  on  ait 

Al  =  1  (mod.  4), 
tandis  que  quand  A^  est  pair  on  ait  ou  bien 


ou  bien 


^  =  2  (mod.  4) 
^  =  3  (mod.  4). 


Ceci  posé^  les  formules  qui  donnent  le  nombre  Cl  (A^)  de  classes 
des  formes 

ax^+  hxy  +  cy^ 

de  déterminant  fondamental  donné  A^  s'écrivent,  pour  A^  <  0, 

où  Ton  doit  remplacer  r 

par  2    quand    Zij  <  —  4 

par  4    quand    A^  =  —  4 

par  6    quand    A^  =  —  3  ; 
pour  Zii  >  0,  les  formules  qui  donnent  Cl  (A^)  s'écrivent 

C1(A,)  log.  î±^-  -  --^i^)  log.  Bin  ^, 


337)  Voir  à  ce  siiget  un  complément  de  P.  Bachmann^  Math.  Ann.  16  (1880), 
p.  537;  Théorie  der  complezen  Zahlen,  Berlin  1867. 
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où  (t,  u)  est  la  solution  fondamentale  de  l'équation 

^Les  formules  qui,  dans  la  notation  de  L.  Kronecker,  correspondent 
aux  différents  cas  envisagés  par  G,  Lejeune  Dirichlet  [cf.  n^  34]  sont 
toutes  contenues  dans  une  formule  générale  due  à  M.  Lerch 

-  '  Jl    I        - 1  ?L^'  I 
"i'(4')"2'(^)-T«l(A.M.g=V, 

OÙ  Ai=»6*— 4ac  et  \'=^b'^—Aa'c'  désignent  deux  déterminants 
fondamentaux  quelconques  de  signes  opposés^. 

Tant  que  lA^j  et  |A/|  ne  dépassent  pas  certaines  limites ,  cette 
formule  se  prête  d'ailleurs  bien  plus  facilement  aux  applications  que 
les  formules  habituelles  de  G.  Lejeune  Dirichlet 
Quand  le  déterminant 

A  =-  b^—ac 
de  la  forme 

ax^  +  2hxy  +  cy* 

est  positif,  les  formules  de  G.  Lejeune  Dirichlet  pour  le  calcul  du 
nombre  de  classes  d'une  forme  de  déterminant  donné  A  sont  d'un 
usage  plutôt  pénible  dès  que  A  atteint  les  centaines.  Les  développements 
établis  par  M.  Lerch  (dans  la  notation  de  L,  Kronecker)  ont  pu  encore 
être  appliqués  ^^)  au  calcul  du  nombre  de  classes  des  formes 

aa^  +  hxy  +  cy* 
de  déterminant 

Ai-6*-4ac«9817.* 

En  adoptant  la  notation  de  G.  F.  Gauss  et  de  G,  Lgeune  DiriMet, 
l'équation 

Cl(-  D)  «  1 

ne  subsiste  pour  les  formes  proprement  primitives  de  détei-minant 
négatif  que  quand  le  discriminant  D  —  ac  —  6*  est  égal  à"*) 

1,  2,  3,  4  ou  7. 

H.  Teege^   a  donné  une  nouvelle  détermination  du  signe  des 

888)  Cf.  note  881.  Voir  aoBsi  Acad.  Fr.  Joseph  L,  Bull,  intem.  (Pzagae)  6 
(1898),  p.  88;  Bull.  se.  math.  (2)  21  (1897),  p.  290/304. 

889)  J.  math,  pures  appl.  (6)  9  (1908),  p.  877. 

840)  E.  Landau,  Math.  Ami.  66  (1908),  p.  671;  voir  aussi  M.  Lerch^  id.  67 
(1908),  p.  668. 

841)  Diss.  Eiel  1900. 
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Mmmes  de  Gauss  ainsi  qu'une  modification  du  procédé  de  L.  Krcnecker^') 
pour  cette  détermination.  II  a  aussi  donné  un  complément  des  com- 
binaisons dues  h  M,  A.  Stem^  et  un  Tableau  des  polynômes  Y  et  Z. 
F.  Schemmel^  a  démontré  que  le  nombre  de  classes  de  formes  quadra- 
tiques à  déterminant  négatif  A^^b^—ac  est  comme  le  nombre  de 
classes  de  formes  à  déterminant  positif  A-»&'— ac,  lié  aux  fonctions 
T{x\  Z(x)  de  la  théorie  de  la  division  du  cercle  •**). 
JLa  formule  due  à  V.  A.  Lébesgue^ 

f  =  1 

OÙ 

et  quelques  formules  analogues  dues  à  M.  Lerch^'^,  dans  lesquelles 
les  termes  généraux  des  séries  envisagées  dépendent  du  carré  v^  de 

Findice  sommatoire  et  ne  dépendent  pas  du  symbole  l—p  présentent 

quelque  analogie  avec  les  sommes  de  Gauss,  mais  ne  peuvent  être 
mise  sous  la  forme  propre  aux  sommes  de  Gauss  que  quand  A^  ne 
contient  qu'un  seul  facteur  premier  impair^.  Ainsi,  quand  A^  est 
impair  sans  être  premier,  la  valeur  de  l'expression^^ 


842)  J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (1866),  p.  892. 

848)  Voir  n^"  8,  note  86. 

844)  Dise.  Breslau  1868. 

846)  Voir  aussi  P.  Bcu^mann,  Analyt.  Zahlenth."),  p.  280. 

846)  «J.  math,  pures  appl.  (1)  16  (1860),  p.  227.*  Voir  aussi  F.  Schemma,  Diss. 
Breslau  1863. 

847)  ^Bozpiavy  6eské  Akad.  17  (1908)  II,  mém.  n^"  6;  voir  aussi  note  881.* 

848)  Sitzgsb.  bOhm.  Ges.  Prag  1897,  mém.  n»  48. 

849)  «Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (2)  83  (1906),  mém.  n^  2,  p.  168  [1900]; 
Aeta  math.  30  (1906),  p.  248.  Ces  mémoires  et  le  mémoire  cité  note  847  con- 
tiennent des  expressions  du  carré  du  nombre  Cl  (A^)  qu^on  peut  appeler  additives 
(ou  gommatoires)^  savoir  (p.  216  du  premier  mémoire) 

*^  +0  2nitx  intt 

[C1(a,)]«-î^2(t)[t/(*J^'  •'^  ^-*'^+«^ 

X  étant  xme  quantité  positive  arbitraire  et  /(ti)  désignant  la  somme  des  diviseurs 
de  fi,  et  ensuite  Texpression  (p.  62  du  mémoire  cité) 
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dépend  des  nombres  de  classes  à  déterminants  négatifs  —  â  diviseurs 
de  A^^^y 

^M.  Lerch^^^)  a  aussi  éyalué  des  sommes  telles  que 

OÙ  n  désigne  un  nombre  entier  positif  impair  quelconque^  m  un  nombre 
entier  positif  premier  à  n  et  où  E(a)  désigne  le  plus  grand  entier 
contenu  dans  a.     Il  a  donné '^^)  des  formules  comme  celle-ci: 

m       T*(T)-2(7)[i-(t)]t.«i(-<o, 

•=1  d 

où  B(u)  désigne  le  plus  petit  reste  absolu  de  u,  en  sorte  que 

iJ(u)  =  w-i:(w  +  ^); 

dans  cette  formule  m  et  n  sont  des  nombres  naturels  premiers  entre 
eux  dont  le  second  n  est  supposé  impair;  Cl(— d)  représente  le 
nombre  de  classes  des  formes  quadratiques  positives  primitives 

ax^  +  hxy  +  cy^ 
de  déterminant 

V  —  4ac  =  —  rf; 

Tj  est  égal  à  G;  à  4  ou  à  2  suivant  que  d  »-  4ac  —  h^  est  égal  à  3^ 
à  4  ou  à  un  nombre  plus  grand  que  4;  enfin  d  =»  4ac  —  6*  est  un 


vss  JAil  — in  as=y 


'     *  '  »  =  1        La  s=  1  J  (eu) 

eo  parconzant  les  difiérents  facteurs  premiers  du  nombre  positif 

Dans  le  mémoire**')  se  trouve  établie  la  formule  relative  aux  déterminants 
fondamentaux  impairs  A^ 

OÙ 

850)  On  doit  à  M.  Lerch  d^autres  théorèmes  analogues  concernant  le  nombre 
de  classes  [Bull.  se.  math.  (2)  21  (1897),  p.  290/804].  ^Sur  une  généralisation  des 
sommes  de  Gauss  voir  M.  Lerch,  Sitzgsb.  b6hm.  Ges.  Frag  1908,  mém.  n*"  4.* 

861)  ^Rozpravy  6eské  Akad.  7  (1898)  U,  mém.  n®  7;  Ann.  mat.  pura  appl.  (8)  11 
(1906),  p.  79.    Voir  aussi  note  831.* 
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quelconque  des  diviseurs  de  n  de  la  forme  4i/  +  3;  la  somme  qui 
figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (1)  est  étendue  à  tous 
les  diviseurs  de  n  qui  sont  de  la  forme  4i/  +  3'^*).* 

36«  lie  théorènie  de  Lejenne  Diiiohlet  pour  les  fonnes  quadra- 
tiques. JLea  mêmes  séries  qui  ont  été  introduites  au  n^  32  ont  égale- 
ment permis  à  G.  Lejeune  DiricMet^^  de  démontrer  que  toute  forme 
quadroMque  proprement  primitive  représente  une  infinité  de  nombres 
premiers. 

Il  a  même  établi'^)  que,  parmi  ces  nombres  premiers,  il  y  en  a 
une  infinité  représentables  par  une  forme  linéaire 

Mx  +  N 
primitive  (c'est-à-dire  telle  que  ilf  et  ^  soient  premiers  entre  eux) 
donnée  quelconque,  pourvu  qu'entre  les  coefficients  de  la  forme  quadra- 
tique et  de  la  forme  linéaire  existent  certaines  relations  sans  lesquelles 
d'ailleurs  aucun  nombre  (premier  ou  non)  ne  peut  être  représente 
à  la  fois  par  l'une  et  par  l'autre. 

Les  démonstrations  ont  d'ailleurs  été  simplement  esquissées  par 
G.  Lejeune  Dirichlet.  Elles  ont  été  complétées  par  H.  Weber^  pour 
le  théorème  sous  sa  première  forme  et  par  Arnold  Meyer^^)  pour 
le  théorème  sous  sa  forme  plus  complète.  E.  Sdiering  avait  aussi 
démontré  le  théorème  sous  sa  première  forme;  mais  sa  démonstration 
n'a  été  publiée  que  par  B.  Haussner^'^). 

Utilisant  à  cet  effet  la  théorie  de  la  composition  des  formes 
quadratiques  [1 16,  23]  H.  Wéber  et  Arnold  Meyer  font  correspondre  à 
chaque  classe  c  de  formes  binaires  quadratiques  (proprement  primitives), 
de  déterminant  donné  A,  un  caractère  x(c)  qui  est,  comme  le  caractère 
x(n)  du  n^  29  un  produit  de  puissances  de  certaines  racines  co,  œ',  . . . 


352)  C'est  à  Taide  de  cette  formule  et  de  formules  analogues  que  M.  Lerch 
est  parvenu  à  évaluer  la  somme  S  de  ceux  des  résidus  quadratiques  du  module  n 
qui  sont  premiers  à  ce  module  et  différents  entre  eux,  et  à  prouver  que  si  n  est 
divisible  par  8  tandis  que  ses  autres  facteurs  sont  de  la  forme  Zk-{-^y  on  a 

S^~  (mod.  n) 

o 

et  que,  dans  tous  les  autres  cas,  on  a 

S  =  0  (mod.  n\ 

863)  «Ber.  Akad.  Berlin  1840,  p.  49;  J.  reine  angew.  Math.  21  (1840),  p.  98; 
Werke  1,  Berlin  1889,  p.  499.*   Voir  P.  Bachmann,  Analyt.  Zahlentheorie,  p.  272. 

864)  ^C.  R.  Acad.  se.  Paris  10  (1840),  p.  285;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  619.* 
355)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  301. 

866)  J.  reine  angew.  Math.  108  (1888),  p.  98. 

867)  Cf.  R,  Haussner  dans  E.  Schering,  Werke  2,  Berlin  1909,  p.  431/2. 

Sneydop.  dM  soiono.  maihénuit.    13.  20 
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de  l'unité;  les  exposants  dépendant  de  e.  Si  A  est  le  nombre  de 
classes^  il  7  a  A  manières  de  choisir  le  caractère^  différant  entre  elles 
par  le  choix  de  o,  »',...    Pour 

0)  =»  CO  ="  •  •  •  =»  1 

on  a  le  caractère  principal.    Les  autres  caractères  tels  que 

CD»  -  O)'»  ^ 1 

sont  les  caractères  rœls  ou  ambigus  ou  bilatéraux  [terminologie  de 
CJi,  J.  de  la  Vallée  Foumn^^)]  et  sont  réels  quel  que  soit  c  Enfin 
ceux  qui  sont  tels  que  Tune  au  moins  des  quantités  (o  soit  complexe 
sont  eux-mêmes  complexes  et  conjugués  (ou  encore  opposés)  deux  à  deux. 

D'après  leur  formation  même^  ces  caractères  possèdent  les  deux 
propriétés  suivantes,  tout  analogues  à  celles  des  caractères  %{n)  [n°  29]: 

1^)  Cy  c'  étant  deux  classes  et  ce'  la  classe  composée  [1 16,  23] 
des  deux  premières,  on  a 

(1)  «(c)x(0-x(ccO; 

2^)  pour  tout  caractère  autre  que  le  principal,  on  a 

(2)  2x(c^-0, 

la  somme  étant  étendue  aux  h  classes  proprement  primitives  c^yC^y  ** .,  Cj^ 
de  même  déterminant  A. 

Le  symbole  x(c)  étant  ainsi  introduit,  considérons  la  fonction  Q{s) 
du  n^  32.  Il  existe  une  telle  fonction  Q{s)  pour  chacune  des  h  classes 
Ciy  c^y  . .  -y  Cj^^  uous  désiguerous  ces  h  fonctions  respectivement  par 

Q{s><^>  Q(s,c^),  ...y  Ç(5,  CjO- 
Gela  posé,  si  Ton  forme  la  combinaison 

(3)  L{Sy  x)  -  x(0  Q{sy  c,)  +  x(c,) Q(Sy  c,)  +  •  •  •  +  x(cj  6(5,  O 

les  mêmes  restrictions  [n^  32]  étant  toujours  imposées  à  (x,  y)  y  il 
résulte  encore  de  la  relation  (1)  et  de  l'identité  d'Euler  que  cette 
série  L(s,  x)  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit  de  facteurs 
analogue  à  ceux  qui  représentent  g(s)  [n^  20]  ou  Z(Sy  %)  [n**  29]. 


868)  «Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  21*  (1896/7),  p.  848.  Ch.J.deïa  ValUe  Poussin 
désigne  également  par  caractères  bilatéraux  les  caractères  da  type  %  [n^  29]  qu'il 
appelle  réeU  dans  la  seconde  partie  de  ses  recherches  "^  et  auxquels  nous  avons 
donné  ce  nom  au  n"*  29.* 
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D'aUlenrSy  lorsque  x  est  le  caractère  principal^  la  série  coïncide 
avec  le  premier  membre  de  la  formnle  (3)  du  n^  32  et  a,  par  con- 
séquent^ pour  s  »  1,  un  pôle  simple  dont  le  résidu  a  été  calculé  au 
n°  32.  Quant  aux  séries  non  principales,  en  vertu  de  la  relation  (2) 
elles  ne  sont  pas  infinies  pour  ^  »  1. 

Une  fois  démontré  qu'elles  ne  sont  pas  non  plus  nuUes  pour 
.s  —  1,  la  théorie  est  toute  parallèle  à  celle  des  séries 

2(s,  x) 

et  conduit  à  établir  la  première  proposition  de  G.  Lejeune  Dirichlet 
en  invoquant  encore    A"     [n**  18]. 

Pour  rechercher  les  nombres  premiers  représentables  à  la  fois 
par  une  forme  quadratique  et  par  une  forme  linéaire 

Msc  +  N 
données,  ces  deux  formes  étant  compaMbles,  c'est-à-dire  satisfaisant  aux 
relations  mentionnées  plus  haut  et,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité, 
M  étant  supposé  divisible  par  A  «*  &'  —  ac  et  par  4,  on  subdivise 
chacune  des  séries  Q(s,  c)  précédemment  considérées  en  d'autres  dans 
chacune  desquelles  on  ne  donne  aux  entiers  x,  y  (toujours  soumis  aux 
restrictions  précédentes)  que  des  valeurs  en  progression  arithmétique 
de  raison  M.  Tous  les  termes  d'une  telle  série  partielle  correspondent 
à  une  même  valeur  pour  le  reste  (relativement  au  module  M)  de  la 
quantité  4P,(a?,  y)  [où  i  «=»  1,  2,  . . .,  fe]  et,  par  conséquent,  aussi  pour 
la  quantité 

%  étant  un  caractère  (mod.  M)  [n^  29]  comme  il  a  été  expliqué  [1 16,  25]. 
En  multipliant  chaque  série  partielle  par  la  valeur  correspondante 
de  z(<^i)  et  aussi  par  le  caractère  de  classe 

correspondant  à  la  forme  O^,  puis  en  sommant  tant  par  rapport  aux 
diverses  classes  que  relativement  aux  diverses  progressions  arithmétiques 
entre  lesquelles  on  peut  distribuer  les  entiers  Xy  y,  on  obtient  une  série 

qu'on  peut  encore  transformer  en  produit  par  l'identité  d'Euler. 

La  série  qui  correspond  au  cas  où  les  caractères  x  et  ^  sont 
tous  deux  principaux  a  un  pôle  pour  s  —  1,  mais  ici  d'autres  séries 
correspondant  au  cas  où  x  et  ;i;  sont  des  caractères  réds  convenablement 
accouplés  partagent  avec  elle  cette  propriété.  Les  séries  qui  restent 
finies  pour  ^  »  1  étant  encore  différentes  de  zéro,  la  démonstration 
s'achève  comme  les  précédentes. 

20* 
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Si  l'on  yeut  étudier  la  fréquence  des  nombres  premiers  dont  Texis- 
tence  est  ainsi  démontrée^  il  faut  étendre  aux  séries 

L(s,x)    et    L(s,x,x), 
comme  cela  a  été  fait  pour  Z(Sy  %),  les  propriétés  de  ^{s)  énumérées 
aux  n^  22  à  26  [propriétés  a  à  rj]. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  définir  ces  séries  dans  tout  le  plan 
[propriétés  a,  fl  est,  à  Texemple  de  Ch,  X  de  la  VàUée  Poussin^^), 
de  les  déduire  de     F'     [n*»  18]. 

Si  l'on  prend  pour  F(js)  la  fonction  Q(/)  du  n^  32,  la  fonction 
0(t)  qui  lui  correspond,  d'après  la  formule  F,  est  représentée  par  la 
série  (1)  du  n^  32  dans  laquelle  on  prend 

Lorsque  A  — 6*  — ac<0  elle  se  ramène  aisément  au  premier 
membre  de  l'identité  de  A,  L.  CoMchy  [identité  (9)  du  n^  16]. 

Gh^ce  à  cette  identité,  déjà  appliquée  par  B.  Biemann  à  ^{s) 
pour  établir  la  propriété  y,  Ch.  J.  de  la  VaUée  Poussin^^)  étend 
sans  difficulté  la  proposition  y  à  la  fonction  Q{Sy  c)  et  par  con- 
séquent'*^) aux  séries  L,  pour  lesquelles  H.  Wéber^^)  l'avait  déjà 
obtenue  d'ime  manière  moins  simple.  Cette  même  expression  donne 
aussi  aisément  le  genre  des  séries  en  question  [propriété    6    ]. 

Enfin  le  raisonnement  même  qui  a  été  employé  pour  g(s)  montre  *••) 

que   les   séries  L   possèdent  la  propriété  rf,   c'est-à-dire  qu'elles  ne 

s'annulent  pas  pour 

s  =.  1  +  it.* 

37.  Séries  de  la  théorie  des  idéaux.  ^Grâce  aux  relations  qui 
existent  entre  les  idéaux  du  corps  quadratique  [cf.  1 10,  38],  défini  par 
l'irrationnelle  "/Â,  et  les  formes  quadratiques  ax^  +  2bxy  +  cy^  de 
déterminant  A  =  6*  —  ac  [cf.  1 10,  64],  les  séries 

i(5,  x) 

peuvent  être  regardées  comme  comprises,  à  titre  de  cas  particuliers, 
dans  les  séries  de  E.  E.  Kummer  et  R,  Dedekind^  relatives  aux 
idéaux  des  corps  algébriques.     Désignons  par 

N(a) 

359)  ^Ann.  Soc.  scient.  Brnxelles  20»  (1896/6),  p.  868.* 

860)  Jd.  p.  372/4.* 

861)  ^Id.  p.  883.* 

362)  ^Math.  Ann.  20  (1882),  p.  301.* 

868)  ^Ch.  J,  de  la  Vallée  PotMsin,  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  21*  (1896/7),  p.  366.* 

364)  ^E.  E,  Kummer^  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  93/116;  jR.  Dede- 

hmd,   dans    G,  L^eune  Dirichlet,   ZaMenth.*^^),    (4«  éd.)  p.  603/40.    Voir  aussi 
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la  norme  d'un  idéal  a  d'un  corps  donné  E.    La  série 

où  Oj,  ûj,  . . .,  û,; sont  tous  les  idéaux   du  corps  K,   permet 

l'application  de  l'identité  d'Euler^  en  sorte  que  l'on  a 


m 


OÙ  le  produit  est  étendu  aux  idéaux  ^emiers  t^i;  t^j; ..,  ^J*; ...  de  K. 

D'autre  part;  les  idéaux  de  E  pouvant  être  répartis  en  classes 
P  18]  qui  forment  un  groupe  abélien,  on  peut  faire  correspondre  à 
chacune  de  celles-ci  un  caractère  t 

On  peut  encore  appliquer  l'identité  d'Euler  à  la  série  obtenue  en 
multipliant  chaque  terme  de  (1)  par  la  valeur  de  {  et  écrire 

Le  nombre  des  classes  d'idéaux  du  corps  considéré  K  se  déduit '^^) 
[d'après  E]  du  résidu  de  la  série  (1)  pour  s  »  1.  Dans  le  cas  des 
corps  circulaires  le  calcul  de  ce  résidu  est  en  rapport  étroit  avec  la 
théorie  des  séries  de  Lejeune  Dirichlet  considérées  au  n^  29  et  fournit 
une  démonstration  de  l'inégalité  Z(l,  x)  ^  ^  indiquée  à  cet  endroit'**). 

Dans  les  autres  cas  la  détermination  de  ce  résidu  constitue,  comme 
l'observe  iî.  Dedèkind^,  une  nouvelle  difficulté  à  laquelle  est  ramenée 
la  première.  Afin  d'écarter  cette  difficulté  pour  les  corps  relativement 
abéliens  par  rapport  à  un  corps  quadratique  imaginaire,  B.  Fueter^^^) 
généralise  la  formule  de  L.  Kronecker  du  n^  33. 

Les  séries  (1');  (1")  conduisent  à  la  détermination  de  la  fréquence 
des  idéaux  premiers  et  à  celle  de  leur  distribution  en  classes.  Mais 
les  propriétés  de  ces  séries  sont  beaucoup  moins  bien  connues  que 
celles  des  précédentes.  L'état  actuel  de  la  théorie  des  corps  algé- 
briques ne  permet  pas  d'afSrmer  que  les  fonctions  qu'elles  définissent 
[sauf  dans  le  cas  des  corps  quadratiques  ou  circulaires  pour  lesquels 

H.Weher,  Math.  Ann.  48  (1897),  p.  4S8;  49  (1897),  p.  83;  50  (1898),  p.  1;  J.  reine 
angew.  Math.  129  (1906),  p.  36.* 

366)  B.Dedekind,  dans  G.  L^eune  Dirichlet,  Zahlenth.^^^),  p.  610. 

E.  Landau  [J.  reine  angew.  Math.  127  (1904),  p.  167]  montre  que  ce  résidu 
peut  être  représenté  par  le  produit  de  la  série  (1)  du  n*"  87  et  de  la  série  (2) 
du  n**  21,  produit  qui  converge  pour  «««1. 

866 '')  B,  Dedéhind,  dans  Q,  Lejeune  Dirichlet,  Zahlenth.^^^),  p.  626. 

366*»)  ^Rend.  Cire.  mat.  Palermo  29  (1910),  p.  380.* 
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on  est  ramené  à  la  série  (1)  du  n^  28]  soient  prolongeables  analyti- 
quementy  ni  a  fortiori  qu'elles  possèdent  la  propriété    y. 

E,  Landcm^^  a  seulement  démontré  que  la  série  (1)  peut  être 
prolongée  jusqu'à  la  droite 

OÙ  k  est  le  degré  du  corps  E;  mais  il  a  de  plus^  dans  ce  domaine^ 
établi  non  seulement  ri  mais  encore  des  inégalités  analogues  à  ri'^ 
r['%  rf^  quoiqu'un  peu  moins  précises  et  il  a  montré  [cf.  n**  47] 
que  ces  résultats  suffisent  pour  l'étude  des  lois  asymptotiques  corres- 
pondantes.* 

38.  Une  série  de  Eroneoker.  ^£.  Kronecker^'^  a  considéré  la  série 

^^  Pi}  Pif  '  "7  Pi9 représentent  la  suite  infinie  des  nombres  premiers 

tandis  que  v^  désigne  le  nombre  des  racines  de  la  congruence 

(2)  '  F(x)^0        (mod.p^, 

F{x)  étant  un  polynôme  entier  donné;  à  coefficients  entiers. 

n  montre  que  la  partie  principale  de  la  quantité  définie  par  la 
somme 

^  p' 

de  la  série  (1)  est,  pour  8  voisin  de  1  mais  supérieur  à  1, 

Jclogj^f 

k  étant  le  nombre  des  facteurs  irréductibles  de  F(x)* 

^C'est  de  l'étude  de  cette  série  que  G.  Frobenius^  a  déduit  la 
distribution  des  modules  premiers  en  diverses  catégories  d'après  la 
manière  dont  la  congruence  (2)  se  comporte  suivant  ces  modules; 
il  démontre  que  chacune  de  ces  catégories  contient  une  infinité  de 
nombres  premiers.* 

Distribution  asymptotique  des  nombres  premiers. 

89.  Nombre  de  nombres  premiers.  ^Les  fonctions  arithmétiques 
ont  des  variations  très  irrégulières  et  lors  même  qu'on  peut  [voir  par 
ex.  n^  48  et  44]  en  écrire  une  expression  analytique  exacte,  celle-ci 

866)  ^J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  64.* 

867)  ^Monatsb  Akad.  Berlin  1880,  p.  166;  Werke  2,  Leipzig  1897,  p.  86.* 

868)  ^Sitzgflb.  Akad.  Berlin  1896,  p.  689.* 
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esfc  forcément  trop  compliquée  pour  être  utilisée,  du  moiuB  sous  sa 
forme  complète.  Mais,  lorsque  ces  fonctions  arithmétiques  augmentent 
indéfiniment  avec  la  yariablc;  on  peut,  en  général;  en  obtenir  des 
évaluations  simples  sous  forme  d'expressions  asymptoiiqueSf  c'est-à-dire 
approchées  pour  les  grandes  yaleurs  de  cette  variable.* 

Le  plus  souvent;  on  considère  comme  eog^ession  asymptotique 
d'une  fonction  f(n)  une  fonction  ^(n)  teUe  que 

lim   ^-1, 

mais  on  peut  parfois  considérer  des  expressions  asymptotiqnes  plus 
prédses  telles,  par  exemple,  en  supposant  f(n)  infini  arec  n,  que 

lim  [/(n)-^(n)]-0. 

«  =  +00 

^Quand  on  peut  trouver  une  expression  asymptotique  ^(n)  d'une  fonc- 
tion f{n)  se  prêtant  mieux  au  calcul  que  f(n)f  au  moins  pour  de 
grandes  valeurs  de  n,  on  a  souvent  la  possibilité  d'étudier  le  caractère 
de  la  fonction  /*(n)  mieux  qu'on  ne  saurait  le  faire  par  une  étude 
directe  de  cette  fonction.* 

La  fonction  dont  l'évaluation  asymptotique  est  la  plus  importante, 
cette  évaluation  intervenant  d'ailleurs  dans  beaucoup  d'autres,  est  le 
nombre  ••*) 

n(x) 

des  nombres  premiers '^^)  inférieurs  ou  égaux  à  un  nombre  naturel 
donné  x.  A  M.  Legendre^''^),  opérant  d'ailleurs  par  voie  empirique^ 
calcule  ce  nombre  au  moyen  de  la  formule 

"^ W  ■"  log^a;— 1,08866  * 


869)  ^L'histoire  des  recherches  relatives  aux  nombres  premiers  est  exposée 
dans  la  monographie  de  G.  TorélU,  Snlla  totalità  dei  nomeri  primi  fino  ad  un 
limite  assegnato,  Naples  1901;  Attd  Accad.  se.  fis.  mat.  [Naples]  (2)  H  (1899/1902), 
mém.  n»  1,  p.  166  [1900];  voir  aussi  G.  Toreïli  [Rend.  Accad.  Napoli  (8)  10  (1904), 
p.  860/62]  et  M,  cipoUa  [Rendic.  Accad.  Napoli  (3)  8  (1902),  p.  182/66].* 

870)  ^Comme  on  Ta  déjà  dit  ^'^  le  nombre  1  n'est  pas  compté  comme  nombre 
premier  dans  révalnation  de  IHx),* 

871)  ^A.  M.  Legendre  [Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  (1**  éd.)  Paris  an  YI, 
p.  19]  donne  déjà  la  formule 

X 


"(*)-jii;ï+^' 


il  donne  [Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  (2*  éd.)  Paris  1808,  p.  394/6]  A  comme 
très  voisin  de  1  et  £  «->  — 1,08866  environ.*  Cf.  Théorie  des  nombres  (8*  éd.)  2, 
Paris  1880,  p.  66. 
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Cette  formule  ^^')  fournit  en  effet  des  valeurs  très  approchées  du 
nombre  n(x)  quand  x  ne  dépasse  pas  deux  ou  trois  millions;  mais  il 
n'en  est  plus  de  même  quand  x  augmente  au  delà  de  trois  millions ^^'). 
40*  Bëflultats  de  Cebysëv.  Le  logarithme  intégral.  D'ailleurs '^^) 
P.  L.  Gébysëv^'^^)  prouve  que 

X 

log^a  —  1,08866 


872)  Cf.  A,  Genocchi,  Ann.  mat.  pura  appl.  (1)  8  (1860),  p.  52;  S.  M,  Drach, 
London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  24  (1844)^  p.  192. 

378)  Diverses  méthodes  de  nature  purement  arithmétique  pour  Ténumération 
directe  des  nombres  premiers  ont  été  indiquées  par  E.  Meissel,  Math.  Ânn.  2  (1870), 
p.  686/42;  8  (1871),  p.  628/5  [voir  aussi  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  304;  25  (1885), 
p.  251/7;  Progr.  Kiel  1884],  F.  Bogél,  Math.  Ann.  86  (1890),  p.  30^16;  Archiv  Math. 
Phys.  (2)  7  (1889),  p.  381/8;  (2)  17  (1900),  p.  225/37;  Fiarron  de  Mondésir,  Assoc. 
fr.  avanc.  se.  6,  (Le  Havre)  1877,  p.  79/82;  J.  P.  Gram,  K.  Danske  Vidensk.  Selsk. 
Skrifter  (6)  2  (1881/6),  p.  185  [1884];  résumé  en  français,  id.  p.  289;  L.  Lorene,  id. 
(6)  6  (1889/91),  p.  427/50  [1891];  Tidsskrifk  math.  KObenhavn  (Copenhague)  (4)  2 
(1878),  p.  1/3;  ^A.Lugîi,  Giom.  mat.  (1)  26  (1888),  p.  86/95;*  K.Hossfeld,  Z.Math. 
Phys.  35  (1890),  p.  382/4;  J.  P.  Gram,  Acta  math.  17  (1898),  p.  801/14;  F.  Grafe, 
Z.  Math.  Phys.  89  (1894),  p.  38/50;  H.  Voïïprecht,  id.  40  (1895),  p.  118/73;  ^A.  Bara- 
not€8ky,  Rozprawy  Akad.  Umiejçtnoéci  (Cracovie)  (2)  8  (1896),  p.  192/219;  Bull, 
intem.  Acad.  se.  Cracovie  1894,  p.  280/1  ;  Ch.  J,  Hargreave^  London  Edinb.  Dublin 
philos,  mag.  (4)  8  (1864),  p.  114/22;  K.  E,  Hoffmann,  Archiv  Math.  Phys.  64  (1879), 
p.  338/6.* 

A  signaler  également  la  formule  de  L.  Kronecker  [Zahlenth.^^  1,  p.  308] 

(d'.n) 

qui  fournit,  pour  un  nombre  naturel  quelconque  donné  n^  le  nombre  des  nombres 
premiers  ^n;  dans  cette  formule  v  représente  le  nombre  des  nombres  premiers 
Pi  t  Pi  y  '  •  't  Pv  ^^  ^^^  inférieurs  à  j/lî  et  d  désigne  un  quelconque  des  diviseurs 
du  produit  ^       ^  ^  ^ 

la  somme  est  étendue  à  Ums  ces  diviseurs  d. 

Sur  ces  différents  travaux  qui  ne  rentrent  pas  dans  le  cadre  de  cet  article, 
consulter  G.  Toreïïi^^^. 

874)  L'expression  de  n(x)  donnée  par  A.  M.  Legendre  avait  aussi  été  adoptée 
tout  d'abord  par  G.  lAJewne  DiricMet  [J.  reine  angew.  Math.  18  (1838),  p.  272; 
Werke  1,  Berlin  1889,  p.  372],  mais  G.  L^eune  Dirichlet,  dans  l'exemplaire  de 
son  mémoire  qu'il  a  envoyé  à  C.  F.  Gauss  [voir  la  note  de  L.  Kronecker  dans 
G.  Lacune  DiricMet,  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  872]  la  corrige  pour  la  valeur 
Jji{x)  qu'il  prend  sous  la  forme  sensiblement  équivalente 

875)  Mém.  présentés  Acad.  Pétersb.  6  (1851),  p.  141/57;  7  (1854),  p.  17/83 
[1850];  J.  math,  pures  appl.  (1)  17  (1862),  p.  841/66,  366/92;  Œuvres  1,  S*  Pétersb. 
1899,  p.  27/70. 


Digitized  by  VjOOQIC 


40.  BéBultate  de  Cebyfiëv.    Le  logarithme  intégral.  313 

ne  saurait  être  une  expression  asjmptotique  de  n{x)  parce  que  si 

tend  yers  une  limite  finie  quand  x  croît  indéfiniment^  cette  limite  ne 
peut  être  que  —  1. 

Il  montre  que,  sauf  peut-être  pour  x  ^  3000000,  on  a  des  résul- 
tats plus  approchés  •^•)  en  déterminant  n{x)  au  moyen  de  la  fonction 

OÙ  le  second  membre  représente  une  yaleur  principale  au  sens  de 
A.  L,  Cauchy  [Il  8J  et  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  logcmthme 
intégral  de  x. 

^Gela  revient  à  dire  que  le  pourcentage  ou  densité^'^'^)  des  nombres 

premiers  dans  le  voisinage  d'une  valeur  déterminée  de  x  est  j >  ou 

encore  que  la  probabilité  pour  qu'un  entier  inconnu  mais  dont  on  sait 

qu'il  est  voisin  de  x  soit  premier  est  j 

Si  Ton  prenait  pour  n(x)  la  valeur 

qui  est  la  partie  principale  de  celle  de  A,  M.  Legendre,  on  considérerait 

que  j est  la  densité  moyenne  ou  pourcentage  des  nombres  premiers 

entre  géro  et  x\  autrement  dit  on  considérerait  que  ? est  la  pro- 
babilité de  tomber  sur  un  nombre  premier  en  choisissant  un  entier 
au  hasard  entre  zéro  et  x  [voir  n**  63]. 

Les  deux  expressions  (1)  et  (2)  sont  d'ailleurs  asymptotiques 
Tune  à  l'autre  [cf.  n^  47].  Plus  généralement,  il  importe  de  remarquer 
que  la  fonction  Li{x)  admef  ®)  un  développement  (formel)  en  série 


376)  C.  F.  Gausa  avait  fait  une  remarque  semblable  après  aToir  pris  con- 
naissance des  résultats  numériques  obtenus  par  B.  Goldschmidt  [voir  la  lettre  de 
CF.  Gau88  à  J.F.JEneke  datée  du  24  décembre  1849;  Werke  2,  Gfittingen  1876, 
p.  444];  il  avait  adopté  comme  P.  L.  àebyèev  la  valeur  approchée  LUx)  pour  n{x). 

877)  ^Cette  dénomination  est  celle  dont  F.  Cesàro  [Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10 
(1883),  mém.  n*"  6,  p.  348]  a  fait  usage.* 

378)  ^Les  propriétés  de  cette  fonction  sont  exposées  dans  N.  Niélsen,  Théorie 
des  Integrallogaiitbmus  und  verwandter  Transcendenten,  Leipzig  1906.  Consulter 
aussi  Intexméd.  math.  1  (1894),  p.  183;  2  (1896),  p.  163,  346;  8  (1901),  p.  192;  11 
(1904),  p.  6,  108  [Questions  246,  2165,  2166,  2712]." 
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divergente,  savoir 

V"^  /      loir  «     •■  antr  x\*    '     rîocr  /r^»    i"  Hocr  i»î^*    •    '  '  '  "T    Hoir  /r^»     "• 


En  limitant  cette  série  à  un  nombre  quelconque  de  termes,  on  a  Li{x) 
avec  une  erreur  du  même  ordre  de  grandeur  (pour  x  très  grand)  que 
le  premier  terme  négligé.*^ 

41.  Aperçu  sur  la  méthode  de  Oebysëv.  La  fonction  arith- 
métique 0(x).  J?.L.  Cébysëv^^^)  est  le  premier  qui  ait  appliqué  à  l'étude 
de  n{x)  et  de  questions  connexes  un  raisonnement  rigoureux. 

n  emploie  successivement  deux  méthodes  dont  la  première '^') 
utilise  déjà  l'identité  (4)  du  n^  17  et  se  rapproche  par  là  de  celle  de 
B.  Eiemann,  mais  avec  cette  différence  que  i(8)  n'intervient  que  par 
sa  partie  principale  pour  $  voisin  de  1,  de  sorte  que  cette  méthode 
revient  au  fond  à  l'application  de  E',  If'.* 

Le  seconde  méthode '^)  consiste  à  partir  de  la  quantité 

T(aj)-.log.r([aj]+l) 

qui  désigne  la  somme  des  logarithmes  naturels  de  tous  les  nombres 
naturels  inférieurs  ou  égaux  à  rr,  et  à  lui  rattacher  la  fonction  OÇx) 
qui  désigne  la  somme  des  logarithmes  naturels  des  nombres  j>refn»ers 
inférieurs  ou  égaux  à  x. 
Si  Ton  pose 

"^*  /  u 


nsl 


en  sorte  que  ^(â?)  représente  le  logarithme  du  p.  p.  c.  m.  de  tous  les 
nombres  naturels  inférieurs  ou  égaux  à  x,  on  peut  exprimer  T(x)  au 
moyen  de  la  fonction  ^(a;).    On  démontre"^),  en  effet,  que  l'on  a*®*) 


fi»i 


878*)  ^Voir  E.  Landau,  Primzahlen  "«)  1,  p.  11/29.* 

379)  J.  math,  pures  appl.  (1)  17  (1852),  p.  841;  Mém.  présentés  Acad.  Pétenb.  6 
(1851),  p.  141/67;  7  (1864),  p.  16/83;  Œuvres  1,  S^  Pétersbourg  1899,  p.  27/70. 

380)  J.  math,  pures  appl.  (1)  17  (1852),  p.  866/92;  Mém.  présentés  Acad. 
Pétersb.  7  (1854),  p.  15/88;  Œuvres  1,  p.  49/70. 

881)  Pour  ces  formules  de  P.  X.  Cebyè€v*^^),  voir  H.  Poinearé  [J.  math,  pures 
appl.  (4)  8  (1892),  p.  25/68]  ainsi  que  B.  DauhUbàky  von  Stemeek  [Sitzgsb.  Akad. 
Wien  109  U*  (1900),  p.  1187/58]  et  J.  J,  Sylvester  [Amer.  J.  math.  4  (1881),  p.  280/47]. 

882)  Une  généralisation  de  cette  relation  a  été  indiquée  par  E.  Cesàro 
[Nouv.  Ann.  math.  (3)  4  (1885),  p.  418/22].  Voir  encore  A.  de  Poliçnae,  G.  B.  Acad. 
se.  Paris  49  (1859),  p.  850/2. 
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^Or  rinversion  des  deux  relations  précédentes  s'obtient  par  les  deux 
équations  du  n^  10.    On  a  successiyement  les  deux  formules 


à  la  première  desquelles  J,  P.  Gram^  adjoint  l'expression  analogue 

«ni 

La  formule  de  StirUng,  qui  donne  une  valeur  approchée  de 
a?!  -  1  •  2  .  3 (a;  —  l)a: 

quand  x  est  très  grand  [I  4^  12]^  fournit  dès  lors^  par  là  même,  des 
bornes  entre  lesquelles  sont  comprises  les  fonctions  T!(x),  0(x\  if(x\ 
ainsi  que  le  nombre  des  nombres  premiers  compris  dans  un  intervalle 
donné.  ^On  obtient  ainsi,  en  particulier,  le  postulat  de  J.  Bertrand^ 
d'après  lequel  il  y  a  toujours  au  moins  un  nombre  premier  compris 
entre  -r-  et  n  —  2  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  >  3  que  l'on 
envisage.* 

^Mais,  même  après  les  compléments  apportés  par  J.  J.  Sylvester^^ 
on  n'a  pas  encore  ainsi  une  expression  asymptotique  de  0{x)  au  sens 
indiqué  au  n^  39.  P.  X.  ÔAyàev^^)  démontre,  il  est  vrai,  que,  si  le 
rapport  -^  a  une  limite,  cette  limite  ne  peut  être  que  l'unité,  mais 
l'existence  de  la  limite  est  laissée  douteuse,  et  les  inégalités  auxquelles 
arrive  P.  L.  Cebysëv  laissent,  entre  -^  et  1  (poxir  x  très  grand),  la 
possibilité   d'une   diiSTérence   de  rr;  environ  que  les  travaux  cités  de 

J.  J.  Sylvesier  permettent  de  réduire,  mais  non  de  faire  disparaître. 
Cela  tient  au  fond*^^)  à  ce  que,  au  point  de  vue  théorique,  la 

883}  «K.  Danske  Yidensk.  Selsk.  Skiifter  (6)  2  (1881/6),  p.  288,  299  [1884].* 
884)  ^Ce  postulat  de  J.  Bertrand  se  trouve  d*abord  J.  Ec.  polyt  (1)  cah.  80 

(1845),  p.  129.    Voir  aussi  J.A.  Serret,  Alg.  snp.  (6*  éd.)  2,  Paris  1910,  p.  226/89; 

E.  Landau,  Primzablen  "")  1,  p.  89/92.* 

886)  «Voir  encore  /.  «T.  Syîvester,  Amer.  J.  math.  4  (1881),  p.  280/47;  Messenger 

maih.  (2)  21  (1891/2),  p.  1/19,  87/120.* 

886)  «Mém.  Acad.  Pétersb.  7  (1864),  p.  17/83;  J.  math,  pures  appl.  (1)  17 
(1862),  p.  866/92;  (EuTies  1,  S*  Pétersb.  1899,  p.  49/70.* 

887)  ^Voir  T.  Levp-Civita,  Atti  Accad.  Lincei,  Bendie.  mat  (6)  4  I  (1896), 
p.  808;  G,  ToreBf  »••),  p.  106.* 
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méthode  précédente  ne  résout  pas  à  proprement  parler  la  question, 
en  ce  sens  qu'elle  fait  intervenir  une  nouvelle  foncidon  arithmétique^ 
la  fonction  [i(n),  laquelle  dépend  étroitement  des  nombres  premiers. 
F.  Mertens^  a  montré  en  faisant  usage  de  procédés  élémentaires 
que  les  quantités 

(P)  (P)  ^ 

OÙ  les  sommes  sont  étendues  aux  nombres  premiers  p  inférieurs  ou  égaux 
à  un  nombre  naturel  donné  x,  sont  toutes  deux  inférieures  à  2.  Pour  la 
seconde  de  ces  quantités,  voir  n^  46  (formule  5)  un  résultat  plus  précis.* 

42.  Introduction  de  la  fonction  ^(s).  C'est  par  la  méthode  de 
B.  Biemann^^)  que  les  résultats  de  P.  L.  Ùèbyèëv  ont  pu  être  complétés. 

Cette  méthode  consiste  essentiellement,  d'une  part,  dans  Tintro- 
duction  de  la  fonction  ^{s)  définie  au  n®  20,  de  l'autre  dans  l'éta- 
blissement et  dans  l'usage  de  la  proposition  D  du  n^  18. 

En  appliquant  les  propriétés  énoncées  ou  démontrées  par  lui  [cf. 
n^"  22  à  24]  de  la  fonction  Ç(s)  et,  en  particulier,  la  proposition  6 
[n**  24],  B,  Biemann^^)  conclut  que  l'on  a 

(3)    f(x)  =  log,i  +  Li(x)  -^{Li  (x^"-'"')  +  Li  (a;*-'i] 


+f ^ 


X 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  racines  cc^,  ^g, . . .,  a^, de 

la  fonction  6(0  ^7^^^  l©^r  partie  réelle  positive. 

^C'est  à  cette  formule  que  l'on  donne  généralement  le  nom  de 
formule  de  Biemann,     La  quantité  Li{ûc)  y  est,  pour  x  réel,  définie 


388)  J.  reine  angew.  Math.  78  (1874),  p.  46;  JP,  L.  Cébystv  [J.  math,  paies 
appl.  (1)  17  (1862),  p.  388;  Œuvres  1,  S*  Péterabourg  1899,  p.  69]  obtient  un 
résultat  analogue  pour  la  somme 

^^lôg^p' 
étendue  aux  nombres  premiers  p  inférieurs  ou  égaux  h»  x,* 

889)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1869,  p.  671;  Werke»"),  (2«  éd.)  p.  146;  trad. 
L,  Laugel,  p.  166.    Voir  encore  W.  Scheibner,  Z.  Math.  Phys.  6  (1860),  p.  288. 

890)  La  formule  donnée  par  B,  Miemann  [Monatsb.  Akad.  Berlin  1869,  p.  678; 
Werke  (2«  éd.),  Leipzig  1892,  p.  161;  trad.  X.  Laugel  y  p.  178]  contient  le  terme 
log^  £(0)  au  lieu  de  log^4^.  Cette  erreur  a  été  corrigée  par  A.  Genoochi  [Ann.  mat. 
pura  appl.  (1)  8  (1860),  p.  62];  cf.  H.  Brocard  [Nouv.  Corresp.  math.  6  (1880), 
p.  481/2],  A.  Piltz  [Diss.  léna  1884,  p.  86],  H.  Weber  [dans  B.  Biemann,  Werke 
(2«  éd),  Leipzig  1892,  p.  166  en  note],  J7.  von  Mangoldt  [J.  reine  angew.  Math.  114 
(1896),  p.  299]  et  G.  Torelîi,  SuUa  totalità"»),  p.  96/7. 
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par  la  formule  (1)  du  n^  40.     Quant  aux  termes  Li(x»)  où 

est  un  nombre  imaginaire,  on  doit^'^)  les  calculer  en  prenant 

où  log^â;  a  sa  valeur  arithmétique^  puis 

10 

Li(&^)  =-  lim     I  —dz  ±  ix, 

l'intégrale  étant  prise  suivant  un  chemin  rectiligne  parallèle  à  Taxe 
réel  et  le  signe  à  choisir  devant  le  terme  ix  étant  celui  du  coefficient 
de  i  dans  w  =^  ç  log^rr. 

La  fonction  Li(e^)  ainsi  définie  est  univoque  dans  tout  le  plan  des 
ta,  une  fois  celui-ci  sectionné  suivant  la  partie  négative  de  Taxe  réel 
(de  ~  oo  à  0).* 

43.  Démonstrations  rigoureuses  de  la  formule  de  Biemann. 
^Dans  le  mémoire  même  de  B.  Riemann,  la  formule  (3)  qui  précède 
constitue  une  dernière  assertion  non  démontrée,  même  quand  on  admet 
les  propositions  a  et  0  du.  n^  24. 

Cette  formule  n'a  d'aiUeurs  de  sens  qu'en  indiquant  Tordre  dans 
lequel  on  range  les  a^^y  car  la  convergence  de  la  série  du  second 
membre  n'est  pas  absolue.  On  spécifie  donc  que  les  quantités  Uj^  sont 
rangées  par  ordre  de  valeur  absolue  croissante.'* 

La  formule  (3)  a  été  démontrée  dans  ces  conditions  par  H,  von 
Mangddt^  qui,  à  cet  effet,  opère  non  plus  sur  log^  Ç(s)  mais  sur 

^js  +  r) 
Us  +  r)' 
où  r  est  un  nombre  réel. 

Ceci  fÎEdt  intervenir  l'expression 

où  v{n)  est  la  fonction  définie  au  n°  10  et  où  d  doit  être  remplacé 
par  1  quand  x  est  soit  un  nombre  premier  soit  une  puissance  d'un 
nombre  premier,  et  par  0  quand  x  contient  en  facteur  plus  d'un 
nombre  premier. 

Déjà,  avant  H.  von  Mangoldty  A.  Filtz^^)  avait  établi  cette  même 
formule  de  Biemann  par  des  considérations  du  même  ordre  quoique 
moins  complètes  et  moins  lumineuses.    Certains  théorèmes  de  A,  FîUz 

891)  H.  von  MangcUdt,  J.  reine  angew.  Math.  114  (1895),  p.  801. 

892)  Id.  p.  279. 
398)  Dis8.  léna  1884. 
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ont  d'ailleurs  été  utilisés  par  E.  Pfeiffer^  dans  ses  recherches  but 
l'expression  du  nombre  moyen  de  classes  de  formes  quadratiques  et 
sur  la  fonction  sommatoire  de  t(n)  [cf.  n°  56]. 

^Enfin  la  démonstration  a  été  reprise  et  simplifiée  par  E.  Landau^^) 
à  qui  sa  méthode  permet  de  revenir  à  l'emploi  de  log,  tis)* 

44.  Valeur  de  cette  formule.  Calcul  de  F(x),  JLb,  formule 
de  Biemann  donne  une  expression  exacte  de  f(x).  Mais,  comme  nous 
l'ayons  fait  comprendre  plus  haut^  il  n'en  résulte  nullement  qu'elle 
soit  apte  à  faire  connutre  l'allure  de  cette  fonction  et  ses  valeurs 
asymptotiques.  En  fait^  non  seulement  la  série  qui  figure  dans  cette 
formule  n'est  pas  absolument  convergente,  mais  (comme  il  est  évident 
puisque  sa  somme  est  discontinue)  elle  n'est  pas  non  plus  uniformé- 
ment convergente^  de  sorte  qu'on  ne  pourrait  certainement  pas  répondre 
a  priori  de  l'erreur  commise,  au  dessous  d'une  certaine  limite. 

Par  contre,  comme  le  remarque  JET.  von  MangoMt^^^),  toutes  les 
séries  non  uniformément  convergentes  qui  entrent  dans  la  formule  de 
Riemann  se  ramènent  à  une  seule,  savoir: 
/jN  aiii(a^log,a;)  ^  sin (g,  log, a?)     imja^log.x)        

et  JET.  von  Mangoldt^^'^y  dans  un  travail  ultérieur,  indique  [mais  en 
utilisant  cette  fois  les  résultats  obtenus  postérieurement  à  B,  Biemann 
et  en  renvoyant  en  particulier  aux  raisonnements  de  Ch.  J,dela  VaOée 
Poussin]  que  la  valeur  de  cette  série  est  d'ordre  de  grandeur  inférieur 
à  x^y  pour  X  très  grand. 

JE?,  von  Koch^^^)  a  essayé  d'aller  plus  loin:  il  met  f(x)  sous  la 
forme  d'une  série  uniformément  convergente,  augmentée  d'une  quantité 
qui  reste  inférieure  à  3,  ou  même  (avec  une  autre  forme  de  la  formule) 
qui  tend  vers  zéro.  Étant  donnée  la  distribution  irrégulière  des 
nombres  premiers  [et  quoique''^)  la  fonction  f(x)  présente  cette 
irrégularité  à  un  degré  moindre  que  F(x)]  ceci  ne  peut  être  obtenu 
sans  l'emploi  de  séries  dont  l'étude  serait  sans  doute  assez  compliquée. 

894)  Ûber  die  PeriodiziiÂt  in  der  Teilbarkeit  der  Zahlen  und  fiber  die 
Yerteilung  der  Elassen  positiver  quadratiâcher  Formen  auf  ilire  Determinanten^ 
Jahreabericht  der  Pfeifferschen  Lebx-  und  ErziebnngsanBtalt,  léna  1886. 

396)  ^Ann.  Ec.  Norm.  (8)  26  (1908),  p.  899;  résumé:  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1908, 
p.  787.* 

896)  J.  reine  angew.  Matb.  114  (1896),  p.  294.* 

897)  ^J.  reine  angew.  Math.  119  (1898),  p.  66.* 

898)  ^Matb.  Ann.  66  (1902),  p.  441.* 

399)  ^B.  Riemann,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1869,  p.  680;  Werke^''^),  (2*  éd.) 
p.  163;  trad.  L,  Laugeî^  p.  178.  Il  ne  semble  pas  qu'U  ait  été  fait  des  constatations 
numériques  à  Tappui  de  cette  assertion  de  B,  Biemann,* 
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En  somme  9  le  résultat  de  B.  Biemann  fait  présumer  ^  et  les 
résultats  ultérieurs  (j  compris  ceux  que  nous  trourerons  plus  loin) 
confirment  que  Li(x)  est  la  partie  principale  de  f(x).  Quant  aux 
termes  dépendant  des  aj^y  ils  offrent^  par  rapport  à-  log.  x  une  sorte 
de  périodicité  (à  période  d'autant  plus  courte  que  a  est  plus  grand) 
et  produisent  les  irrégularités  de  f(x).* 

De  f(x)  on  déduit  F{x)  par  xme  nouvelle  application  de  Ténoncé 
(2«)  du  n*^  10,  savoir 

(2)  F(x)^^^ii(n)f(x^)^f{x)^^M)- 

«si 

L'inconvénient  théorique  signalé  au  numéro  précédent  se  rencontre 
encore  ici,  mais  il  n'a  plus  la  même  importance  pratique.  Gela  résulte 
de  ce  que  la  méthode  de  P.  L.  Cébysëv  emploie  les  deux  formules  du 
n^  10  et  que,  dans  la  première  d'entre  elles  énoncée  en  (1^),  les 
différents  termes  sont  tous  du  même  ordre  de  grandeur,  tandis  que 
dans  la  formule  (2)  qui  précède  le  premier  terme  f(x)  du  second 
membre  en  fournit  la  partie  principale.  On  voit  même  que  F(x)  est 
inférieur  à  f(x).  En  admettant  que  f{x)  ait  pour  terme  principal  Li(x)j 
ceci  donne  l'inégalité*®^) 

(3)  F{x)<Liix), 

ce  qui  est  conforme  aux  résultats  empiriques  obtenus  par  C.  F.  Gauss^^^ 
et  B.  GcUdschmidt^^^ 

Au  reste,  en  réduisant  f{x)  à  Li{x)  et,  par  conséquent*^),  F(^x) 
à  l'expression  approchée  **^^) 

(4)  F{x)^^^iL{n)Li{x^)^Li{x)^\Lii^^^      , 

«si 


400)  B.  Biemann^  Monatsb.  Akad.  Berlin  1859,  p.  680;  Werke^^^),  (2*  éd.) 
p.  158;  trad.  L.  Laugel,  p.  173;  A.  PiUg,  Diss.  léna"»),  p.  44. 

401)  B.  Biemann,  Monatab.  Akad.  Berlin  1869,  p.  679;  Werke"*),  (2«  éd.) 
p.  152;  iarad.  L,  Laugel,  p.  173. 

402)  Lettre  de  C.  F.  Gausa  à  J,  F.  Encke  datée  de  décembre  1849;  Werke  2, 
GHïttiiigae  1876,  p.  445. 

403)  Voir  la  remarque  de  E.  Schering  dans  C.  F.  Oauss,  Werke  2,  G^Sttingae 
1876,  p.  620. 

404)  Cf.  /.  P.  Gram,  K.  Danske  Vidensk.  Selsk.  Skrifter  (6)  2  (1881/6), 
p.  185  [1884];  résumé  en  firançaîs  id.  p.  289;  Zr.  Oppermann,  Overs.  Selsk.  For- 
handL  (BnlL  Acad.  Copenhague)  1882,  p.  169;  résumé  en  français  id.  p.  9.  On 
trouve  dans  chacun  de  ces  deux  mémoires  un  résumé  des  travaux  sur  le  nombre 
des  nombres  premiers. 

406)  Diaprés    W.  Preobraschenàky    [Izvëstiija    Obsëestra   lïubitelej   jestest- 
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J.  P.  Oram^  est  parrenu  à  éliminer  de  cette  formule  la  fonction 
/i(n).    En  employant  le  développement  de 

Li(x) -log^log^x 
suivant  les  puissances  de  log^^;,  il  remplace  la  formule  (4)  par 

qui  d'ailleurs  ;  maigre  cet  avantage  théorique,  est  moins  utile  en  ce 
qu'elle  ne  donne  pas  directement  Tordre  de  grandeur  du  résultat. 

^Mais  tout  ceci  est  subordonné  à  la  possibilité  de  réduire  f(x)  à 
Li(x)  et  [cf  n""  47]  l'exactitude  de  l'inégalité  (3)  elle-même  est  liée 
à  renoncé  ri  de  B.  Riemcmn^  c'est-à-dire  à  la  plus  grande  difficulté 
encore  existante  de  la  théorie*®').* 

45.  Autres  expressions  analjrtiqaes  de  F(x).  ^Divers  auteurs 
ont  proposé;  pour  obtenir  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs 
à  une  quantité  donnée  x,  des  méthodes  fondées  sur  l'introduction  de 
transcendantes  distinctes  de  ^(s). 

Ils  commencent,  en  général,  par  trouver  une  équation  caracté- 
ristique des  nombres  premiers,  autrement  dit  une  fonction  analytique 
<I>(if)  qui  soit  nulle  lorsqu'on  remplace  z  par  un  nombre  premier  et 
différente  de  zéro  daos  les  autres  cas,  ou  encore  qui  soit  différente 
de  zéro  lorsque  b  est  un  nombre  premier  et  nuUe  lorsqu'on  remplace 
0  par  un  entier  non  premier.     La  formule  classique 

(1)  éijv{^)%^d,^i:v(p), 

OÙ  l'intégrale  est  prise  suivant  un  contour  fermé  (G)  et  la  somme  du 
second  membre  étendue  aux  racines  p  de  l'équation  <I>(je)  »  0  situées 
à  l'intérieur  de  ce  contour,  ou  plus  généralement  la  formule  qui  donne 
l'intégrale  d'une  fonction  méromorphe  quelconque,  le  long  d'un  contour 

voznanija;  C.  B.  de  la  Société  des  amateurs  des  sciences  naturelles]  78  (1902), 
p.  27  [c'est  le  tome  5  des  travaux  de  la  section  des  sciences  physiques]  la  somme 

n  =  l 

a  un  point  d'inflexion  pour  x  =.  e*^'*  =  18266619  environ. 

406)  ^J.  P.  Gram,  K.  Danske  Vidensk.  Selsk.  Skrifter  (6)  2  (1881/6),  p.  30.* 

407)  ^Les  comparaisons  directes  non  seulement  confirment  l'inégalité  (8), 
mais  montrent  la  formule  (4),  ou  son  équivalente  (6),  comme  donnant  F{x)  d'une 
manière  notablement  plus  exacte  que  les  autres  formules  connues,  y  compris  ceUe 
de  P.  L.  Cébysëv.  On  trouvera  ces  comparaisons  avec  graphique  à  Tappui,  à  la 
fin  de  l'ouvrage  cité  de  G.  ror«Kt"«).* 
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fermé,  par  une  somme  de  résidus,  font  alors  coimaître  non  seulement 
le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  Xy  mais  la  somme  21W{p) 
étendue  à  ces  nombres,  par  une  intégration  le  long  d'un  contour  {(T)  com- 
prenant le  segment  (0,  x),  ou  encore  le  segment  (—  x,  +  ^)  de  i'axe  réel. 
JLe  théorème  de  Wilson  [1 15,  7]  fournit  à  F,  Bogel^)  plusieurs 
fonctions  de  cette  nature;  H,  LoMreni*^^)  envisage  particulièrement 
la  fonction 

pour  j?  >  4.  Gomme  <I>(j?)  a  la  valeur  1  ou  la  valeur  0  suivant  que  z 
est  égal  à  un  entier  premier  ou  à  un  entier  composé,  on  peut,  soit 
appliquer  à  cette  fonction  le  théorème  des  résidus  comme  le  fait 
H.  Laurenty  soit  sommer  directement  comme  le  fait  F,  Bogd. 

H,  Laurent^^)  a  obtenu  plus  tard  un  résultat  analogue  en  partant 
de  la  fonction 

qui,  lorsqu'on  y  remplace  x  par  une  racine  primitive  de  l'équation 
af  —  1  =  0,  prend  la  valeur  w*~*  ou  la  valeur  0  suivant  que  n  est 
premier  ou  composé. 

n  introduit  enJBin*^®)  la  quantité 

»a-fC0 

^,  sin'arjÉf 


»=i 


m 


nn(n  —  z) 


qui  n'a  pour  racines  réelles  que  les  nombres  premiers  (positifs)  et 
n'a  pas  de  racine  négative.  Il  resterait  à  étudier  les  zéros  imaginaires 
de  cette  expression.* 

JF.  Bogd^^)  introduit  une  transcendante  analogue  en  vue  d'évaluer 
les  sommes  des  puissances  des  diviseurs  d'un  nombre  entier."^ 


408)  ^Sitzgsb.  bôhm.  Ges,  Prag  1896,  mém.  n«  22,  p.  1/11.* 
408»)  ^C.  R.  Acad.  se.  Paris  126  (1898),  p.  809.* 

409)  ^Nouv.  Ann.  math.  (8)  18  (1899),  p.  234.* 

410)  «JET.  Laurent,  Interméd.  math.  5  (1898),  p.  78;  15  (1908),  p.  266;  [Question 
1268].  Le  facteur  n  est,  en  cet  endroit,  omis  au  dénominateur  du  second  terme 
entre  crochets  et  les  nombres  premiers  négatifs  sont  également  par  erreur  comptés 
comme  des  zéros.  Voir  [Interméd.  math.  16  (1909),  p.  248]  la  démonstration  recti- 
ficatiTO  de  P.  Fatou.* 

411)  ^Sitzgsb.  bôhm.  Ges.  Prag  1897,  mém.  n"*  44  (indiqué  par  erreur  comme 
mém.  n*>  46),  p.  1/25.* 

Xnoyolop.  des  toieiio.  mathémat.    18.  21 


Digitized  by  VjOOQIC 


822        P.  B(ichmann.    1 17.   Distribution  aajmptotiqae.    /.  Hadamard. 

^Dans  le  même  ordre  d'idées  ^  L.  Kronecker^^^  remarque  que 
l'expression 

où  r  prend  la  suite  des  valeurs  premières  à  m  et  incongrues  (mod.  m\ 
prend  y  pour  x  =»  1,  la  valeur  p  ai  m  est  une  puissance  de  nombre 
premier  p,  la  valeur  1  dans  le  cas  contraire,  et  il  déduit  de  là  une  valeur 
approchée  de  n{x). 

Mais  la  transcendante  qui  a  été  le  plus  souvent  considérée  à  ce 
point  de  vue,  ^(s)  mise  à  part,  est  la  série  de  Lambert^^) 

(^)  r^  +  T=l?  +  r=^»  +  •  •  •  +  Yzr^  + 

que  l'on  peut  écrire, 

(3)  t(l)x  +  t{2)x^  +  t{S)x^  +  '"  +  t{n)af'  + 

et  qui,  sous  Tune  quelconque  de  ces  deux  formes,  est  convergente 
pour  |â?|  <  1.  Le  nombre  t(n)  des  diviseurs  de  n  pourra  être  défini 
comme  le  coefficient  de  sf  dans  le  développement  (3)  de  la  fonction 

nssl  n  =  1 

représentée  par  la  somme  des  séries  (2)  ou  (3),  et  les  nombres  premiers 
pourront  être  caractérisés  par  l'équation 

t(n)  -2  =  0. 

T.  Levi'Civiia^^^)  a  déduit  de  là  n(x)  par  application  de  la 
formule  (1);  K  Bwrhmne^^%  M.  Curtee^^^  E,  Cesàro^^'^,  J.  Brmn^^ 
ont  également  fait  servir  la  série  de  Lambert  à  la  recherche  des 
nombres  premiers*^*). 

La  série  de  Lambert  est  d'ailleurs  en  relation  simple  avec  ^(5). 


412)  ^ZaMenth.**)  1,  p.  296.* 

418)  ^Anlage  znr  Arcliitechtoiiîk  oder  Théorie  des  Einfachen  tmd  Ersten  in 
der  philoBophiflchen  nnd  mathematieclien  Erkenntnis,  Riga  1771,  p.  607.* 
414)  ^Atti  R.  Accad.  Lincei  Bendic,  mat.  (6)  4  I  (1896),  p.  308.* 
416)  ^Axchiv  Math.  Phyg.  (1)  19  (1862),  p.  442.* 

416)  ^Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  1  (1867/8),  p.  286.* 

417)  ^Rendic.  Accad.  Napoli  (2)  7  (1898),  p.  197.* 

418)  ^Progr.  Trêves  1898/9.* 

419)  ^Cf.  G.  ToreUi  [SuUa  totalità"*),  chap.  12]  où  Ton  trouve  aussi  Findi- 
cation  d*autres  trayaux  ayant  également  pour  objet  Texpression  de  17(x)  à  Taido 
de  transcendantes  diverses.* 
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La  comparaison  de  la  formule  (3)  avec  la  formule  (4)  du  n^  21 
montre"®)  que  [Ç(s)]*  et  &(x)  sont  liées  par  la  relation  F,  c'est-à-dire 
que  Ton  a 

et  que,  d'autre  part  [cf.  n**  18],  S  (a?)  pourrait  également  s'exprimer 
à  l'aide  de  [S(^)]'  par  une  intégrale  définie. 

Indiquons  encore  que,  d'après  S,  von  Kock^^^\  l'expression 

peut  être  mise  sous  la  forme  d'un  déterminant  infini  [I  4,  40]  lorsque 
les  quantités  u^  qui  y  figurent  vérifient  les  inégalités 

\K\<9i^        (n«l,2,3, ), 

où  g  est  un  nombre  fini  et  où  t  est  un  nombre  positif  plus  petit 
que  1.  n  en  résulte  que  l'on  peut  aussi  représenter  par  un  déter- 
minant infini  la  somme 


^'^ 


étendue  à  tous  les  nombres  premiers  p,  quand  la  partie  réelle  du 
nombre  s  qui  figure  en  exposant  est  plus  grande  que  1. 

Ces  diverses  méthodes,  quoique  supérieures  à  ceUe  de  B.  Riemann 
au  point  de  vue  théorique,  en  ce  sens  qu'elles  ne  supposent  pas  connu 
f*(n)  [et  n°  41],  n'ont  pas  jusqu'ici  donné  de  résultats  utiles:  on  ne 
connfut  pas  de  moyen  de  dégager  la  partie  principale  des  expressions 
auxquelles  eUes  aboutissent.* 

46.  Le  théorème  des  nombres  premiers  et  la  valeur  asymp- 
totique  de  0{x).    Pour  démontrer  que  l'on  a 

(1)  lim    ^  =  1, 

proposition  qu'on  désigne  sous  le  nom  de  théorème  des  nombres 
premiers^^,  les  auteurs  récents  préfèrent  avec  G.  H.  Halphen^^^)  passer 


420)  ^0.  ScMâmtlch  [Z.  Math.  Phys.  8  (1858),  p.  248]  à  la  Buiie  d^ime  commnni- 
cation  de  G.  Zèhfuss  qui  signale  déjà  Tideiitité  des  coefficients  des  deux  déve- 
loppements.  O.  ToréUi  [Sulla  totalità '*')^  chap.  12]  énxmiëre  divers  travaux  sur 
les  propriétés  analytiques  de  la  fonction  fi(re).* 

421)  Ofversigt  Vetensk.  Aiad.  fôrhandl.  (Stockholm)  67  (1900),  p.  669. 

422)  Dénomination  due  à  H,  von  Schaper^  Diss.  GGttmgue  1898,  p.  68. 
Cf.  E.  Landau,  Math.  Ann.  66  (1903),  p.  646. 

423)  ^C.  R.  Acad.  se.  Paris  96  (1888),  p.  684.* 

21* 
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par  rintennédiaire  de  la  fonction  0{x)  considérée  par  P.  L.  Cd>y8ev 
[n®  41]  et  commencer  par  établir  que  Ton  a*^) 

(2)  Um^-1. 

«=  +  • 

^A  cet  effet^  on  applique  les  relations  générales  du  n^  18  à  la  fonction 

où  la  somme  intérieure  au  crochet  est  étendue  à  tous  les  nombres 
premiers  jp**^). 

Le  fait  seul  que  t(s)  a  un  pôle  simple  [et;  par  conséquent^  la 

fonction  y^-^  représentée   par  la  formule  (3),   un  pôle  simple  ayec 

résidu  égal  à  —  1]  donne  déjà***),  en  vertu  de  E,  la  proposition 
établie  par  P.  L.  Cébysev  que  la  limite  (2)  ne  peut  être  différente  de  1, 
si  eUe  existe. 

Pour  démontrer  son  existence,  G.  S,  Hàlphen^'^  applique  à  la 
fonction  ^^  y  représentée  par  la  formule  (3),  le  théorème  D  en  trans- 
formant par  le  théorème  de  A.  L.  Cauchy  l'intégrale  définie  qu'on 
est  ainsi  conduit  à  écrire.  Mais  il  ne  peut  mener  son  raisonnement 
jusqu'au  bout,  en  Tabsence  de  connaissances  suffisantes  sur  les  zéros 
de  i(s).  La  démonstration  n'est  pas  non  plus  complète  chez  E,  Cahen^, 
Elle  nécessite,  en  effet,  la  propriété  ij'  de  i{s)  [cf  n°  26].  Elle  a 
été  fournie,  à  l'aide  de  cette  propriété,  indépendamment  par  Ch.  J.  de 
la  Vallée  Foussin^^  et  par  J".  Hadamard^^). 

Tous  deux,  pour  obtenir  des  séries  convergentes,  modifient  la 
méthode,  le  premier*®*)  en  changeant  s  en  5  —  m,  puis  en  s  —  t?,  ce 
qui  fait  à  nouveau  intervenir***)  les  quantités  A(Xf  r)  du  n®  48,  et 


424)  Cf.  F.  Mertens,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  107  II»  (1898),  p.  1429,  1431. 
426)  »Voir  E,  Landau,  Primzahlen  "»)  2,  p.  886  {§  83).* 

426)  ^L,  Kronecker  [Zablenth.*^  1,  p.  479]  où  le  résultat  est  déjà  étendu 
aux  progiessions  arithmétiques;  Ch,  J,  de  Ja  Vallée  Poussin,  Mém.  conronnéB  et 
auties  mém.  Acad.  Belgique  in  8^  53  (1896/6),  mém.  n^"  6,  p.  31;  J.  Hadamard, 
BulL  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  211.* 

427)  »C.  R.  Acad.  se.  Paris  96  (1888),  p.  634/7.* 

428)  »C.  R.  Acad.  se.  Paris  116  (1893),  p.  86;  Thèse,  Paris  1894,  p.  42.* 

429)  ^Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20*  (1896/6),  p.  183/266.* 

430)  ^Bull.  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  199.* 

431)  ^Ch,  J.  de  la  Vallée  Poussin,  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20'  (1896/6), 
p.  201.* 

482)  Jd.  p.  214.* 


Digitized  by  VjOOQIC 


46.  La  valeur  asymptotique  de  6{x).  325 

retranchazit  membre  à  membre  les  relations  ainsi  obtenues;  le  second 
en  appliquant  D'. 

On  arrive  tout  d'abord,  dans  Tnn  et  l'autre  cas***),  non  à  la 
relation  (2),  mais  à  la  relation 

(4)  lim  ^^'log^plog.-^  =  1 

oxij  plus  généralement^^),  à  la  relation 

(40  ■^^^JhnJ^^log,plog,f-^f  =  l,        0*>1). 

L'une  quelconque  de  ces  formules  entraîne  la  formule  (2)  et  paraît 
même,  au  premier  abord,  être  plus  précise  qu'elle.  Mais  E,  Landcbu^ 
a  démontré  qu'il  n'en  est  rien  et  que  les  formules  (2),  (4),  (éT)  sont 
entièrement  équivalentes  entre  eUes. 

Ch.  J,  de  la  VaUée  Paussin^^^)  obtient,  en  même  temps  que  (2), 
la  formule 

(5)  _H._[lo^.-2,^1]-C, 

C  étant  la  constante  d'Euler. 

De  réyaluation  de  d(x)  on  passe,  comme  cela  résulte  des  travaux 
de  P.  L.  Cebyèëv^^''),  à  celle  de  F(x)  et  par  conséquent***)  à  la  démons- 
tration du  théorème  des  nombres  premiers,  c'est-à-dire  de  la  relation  (1). 

E,  Landau^^  a  d'ailleurs  refait  la  démonstration  en  opérant, 
comme  B,  Eiemann,  sur  log.  t(s)  lui-même  [mais  en  lui  appliquant  D"] 
ce  qui  permet  d'arriyer  à  l'égalité  (1)  sans  passer  par  (2). 

Enfin  les  théorèmes  généraux  [n^  19, 4^]  découverts  par  E,  Landau 
lui  permettent  de  suppléer  D  et  suffisent  à  établir  le  théorème  des 
nombres  premiers/ 

433)  ^Ch.  J.de  la  Vallée  Poussin,  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20'  (1895/6), 
p.  248;  J.  Eadamard,  Bull.  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  217* 

434)  «/.  Hadamard,  Bull.  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  217.* 

436)  ^Bnll.  Soc.  math.  France  28  (1900),  p.  26.  Voir  encore  E.  Maillet, 
Ann.  mat.  pura  appl.  (8)  12  (1906),  p.  148.* 

436)  ^Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20*  (1896/6),  p.  251.  L'égalité  moyenne 
des  deux  membres  de  (6)  est  énoncée  par  E,  Cesàro,  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10 
(1883),  mém.  n*»  6,  p.  822.* 

487)  «Mém.  présentés  Acad.  se.  Pétersb.  6  (1861),  p.  141  ;  J.  math,  pures  appL 
(1)  17  (1852),  p.  341;  Œuvres  1,  S*  Pétersbourg  1899,  p.  29.* 

438)  ^J,  J.  Sylvester,  Messenger  math.  (2)21  (1891/2),  p.  9;  H.  von  Mangoldt, 
J.  reine  angew.  Math.  119  (1898),  p.  66  et  Ch.  J.  de  la  Vallée  Poussin  cité  p.  70  de 
ce  mémoire  de  H.  von  Mangoldt;  E.  Landau,  Math.  Ann.  56  (1903),  p.  646/70,  en 
partie,  p.  668.* 

489)  «Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1908,  p.  760.* 
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47.  Fréoision  des  évalustiona  obtenues.  ^On  peut  avoir  une 
limite  supérieure  de  Terreur  commise  en  remplaçant  F(x)  par  Li{x)j 
ou  0{x)  par  x.  Mais  l'exactitude  dont  on  peut  répondre  à  cet  égard 
est  étroitement  liée  à  ce  que  Ton  connaît  sur  les  zéros  de  ^{s). 

r[  entndne,  comme  on  vient  de  le  voir,  la  relation  (1).    Mais, 

dans  ceUe-ci,  on  pourrait  remplacer  L%{x)  par  la  quantité  j du 

n**  40,  quantité  dont  le  rapport  avec  la  première  tend  vers  1  pour 

a;«  +  CX). 

Au  contraire,  Gh,  J.  de  la  VdUée  Poussin^^)  en  démontrant  ri"  a 
pu  établir  que 

\F(x)^Li(x)\ 

ne  peut  pas  être  d^un  ordre  de  grandeur  supérieur  à 

(1)  e-y^^^Li(x)ya  log,  x, 

où  a  désigne  une  constante.     La  limite  supérieure  ainsi  trouvée  peut 
être  remplacée  par  la  limite  équivalente  un  peu  plus  simple 

Li(x)   donne,   dès  lors,   pour  F(x)  une  approximation  plus  grande, 
non  seulement  que  la  valeur  approchée 

X 

mais  que  toutes  les  autres  valeurs  approchées  qu'on  déduit  du  déve- 
loppement (2')  du  n^  40  en  le  limitant  à  un  nombre  quelconque  d 
termes  ^^). 

La  constante  a  est  d'ailleurs  celle  qui  figure  dans  rf'  [inégalité 

(2)  du  n^  26]   ou  du  moins  lui  est  inférieure  d'aussi  peu  que  l'on 
veut.    E.  Landau^  a  pu,  par  la  suite,  augmenter  la  valeur 

0,0328 

indiquée  pour  a  par  Ch.  J.  de  la  VaMée  Poussin. 

Les  résultats  ainsi  obtenus  permettent^')  [ce  qui  répond  à  une 

440)  «Mém.  couronnéB  et  autres  mém.  Acad.  Belgique  in  8^  59  (1899/1900), 
mém.  n°  1,  p.  63.* 

441)  ^P.  L.  Cebyèëv  [J.  math,  pures  appl.  (1)  17  (1862),  p.  368/61;  Œuvres  1, 
S*  Pétersbourg  1899,  p.  61/4]  faisait  déjà  prévoir  ce  fait  par  une  proposition  tout 
analogue  à  celle  mentionnée  au  n**  40.    11  avait  montré,  en  effet,  que  si  F(x) 

peut  être  représentée  asjmptotiquement  avec  une  erreur  de  Tordre  de  z — s— * 

on  a  nécessairement  une  telle  expression  en  prenant  les  n  —  1  premiers  termes 
du  développement  (2')  en  question.* 

442)  ^Rend.  Cire.  mat.  Palermo  26  (1908),  p.  260.* 

448)  ^E.  Landau   Nouv.  Ann.  math.  (4)  1  (1901),  p.  281/2.* 
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question  posée  en  1872  par  E.  Lionnet^}  d'établir  qu'à  partir  d'un 
nombre  suffisamment  grand  0;^  il  y  a  moins  de  nombres  premiers 
entre  a;  et  2  a;  qu'entre  0  et  x. 

Les  formules  (1)  et  (2)  du  numéro  46  ne  donnent  que  l'égalité 
asymptotique  des  deux  nombres  en  question. 

Ces  résultats  sont  les  plus  complets  que  l'on  connaisse  actuellement 
en  toute  certitude  sur  Tordre  de  grandeur  de 

\F{x)-Liix)\. 
Si,    au    contraire,    la    proposition   i]   de   B,  Biemann  venait   à   être 
démontrée,   il  ressort  des  travaux  de  J.  Frand^^),  JET.  von  Koch^^f 

E.  Hcimgren^'^)  que,  conformément  à  une  indication  déjà  donnée  par 
A.  Pilte^,  la  différence 

F(x)  -  Li{x) 

serait,  au  plus,  de  l'ordre  de 

y^log^a;, 
par  conséquent  d'ordre  inférieur  à 

si  petit  que  soit  £***).* 

444)  »Nonv.  Ann.  math.  (2)  11  (1872),  p.  190.* 
446)  ^Viertelj.  Naturf.  Ges.  Zurich  41  (1896),  p.  7.* 

446)  ^Ofversigt  Vetensk.  Akad.  fôrhandl.  (Stockhohn)  67  (1900),  p.  669/74; 
Math.  Ann.  66  (1902),  p.  462;  Acta  math.  24  (1901),  p.  169;  voir  aussi  J,  P.  Gram^ 
Oyersigt  Selsk.  Forhandl.  (Bull.  Acad.  Copenhague)  1902,  p.  8/16.^ 

447)  «Ofversigt  Vetensk.  Akad.   fôrhandl.   (Stockholm)  69   (1902),   p.  221. 

F.  Mertens  [Sitzgsb.  Akad.  Wien  106  U*  (1897),  p.  761]  rattache  l'évaluation 
de  la  différence 

F{x)-'L%{x) 

à  celle  (non  démontrée)  de  la  fonction  sommatoire  de  ft(n)  [n^  55].  Voir  à  ce 
Btget  O.  Foussereau,  Ann.  Ec.  Norm.  (8)  9  (1892),  p.  81.* 

448)  DisB.  léna  1884,  p.  6. 

449)  ^E.  Landau  [Rend.  Cire.  mat.  Palermo  27  (1909),  p.  46]  a  réussi  à 
établir  ces  relations  entre  les  propriétés  de  ^{s)  et  la  distribution  des  nombres 
premiers,  savoir  (c  étant  une  constante) 

I F{x)  —  Li{x)  I  <  cxe'^^^''^, 
une  fois  démontré  7i'\  et 

\F{x)  —  Li{x)\<cx^'^' 
en  supposant  démontré  i}\  et  cela  par  des  moyens  élémentaires,  ne  faisant  appel 
ni  aux  propriétés  transcendantes  de  {;(«),  ni  même  à  la  possibilité  de  prolonger 
cette  fonction  dans  tout  le  plan,  ce  qui  est  important  au  point  de  vue  de  Tex- 
tension  de  la  méthode  [cf.  n»  49].  Il  avait  précédenmient  [Math.  Ann.  66  (1908), 
p.  646;  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  26  (1908),  p.  289/44]  obtenu  par  ces  moyens 
élémentaires  des  résultats  analogues,  mais  moins  précis.  Voir  aussi  E.  Landau, 
Primzahlen  "«)  1,  p.  883,  888.* 
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^Par  contre;  cette  approximation  de  Tordre  de  x^  est  la  plus 
précise  sur  laquelle  on  puisse  compter  en  aucun  cas^;  ainsi  qu'il 
ressort  des  travaux  de  E.  Phragmén^^)  et  de  Erhard  Schmidt^^).  Ce 
dernier,  par  exemple,  montre  qu'il  existe  des  valeurs  aussi  grandes 
que  Ton  yeut  de  x  pour  lesquelles  on  a  \f(x)  étant  toujours  défini 
par  TégaUté  (3)  du  n^  42] 

et  d'autres  (également  aussi  grandes  que  l'on  yeut)  pour  lesqueUes  on  a 

de  sorte  que  la  différence  qui  figure  au  premier  membre  est  non 
seulement  de  valeur  absolue  supérieure  à 

1  ys 

29  logg  X 

mais  aussi  de  signe  indéfiniment  variable  et,  par  conséquent,  de 
variation  plus  ou  moins  irrégulière. 

La  démonstration  de  Erhard  Schmidt  a  été  simplifiée  sur  un 
point  par  JE  La/ndau*^^). 

Enfin  E,  Landau^  tout  en  simplifiant  les  démonstrations  parvient 
à  remplacer  le  coefficient  ^  par  la  valeur  à  peu  près  double  [cf.  n^  26] 

—  ;  où  ctj  est  la  plus  petite  des  racines  de  l'équation  |(^)  »  0. 

Les  mêmes  inégalités  ont  lieu  lorsque  à  f{x)  on  substitue  la 
quantité 

F(x)  +  ^Li{x^). 

Le  fait  que  les  irrégularités  dans  la  distribution  des  nombres  premiers 
sont   au   moins   de   Tordre   de   Yx  est   déjà  présumable   d'après   un 
théorème  de  P.  L.  Cébysëv  que  nous  retrouverons  au  numéro  suivant 
Mais  l'oscillation  de  la  différence 

m-Li{x) 

n'est  réduite  à  la  limite  précédente  que  si  les  zéros  imaginaires  de 
i{s)  ont  pour  partie  réeUe  ^.     Si,  au  contraire  i]  n'est  pas  exact  et 


450)  «Indiqué  sans  démonstration  par  J,  L,  W,  V.Jensm,  Acta  math.  22  (1898/9), 
p.  864.* 

451)  «ôfversigt  Yeiensk.  Akad.  fôrhandl.  (Stockholm)  48  (1891),  p.  699;  58 
(1901),  p.  189/202.* 

452)  «Math.  Ann.  67  (1908),  p.  195.* 

458)  «Math.  Ann.  61  (1905),  p.  544  à  Taide  de  la  proposition  4»  du  n«  19.* 
454)  «Primzahlen"*)  2,  p.  711/9.* 
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qne  v  soit  la  limite  supérieure  des  parties  réelles  des  zéros  en  question, 
on  aura^  une  infinité  de  fois 

F(x)  +  ^Liix^)  —  Li(x)  <  —  a;""' 

et  une  infinité  de  fois 

f(x)-Li{x)>x'^-% 

F{x)  +  ^Liix^)  -  Li{x)  >  a:*—, 

si  petit  que  soit  le  nombre  positif  s. 

Comme  le  remarque  Erhard  Schmidt^^),  la  dernière  de  ces 
inégalités  est  contradictoire  avec  Tinégalité  (3)  du  n^  44 

F{x)  <  Li(xy, 

celle-ci  est  donc  essentiellement  subordonnée  à  la  proposition  ri  de 
J5.  Biemann.  Démontrer  qu'elle  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  suffi- 
samment grandes  de  x  serait  démontrer  ij* 

48,  Extension  aux  nombres  premiers  reprësentables  par  des 
formes  déterminées.  En  opérant  sur  les  fonctions  des  n^'  28,  36;  37 
comme  sur  g(s),  on  étend  les  propriétés  précédentes  aux  nombres 
premiers  compris  dans  des  formes  linéaires  ou  quadratiques. 

Les  conclusions  de  P.L.Cébysëv  [n*^41]  permettent  à  H.Poincaré*^^) 
en  passant  par  l'intermédiaire  des  idéaux  [cf  n°  49]  d'en  obtenir 
d'autres  analogues  relatives  à  certaines  progressions  arithmétiques  et 
qui  d'ailleurs,  comme  le  remarque  V.  StanieviCj  peuvent  se  déduire*^*)  de 
celles  obtenues  (pour  une  progression  arithmétique  quelconque  à 
premier  terme  premier  avec  la  raison)  par  -F.  Mertens^'^). 

£n  étendant  vi  aux  séries  de  Lejeune  Dirichlet  [n°  31],  J.  Hador 
mard^  et  C%.  J.  de  la  VàUée  Poussin^^^)  en  ont  déduit  l'analogue  de 


466)  ^Math.  Ànn.  67  (1908),  p.  204.* 

466)  ^J.  maih.  pores  appL  (4)  8  (1892),  p.  66;  F.  Stanieviè,  C.  R.  Acad.  se. 
Paris  114  (1892),  p.  109.  Yoix  aussi  JE.  Fhraçmén,  id.  p.  837;  G.  Torelli,  Sulla 
totaUtà"»)»  p.  138  (chap.  11).* 

467)  Cf.  notes  388  et  462.    La  généralisation  aux  progressions  arithmétiques 

des  résultats  obtenus  par  P.  L,  Cébyèëv^  c'est-àrdire  la  recherche  de  la  valeur  de 

n  (x) 
la  limite  de  j^rr  o^t  ce  qui  revient  au  même,  de  la  limite  analogue  figurant 

au  premier  membre  de  la  formule  (1)  du  n''  46,  lorsqu^on  admet  que  cette  limite 
existe,  est  due  à  L,  Kronecker^  Zahlenth.'^  1,  p.  479.  On  a  désigné  ici  par  i^  (a;) 
la  même  fonction  que  dans  la  formule  (3)  du  n"*  48. 

468)  BulL  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  203/9,  218/9. 

469)  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20'  (1896/6),  p.  860. 


Digitized  by  VjOOQIC 


330       P-  Baehmann.    1 17.   Distribution  asymptotiqne.    J.  Hadamard. 

la  fonnale  (2)  du  n"  46,  savoir 

(1)  Um  -i-^'log.!'' 


la  somme  2J'  étant  étendue  aux  seuls  nombres  premiers  p  (inférieurs 
à  n)  qui  font  partie  d'une  progression  arithmétique  donnée  de  raison 
M  [et  <p(M)  désignant;  comme  précédemment,  Tindicateur  de  M], 

Le  nombre  de  nombres  premiers  figurant  sous  le  signe  27'  est 
dès  lors  asjmptotique  à 

Si  Ton  désigne  par  exemple  par 

le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  2;  et  de  la  forme  4n  +  3^ 
et  par 

le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  a;  et  de  la  forme  4n  + 1, 
on  a*~), 

lim  î^^^l. 

Ch.  J.  de  la  Voilée  Poussin^^)  démontre  que  Texpression 

OÙ  la  somme  2J'  est  étendue  aux  mêmes  nombres  premiers  que  dans 
l'équation  (1);  tend  vers  une  limite  finie;  ce  résultat  est  analogue  à 
celui  qu'il  avait  obtenu  [n°  46,  formule  (5)]  pour  les  nombres  premiers 
quelconques,  ou  à  celui  qu^avait  indiqué  dans  le  même  d'ordre  d'idées 
F,  Mertens^^)]  il  est  moins  précis  que  le  premier,  mais  plus  précis 
que  le  second. 

E.  Landau^^   généralisée^)   aux   progressions  arithmétiques  les 
résultats  du  n°  47,  en  ce  sens  qu'il  obtient  pour  la  différence 

(3)  n,(x)-^^^Li{x), 


(2)  <PiM)X(c^y^og.n, 


fp(My 


460)  Cf.  G.  Lejeune  Dirichlet,  Abh.  Akad.  Berlin  1887,  math.  p.  46;  Werke  1, 
Berlin  1889,  p.  816;  L.  Kronecker,  Zahlenth.*»)  1,  p.  479. 

461)  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20'  (1896/6),  p.  360.   Voir  E.  Landau,  Piim- 
zahlen"*)  1,  p.  460. 

462)  Voir  n°  41.    Cette  conclusion  de  F.  Mertena  ainsi  qne  la  conclusion 

analogue  relative  à  -^  avait  d'ailleurs  (d'une  manière  moins  précise)  été  étendue 

par  son  auteur'"^  aux  progressions  arithmétiques. 

463)  Sitzgsb.  Akad.  Wien  112  U*  (1908),  p.  493. 

464)  Id.  117  n*  (1908),  p.  1096. 


Digitized  by  VjOOQIC 


48.  Extenaion  aux  nombres  premiers  repréaentableB  par  des  formes  déterminées.  331 

OÙ  n^{x)  est  le  nombre  des  nombres  premiers  qui  sont  à  la  fois 
inférieurs  ik  x  et  compris  dans  la  progression  arithmétique  donnée, 
une  limite  supérieure  de  la  forme 

d 

(4)  xe-y^^^^, 

où  d  est  une  constante  qu'il  trouve  d'abord^^)  égale  à  13  puis  à  8, 
mais  que^  dans  un  travail  ultérieur^^^  il  parvient  à  prendre  supérieure 
à  2  d'aussi  peu  que  l'on  veut.     Ceci  montre  que  la  fonction  Li{x) 

représente,  avec  plus  d'approximation  que  ne  le  fait  la  fonction  j 

et  les  diverses  fonctions  qui  se  déduisent  de  la  formule  (2^  du  n^  40, 
le  produit  de  l'indicateur  <p{M)  par  le  nombre  de  ceux  des  nombres 
premiers  inférieurs  ou  égaux  à  x  qui  font  partie  d'une  progression 
arithmétique  quelconque  donnée  de  raison  M. 

n  ressort  de  là  d'autre  part  que,  aux  quantités  de  l'ordre  de 
grandeur  (4)  près,  les  nombres  premiers  sont  répartis  également  entre 
les  9>(ilf)  progressions  arithmétiques  de  raison  M  qu'on  peut  former 
avec  des  entiers  premiers  à  Jf  *™). 

Mais  ici  encore  les  choses  changent  lorsqu'on  tient  compte  des 
termes  de  l'ordre  de  x^.  Non  seulement,  comme  précédemment,  la 
différence  (3)  est  au  moins  de  cet  ordre;  mais,  à  l'ordre  de  x^  près, 
il  n'y  a  plus  égale  distribution  de  nombres  premiers  entre  les  <p(M) 
progressions  qui  viennent  d'être  mentionnées,  de  sorte  qu'une  ex- 
pression de  ni(x)  valable  avec  cette  approximation  ne  pourrait  pas 
être  la  même  pour  les  différentes  classes  (mod.  M)  de  nombres 
premiers  avec  M. 

En  effet  [II^Çx)  et  n^(x)  ayant  la  même  signification  que  plus 
haut],  P.  L.  Cébyèëv^'^^)  énonce  la  proposition  que  voici: 

Pour  des  valeurs  de  x  aussi  grandes  que  l'on  veut  et  convenablement 
choisies,  le  rapport 


log.ic 

est  aussi  voisin  de  1  que  l'on  veut. 

Après  divers  essais  de  A.  de  Polignac^'^^,  de  E.  Cesàro^'^^),  de  A,  E. 


466)  Math.  Ann.  66  (1903),  p.  663. 
466)  Maih.  Ann.  66  (1909),  p.  446. 

470)  Bésoltat  déjà  énoncé  par  X.  Kronecker  dans  le  mémoire  cité  note  467. 

471)  Lettre  à  P.  H.  Fusa,  BnU.  Acad.  Pétersb.  (classe  phys.-math.)  (2)  11  (1868), 
coL  208;  Œuvres  1,  S*  Pétersbourg  1899,  p.  697. 

472)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  49  (1869),  p.  886. 
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PéUeù"^*)  et  de  G.  ToréUi*^^*')^  qui  n'ont  qu'un  caractère  précaire*^^), 
cette  proposition  a  été  démontrée  par  E.  Phragmén*''^^) ,  puis  par 
E.  Landau^'^'^)  qui  emploie,  à  cet  effet,  la  proposition  5**  du  n**  19. 

^O.  ToréUi*''^^  essaye  d'énoncer  plusieurs  autres  généralisations 
du  théorème  précédent  de  P.  L,  Ôébysëv^''^),  La  partie  la  plus  essentielle 
de  ses  assertions  s'établirait,  par  le  premier  raisonnement  de  E.  Lcmdau^'''^ 
une  fois  établi  que  la  série  (2)  du  n^  29  correspondant  au  module  M 
n'a  pas  de  zéros  réels  compris  entre  ^  et  1. 

Mais  dans  le  même  ordre  d'idées,  E.  Landau^'^^)  démontre  en  toute 
rigueur  un  résultat  beaucoup  plus  complet. 

Soit  0  [ô  <  1]  la  plus  grande  racine  réelle  des  séries  Z(5,  %) 
correspondant  à  un  module  M,  Les  nombres  de  nombres  premiers 
compris  respectivement  dans  les  progressions  arithmétiques 

Mx  +  N,    Mx  +  N' 

et  inférieurs  à  un  nombre  positif  x  ont  entre  eux  une  différence  qui 
est  une  infinité  de  fois  de  l'ordre  de 

SI   e^-^, 


log^a; 
une  infinité  de  fois  de  l'ordre  de 

i SI     0>-^t 

log,a;  -^  2 

ayec  un  coefficient  dont  la  valeur  dépend,  quand  0^^,  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  racines  des  congruences 

a^^N  (modJtf),        a;«  =  JV'    (mod  Jf) 
et  s'exprime,  quand  d  >  ^,  à  l'aide  des  caractères 
%m    et    i{Ny 

478)  ReDdic.  Accad.  Napoli  (3)  2  (1896),  p.  297. 
473*)  »C.  R.  Aca<L  se.  Parie  136  (1903),  p.  1236/6.* 
474)  Sulla  totalità"»),  p.  144. 

476)  Ces  démonfitrations  supposent,  comme  le  fait  remarquez  E.  Landav,^^% 
qu^on  ait  démontré  la  convergence  du  produit  infini  considéré  au  n°  80, 

où        P«(-l)  * 

pour  8Î(«)^-J,  ce  qui  n'est  pas. 

476)  O'fyersigt  Vetensk.  Akad.  fôrbandl.  (Stockholm)  48  (1891),  p.  699. 

477)  Matfau  Ann.  61  (1906),  p.  627  où  se  trouvent  critiquées  les  démonstrations 
précédemment  citées. 

478)  ^Sulla  totalitàW'O.  P-  1*^-* 

479)  Primzahlen"»)  2,  p.  704/11. 
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^E,  MaiUet^^)   énonce  comme  condition  nécessaire  et  suffisante 
ponr  que  la  progression  arithmétique 

Mx  +  N 

représente  une  infinité  de  puissances  fi^^^**  de  nombres  premiers  p 
que  N  soit  un  résidu  de  puissances  ^**»««  (mod  M).  Le  nombre  de 
nombres  p*  compris  dans  la  progression  et  inférieurs  à  y^  est  alors 
de  l'ordre  de 


log,y 

Enfin  E.  Landau^^)  étend  aux  nombres  premiers  compris  dans 
une  progression  arithmétique  la  formule  de  Biemann  [n^  42],  âioncée 
d'ailleurs  précédemment  par  A  PiUsf^^)  et  G.  Tordli^^y 

Pour  les  nombres  premiers  représentables  par  une  forme  quadra- 
tique proprement  primitive  donnée^  les  résultats  se  déduisent  de  même 
de  ceux  qui  ont  été  indiqués  au  n^  36.  Une  fois  rf  étendu  [ainsi 
que  a,  /î,  y,  <f,  ff]  aux  séries 

L{s,x) 

du  n®  36,  Ch.  J.dela  VàUée  Poussin^  en  déduit  les  conclusions  corres- 
pondantes aux  formules  (1),  (2)  et  (5)  du  n^  46,  savoir,  en  désignant 
par  2"  une  somme  étendue  aux  nombres  premiers  représentables  par  la 
forme  considérée  et  par  h  le  nombre  des  classes  de  même  déterminant, 

à  moins  que  la  forme  considérée  ne  soit  ambiguë  [1 16,  17],  auquel 
cas  on  aurait 

le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  i  x  et  représentables  par 
la  forme  donnée  est,  à  un  facteur  près  qui  tend  vers  l'unité,  égal  à 

1         X 

h  \og,x^ 
cette  expression  devant  toutefois  être  également  réduite  de  moitié  si 
la  forme  est  ambiguë.* 

480)  «Interméd.  math.  12  (1906),  p.  106  [Question  2916];  Ann.  mat.  pura  appl. 
(8)  12  (1906),  p.  148.* 

481)  ^Ann.  Ec.  Norm.  (3)  26  (1908),  p.  426;  Primzahlen  "»)  1,  p.  682.* 

482)  «Diss.  léna  1884.* 

483)  ^SnUa  totaUtà"»),  p.  146.* 

484)  «Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20*  (1896/6),  p.  894  pour  A==6*  —  ac<0; 
id.  21*  (1896/7),  p.  841  pour  A  =  6*--oc>0.* 
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^Enfin  la  quantité 

p<X 

ou^  pour  les  formes  ambiguës, 


2HX'^^-^og,:c 


p<x 

tend  vers  une  limite  déterminée  pour  a;  =  +  oo. 

On  voit  que,  en  première  approximation  et  avec  modification 
pour  les  formes  ambiguës,  les  nombres  premiers  sont  également  répartis 
entre  les  différentes  classes  de  même  déterminant. 

Enfin,  en  opérant  de  même  sur  les  séries  [n^  36] 

L(s,  ^7  l)j 
on  obtient**^)  des  résultats  tout  semblables  pour  les  nombres  premiers 
représentables  à  la  fois  par  une  forme  quadratique  et  une  forme  linéaire. 
Ici  encore,  les  nombres  premiers  sont  répartis  d'une  façon  sensiblement 
uniforme  tant  entre  les  différentes  classes  de  même  déterminant  A 
[en  comptant  les  ambiguës  pour  moitié]  qu'entre  les  différentes  pro- 
gressions arithmétiques  de  même  raison  [supposée  *®®)  divisible  par  A] 
compatibles  avec  l'une  de  ces  classes.* 

49.  Extension  aux  idéaux  jpremiers.  ^L'étude  de  la  distribution 
des  idéaux  premiers  présente  des  difficultés  qui  lui  sont  particulières 
en  raison  de  ce  que  les  transcendantes  correspondantes  n'ont  pas  été, 
jusqu'ici,  prolongées  dans  tout  le  plan,  mais  seulement  [voir  n^  37] 
jusqu'à  la  droite 

3i(s)  =  l-i-. 


La  méthode  de  P.  L.  Ûébysëv  a  été  appliquée  aux  idéaux  par 
H.  Poincaré^'^  qui  envisage  en  particulier  le  corps  de  C.  F.  Gmtës 

P  10,  4]. 

jB.  Landau^  applique  cette  méthode  à  un  corps  algébrique  K  (de 

486)  ^Ch,  J.dela  Vallée  Poussin,  Ann.  Soc.  scient.  Broxelles  21  *  (1897),  p.  868.* 

486)  Jd.  p.  366.* 

487)  J.  math,  pures  appl.  (4)  8  (1892),  p.  26;  G.  Tarelli  [SuUa  totalità"«); 
Rend.  Cire.  mat.  Palermo  16  (1902),  p.  100/S]  généralise  anx  corps  définis  par 
l'équation  o;^  -|-  1  ===  0  où  q  est  premier  et  démontre  des  conclusions  subordonnées 
à  la  convergence  du  produit 


n- 


pour  ^<!R(fi)<l.* 

488)  J.  rêîne  angew.  Math.  126  (190S),  p.  64/188  et  p.  137/62  (chap.  4). 


Digitized  by  VjOOQIC 


49.  Extension  aux  idéaux  premiers.  336 

nombree)   quelconque;  il  démontre  d'autre  part^^*);  pour  la  fonction 

définie  par  la  somme 

de  la  série  (1)  du  n**  87,  la  propriété  ij',  et  parvient  également*®®)  à 
lui  étendre,  dans  une  certaine  mesure,  les  propriétés  r(\  ri"]  puis**®),  en 
faisant  intervenir  une  propriété  analogue  à  if^,  il  obtient  l'évaluation 
asjmptotique  du  nombre  Il^ipc)  des  idéaux  premiers  dont  la  norme 
est  inférieure  à  x,  savoir 

(1)  Um  5!^  -  1, 

de  sorte  que,  comme  l'avait  annonce  H.  Poincaré^^^)  ce  nombre  est 
sensiblement  indépendant  de  celui  des  classes  d'idéaux  et  de  celui  des 
unités  distinctes  du  corps  qui  cependant  s'introduisent  dans  les  calculs 
par  l'intermédiaire  du  résidu  de  ^ 

pour  5  =  1. 

Comme  la  propxiété  ij"  est  ici  moins  complètement  connue  que 
pour  les  transcendantes  précédentes*®'),    on  peut  seulement  affirmer 

que  la  différence 

HkJx)       . 
Li{x)       ^ 
est  de  l'ordre  de 

(2)  e-y^^^ 
et  non  de  l'ordre  de 

Dans  un  travail  ultérieur  E.  Landau*^^^),  opérant  (de  même)  sur 
les  séries  (1)  du  n^  37,  étend  les  résultats  précédents  aux  idéaux 
premiers  d'une  classe  déterminée.  A  une  erreur  relative  près,  laquelle 
est  au  plus  de  l'ordre  de  (2),  les  idéaux  premiers  sont  uniformément 
répartis  dans  les  différentes  classes.* 


489)  J.  reine  angew.  Math.  125  (1908),  p.  80/100  (chap.  2). 

490)  Math.  Ann.  66  (1908),  p.  666. 

491)  «J.  math,  pures  appl.  (4)  8  (1892),  p.  25.* 

492)  ^E.  Landau  [J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  98]  prouve  seulement 
que  pour  tout  zéro  8^=^(S  +  it  de  Z^(8)  on  a 

où  h  est  une  constante.* 

498)  «Math.  Ann.  68  (1907),  p.  145.* 
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50.  L*éoart  entre  nombres  premiers  et  le  n^*°^*  nombre  premier. 
La  démonstration  par  laquelle  EiAclide^^)  prouve  Texistence  d'une 
infinité  de  nombres  premiers  permet  d'assigner,  pour  tout  nombre 
donné  x^  une  limite  en  deçà  de  laquelle  on  trouve  nécessairement  un 
nombre  premier  supérieur  à  x,  mais  cette  limite 

r(x+l)  +  l 

croît  beaucoup  plus  rapidement  que  x. 

Les  résultats  de  P.  L,  Cébysev^^^)  [voir  n**  41]  montrent  l'existence 
d'un  nombre  premier  p  entre  a;  et  2:z;  —  2  dès  que  x  est  plus  grand 
que  6  [postulat  de  J.  Bertrand]-^  mais  de  plus,  pour  x  suffisamment 
grand;  ils  permettent  de  conclure  à  la  possibilité  de  déterminer  un 
nombre  premier  p  au  moins  vérifiant  la  double  inégalité 
(1)  a;<jp<(l+a>, 

a  étant  fixé  arbitrairement  parmi  les  nombres  supérieurs  à  -J^;  J.  J. 
Syîvester^^^)  a  ensuite  montré  qu'il  en  est  de  même  dès  que  l'on  prend 
pour  a  un  nombre  supérieur  à 

0,1668820 

nombre  que  B.  Daublebsky  von  Sterneck*^'^  a  réduit  à 

0,1427048 ; 

et  que  J,  J.  Sylvester^^)  avait,  avant  B.  Datiblebsky  van  Stemecky 
rédait  encore  davantage  en  montrant  qu'il  suffit  de  prendre*^) 

a>0,092 

Si  maintenant  on  part  de  la  formule  (2)  du  n^  46 

X  ' 

celle-ci  prouve ^^)  que,  quelque  petit  que  Von  fixe  le  nombre  positif  a, 
il  y  a  aw  moins  un  nombre  premier  p  vérifiant,  pour  des  valeurs  suffi- 


494)  .^Elementa,  livre  9,  prop.  20;  Opéra,  éd.  J.  L,  Heiberg  2,  Leipzig  1884, 
p.  888/91.* 

495)  ^Voir  note  876  et  aussi  J,  A,  Serret,  Alg.  sup.  (6*  éd.)  2,  Paris  1910, 
p.  226.* 

496)  Americ.  J.  math.  4  (1881),  p.  280. 

497)  Sitzgsb.  Akad.  Wien  109  II»  (1900),  p.  1187. 

498)  Messenger  math.  (2)  21  (1891/2),  p.  120. 

499)  /.  J.  Syîvester  [Messenger  math.  (2)  21  (1891/2),  p.  120]  donne,  en  outre, 
une  limite  inférieure  du  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre  les  deux 
limites  indiquées. 

600)  E.  Cahen,  Thèse  ^^^),  p.  46;  ce  résultat  avait  été  indiqué  sans  démons- 
tration par  T.  J.  SHehjes  [cf.  E.  Cohen,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  116  (1893),  p.  490]. 
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samment  grandes  de  x,  l'inégalité  / 

(10  x<p<(l  +  ê)x. 

E.  Landaa^^)  a  appliqué  ce  résultat  à  la  décomposition  des 
nombres  entiers  en  sommes  de  cubes. 

^Plus  précisément,  les  évaluations  du  n^  47  montrent  qu'il  y  a 
certainement  un  nombre  premier  (pour  x  assez  grand)  entre  x  et 

x{l  +  ery^^'^*'^], 
où  a^  est  une  constante  supérieure  d'aussi  peu  qu'on  le  veut  à  celle 
qui   figure   dans   l'expression  (1)  ou  (1')  du  n®  47.     Ce  résultat  ne 
semble  pas  avoir  été  déjà  énoncé.*^ 

La  proposition  correspondante  à  celle  de  P.  L.  Cétysêv  [possi- 
bilité de  vérifier  la  double  inégalité  (1)  lorsque  a  désigne  un  nombre 
déterminé  convenablement  choisi]  est  étendue  aux  progressions  arith- 
métiques par  F.  Mertens^^)  et  aux  normes  des  idéaux  premiers  par 
E.  Landau^^y 

Mais  l'extension  de  la  formule  (2)  du  n^  46  telle  que  nous  venons 
de  l'indiquer  dans  les  deux  numéros  précédents  permet^  l'extension 
à  toutes  les  catégories  de  nombres  premiers  qui  viennent  d'y  être 
considérées  de  l'inégalité  (l');  où  le  nombre  positif  s  est  aussi  petit 
qu'on  le  veut.  Quelque  petit  que  soit  ce  nombre,  on  peut  prendre  x 
assez  grand  pour  qu'il  existe  entre  a;  et  (1  +  ê)x: 

^V)  un  nombre  premier  représentable  à  la  fois  par  une  forme 
linéaire  et  par  une  forme  quadratique 

données  [pourvu  que  ces  formes  soient  proprement  primitives  et  com- 
patibles entre  eUes]; 

2®)  un  nombre  premier  qui  est  la  norme  d'un  idéal  premier 
appartenant  à  un  corps  quelconque  donné  à  l'avance.* 

J.  Pervuiin^  a  donné  une  formule  qu'il  a  probablement  trouvée 
empiriquement  et  qui  est  relative  à  la  détermination  du  n**"**  nombre 

601)  Matb.  Aim.  66  (1909),  p.  102.  11  parvient  ainsi  à  diminuer  d'nne  nnité 
le  nombre  de  cubes  nécessaires  tel  que  Tavait  trouvé  X  Wieferich^  Math.  Ann.  66 
(1909),  p.  95. 

502)  Sitzgsb.  Akad.  Wîen  106  H*  (1897),  p.  285. 

503)  J.  reine  angew.  Math.  125  (1908),  p.  152. 

504)  Voir  les  travaux  précédemment  cités,  Bull.  Soc.  math.  France  24  (1896), 
p.  199/220;  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20*  (1895/6),  p.  188/256;  E.  Landau,  J. 
reine  angew.  Math.  125  (1908),  p.  152. 

605)  Bull.  Soc.  phys.-math.  Kazan  (2)  4  (1894/5)  n*»  3,  p.  94/6  (note  rédigée 
en  français)  [1894];  A.  Vassiîiev  [Verh.  des  ersten  intem.  Math.-Kongr.  Zurich  1897, 
Snç^olop.  des  toleno.  maihèmat.    I  8.  22 
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premier  p^,  E.  Cesàro^  a  corrigé  cette  expreesion  de  p^  et  montré 
qu'on  peut  la  déduire  de  celle  de  n(x)]  M.  GipoUa^'^)  Ta  déduite  des 
formules  de  P.  L,  Ctbysëv  [n^  41]  et  a  aussi  envisagé  Texpression  de 
la  différence 

de  deux  nombres  premiers  consécutifs^  ainsi  que  celle  du  n^^^^  nombre 
premier  figurant  dans  une  progression  arithmétique  donnée*^^^*). 

^D'après  E,  MaiUet^,  dans  les  limites  des  tables  de  nombres 
premiers  [1 15,  26]  cette  différence  est  plus  petite  que 

pour  les  valeurs  de  jp„^i  comprises  entre  17  et  9000000.* 

JLes  résultats  du  n®  47  permettent^*)  de  montrer  que  l'expression 

^„=«[log.«+iog>g.«-i+i??eg;;— «_iî?l>i.^ 

que  E,  Cesàro  obtient  en  résolvant  approximativement  par  rapport  à 
p^  réquation 

(p) 
est  exacte  à  j — |-  près,  ê  tendant  vers  zéro.* 

^Enfin  les  évaluations  obtenues  dans  ce  qui  précède  apportent  une 
présomption  de  plus  en  faveur  de  l'exactitude  du  théorème  (non 
démontré  actuellement,  mais  empiriquement  toujours  vérifié  jusqu'ici) 
de  Œr.  Goldbach^^^)  qui  s'énonce  ainsi:     ' 

„Tout  nombre  pair  est  décomposable  en  une  somme  de  deux 
nombres  premiers". 

Si,  en  effet,  on  désigne  par  G„  le  nombre  des  décompositions 
de  n  en  deux  nombres  premiers,  G^  est  en  moyenne  [cf.  n^  53],  comme 
l'ont  calculé  P. Stàckel^^^)  et  plus  exactement  E.Landau^^%  de  l'ordre  de 

logî  n 

pnbl.  par  F.  Eudio,  éd.  Leipzig  1898,  p.  166/<r]  a  traduit  en  français  une  autre 
note  ms.  due  à  J,  PervuHn. 

606)  C.  B.  Acad.  se.  Parie  119  (1894),  p.  848. 

607)  Rendic.  Accad.  Napoli  (8)  8  (1902),  P-  182/66. 
507*)  Id.  p.  168/66. 

608)  ^Ann.  Fac.  se.  Toulouse  (2)  6  (1904),  p.  842  (Note  de  E.  MaHlet).* 

609)  ^E.  Landau,  Rendic.  Cire.  mat.  Palermo  24  (1907),  p.  110.* 

610)  Lettres  de  X.  EiUer  et  de  Chr,  Goldbach  datées  du  7  juin  et  du  80  juin 
1742,  publiées  dans  P.  H.  Fusa,  Correspondance  math.  phys.  1,  8'  Pétersbourg  1848, 
p.  127,  136.  Pour  le  cas  où  le  nombre  pair  est  de  la  forme  4n  -f  2,  voir  L,  Etder^ 
Acta  Acad.  Petrop.  1780  E,  éd.  1784,  p.  88  [1775];  Commentât,  arith.  2,  S* Pétera- 
bourg  1849,  p.  134.  Voir  encore  E.  Maillet ,  Interméd.  matb.  12  (1906),  p.  107 
[Question  674]. 
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ety  par  conséquent,  grandit  indéfiniment  arec  n.  On  ne  peut  cependant, 
à  aucun  degré,  regarder  cette  constatation  comme  une  démonstration 
du  théorème  de  Goldbach^^^)  et  il  ne  semble  point  qu'on  puisse  en 
obtenir  une  par  cette  Toie.* 

51.  Sommes  étendues  aux  nombres  premiers.  Puisque  [n^  40] 
les  nombres  premiers  se  rencontrent  au  voisinage  d'un  nombre  quel- 
conque X  (suffisamment  grand)  dans  une  proportion  sensiblement  ex- 

1       , 
pnmee  par  j ;  la  somme 

(1)  '^'"^  2F(p) 

(p) 

étendue  aux  nombres  premiers,  varie  approximativement  comme  la 
somme 

^^  ^^lQg.n 

étendue  à  tous  les  nombres  entiers.  C'est  ce  dont  les  formules  (2) 
et  (5)  du  n*»  46  offrent  déjà  l'exemple^"). 

Aussi  P.  L,  Ùebysëv^^^)  a-t-il  pu  établir  que,  F  étant  positif  et 
j-^  décroissant,  si  les  sommes  (1)  et  (V)  sont  étendues  à  l'infini  et 
considérées  comme  des  sommes  de  séries,  les  deux  séries  correspondantes 
sont  convergentes  ou  divergentes  en  même  temps. 

C'est  ainsi  encore  que  F.  Mertens^^^  obtient  pour  la  somme 

et  pour  le  prodmt 


étendus  à  tous  les  nombres  premiers  p  inférieurs  ou  égaux  à  un  nombre 
positif  quelconque  donné  a?,  les  relations^") 

611)  Nacbr.  Ges.  GOtt.  1896,  math.  p.  292. 

612)  Id.  1900  math.  p.  177. 

613)  ^On  aurait  eu  un  résultat  tout  analogue  à  ceux  de  P.  Stâekél  et  de 
E.  Landau  (la  valeur  moyenne  étant  seulement  réduite  de  moitié)  en  admettant 
pour  n  les  valeurs  impaires  en  même  temps  que  les  valeurs  paires,  ce  qui  n'em- 
pêche pas  que  les  nombres  impairs  ne  sont  pas  décomposables  sous  la  forme 
indiquée,  sauf  ceux  qui  sont  de  la  forme  p-\-2y  p  étant  premier.* 

614)  ^Voir  à  cet  égard  des  énoncés  plus  précis  de  E,  Landau,  Primzahlen"*)  1, 
p.  197/213.* 

616)  Mém.  présentés  Acad.  Pétersb.  7  (1864),  p.  29  ;  J.  math,  pures  appl.  (1)  17 
(1862),  p.  384;  Œuvres  1,  p.  66. 

616)  J.  reine  angew.  Math.  78  (1874),  p.  62/8. 

617)  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  289;  78  (1874),  p.  46. 

22* 
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(2)  2'i-i«g.i««.M  +  ^-^-*' 

P 

OÙ  C  désigne  la  constante  éPEuier  [n^  22],  ^  une  autre  constante 

A  =  +  oo 
*b2     \        iP)     ^  ^ 

pendant  que  la  somme  intérieure  est  étendue  à  tous  les  nombres 
premiers  (positifs)  au  plus  égaux  à  x,  et  que  6,  6^  sont  des  fonctions 
de  X  tendant  yers  zéro  avec  —  ^*®). 

On  serait  conduit  à  la  série  (2)  et  au  produit  (3)  en  faisant  ^  »  1 
dans  la  série 

ou  dans  le  produit  

(P)    1 ; 

P 

qui  représente  l{8)  pour  ^{s)  >  1.  Si  dans  ces  mêmes  quantités  on 
fait  5—  1  +  t^,  ^  étant  réel  et  différent  de  zéro,  F. Mertens^^^)  démontre 
que,  contrairement  à  ce  qui  arrive  [n°  27]  pour  la  fonction  %{s)  elle- 
même,  les  expressions 


p'*" 


ainsi  obtenues  convergent,  la  seconde  donnant 

La  démonstration  fait  intervenir  à  la  fois  les  évaluations  obtenues  par 


618)  ^Yoix  aussi  E.  Cesàro^  Atti  Accad.  se.  fis.  mat.  [Naples]  (2)  6  (1894),  mém. 
n°  11,  p.  20.    Des  évaluations  relatives  à  ces  sommes  ainsi  qu^à 

avaient  été  proposées  les  unes  par  A,  M,  Legendre  [Théorie  des  nombres,  (8*  éd.)  2, 
Paris  1880,  p.  67/8],  les  autres  par  Ch.  J.  Hargreave  [London  Edinb.  Dublin  philos, 
mag.  86  (1849),  p.  86].* 

619)  Nachr.  Ges.  G5tt.  1887,  p.  266.  La  proposition  ij'  n*étant  pas  démontrée 
à  cette  époque,  F.  Mertens  n'énonce  son  résultat  que  pour  les  valeurs  de  t  telles 
que  f  (1  + 17)  ^0.    Voir  E.  Landau,  Primzahlen"')  1,  p.  237/8. 


Digitized  by  VjOOQIC 


51.  SoxDineB  étendues  aux  nombres  premiers.  341 

ailleurs  sur  les  nombres  premiers^  en  particulier  celles  de  F,  Mertens 
lui-même^*)  et  le  fait**'^)  que  Ç(s)  ne  s'annule  pas  pour  9î(s)  —  1. 
F,  Mertens  montre,  en  outre,  que  la  somme 

reste  finie  lorsque  x  augmente  indéfiniment. 

La  série  (4)  peut  s'exprimer  ^'^  sous  la  forme 

n=5l 

et  la  fonction  qu'elle  représente  peut^*^  être  prolongée  analytiquement 
jusqu'à  la  droite  9fi(s)  — 0.  Par  contre,  il  est  probable  que  le  prolonge- 
ment est  impossible  au  delà  de  la  droite  en  question  et  cette  impossibilité 
serait  certaine,  comme  l'énonce  J.  C.  Kktyver^^)  et  comme  le  démontre 
E.  Landau^^)y  si  la  proposition  i]  de  B.  Riemann  était  démontrée. 
La  fonction  (4)  est  en  relation,  par  l'intermédiaire  de  F,  avec  les 
fonctions  représentées  par  les  sommes  O(y),y0'(if)  des  séries  entières 

W  Y  +  Y  +  T  +       +  7  + ' 

(50  y*H-y"  +  y'  +  ---  +  y'  + > 

où  ne  figurent  que  les  nombres  premiers  p.     Si  l'on  donne  à  y  la 

a 

valeur  e  * ,  où  —  est  une  fraction  irréductible,  et  si  l'on  considère 
la  somme 

on  trouve*^®)  pour  cette  somme  la  valeur 

^log.log.a;  +  A, 

A  tendant  vers  une  limite  déterminée  pour  a;»  +  <^;  de  sorte  que, 
si  H  admet  un  diviseur  carré  autre  que  l'unité,  la  série 

y.4.y!4-y!4.y!  +  ...-Ly!4. , 


620)  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  289. 

621)  NiMîhr.  Qes.  GOtt.  1887,  p.  266. 

622)  W.  Scheibner,  Z.  Math.  Phys.  6  (1860),  p.  286. 

623)  E.  Landau,  J.  reine  angew.  Math.  126  (1903),  p.  104. 

624)  E.  Akad.  Wetensk., Amsterdam,  Yerslagen  8  (1899/1900),  p.  678. 
626)  Eend.  Cire,  mat  Palermo  24  (1907),  p.  167. 

626)  P.  Fatou,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  138  (1904),  p.  348. 
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Où 

y-e     -, 

et  par  conséquent  aussi  les  deux  séries 

-r-  sinS h  -T-sino H sin» \- ? 

1          o  Ssra   ,     1          c  2»a   ,            ,     1              2»a    , 
-_.  coso \-  -T-  COSO h  •  — cosp h ? 

sont  conyergentes^*^,  tandis  que,  pour  ft(M)  non-nul,  la  première  seule 
converge.  D  en  résulte**®)  que  les  séries  (5)  et  (5')  admettent  le 
cercle  de  rayon  1  comme  coupure  essentielle,  ce  qui  d'ailleurs ***) 
résulte,  en  vertu  des  résultats  récents  obtenus  sur  les  séries  de  Tajlor 
[II  9],  du  seul  fait  que  les  nombres  premiers  sont  de  plus  en  plus  rares 
à  mesure  qu'on  s'éloigne  dans  la  suite  des  nombres. 

La  démonstration  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  de  la 
série  (5),  dans  les  conditions  qui  viennent  d'être  indiquées,  repose  sur 
la  valeur  asymptotique  de  la  somme 

PU* 

analogue  à  (2),  mais  limitée  aux  nombres  premiers  d'une  progression 
arithmétique  donnée  de  raison  M;  valeur  qui  est  également  due  à 
F,  Mertens^^)  et  qui  est,  à  une  constante  et  à  une  quantité  infiniment 
petite  près,  le  quotient  de  (2)  par  ç>(m),  de  sorte  que*")  pour  tout 
caractère  non  principal  (mod.  m),  la  série 

(6)  xM  +  xm  +  ...  +  zM  + 

9  5  p 


627)  «Les  séries 

2  '3  ^        ^    n  ' 

2  '8  '  '      n  ' 

où  y{n)  est  la  fonction  arithmétique  égale  à  1  quand  n  est  premier  ou  puissance 
d'un  nombre  premier,  à  zéro  dans  le  cas  contraire,  sont  convergentes  ou  diver- 
gentes en  même  temps  que  celles  du  texte,  dont  elles  ne  diffèrent  que  par  des 
termes  contenant  en  dénominateur  les  puissances  (supérieures  à  la  première)  des 
nombres  premiers.  On  a  pour  leurs  sommes  {0  étant  encore  commensurable 
avec  n)  des  expressions  communiquées  sans  démonstration  par  J.  C.  Kluyver  à 
E.  Landau  et  établies  par  ce  dernier,  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  24  (1907),  p.  150. 
Voir  E.  Landau,  Primzahlen  "«)  2,  p.  694.* 

628)  «P.  Fatou,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  188  (1904),  p.  348.* 

629)  ^E.  Landau,  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  24  (1907),  p.  164.* 
680)  J.  reine  angew.  Math.  78  (1874),  p.  62. 

581)  Id.  p.  61/2. 
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et  le  produit  infini  (équiTalent  à  une  série  de  Lejeune  Dirichlet^ 

convergent  lorsqu'on  y  fait  5=1,  comme  aussi*")  lorsqu'on  y  feit 
5  »  1  -f-  i^f  et  qu'il  en  est  encore  de  même  lorsqu'on  multiplie  le  terme 
général  par  log^p. 

Par  exemple*'*)  les  séries 

_  iç^  ^  lo^  _  lo_gr7 ,   /     1  )S^  }^?P , 

8  5  7  ^        ^  p 

qui,  pour  m  entier  positif^  représentent  formellement  les  dérivées 
de  (6)  en  y  prenant  M  =  4  et  5—1,  convergent  pour  toute  valeur 
réelle  de  m. 

F,  Mertens^^)  a  également  considéré  les  sommes  précédentes  pour 
les  nombres  premiers  représentables  par  une  forme  quadratique.  Enfin 
E.  Landau^^)  a  étendu  la  plupart  de  ces  résultats  aux  idéaux. 

Un  résultat  donné  par  P.  L.  Celyiëv^^  dans  sa  lettre  à  P.  H.Fuss, 
et  qui  revient  à  dire  que  pour  y  »  —  i  le  coefficient  de  i  dans  la 
valeur  de  la  somme  de  la  série  (5')  est  égal  à  +  <^;  dépend  de 
rinégaUté  de  distribution  des  nombres  premiers  entre  les  formes  4n+  1 
et  4n  +  3**^.  Sa  démonstration,  qui  n'a  pas  été  fournie  jusqu'ici, 
dépendrait  de  recherches  analogues  à  celles  qui  ont  permis  d'établir  le 
théorème  précédemment  cité  [n^  48,  note  471]  également  contenu  dans 
la  lettre  en  question. 

52.  Nombres  oomposés  d'un  nombre  donné  de  faoteuxs  premiers. 
Problème  de  Lehmer.  E.  Landau^^)  a  déduit  de  la  distribution 
des  nombres  premiers  celle  des  nombres  composés  d'un  nombre  donné 
de  facteurs  premiers  tous  différents,  ainsi  que  celle  des  nombres  pour 
lesquels  le  nombre  ^(n)  des  facteurs  premiers  distincts  a  une  valeur 


532)  E,  Landau,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  118  II*  (1903),  p.  684. 
683)  E.  Landau,   Sitzgsb.  Akad.  Wien  112  II*  (1908),   p.  605;  établi  pour 
m  »  1  par  F,  Mertens,  J.  reine  angew.  Math.  78  (1874),  p.  65. 
534)  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  294/812. 

585)  J.  reine  angew.  Math.  125  (1903),  p.  100/52  (chap.  8  et  4);  Sitzgsb. 
Akad.  Wien  112  II*  (1903),  p.  564  et  sniv.;  115  H*  (1906),  p.  589;  voir  aussi  Rend. 
Cire,  mat  Palermo  24  (1907),  p.  156;  Math.  Ann.  63  (1907),  p.  176,  179. 

586)  Bull.  Acad.  Pétersb.  (classe  phjs.-math.)  (2)  11  (1868),  coL  208;  Œuvres  1, 
S*  Pétersbonrg  1899,  p.  697. 

537)  Voir  E,  Landau^  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  24  (1907),  p.  156. 
688)  Bull.  Soc.  math.  France  28  (1900),  p.  5,  12.    Voir  aussi  Math.  Ann.  54 
(1901),  p.  592. 
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donnée  et  celle  des  nombres  pour  lesquels  le  nombre  ai+a^-\ h <** 

[cf.  n^  9]  des  facteurs  premiers^  comptés  avec  leurs  degrés  de  multiplicité, 
a  une  valeur  donnée. 

Dans  le  même  ordre  d'idées^  les  résultats  obtenus  sur  les  nombres 
premiers  des  progressions  arithmétiques  permettent  d'étudier  la  distri- 
bution des  nombres  tels  que  tous  leurs  facteurs  premiers  appartiennent 
à  ime  progression  arithmétique  donnée. 

D.  N,  Lèhmer^^  a  envisagé  des  expressions  de  la  forme 


=  +00  ^■■"^ 


oti  M  et  N  désignent  deux  nombres  sans  diviseur  commun  et  où  le 
symbole 

représente  Tunité  ou  zéro  suivant  que  tous  les  Wf(n)  facteurs  premiers 
distincts  du  nombre  naturel  n  sont^  ou  non^  de  la  forme 

hM+N, 
autrement  dit  la  limite  pour  rc  =»  +  oo  du  quotient 

OÙ  la  somme  est  étendue  aux  nombres  n^x  dont  tous  les  facteurs 
premiers  sont  de  la  forme 

hM+N, 

Il  a  étudié  la  valeur  de  cette  limite   dans   le   cas  particulier  où 

J[f  =  4,    iV^=l 
et  dans  celui  où 

En  exprimant  par  un  produit  infini  la  série  ayant  pour  somme 
^~  2®(")  étendue  aux  nombres  n^x  dont  tous  les  facteurs  premiers 

sont  de  la  forme 

hM+N, 

et  appliquant  la  proposition  D,  E.  Landau^  a  démontré  que  la 
limite  en  question  ejciste^^)  et  que,  contrairement  à  ce  que  supposait 
D.  N.  Lehmer,  eUe  n'est  différente  de  zéro  que  pour  Jf  «  4,  Jf  =  3, 


589)  Amer.  J.  math.  22  (1900),  p.  298/836. 

640)  Amer.  J.  math.  26  (1904),  p.  209/22. 

541)  Id.  p.  211 J  Rend.  Cire.  mat.  Païenne  24'  (1907),  p.  143. 
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on  Jf  "  6  (la  yalenr  3  ne  devant  pas  être  ici  considérée  comme 
distincte  de  6).  Pour  toute  autre  valeur  de  a,  la  quantité  2^'2®("> 
n'est  que  de  l'ordre  de 


Plus  généralement '^')  soient  X  progressions  arithmétiques  données 
qu'on  suppose  de  même  raison  M  et  dont  les  premiers  termes  sont 
premiers  à  M.     La  somme 

(n) 

étendue  aux  nombres  n  dont  tous  les  facteurs  premiers  sont  pris  dans 
les  A  progressions  données  est  de  l'ordre  de 

X  .  -       2X 

et  le  quotient  de  ces  deux  quantités  tend  vers  ime  limite  déterminée. 
Quant  au  nombre  des  nombres  en  question  il  est  de  Tordre  de 

et  le  quotient  de  cette  quantité  par  ^2^^^^  tend  également  vers  une 

limite"»). 

Un  problème  analogue  consiste  à  étudier  la  distribution  des  entiers 
en  classes,  selon  le  nombre  de  carrés  nécessaires  pour  leur  décomposition 
en  une  somme  de  carrés;  les  entiers  v  dont  les  facteurs  premiers 
congrus  à  3  (mod  4)  figurent  tous  avec  des  exposants  pairs  offrent 
cet  intérêt  qu'ils  sont  décomposables  en  deux  carrés"'). 

jE.  Landau^  a  exprimé  à  l'aide  de  i{8)  et  de  la  série  de 
O.  SchlSmilch^^)  [n^  29]  la  série  f(s)  du  type  (S')  [n°  17]  à  laquelle  il 
suffit  d'appliquer  D  pour  obtenir  la  loi  de  distribution  des  entiers  v. 
Toutefois  l'intégration  présente  des  circonstances  spéciales  en  ce  que  f(8) 
s'exprime  à  l'aide  d'une  racine  carrée  et  présente  $^1  comme  point 
critique.  On  trouve  que  le  nombre  des  entiers  v  inférieurs  à  x  est 
de  l'ordre  de  — r^      * 


yiog,x 


542)  E.  Landau,  Amer.  J.  math.  31  (1909),  p.  86/102.  Voir  aussi  E,  Landau, 
Primzfthlen  "»)  2,  p.  647. 

548)  ^Uétnde  des  nombres  décomposables  en  trois  carrés  dépend  immédiate- 
ment des  résultats  du  n®  48,  les  nombres  en  question  étant  ceux  qui  ne  sont 
pas  de  la  forme 

4^(8  2V+ 7).* 

544)  ^Archiv  Math.  Phys.  (S)  13  (1908),  p.  306/12.* 
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53.  Valeurs  asymptotiqnes  déduites  de  considérations  géo- 
métriques. ^Certaines  yaleurs  asymptotiques  s'obtiennent  presque 
immédiatement  par  une  interprétation  géométrique  simple. 

Soit 

q>{x,  y,  .  .  .) 

une  fonction  analytique  positiye  des  p  variables  x,  y,  . . .  augmentant 
indéfiniment  avec  elles.  Le  nombre  F(n)  des  systèmes  de  valeurs 
entières  (et  s'il  y  a  lieu  positives)  de  a:,  y,  . . .  qui  vérifient  l'inégalité 

(1)  (p(x,  y,..-)<n 

peut  être  considéré  comme  celui  des  points  (du  plan  pour  l>  =  2,  de 
Tespace  pour  i?  =«  3,  ou  d'un  hyperespace  pour  p  >  3)  à  coordonnées 
entières,  situés  à  l'intérieur  de  la  variété  (courbe  pour  p  =^2,  surface 
pour  1?  =  3,  hypersurface  pour  p  >  3) 

(10  9>(a:,  y,  ...)  =  n. 

En  considérant  ces  points  comme  les  centres  de  carrés  pour  l>  »  2, 
de  cubes  pour  p  =«  3,  d'hypercubes  pour  i>  >  3,  de  côté  égal  à  1, 
lesquels  sont  tous  compris,  les  uns  totalement,  les  autres  partiellement 
dans  la  région  définie  par  l'inégalité  (1),  on  voit  que  F(n)  est  asymp- 
totiquement  égal  à  l'aire  pour  i>  =  2,  au  volume  pour  |>  =•  3,  à 
l'hypervolume  pour  l>  >  3,  de  cette  région,  c'est-à-dire  à  l'aire,  au 
volume,  ou  à  l'hypervolume  de  la  surface,  de  l'étendue  ou  de  ITiyper- 
étendue  comprise  à  Vint&ieur  de  la  courbe,  surface  ou  hypersurface  (1'), 
avec  une  erreur  qui,  pour  p  — «  2  par  eiemple,  est  de  l'ordre  du  périmètre 
de  la  courbe  (1'). 

Ce  principe  a  été  introduit  par  G.  Le^eune  Dirichlet^^)  en  vue 
des  problèmes  dont  il  a  été  question  au  n^  33;  mais  on  peut  lui 
attacher  le  nom  de  H.  Minhowski^^)  qui  lui  a  donné  sa  plus  grande 
fécondité. 

On  peut  le  généraliser  en  considérant  non  plus  le  nombre  des 
solutions  de  l'inégalité  (1^  mais  la  somme  des  valeurs  d'une  fonction 
analytique  donnée  ^(;r,  y,  . . .)  correspondant  à  ces  différentes  solutions, 
somme  qui  sera,  sous  certaines  conditions  supplémentaires,  représentée 
asymptotiquement  par  l'intégrale  multiple  77*- •  •  /^(^>  V;  >.)dxdy  .., 
étendue  à  la  région  (!')• 

Toutefois  la  précision  que  donne  la  méthode  précédente  est  par 

646)  ^Zahlenth."»),  (4«  éd.)  p.  811.* 

646)  «Géométrie  der  Zahlen,  Leipzig  1910,  p.  61  [1896].* 
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essence  limitée;  il  est  donc  souvent  impossible  de  s'en  contenter  dès 
qu'on  ne  veut  pas  s'en  tenir  à  la  première  approximation. 

D'autre  part^  la  méthode  précédente  suppose  qu'on  ait  choisi  g> 
(ainsi  que  ^  s'il  y  a  lieu)  parmi  les  fonctions  analytiques  on  du  moins 
définies  et  suffisamment  régulières  pour  les  valeurs  non  entières  des 
variables  et^  par  conséquent,  bien  qu'on  puisse  par  ce  moyen  [cf.  n^  66] 
atteindre  certaines  fonctions  arithmétiques,  on  n'a  point  ainsi  un  pro- 
cédé applicable,  d'une  façon  générale,  à  ces  fonctions.* 

54.  Valeiin  moyennes  et  médianes.  ^Beaucoup  de  fonctions 
arithmétiques  n'ont  d'aOleurs  aucune  valeur  asymptotique  simple. 
Telles  sont  celles  qui  restent  finies  [exemple:  ft(n)]  ou  ont,  aux  en- 
virons d'une  valeur  déterminée  quelconque  de  n,  des  variations  du 
même  ordre  de  grandeur  qu'elles-mêmes  [exemples:  (p(n),  ^(n)].  On 
recourt  pour  les  étudier  à  la  fonction  sommatoire  F(n)  [n^  11]  de  la 
fonction  f(n)  que  l'on  a  en  vue,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (en 
divisant  par  n),  à  la  moyenne  de  ses  n  premières  valeurs,  expressions  qui 
ont,  en  général,  un  cours  plus  régulier  que  la  fonction  f(n)  elle-même.* 

On  appelle,  en  conséquence,  valeur  moyenne  asymptotique^'')  d'une 
fonction  arithmétique  f(n)  et  l'on  représente  par  le  symbole 

m  fin) 

toute  esEpressian  asymptotique  de  la  moyenne  arithmétique 

F(n)^f(l)  +  f(2)+--^  +  f(n) 
n  n 

des  n  valeurs  /*(!),  /'(2), . . .,  f{n)  de  la  fonction  envisagée. 

n  peut  arriver  qu'on  puisse  prendre  pour  cette  valeur  moyenne 
une  constante;  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  moyenne  arithmétique 

Abu 

tend,  pour  n»=-f-<x>,  vers  une  limite  déterminée.     On  trouvera  des 
exemples  de  ce  fût  [n^  54  et  58]. 

On  appelle  valeur  médiame^^)  d'une  fonction  arithmétique  f{n) 
pour  le  nombre  n  et  l'on  représente  par  le  symbole 

Mf{n) 
toute  expression  asymptotique  de  la  moyenne  arithmétique 


647)  En  allemand  MitUerenoerth. 

648)  En  allemand  Mitteîwerth. 
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des  m  valeurs 

f{n  +  l),f(n+2),  ..., /-(n  +  m) 

de  la  fonction  envisagée^  pour  m  et  n  suffisamment  grands,  le  rapport  — 
étant  d'ailleurs  supposé  tendre  vers  zéro  avec  —  "*). 

^Le  nombre  auxiliaire  m  peut,  en  général,  dans  ces  conditions, 
être  assimilé  à  un  infiniment  petit,  de  sorte  que,  en  désignant  par  F(n) 
non  plus  la  fonction  sommatoire  de  f(n)  mais  une  expression  asjmp- 
totique  de  cette  fonction  sommatoire,  la  valeur  médiane  sera,  en  général, 
si  on  peut  la  déduire  de  la  connaissance  de  F{n),  représentée  par 

F'{n), 
tandis  que  la  valeur  moyenne  asymptotique  sera 

n 

La  connaissance  d'une  valeur  médiane  F'(n)  entraîne  d'ailleurs  celle 
d'une  valeur  moyenne  asymptotique,  égale,  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  dire,  à 

(1)  ^Jr{n)dn, 

tandis  que  l'inverse  n'a  pas  nécessairement  lieu;  de  sorte  que  la  valeur 
médiane  renseigne  d'une  façon  plus  précise  sur  la  fonction  envisagée 
que  la  valeur  moyenne. 

Lorsque  la  fonction  F'{x)  varie  (c'est-à-dire  croît  ou  décroît)  plus 
lentement  que  n'importe  quelle  puissance  (à  exposant  positif  ou  négatif 
mais  non  nul)  de  x^^)y  la  valeur  médiane  et  la  valeur  moyenne  que 
l'on  en  déduit  par  l'expression  (1)  sont  asymptotiques  l'une  à  l'autre.* 

^Les  calculs  relatifs  aux  nombres  premiers  offrent,  au  fond^  un 
premier  exemple  de  valeurs  moyennes  et  médianes.  La  densité  moyenne 
[n^  40]  des  nombres  premiers  entre  0  et  n  est  la  valeur  moyenne 
asymptotique  d'une  fonction 

définie  comme  devant  être  égale  à  1  pour  n  premier  et  à  0  pour  n 
composé;   tandis   que  la  densité  powr  une  valeur  donnée  de  x  %s\,  ]a 


649)  a  F.  Gau88,  Disq."»)  n*-  801/4;  Werke  1,  p. 
660)  ^Plus  exactement,  il  suffît,  pour  qii*il  en  soit  ainsi,  qa*on  puisse  déter- 
miner une  fonction  £  (positive)  de  x  telle  que: 

1**)  ~  tende  vers  zéro  qusjid  x  tend  vers  -f  oo; 

X 

2°)  -^ïTT^T  tende  vers  1  tontes  les  fois  que  Ton  a  è^y^x  et  qne  x  tend 
vers  -f-oo.* 
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yaleur  médiane  de  cette  même  fonction.    La  fonction  ^^  [où  ip(x) 

est  la  fonction  de  P.  L.  Cebyhëv  du  n^  41]  est  la  valeur  moyenne  de  la 
fonction  v{n)  définie  au  n°  10. 

Les  propositions  E^  E',  E^'  conduisent  directement  à  des  valeurs 
moyennes;  la  seconde,  par  exemple,  peut,  dans  le  cas  de  c„=w,  s'énoncer 
ainsi: 

Si  f{n)  a  pour  valeur  moyenne  asymptotique  une  constante 
déterminée  cd,  le  produit 

ns=+oo 

tend  vers  cette  même  constante  (d  lorsque  s  tend  vers  1. 

Toutefois,  comme  les  réciproques  de  E,  B',  E"ne  sont  pas  exactes  ^^^), 
ces  énoncés  ne  peuvent  donner  l'expression  numérique  de  la  valeur 
moyenne  cherchée  qu'en  supposant  établi  que  cette  valeur  moyenne 
existe  sous  la  forme  indiquée;  mais  on  ne  peut  en  déduire  la  démons- 
tration de  cette  existence. 

Au  contraire  on  arrive  avec  Q.  H.  Halphen^^  à  une  expression 
de  la  fonction  sommatoire  de  /"(n),  et  par  conséquent  à  une  valeur 

moyenne,  en  appliquant  la  proposition  D  à  la  fonction  ^  ^^  • 

C'est  ainsi  qu'en  appliquant  E'  à  la  fonction  yo(n)  considérée  dans 
ce  n^  64,  on  obtient  seulement  la  proposition  de  P.  L,  Cébysëo,  c'est- 
à-dire  la  valeur  de  la  limite  (2)  du  n^  46  en  admettant  que  cette  limite 
existe,  tandis  que  l'emploi  de  D  ou  de  D'  permet  d'obtenir  une  con- 
clusion complète  et  qui  se  suffit  à  elle-même. 

Enfin  l'insuffisance  que  comporte  l'emploi  de  E,  E'  est  également 
évitée  par  les  moyens  qu^a  employés  E,  Landau  [cf.  n°  19,  4P]  et 
qu'il  a  appliqués  à  y^in),  comme  on  Fa  mentionné  à  la  fin  du  n^  46.* 

^e  principe  posé  au  n^  63  donne  des  fonctions  sommatoires  et, 
par  conséquent,  des  valeurs  moyennes.  Si,  en  effet,  on  désigne  par  f{n) 
le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  de  l'équation  (1')  écrite 
dans  ce  n^  63,  la  fonction  F{n)  est  la  sommatoire  de  f{n). 

C'est  en  opérant  ainsi  qu'on  démontre  que  le  nombre  moyen  des 
représentations  d'un  nombre  n  par  une  forme  quadratique  binaire 
définie  donnée 

ax^+2bxy  +  cy^^ 


551)  ^G.  L^ewne  Birichlet,  Zahlenth."»),  (4«  éd.)  p.  810  en  note.* 

552)  »C.  R.  Acad.  se.  Parie  96  (1883),  p.  684.* 
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de  déterminant  A  =  6*— -  ac,  est  égal  à'^*^) 


ce  qui  fournit  la  formule  (1')  du  n®  33,  et  qu'on  Toit  comment  doit 
être  modifié  ce  nombre  si  n  est  assujetti  à  être  premier  à  2A  [ce  qui 
correspond  à  la  formule  (2)  du  n^  33]. 

En  particulier^^*)  la  yaleur  moyenne  du  nombre  des  représentations 
des  nombres  naturels  par  la  forme 

x^  +  y^ 

est  égale  à  tc. 

Ce  dernier  résultat  est  d'ailleurs  compris  comme  cas  particulier 
dans  des  résultats  plus  généraux  donnés  par  R,  LipsdUtg^  et  con- 
cernant les  représentations  d'un  nombre  par  une  forme  positive  qusr 
dratique  quelconque. 

JE.  Cesàro^^^)  procède  de  même  pour  évaluer  le  nombre  moyen 
des  représentations  de  n  par  la  forme  considérée  lorsque  ^  et  y 
sont  assujettis  à  être  positifs,  ou  le  nombre  moyen  des  représentations 
de  n  sous  la  forme 

x^  +  y', 

a  et  p  étant  deux  entiers  positifs  donnés,  ou  encore  le  nombre  moyen 
de  décompositions  de  n  en  une  somme  de  p  carrés  ^'^^.* 

^C.  F,  Gauss^'^  a,  le  premier,  déterminé  quelques  valeurs  moyennes 
et  quelques  valeurs  médianes  de  fonctions  arithmétiques;  G.  L^eune 
Dirichlet  en  a  déterminé  un  plus  grand  nombre  soit  par  Tapplication 
de  E'  et  d'un  cas  particulier  de  E^',  non  énoncé  par  lui,  à  des  séries 
de  la  forme  (5')  [n°  51]^^®)  ou,  auparavant  ^^®)  à  la  série  de  Lambert, 

553)  X.  Gegenbauer,  Denksch.  Akad.  Wien  (math.)  49 1  (1885),  p.  68. 

554)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1865,  p.  174. 

555)  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n<>  6,  p.  198  (note  19).  «Par 
suite  d'une  eirenx  sur  les  limites  de  sommation  (c*est-à-dire  ici  d'intégration), 
E.  Cesàro  trouve  pour  le  nombre  moyen  cherché,  la  forme  donnée  étant 
Ax*  +  Bxy  +  Cy"  et  ê  étant  le  radical  +  ^4^0— 5*,  l'expression 

au  lieu  de  la  véritable  valeur 

556)  E.  Cesàro,   Mém.  Soc.  se  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n°  6,  p.  194,  199. 
567)  Disq.'")  n°  301/4;  Werke  1,  p.  862/9;  voir  en  partie,  p.  363. 

558)  G.  Lejeune  Dirichlet^  J.  reine  angew.  Math.  18  (1838),  p.  259;  Werke  1, 
Berlin  1889,  p.  357. 

559)  Ber.  Akad.  Berlin  1838,  p.  13;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  351. 
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soit  ensuite  ^^)  par  des  méthodes  directes  en  utilisant  les  trans- 
formations d'expressions  sommatoires  qui  ont  été  mentionnés  ^^^'j  aux 
n°-  11  et  16^*). 

L.  Kronecker^^  a  également  repris  un  grand  nombre  de  ces 
évaluations,  particulièrement  celles  dont  il  sera  question  aux  n^'  56 
et  58;  il  donne  des  exemples  de  l'emploi  de  £';  mais,  en  raison  de 
l'insuffisance  de  cette  méthode  il  indique  surtout  des  procédés  directs 
purement  arithmétiques  [voir  n^  56].* 

^Nous  allons  maintenant  indiquer  les  valeurs  asymptotiques,  mo- 
yennes ou  médianes,  d'un  certain  nombre  de  fonctions  arithmétiques. 
Conformément  à  la  notation  de  E.  Landa/u^^),  u  étant  une  fonction  de 
la  variable  positive  x  nous  désignerons  par  0{u)  toute  autre  fonction  v 
telle  que  le  rapport  —  reste  fini  quand  x  augmente  indéfiniment.* 

55.  Valeurs  moyennes  relatives  à  la  fonction  (i(n).  ^La  fonc- 
tion (i(n)  est  très  étroitement  liée  à  la  théorie  des  nombres  premiers 

en  raison  de  la  formule  (2)  Fpour  ^  |  du  n^  21,  et  la  connaissance 

de  sa  fonction  sommatoire  aurait  une  grande  importance  à  ce  point 
de  vue. 

F.  Mertens^  a  étudié  cette  fonction  sommatoire 

6{n)  ^  li(l)  +  li(2)  +  '"  +  ii{n) 
et  a  déduit  de  l'hypothèse  d'après  laquelle  on  aurait  toujours 
(1)  \<f(n)\<\Vii\ 

plusieurs  conséquences  concernant  le  nombre  des  nombres  premiers, 
les  zéros  de  la  fonction  t{s)  et  autres  (voir  les  notes  249  et  447). 

Cette  hypothèse,  qui  n'a  jusqu'ici  qu'un  caractère  empirique  mais 
n'a  cependant  encore  jamais  été  trouvée  en  défaut  si  loin  qu'on  ait 
poussé  les  calculs  destinés  à  la  vérifier  expérimentalement,  doit  être 
considérée  comme  équivalente  à  ij  en  ce  sens  qu'elle  entraînerait  ij 


660)  G.  Lejeune  Birichlet,  Abh.  Akad.  Berlin  1849,  math.  p.  69;  Werke  2, 
Berlin  1891,  p.  49. 

661)  G.  Lejeune  Dirichlet,  Ber.  Akad.  Berlin  1888,  p.  18/6;  Werke  1,  Berlin 
1889,  p.  361/6;  cf.  J.  reine  angew.  Math.  18  (1888),  p.  269;  Werke  1,  p.  867. 

662)  Cf.  Cr.  Cantor,  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  687.  Voir  anssi  P.Bachmann, 
Analyt.  Zahlenth."),  p.  480/4. 

668)  Zahlenth.*'Ô  1,  p.  314/74  (leçons  24  à  26). 

664)  ^Bull.  Soc.  math.  France  28  (1900),  p.  26.  C5f.  Primzahlen  "«)  2,  p.  883 
(§  12).* 

666)  Sitzgsb.  Akad.  Wien  106  H*  (1897),  p.  761.  Voir  aussi  E.  Bauhlebàky 
wn  Stemeck,  id.  106  H»  (1897),  p.  836;  110  II»  (1901),  p.  1063. 
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[cf.  n°  26]  et  que,  d'autre  part,  comme  le  démontre  E.  Landau^ 
en  appliquant  la  propriété  (3^)  du  n**  19,  on  serait  certain,  si  Ton 
ayait  démontré  la  proposition  ij;  V^^^  P^^^  ^  suffisamment  grand, 
<s(n)  reste  plus  petit  que 

où  &  est  un  certain  nombre  plus  petit  que  1  [®<fl.  H  en  résul- 
terait  également  que  la  série  pour  ^  du  n**  21  convergerait  pour 

91(5)  >  @. 

On  sait  seulement,  quant  à  présent,  que  6(n)  est,  au  plus,  de 
Tordre  de 

ainsi  que  E.  LandoM^^'^  Fa  établi  en  appliquant  D'  à  la  formule  (2) 
du  n^  21. 

Par  contre,  6(n)  ne  peut*^  osciller  entre  des  limites  finies.  Il 
en  résulte  que  la  fonction  représentée  par  la  somme  de  la  série 

(i(ï)0  +  ii{2y  +  . . .  +  ^(n)£i"  + 

a  j?  »  1  pour  point  singulier.* 

L'expression  pour  ^  du  n**  21  conduit,  en  y  faisant  s  =-  1,  à 
présumer  que  l'on  a 

A  =  +  » 

(2)  2'-ë-o. 

C'est  ce  qu'énonce  déjà'^*®)  L.  Exder^'^^),  La  démonstration  de  ce  fait  est 
due  à  H,  von  Mangoldt^'^^)  et  a  été  ensuite  donnée  à  nouveau  avec 
évaluation  du  reste  par  Ch.J.dela  Vallée  Paussin^'^^)  et  par  JB. Landau^'^^. 

666)  4,Eend.  Cire.  mat.  Faleimo  26  (1908),  p.  264.^ 

667)  ^Id.  p.  260.  Premières  évaluations  moins  avantageuses:  Math.  Ânn.  6i 
(1901),  p.  686;  Sitzgsb.  Akad.  Wien  112  H»  (1908),  p.  6i8.* 

668)  ^P.  Fatau,  Act»  math.  30  (1906),  p.  892.* 

669)  Introd.»)  1,  p.  229;  trad.  J.  B.  Labey  1,  p.  213. 

670)  ^Un  théorème  peu  différent,  à  savoir  que  Ton  a 

^         «         8     «4       "6^6  7         8^9^10        11        12  "' 

a  peut-être  été  énoncé  par  L.  Euler  dès  1737  [Oomm.  Acad.  Petrop.  9  (1787), 
éd.  174i,  p.  186]  (Note  de  G,  Enestrôm)* 

671)  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1897,  p.  836. 

672)  Mém.  couronnés  et  autres  mém.  Acad.  Belgique  in  8^  69  (1899/1900), 
mém.  n*»  1,  p.  67. 

678)  Diss.  Berlin  1899;  Math.  Ann.  64  (1901),  p.  670;  Sitzgsb.  Akad.  Wien 
112  !!■  (1903),  p.  637.  Dans  ce  dernier  mémoire,  E,  Landau  étend  ses  recherches 
à  un  corps  algébrique  quelconque  de  nombres.  Voir  encore  Rend.  Cire.  mat. 
Palermo  24  (1907),  p.  81/160;  E.  Landau,  Primzahlen  "»)  2,  p.  667/609. 
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Ce  dernier  a  de  plus  établi  plusieurs  résultats  asymptotiques  concernant 
non  seulement  le  reste  de  (2)  mais  aussi  les  sommes 

(3)  J'çW^^, 

étendues  à  tous  les  nombres  naturels  plus  grands  que  1  et  inférieurs 
on  égaux  à  un  nombre  quelconque  donné  X]  dans  la  dernière  de  ces 
sommeS;  s  désigne  un  nombre  complexe  dont  la  partie  réelle  est  égale 
à  1  et  m  désigne  un  nombre  réel  quelconque. 

De  l'évaluation  de  (3)  il  ressort  que  Ton  a*^*) 

comme  la  dérivation  de  l'expression  de  ^r-r  du  n^  21  le  faisait  également 
prévoir. 

E.  Landau^''^)  a  aussi  considéré  le  point  de  vue  auquel  s'était 
placé  jP.  Mertens  en  partant  de  l'inégalité  (1),  c'est-à-dire  qu'il  a 
rechercbé  jusqu'à  quel  point  les  évaluations  asymptotiques  (supposées 
démontrées  par  une  autre  voie)  relatives  à  6{n)  permettraient  de 
remonter  à  la  distribution  des  nombres  premiers. 

En  changeant  dans  les  résultats  précédents  h  eu.  hk  + 1,  sous  le 
signe  Zy  E.  Landau  étend  ces  résultats  aux  progressions  arithmétiques. 

Certaines  recherches  de  J.  C.Eluyver^''^  complétées  par  ELandau^'^'') 
permettent  d'étendre  aux  progressions  arithmétiques  la  convei^ence 
de  la  série  (2),  c'est-à-dire  d'affirmer  que  la  série 

l    "f"    k  +  l    "^     U  +  l    "•  ^     hk  +  l    "•" 

est  convergente  quels  que  soient  les  nombres  naturels  k  et  l  que  l'on 
envisage;  et  d'obtenir  la  somme  de  cette  série  sous  forme  finie. 

U  démontre  à  cette  occasion ^  comme  l'avait  déjà  énoncé  J.  C. 
Kluyver,  que  si  Ton  range  ceux  des  entiers  positifs  hk  +  l  qui  ne 
contiennent  en  facteur  aucun  carré  en  deux  classes ,  dans  l'une  des- 
quelles rentrent  tous  ceux  de  ces  entiers  contenant  un  nombre  pair 
de  facteurs  premiers   tandis   que  dans  l'autre  rentrent  tous  ceux  de 

674)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  129  (1899),  p.  812. 

676)  J.  reine  angew.  Math.  196  (190S),  p.  182  (chap.  7).  Voir  aussi  Sitzgsb. 
Akad.  Wien  116  H»  (1906),  p.  689;  117  H»  (1908),  p.  1089. 

676)  E.  Akad.  Wetensch.  Amsterdam  yer8lagennatnark.Afdeeling  12  (1908/4), 
p.  482. 

677)  Id.  18  (1904/6),  p.  71..  Voir  E.  Ltmdau,  Primzahlen  "»)  2,  p.  681/7,  687/96. 
ISncydop.  des  tolena  mathémat    I  3.  23 
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ces  entiers  contenant  un  nombre  impair  de  facteurs  premiers,  le  rapport 
du  nombre  de  ceux  des  entiers  de  la  première  classe  qui  sont  in- 
férieurs à  un  nombre  donné  x  au  nombre  des  entiers  de  la  seconde 
classe  qui  sont  inférieurs  à  ce  même  nombre  x  tend  yers  1  quand  x 
tend  vers  +  <x>. 

Quant  au  nombre  total  des  entiers  inférieurs  à  a;  et  dépourvus 
de  facteurs  carrés,  nombre  qui  peut  s'écrire 

et 

il  est^^^  asymptotiquement  égal  à  — irr,  avec  une  erreur  d'ordre  in- 
férieur à  yS,  c'est-à-dire  dont  le  rapport  à  )/5  tend  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment,  en  sorte  que 

lim  ^-0. 

Si  l'on  se  restreint  aux  entiers  compris  dans  une  progression 
arithmétique  donnée  de  raison  M,  ce  nombre^^*)  se  réduit  à 

où  le  produit  JJ[  est  étendu  aux  facteurs  premiers  p  qui  figurent 
dans  M,  en  supposant,  bien  entendu,  le  premier  terme  l  de  la  pro- 
gression arithmétique  tel  que  le  p.  g.  c.  d.  de  M  et  de  Z  ne  contienne 
aucun  facteur  carré  (sans  quoi  le  nombre  en  question  serait  nul). 

56.  Le  nombre  et  la  somme  des  diviseurs  de  n.  Il  y  a  lieu 
de  signaler  d'une  manière  particulière  l'évaluation  asymptotique  du 
nombre  <(n)  des  diviseurs  de  n.  H,  Poincaré^^)  a,  en  eflfet,  montré  qu'on 
peut  en  déduire  la  proposition  de  P.  L,  C€l>y8ëv  [valeur  de    lim    -- 

quand  on  suppose  l'existence  de  cette  limite  démontrée];  et,  d'autre 
part,  sous  sa  forme  la  plus  précise  [formule  (l')  ci-dessous]  elle  a 
été  employée  [cf.  n^  27]  à  limiter  supérieurement  la  valeur  absolue 
de  t(s)  pour  0^91(5)^1. 

Le  nombre  t(n)  des  diviseurs  de  n  étant  aussi  celui  des  décom- 
positions  de  n  en  deux  facteurs  entiers  x,  y,   le  principe  du  n^  51 

578)  X.  Gegefibauer,  Denkficli.  Akad.  Wien  (math.)  49 1  (1886),  p.  47/8  ;  A,  Berger, 
Nova  Acta  Soc.  Upsal.  (8)  14  (1891),  mém.  n"»  2,  p.  110  [1886];  tirage  à  part  en  1887  ; 
E.  Landau,  Bull.  Soc.  math.  France  83  (1905),  p.  241.  Voir  aussi  Sitsgsb.  Akad. 
Wiss.  Wien  112  II»  (1903),  p.  562,  note  3;  115  U»  (1906),  p.  589. 

579)  E,  Landau,  Primzahlen  "*)  1,  p.  80. 
680)  J.  math,  ptires  appl.  (4)  8  (1892),  p.  87.* 
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fournit  la  fonetion  sommatoire  T(n)  de  t(n),  avec  une  erreur  de 
Tordre  de  n,  par  Taire  du  triangle  mixtiligne  compris  entre  les  droites 
^  s  1^  y  »  1  et  ITiyperbole 

xy  — >. 

La  fonction  sommatoire  8(n)  de  la  quantité  f(n)  [somme  des  diviseurs 
de  n]  est,  de  même,  approximatiyement  égale  à  l'intégrale  double 
ffxdxdy  étendue  à  la  même  aire  laquelle  est  de  l'ordre  de  n^;  mais 
Terreur  commise  étant  également  de  Tordre  de  n',  le  coefficient  de  n' 
ne  peut  être  obtenu  par  cette  voie. 

Les  valeurs  moyennes  de  t{n)f  f(n)  ont  été  déterminées  par 
(t.  Lfjeune  IHrichiet  qui,  dans  les  travaux  cités  notes  557,  558  et  559, 
obtient  les  relations  ^^)  [où  C  désigne  toujours  la  constante  d'Euler 
(n*  22)]: 

Abu 

(1)  T(n)~^tih)-nlog,n  +  (2C-l)n+OiVii), 

Asl 
A«« 

(2)  Sin)  -  2/W  -  ^'  +  0(n  log.  n) 

les  valeurs  moyennes  asymptotiques  de  /(n)  et  de  t(n)  étant  les  valeurs 
asymptotiques  des  expressions    -  SÇn),  —  T(»). 

Dans  ses  cours  sur  la  théorie  des  nombres  professés  à  l'Université 
de  Berlin,  L.Kronecker^^  confirme  Texactitude  des  résultats  obtenus  par 
G.  Lejeune  Dirichlet,  en  les  obtenant  à  nouveau  par  un  autre  procédé  **') 
consistant  essentiellement  à  distinguer  ceux  des  diviseurs  du  nombre  n 
qui  sont  <Vn  de  ceux  qui  sont  >)/«.  L.  Kranecker^)  donne  aussi 
les  valeurs  média/nes  de  /(n)  et  de  i{n)  qui  sont  égales  à 

(3)  Mt{n)^\og^n  +  2C, 

(4)  ^/W-*?^      • 

avec  une  erreur  de  Tordre  de  w"^  pour  Texpression  (3),  de  Tordre 
de  n*  l/log^n  pour  Texpression  (4),  le  nombre  entier  auxiliaire  m  [n°  64] 
étant*")  supposé  de  Tordre  de  n^  dans  la  formule  (3),  de  Tordre  de 
n^yîôg^»  dans  la  formule  (4). 

681)  L.  Gegenbauer  [Denkachr.  Akad.  Wien  (math.)  49 1  (1886),  p.  24]  a  domié, 
parmi  une  foule  d'antres,  des  formules  pour  le  nombre  des  diviseurs  de  h  qui 
sont  ^  I  yn  I .   Voir  aussi  Ch.  HermUe,  J.  reine  angow.  Math.  99  (1888),  p.  S24/8. 

68S)  Zahlenih.'*)  1,  p.  846,  863. 

688)  Id.  p.  888;  L.  Kronedeer  lui-môme  attribue  à  C,F,  Gau88  la  première 
idée  de  cette  méthode. 
•         684)  Id.  p.  846,  366. 

28* 
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La  fonnole  (3)  peut  s'écrire  ^^),  e  désignant  la  base  des  logarithmes 
naturels, 

La  méthode  montre  en  outre  ^^)  que  le  nombre  des  diviseurs  de  n 
qui  sont  ^Y^y  évidemment  égal  à  celui  des  diviseurs  ^Vn,  a  pour 
valeur  moyenne  \^t{n)  et  pour  valeur  médiane  \Mt{n)f  la  valeur 
moyenne  devant  d'ailleurs '^^^  être  augmentée  de  ^  si  Ton  met  en 
dehors  les  valeurs  carrées  de  n,  pendant  que  la  somme  S^{n)  des 
diviseurs  inférieurs  ou  égaux ^  à  Yn  a  pour  valeur  médiane^  |/n,  et 
que  la  somme  Sd^(n)  des  diviseurs  supérieurs  à^n  a  pour  valeur  médiane 

le  nombre  entier  m  étant  supposé  de  Tordre  de  ffi  ou  de  ffiyiog^n  et 
l'erreur  commise  étant  de  Tordre  de  n*"  ou  de  w*  ]/log,n . 

Mais  6r.  Voronm^^)  a  montré,  comme  Tavait  déjà  affirmé  G,  Lejeime 
Dirichld^^),  que  Terreur  commise  dans  Tévaluation  de  T(n)  était  plus 
petite  que  ne  Tindique  la  formule  (1)  et  que  Ton  a 
(1')  T(n)  =  n  log^n  +  (2C  -  l)n  +  0{Vn  log,n). 

Il  en  résulte*®^)  que  la  fonction 

est  développable  en  une  série  de  Lejeune  Dirichlet  qui  converge  pour 
9{(s)>-i^  tandis  que  la  formule  (1)  établit  seulement  cette  con- 
vergence^**) pour  9l(s)  >  ^. 

La  moyenne  arithmétique  des  nombres  de  ceux  des  diviseurs  de 

586)  A.  Berger,  Nova  Acta  Soc.  Upsal  (3)  11  (1883),  mém.  n«»  1,  p.  21  [1880]. 
586)  L.  Kronecker,  Zahlenth.'^)  1,  p.  346;  L.  Oegenbauer,  Denkachi.  Akad. 
Wien  (math.)  49  I  (1886),  p.  24. 

687)  L.  Gegenbauer,  id.  p.  24;  voir  aassî  Ch,  Hertnite,  J.  reine  angew.  Math.  99 
(1886),  p.  324/8. 

688)  L.  Kronecker,  Zahlenth.*')  1,  p.  366.  Tontefoie,  lorsque  n  e«t  carré 
parfait,  L.  Kronecker  convient  de  coxùpter  le  divisenr  j/tt  pour  moitié  avec  les 
diviseurs  inférieurs  à  Yn  et  pour  moitié  avec  les  diviseurs  supérieurs. 

689)  ^J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  241.  Voir  aussi  E,  Pfeiffer, 
Jafaresbericht  der  Pfeifferschen  Lehr-  und  Erziehungsanstalt '^^) ,  léna  1886,  qui 
donne  (p.  18)  pour  le  reste  Tezpression 

s  étant  un  nombre  positif  quelconque/ 

690)  Lettre  à  X.  Kronecker,  Nachr.  Ges.  GOtt:  1885,  p.  379;  Werke  2,  Berlin 
1891,  p.  407. 

691)  E,  Landau,  Bull.  Soc.  math.  France  38  (1906),  p.  234. 

692)  ^L,  Kronecker,  Zahlenth.**)  1,  p.  849/61.  Voir  aussi  J,  Frand,  Interméd. 
math.  8  (1896),  p.  108  [Question  830].* 
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1,  2,  3j. , .,  n  qui  sont  ^  [y/n]  est  asymptotiqnement 

ilog,n  +  C, 

C  désignant  toujours  la  constante  d'Euler. 

La  moyenne  arithmétique  des  nombres  de  ceux  des  diviseurs  de 
1,  2;  3, . .  .^  n  qui  sont  >  [Yn]  est  asymptotiquement^*') 

ilog,n+C-l. 

A  côté  de  valeurs  moyennes,  E.  Landau^^)  a  étudié  les  valeurs 
extrêmes  [c£  n^  69]  de  t(x).  Cette  quantité,  qui  est  une  infinité  de 
fois  égale  à  2,  prend  une  infinité  de  fois  des  valeurs  de  la  forme 

log,loge« 
mais  cesse  finalement  d'être  supérieure  à 

log^log^a? 
si  petit  que  soit  le  nombre  positif  â, 

67«  Conséqnenoes  relatives  aux  valeurs  de  x  —  [x].    Si  l'on  pose 
(f{x)  ^x-lx] 
la  formule  (1)  ou  (V),  comparée  avec  la  formule 

Assl 

du  n^  13  et  avec  l'évaluation  connue  de  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  harmonique,  fait  évidemment  connaître  la  somme 

As» 


^,  Q  (^J  et  montre  qu'on  a  asymptotiquement**^) 


Asl 


Si   donc  A  est  le  nombre  de  ceux  des  n  premiers  entiers  naturels 
1,  2,  . . .,  n  pour  lesquels  Ç\^)  est  plus  petit  que  ^,   et  si  A^  est 

le  nombre  de  ceux  de  ces  n  entiers  1,  2,  . . .,  »  pour  lesquels  ç  \^j 

est  plus  grand  que  i,  on  a 
A>A,, 

593)  L.  Gegenbauer,  Denkschr.  Akad.  Wien  (math.)  49  I  (1886),  p.  26. 
694)  Primzahlen"»)  1,  p.  219/22. 

596)  G.  Lesjewie  DirtchUt,  Ber.  Akad.  Berlin  1851,  p.  20;  Werke  2,  Berlin 
1891,  p.  97. 
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En  supposant  p  ^  n  et  en  étudiant  de  plus  près  le  nombre  des  entiers 
consécutifs  1,  2,  . . .,  i>  tels  que  çijr)  Boit  inférieur  à  un  nombre 
quelconque  donné  a  vérifiant  l'inégalité 

0  <  a  <  1, 
G.  Lyeune  DiriMet^^)  a  d'ailleurs  trouvé  que  Ton  a 
^-n(2-log.4)+0(l/S), 

J.Frand^^'^  annonce  sans  démonstration  que  Texpression  ^  [hx], 

où  X  désigne  un  nombre  positif  irrationnel  déterminé  quelconque,  est, 
à  l'ordre  logarithmique  près,  donné  par 


n{n  +  l)  n 

2         '^         2  ■ 


En  posant 

s(x)  -  a?  -  [rr]  -  i  -  (f(x)  -  i, 

E*  Landau^^)  indique  des  conditions  suffisantes  pour  que  la  série 


converge  pour  tout  nombre  irrationnd  x\  il  montre  que  cette  série 
est  au  contraire  divergente  pour  tout  nombre  rationnel  x,  M.  Lerd^^) 
prouve  cependant  que  pour  certains  nombres  transcendants  l'hypo- 
thèse de  J.  Frand  n'est  pas  vérifiée. 

68.  Antres  fonctions  des  diviseurs  de  n.  Plus  généralement, 
E.  Cesàro^,  L,  QegenboMer^^)  et,  par  la  méthode  indiquée  au  n®  66, 
L.  Kronecker^^)  étudient  la  somme  des  valeurs  que  prend  une  fonction 
(algébrique  ou  analytique)  f(n)  pour  les  différents  diviseurs  du  nombre  n, 


696)  Ber.  Akad.  Berlin  1851,  p.  20;  Werke  2,  Berlin  1891,  p.  97.  Voir 
enoore  F.  A.  Lebesgue,  J.  math,  pnres  appl.  (2)  1  (1866),  p.  877;  L,  Ch^enbauer, 
Denkschr.  Akad.  Wien  (math.)  49  II  (1886),  p.  108. 

697)  Inteiméd.  math.  6  (1898),  p.  77  [Qnestion  1260];  6  (1899),  p.  li9/50 
[Question  1647]. 

698)  Interméd.  math.  8  (1901),  p.  140/3  [Question  1161]. 

699)  «Interméd.  math.  11  (1904),  p.  144  [Question  1647].* 

600)  Mém.  8oo.  se.  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n<>  6,  p.  9/360,  en  partie,  les 
notes  12  et  18,  p.  113  et  suiv.    Voir  aussi  id.  p.  228. 

601)  Voir,  en  particulier,  Denkschi.  Akad.  Wien  (math.)  49 1  (1886),  p.  1,  37; 
49  n  (1886),  p.  166;  60  I  (1886),  p.  163. 

602)  Zahlenth.»^  1,  p.  826/74. 
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c'ert-a-dire  Tintégrale  numérique  [n^  11]  de  f(n).  Parmi  les  formules 
qu'ils  obtiennent  citons  seulement  les  suivantes: 

La    somme    des    f^*°^**   puissances    des    diviseurs    d'un    nombre 
naturel  n  a  pour  valeur  moyenne 

n^5(r  +  l); 
en  particulier  la  somme  des  diviseurs  de  n  a  pour  valeur  moyenne^ 

De  même  la  somme  des  inverses  des  r^*»*"  puissances  des  diviseurs 
de  n  a  pour  valeur  moyenne 

en  particulier  la  somme  des  inverses  des  diviseurs  de  n  a  pour  valeur 
moyenne  —  >  et  aussi  pour  valeur  médiane*^) 

h  étant  un  nombre  fixe  quelconque  pris  entre  0  et  1  et  le  nombre  m 
des  valeurs  envisagées  pour  former  la  valeur  médiane  [n^  62]  étant 
pris  de  Tordre  de  n*.  La  valeur  médiane  de  la  somme  des  logarithmes 
de  tous  les  diviseurs  de  n  est^ 

i(log,n)«+01og.n 
et  sa  valeur  moyenne  est 

iaog.«y+(C-l)log.n. 
La  valeur   moyenne   de   la   somme   des   valeurs  réciproques  des 
diviseurs  quadratiques  d'un  nombre  naturel  quelconque  est  ^q^- 

La  valeur  moyenne  de  la  somme  des  diviseurs  réciproques  im- 
pairs d'un  nombre  naturel  quelconque  ••^  est  -g-^®). 

La  valeur  moyenne  de  la  somme  des  cubes  des  valeurs  réciproques 
des  diviseurs  impairs  d'un  nombre  naturel  quelconque  est  ^^*). 


603)  E,  Cesàro,  Menu  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n<>  6,  note  12,  p.  119. 

604)  Id.  p.  117.  Ponr  le  cas  où  m»!,  voir  aussi  A.  Berger,  Nova  Acta 
Soc  Upsal.  (8)  11  (1888),  mém.  b?  1,  p.  26  [1880]  et  L.Kronecker,  Zahlenth.^*)  1, 
p»862,  864.  L,  Kroneeker  détennine  même  séparément  la  valenz  médiane  cherchée 
pour  les  diTisenrs  inférienis  à  j/n  et  ponr  les  diviseurs  supérieurs  à  Yn.  Il  opère 
de  même  pour  les  problèmes  analogues  cités  notes  582  et  688. 

606)  X.  JS^oneeker,  Zahlenth.*^  1,  p.  368/9. 

606)  X.  Gegehbauer,  Denkschr.  AÎcad.  Wien  (math.)  49  I  (1886),  p.  56. 

607)  K  Ceeàro,  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1883),  mém.  u?  6,  p.  139. 

608)  L.  Gegenbauer,  Denkschr.  Akad.  Wien  (math.)  49  I  (1886),  p.  64. 
«     609)  Id.  p.  66. 
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La  valeur  moyenne  de  la  somme  des  cinquièmes  puissances  des 
valeurs  réciproques  des  diviseurs  impairs  d'un  nombre  naturel  quel- 
conque est  ^•«>). 

La  valeur  moyenne  de  l'excès  du  nombre  de  ceux  des  diviseurs 
de  n  qui  sont  =  1  (mod.  4)  sur  le  nombre  de  ceux  de  ces  diviseurs 
qui  sont  =  —  1  (mod.  4)  est  —  •^^). 

A.  Berger*^  donne  pour  la  fonction  s(n)  définie  par  l'expression 

OÙ  n  est  impair  et  où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  d 
de  fi;  la  formule 

i         lim    ga)  +  a(g)  +  --  +  g(2in--l) 

F.  Mertena^^)  étudie,  après  G,  Lejeune  Birichlet,  la  fonction  p(n) 
qui  a  été  définie  au  n^  9;  c'est  l'intégrale  numérique  [n^  11]  de  ^^(n). 
Il  montre  que  la  somme 

P^n)-i)(l)+i)(2)  +  ...+l>(n) 
des   valeurs   pour  a;  »  1^  2,  . . .,  n   de   la  fonction  p(x)   peut   être 
représentée  ^^^)  d'une  façon  approchée  par  l'expression 

P(n)-y(log.n  +  2C-l  +  -2/-)  +  0(ySlog,n), 

où  l'on  a  écrit  pour  abréger  f  au  lieu  de 

et  où  C  désigne  toujours  la  constante  à'Eîder  [n^  32].    On  en  déduit 
la  valeur  médiane 

J«'K«)-i(log.«  +  2C+g/'). 

La  valeur  moyenne  du  nombre  des  décompositions  des  entiers 
1,  2,  ...y  x  —  1,  X  en  trois  ou  plus  de  trois  facteurs  a  été  déterminée 
par  A.  PiUg^'^),  puis  par  A.  Berger^^^),  J.  2?Vo«d«"),  E,  Landau^^^). 

610)  X.  Gegenbauerr  Denkschr.  Akad.  Wien  (math.)  49  I  (1885),  p.  65. 

611)  E.  Cesàro,  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n»  6,  note  18,  p.  185; 
L.  Eronedcer^  Zablenth.*")  1,  p.  874;  L.  Gegenbauer,  Denkschi.  Àkad.  Wien  (math.) 
49  I  (1885),  p.  68. 

618)  Acta  math.  9  (1886/7),  p.  801. 

618)  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  291. 

614)  G.Lfôewne  BWichUt,  Abh.  Akad.  Berlin  1849,  math.  p.  81/2;  Werke2, 
p.  64/5;  JP.  Merteni,  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  294. 

615)  DiBS.  léna  1884. 
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59.  L^indioatetir  fp  (n)  et  les  diviseurs  oommmiB  à  deux  nombres. 
6.  Lejeune  JDiricJîlet^^^)   a  montré  que  l'on  peut  exprimer  la  somme 

*(n)  -  9(1)  +  9?(2)  +  ...  +  g>(n) 

des  indicateurs  des  n  premiers  nombres  naturels^  par  la  formule 

*(»)  -  ï  +  0(n% 

où  4  est  un  nombre  compris  entre  1  et  2. 

F.  Mertens^^)  a  donné "^)  la  formule  plus  approchée*") 

*W-^+0(nlog,n), 

qu'il  a  obtenue  en  rattachant  0(n)  à  la  fonction  (f(x)  du  n^  57  par 
la  relation*^ 

On  en  déduit  immédiatement  la  valeur  moyenne  asymptotique 
3Hq)(n)  de  l'indicateur  ç)(n)  qui  est  l'expression  asymptotique  de  —  0{n\ 
et  la  valeur  médiane  M(p(n)  de  l'indicateur  g>(n)  qui  est**^) 

jif9(«)-.^:+o(iog» 

en  prenant,  avec  i.  Kronecker^^^),  pour  le  nombre  (entier  auxiliaire)  m 

[cf.  n**  64]  de  valeurs  de  la  fonction  (p(n),  une  valeur  de  l'ordre  de  r- 

Il  en   résulte   que  le  nombre  asymptotique   des   fractions   irré- 


616)  Noya  Acta  Soc.  Upsal.  (3)  14  (1891),  mém.  n»  2,  p.  63  [1886];  tirage 
à  part  en  1887. 

617)  Math.  Ann.  61  (1899),  p.  869;  62  (1899),  p.  638. 

618)  Matb.  Ann.  64  (1901\  p.  692. 

619)  Abh.  Akad.  Berlin  1849,  math.  p.  77/81;  Werke2,  Berlin  1891,  p.  68/64. 

620)  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  291. 

621)  F.  Mertens  a  aussi  traité  le  cas  où  n  est  un  nombre  complexe  a  4-  •'^• 
E.  Landau  [J.  reine  angew.  Math.  126  (1903),  p.  168/61]  étend  ce  résultat,  ainsi 
que  la  plupart  de  ceux  du  présent  numéro,  à  la  fonction  analog^io  à.  (p{n)  que 
considère  la  théorie  des  idéaux. 

1  3 

622)  La  formule  diaprés  laquelle  — ^  <^(n)  a  pour  valeur  approchée  -,    se 

trouve  aussi  dans  J.  Peratt,  Bull.  se.  math.  (2)  6  (1881),  p.  37,  183. 

623)  F.  Mertens,  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874)^  p.  290. 

624)  L'affirmation  de  E.  Cesàro  que  ^(n)  est  asymptotique  à  — ^  a  donné 

lieu  à  une  discussion  entre  E.  Cesàro  et  J.  L.  W.  F.  Jensen,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  106 
(1888),  p.  1651;  id.  107  (1888),  p.  81,  426;  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  16  (1888/9),  p.  178. 

625)  Zahlenth.^.l,  p.  831. 
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ductibles  ~   dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  ^  n  est  égal 
X    Sn« 
*  ^- 

n  en  résulte'^)  aussi  que  la  probabilité  [I  20;  1]  pour  que 
deux  nombres  naturels  pris  au  hasard  parmi  les  entiers  consécutifs 
1,  2;  . . .;  n  soient  premiers  entre  eux,  est— j* 

L.  Eranecker^^  détermine  également  la  râleur  médiane  de  ^^; 

elle   est   égale  à  -j  avec  une  erreur  0|  — j  si  Ton  prend  pour  le 

nombre  entier  auxiliaire  m  de  râleurs  de  ^^  une  valeur  de  l'ordre  de 

w 

j/nlog,n. 

La  comparaison  des  évaluations  obtenues  par  P.  Stackd*^)  et  par  lui- 
même  [cf.  n^  50];   relativement   au   théorème   de   Goldbach,   conduit 

E.  Landau  à  obtenir  la  valeur  moyenne  de  — r-r  et  par  conséquent 
Fexpression  asymptotique  de  la  somme  ^^) 

9(1)  ^  9(2)  ^  ^  ^(x) 

quel  que  soit  le  nombre  naturel  x  que  Ton  envisage. 

E.  Cesàro^  énonce  sans  démonstration  que  le  nombre  moyen, 
c'est-à-dire  la  valeur  moyenne  du  nombre  des  diviseurs  communs  à 
deux  nombres  naturels  n  et  n\  est  égal  à 


min;  «0  -  ï 


6 

et  que  la  valeur  moyenne  de  la  somme  de  ces  diviseurs  communs  est 
égale  à 

mJin'.fO  -  log,}/;iV+  20- ~  +  Y' 

Enfin,  à  côté  des  valeurs  mojBnneS;  E.  Landau  a  remarqué  qu'il 
y  avait  lieu  d'étudier  les  variations  extrêmes  de  ^^  [comme  il  l'avait 
fait  pour  t(x)  et  comme  cela  importerait  également  pour  d'autres 
fonctions  arithmétiques].  Il  limite  inférieurement  ces  variations  extrêmes 


626)  J.  J,  Syîvester,  C.  B.  Acad.  bc.  Paris  96  (1888),  p.  409.  E.  Oesàro  [Johns 
Hopkins  Univ.  Circnl.  2  (1882/d),  p.  86  col.  1  et  2]  revendique  la  priorité  de  ce 
théorème  et  renvoie  à  Mathesis  (1)  1  (1881),  p.  184. 

627)  Zahlenth.*^  1,  p.  884. 

628)  Nachr.  Qtes.  GOtt  1896,  math.  p.  292. 

629)  Nachr.  Ges.  OOtt.  1900,  math.  p.  177. 

680)  Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n«  6,  p.  280. 
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d'une  manière  précise  en  démontrant**^)  que,  quelque  petit  que  soit 
le  nombre  positif  £,  on  a  toujours,  pour  n  suffisamment  grand, 

tandis  qu'il  existe  des  valeurs  de  n  aussi  grandes  qu'on  le  veut  pour 
lesquelles 

En  un  mot,  il  a  montré  que  l'on  a*'') 

9(n)  est  donc  compris  entre  le  minime  ainsi  asymptotiquement  évalué 
et  le  maxime  n  —  1  (qu'il  atteint  pour  n  premier). 

60.  Bésoltats  dlTers.  Le  nombre  moyen  de  représentations  d'un 
nombre  par  une  forme  binaire  quadratique  donnée  s'obtient,  à  l'ordre 
de  Yn  près,  par  le  principe  du  n**  63  [cf.  n^  38,  64],  Il  a  été 
déterminé  par  C  F.  Oauss^^. 

Plus  généralement,  R.  Lipschiùs^  a  donné  la  valeur  médiane  du 
nombre  des  représentations  propres  d'un  nombre  naturel  donné  par 
une  forme  positive  [1 16,  14  et  42]  dans  laquelle  figure  plus  de  deux 
variables  ou  qui  est  de  degré  plus  grand  que  2.  Ainsi  pour  une  forme 
quadratique  positive  à  v  variables,  où  v  ^  2,  et  de  discriminant 
positif  D  [cf.  1 16,  42]  cette  valeur  médiane  est  égale  à 

J 2L   »"Ll-"»-' n^"' 

y-.,.-«(.-.)...(.-^î^])*;^^- 

R  lÀpschUe^^)  a  aussi  donné  la  valeur  médiane  du  nombre  des 
classes  ^(A)  de  formes  quadratiques  binaires  (a,  h,  c),  proprement 
primitives,  positives  et  de  discriminant  positif  [1 16,  13] 

D A  -  ac  —  6*; 

631)  E.  Landau,  Archiv  Math.  Phys.  (3)  6  (1903),  p.  86. 

683)  ^  symbole  lim  désigne  ici  la  limite  ii^érienre  (d^indéteimination) 
de  A,  L.  Caw^  [cf.  13,  19].* 

683)  Werke  2,  GK^ttingue  1876,  p.  284  [1837]. 

634)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1866,  p.  174  et  soiv. 

686)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1865,  p.  183.  Voir  aussi  C.  F.  Gaus8,  Weiko  2, 
Gdttingae  1876,  p.  284  [1837]  cf.  Disq."*)  n''  302  et,  au  sujet  des  formes  à  déter- 
minant positif,  id.  n"*  304;  Werke  1,  p.  366,  368. 
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si  Ton  pose 

cette  t;a2ecir  médiane 
est  égale  à 

Une  démonstration  plus  directe  de  cette  relation  a  été  ensuite 
indiquée  par  F.  Mertens^. 

F.  Meriens^'')  a  aussi  donné  Fexpression  asympto tique  pour  la 
somme  des  valeurs  réciproques  des  nombres  premiers  représentables 
par  une  forme  quadratique  binaire  à  déterminant  V—  ac  négatif. 

F.  Mertens^  et  E.  Landau^^)  ont  aussi  déterminé  Texpression 
asymptotique,  pour  n  »  +  oo^  de  la  somme 

^j  âx*  -j-^bxy  +  cy*' 

où  a,  by  c  sont  des  entiers  fixés  arbitrairement  parmi  ceux  pour  lesquels 

&*— ac<0 

et  où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  couples  de  nombres  naturels  Xj  y 
pour  lesquels 

arc*  +  2ixy  4-  cy*  <  n. 

Cette  expression  est  en  rapport;  d'après  U^y  arec  le  résidu  considéré 
au  n^"  33. 

Les  expressions  trouvées  par  C.  F.  Gauss^  pour  la  valeur 
médiane  du  nombre  G(ù)  des  genres  (OescUecht)  de  formes  binaires 
quadratiques  [1 16,  25]  ont  été  retrouvées  par  G.  Lejeune  Diri^hlet^^} 
qui  a^  en  outre,  dans  le  cas  où  le  déterminant 

6«~ac- A D 

est  négatif,  établi  la  formule 

Jtf(?(-D)-^,(logD+2C?  +  ij/-i-log.2), 
OÙ  c  est  la  constante  d'Euler  [n^  22]  et  où  f  représente,  comme  an 

686)  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  812. 

687)  Id.  p.  294. 

688)  Sitzgsb.  Akad.  Wien  106  n*  (1897),  p.  411. 

689)  J.  reine  angew.  Math.  126  (1908),  p.  166. 

640)  Disq."*)  n°  801;  Werke  1,  p.  362. 

641)  Abh.  Akad.  Berlin  math.  1849,  p.  69;  Werke  2,  Berlin  1891,  p.  49. 
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n^  58,  l'expression 


Ab9 


E.  Landau^  a  étadié  asymptotiquement  l'ordre  maxime  d'une 
substitation  entre  n  lettres. 

E.  Cesàro^  donne  nn  grand  nombre  d'autres  évaluations  asympto- 
tiques,  dont  malheureusement  certaines  sont  insuffisamment  démontrées 
ou  même  fautives  •"). 

Dans  plusieiirs  autres  mémoires  E.  Cesàro^  a  également  donné 
des  déterminations  asymptotiques  concernant  soit  le  p.  g.  c.  d.  soit  le 
p.  p.  c.  m.  de  plusieurs  nombres,  soit  encore  le  plus  grand  diviseur 
quadratique  d'un  nombre  ou  d'autres  expressions  de  ce  genre.  Dans 
ces  mêmes  mémoires,  E.  Cesàro  s'occupe  aussi  de  problèmes  analogues 
à   ceux  résolus   par  G.  Lejeune  DiriMet^   et   concernant  la  déter- 


642)  Aichiy  Math.  Phys.  (8)  6  (1908),  p.  92.  Voir  E,  Landau,  Piimzahlen  ^•*)  1, 
p.  222. 

648)  Mém.  Soc.  bc.  Liège  (2)  10  (18S8),  mém.  n<»  6,  p.  806/24. 

644)  Par  ex.  les  fommles  donnés  par  E.  Cksàro  [Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10 
(1888),  mém.  n«  6,  p.  807] 

«R*(tO-5-'        SK^W-S 

^  sont  inexactes  et.  doivent,  pour  la  fonction  ik(n),  en  verta  du  n^  65,  être  rem- 
placées par 

aRe(n)  — 0,        SKf*(n)«0, 

comme  l'ont  montré  H.  v.  Mangoîdt  [Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1897,  p.  849,  862  où 
la  fonction  désignée  par  X(n)  est  identique  à  la  fonction  «(n)  da  texte]  et 
S.  Landau  [Siizgsb.  Akad.  Wien  112  U*  (1908),  p.  687].  La  démonstration  de 
E.  Landau  est  plus  précise  encore  que  celle  de  H.  van  Mangoîdt,  et  E,  Landau 
rétend  aux  nombres  d*mi  corps  algébrique  quelconque. 

E,  Cesàro  [Mém.  Soc.  se.  Liège  (2)  10  (1888),  mém.  n"  6,  p.  816]  donne  aussi 
la  relation 

aJlv(n)  =  l 
qui  n'est  autre  que  la  relation 

«  =  +00       ^ 

démontrée  par  Ch,  J.dela  VaUée  Poussin  [Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  20'  (1896/6), 
p.  261]  et  J.  Hadamard  [Bnll.  Soc.  math.  France  24  (1896),  p.  199].  Mais  son 
raisonnement  repose  sur  une  soustraction  illégitime  d'égalités  moyennes  et  ne 
peut  être  accepté. 

646)  Ann.  mat.  pura  appL  (2)  18  (1886),  p.  286,  261,  269,  291,  296,  816, 
828,  329. 

646)  Ber.  Akad.  Berlin  1861,  p.  20;  Werke  2,  Berlin  1891,  p.  97. 
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mination  des  nombres  A  et  A^  du  n^  57^  et  il  donne  en  outre^'') 
plnsieurs  théorèmes  concernant  la  distribution  des  nombres  polygones 
[1 16;  37]  dans  la  suite  naturelle  des  nombres. 

Caractères  arithmétiques  des  nombres  irrationnels. 

58.  OaraotéristiqueB  des  nombres  irrationnelB.  A  chaque  nombre 
irrationnel  on  peut  [cf.  I  3,  11^  12,  13]  faire  correspondre  de  diverses 
manières  une  suite  infinie  de  nombres  rationnels;  B.  Christoffd^^)  lui 
fait  correspondre,  sous  le  nom  de  ca/ractérisHquey  la  suite  infinie  que 
Toici: 

Soit  ^'  un  nombre  irrationnel  quelconque,  compris  entre  0  et  1; 

désignons  par 

[wj] 

le  plus  grand  entier  contenu  dans  le  produit  de  j  par  le  nombre 
naturel  n  et  posons 

<7i-0,    g, -m,    flr,  =  [3i]  -  [2j],   ... 
et,  en  général, 

</i.  =  [»i]-[(w-i)i]. 

La  caractéristique  de  j  est  la  suite  infinie 

9l7  9%,  9i7  "y  ffnf 

dont  chacun  des  éléments  g^  est^  comme  on  le  voit  par  sa  définition,  ^ 
égal  soit  à  0  soit  à  1. 

Ainsi  la  caractéristique  du  nombre  irrationnel 

y2-i 

est 

0,  1,  0,  1,  0,  0,  1,  0,  1,  0,  0,  1, 

Si,  j  étant  un  nombre  positif  qudconque  et  n  un  nombre  naturel, 
on  conyient  de  désigner  par 

le  reste  de  la  division  de  nj  par  le  plus  grand  entier  Inj]  contenu 
dans  nj,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  j  soit  irrationnd 
est  manifestement  que,  pour  aucun  nombre  naturel  n,  on  n'ait 


647)  Nony.  Ann.  math.  (3)  ô  (1886),  p.  209. 

648)  E.  B.  Christoffél,  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  15  (1887/8),  p.  268.  Voir 
encore  H.  J.  S.  Smiih,  Messenger  math.  (2)  6  (1877),  p.  1;  Papers  3,  Oxford  1894^ 
p.  135  [1875]. 
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dans  l'étude  des  caractères  des  nombres  irrationnels  on  peut  alors, 
comme  le  fait  B.  Christoffélj  se  borner  à  envisager  les  nombres  irra- 
tionnels compris  entre  zéro  et  un. 

B.  Christoffd  étudie  la  loi  de  succession  des  nombres  0  et  1  dont 
la  suite  forme  la  caractéristique  d'un  nombre  irrationnel  quelconque  j 
compris  entre  zéro  et  un. 

L'importance  de  cette  étude  provient  de  ce  que  la  caractéristique 
d'un  nombre  irrationnel  ;  peut  [à  des  entiers  près]  entièrement  rem- 
placer le  nombre  j.  On  démontre,  en  effet,  qu'à  toute  caractéristique, 
c'est-à-dire  à  toute  loi  de  succession  donnée  de  zéros  et  d'unités,  corres- 
pond d'une  façon  biunivoque  une  fraction  continue  régulière  iUimitée 
conveif^te,  sans  terme  initial;  mais  [1 4,  28]  une  telle  fraction  con- 
tinue a  pour  valeur  un  nombre  irrationnel  déterminé  plus  petit  que  1. 

Bien  n'empêche  donc  d'envis^er,  comme  le  fait  B.  Christoffd^ 
les  irrationnelles  comme  des  symboles  servant  à  distinguer  les  unes 
des  autres  les  diverses  caractéristiques  possibles.  Ce  point  de  vue  ne 
semble  pas  toutefois  avoir  été  de  quelque  utilité  jusqu'ici  dans  l'étude 
des  propriétés  des  nombres  irrationnels. 

59.  Caractères  des  nombres  algébriques.  Parmi  les  nombres 
irrationnels  on  rencontre  tout  d'abord  les  irrationnelles  algébriques. 
Ce  sont  les  nombres  irrationnels  qui  sont  racines  dune  équation 
algébrique  à  coefficients  rationnels. 

Les  plus  simples  des  irrationnelles  algébriques  sont  les  irrationnelles 
quadratiques.  Ce  sont  les  racines  des  équations  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels  entiers. 

Les  irrationnelles  quadratiques  sont  caractérisées  par  les  fractions 
continues  régulières  (ou  ordinaires)  couYergentes  périodiques  [13,  12; 
I  4,  28  et  82],  si  l'on  appelle  fraction  continue  régulière  (ou  ordinaire) 
toute  fraction  continue  de  la  forme 

««+î^+---+r:+ 

où  les  a^  sont  des  entiers  avec 

«0^0,    a,>0,    ...,    a,>0,    

On  sait  en  effet  que  la  fraction  continue  ordinaire  relative  à  chaque 
racine  d'une  équation  quadratique  à  coefficients  entiers  est  périodique 
et  réciproquement. 

JE.  Érofow***)  a  montré  que  quand  la  fraction  continue  périodique  f 


649)  J.  math,  pures  appl.  (1)  11  (1846),  p.  386;  Œn^res,  publ.  par  E.  Picard^ 
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relative  à  l'une  des  racines  d'une  équation  du  second  degré  est  périodique 
simfie,  on  obtient  la  fraction  continue  relative  à  la  seconde  racine 
de  cette  équation  en  divisant  —  1  par  la  fraction  continue  qui  se 
déduit  de  /*  en  7  renversant  Tordre  des  quotients  incomplets*^). 

Le  développement  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  d'an 
nombre  naturel  non  carré  D  est  périodique  avec  un  terme  initial  q^^, 
et  sa  période  est  toujours  de  l'une  ou  Tautre  des  deux  formes 

dans  le  premier  cas,  la  période  est  dite  sans  terme  moye»;  dans  le 
second  cas  elle  est  dite  avec  terme  moyen]  k  désigne  un  entier  positif 
quelconque. 

Dans  le  cas  où,  en  développant  YD,  la  période  est  sans  terme 
moyen,  le  numérateur  x  et  le  dénominateur  y  de  la  fraction  irréduc- 
tible —  dont  le  développement  en  fraction  continue  est 

fournissent  la  plus  petite  solution  en  nombres  naturels  de  l'équation 
de  Fermât 

Dans  le  cas  où,  dans  le  développement  de  YD  en  fraction  continue, 
la  période  a  un  terme  moyen,  c'est  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  la  fraction  irréductible  dont  le  développement  en  fraction  continue  est 

qui  fournissent  cette  solution. 
L'équation 

rr«  -  Dy«  =  -  1 

n'est  susceptible  de  solution  que  quand  la  période  du  développement 
de  YD  est  sans  terme  moyen;  on  obtient  la  plus  petite  solution  de 
l'équation  en  prenant  pour  rr  et  y  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 


Paris  1897,  p.  2.    Le  théorème  de  Galois  ne  s' applique  pas  an  cas  où  la  racine 
de  réqnation  dn  second  degré  serait  périodique  mixte  [I4,  82]. 

660)  An  sxyet  des  conditions  pour  que  les  périodes  soient  les  mêmes  pour 
les  deux  racines,  cf.  F.  A.  Lebesgue,  J.  math,  pures  appl.  (1)  6  (1840),  p.  281; 
JE.  Galois,  id.  (1)  11  (1846),  p.  886;  Œuvres""),  p.  6. 
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la  fraction  irréductible  dont  le  déyeloppement  en  fraction  continue  est 

le  déyeloppement  jusqu'au  premier  des  quotients  qj^  fournit  alors  une 
représentation  de  D  comme  somme  de  deux  carrés  x*  +  y^,  en  prenant 
pour  0?  et  y  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  irréduc- 
tible à  laquelle  est  égal  ce  développement. 

Ces  résultats,  déjà  trouvés  par  J.  L.  Lagrange  et  reproduits  par 
A,  M.  Legendre^^\  ont  été  approfondis  en  particulier  par  M.  A.  Stem^^*), 
Dans  les  mémoires  cités  de  M.  A.  Stem  on  trouve  des  remarques  qui 
peuvent  servir  à  simplifier  le  calcul  d'une  Table  ^^  donnant  les  plus 
petites  solutions  de  Téquation  de  Fermât  jusqu'à  D  »- 1000. 

A  Gopd^^)  a  établi  des  théorèmes  sur  les  représentations  des 
nombres  naturels  sous  la  forme  x*  —  Dy^,  où  D  est  un  nombre  entier 
positif. 

J.  Ph.  E,  de  Fougue  de  Jonquières^^  s'est  attaché  au  développe- 
ment en  fraction  continue  de  VD;  il  a  aussi  étudié  les  propriétés 
des  fractions  continues  périodiques  mixtes  [14,  32]. 

G.  G.  J,  Jacobi^  a  montré  que  probablement  les  irrationnelles 
cubiques  présentent  un  caractère  analogue  à  celui  des  irrationnelles 
quadratiques  en  ce  qu'elles  conduisent  à  de  certains  algorithmes  du 
même  type  que  celui  des  fractions  continues  périodiques. 

0.  Perron^'')  en  généralisant  ces  algorithmes  de  C.  G.  J.  Jacdfn 
et  en  démontrant  leur  convergence  a  fait  faire  un  grand  pas  à  l'étude 
des  irrationnelles  cubiques.  H  a  particulièrement  envisagé  le  cas  où 
l'un  de  ces  algorithmes  est  périodique  et  a  donné,  pour  les  nombres 
représentés  par  cet  algorithme  périodique,  l'expression  générale  de 
l'approximation  avec  laquelle  ils  sont  représentés  quand  on  s'arrête  à 
un  terme  déterminé. 

661)  A,  M.  Legendre,  Théorie  des  nombres  (3*  éd.)  1,  Paris  1880,  p.  49,  68. 
Cf.  1 16,  n<-  16,  17. 

652)  J.  reine  angew.  Math.  10  (1833),  p.  1,  164,  241,  864;  id.  11  (1884), 
p.  88,  142,  277,  311;   id.  53  (1867),  p.  1. 

663)  Le  „Ganon  Pellianus"  de  C,  F.  Begen^  Copenhagae  1817,  constitae  déjà 
une  Table  de  ce  génie.  ^Une  petite  table  de  même  nature  avait  été  pnbliée 
par  L.  Evier  dès  1788  [Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1732/8),  éd.  1788,  p.  184]  (Note 
de  O.  Fnegtrôm)* 

Voir  aussi  A.  Cayley^  Bepori;  Brit.  Assoc.  63,  Nottingham  1898,  éd.  Londies 
1894,  p.  78;   Papers  18,  Cambridge  1897,  p.  430. 

664)  J.  reine  angew.  Math.  46  (1853),  p.  1. 

666)  C.  fi.  Acad.  se.  Paris  96  (1888),  p.  1297,  1861,  1420,  1490. 

666)  J.  leine  angew.  Math.  69  (1868),  p.  1;   Werke  6,  Berlin  1891,  p.  856 

667)  HabilitationsBchrift,  Munich  1906. 

XiMyelop.  dM  Mieiio.  mAthAmAt    I  8.  24 
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0.  Perron^^)  a  aussi  étendu  les  mêmes  recherclies  aux  nombres 
algébriques  à  coefficients  complexes. 

H.  Minkowéki^^)  a  indiqué  le  caractère  général  suivant  pour  les 
nombres  algébriques:  soit  a  un  nombre  algébrique  déterminé,  racine 
d'une  équation  du  n**"*  degré  à  coefficients  entiers  et 

X^y      X^y      ...      X^ 

n  nombres  naturels  variables  quelconques;  posons  alors 
^^x^  +  ax^  +  a^a^a  -{ h  a'-^a:^. 

A  cbaque  valeur  du  nombre  entier  r  on  peut  faire  correspondre 
d'une  manière  unique  une  certaine  substitution  P  de  la  forme 

%  -  P'^\  +  Pf^t  +  •  •  •  +  pT'^n        (*  -  1,  2,  . . .,  n), 
OÙ  les  p^l^  sont  des  entiers  au  plus  égaux  à  r  en  valeur  absolue  et 
dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro.    Cette  substitution  change  |  en 

En  faisant  prendre  à  r  les  valeurs  1;  2^  3; et  opérant  un  choix 

convenable  parmi  les  substitutions  obtenues,  on  détermine  une  suite 

■^17   -^2?   -^Zy 

de  substitutions  que  H.  Minkowski  appelle  la  chaîne  de  substitutions 
appartenant  à  a. 

Soit;  en  général, 

les  nombres  algébriques  a  de  degré  n,  c'est-à-dire  ceux  qui  sont  racines 
d'une  équation  irréductible  du  w**°^®  degré  à  coefficients  entiers,  sont 
alors  caractérisés  par  le  fait  que  cette  chaîne 

■^1}  ^29  -^ty 

ne  s'arrête  pas,  joint  au  fait  que  les  K^  ont  tous  leurs  coefficients  a 
différents  de  zéro  et  au  fait  que,  parmi  les  équations  X„  =  0,  il  n'y 
en  a  qu'un  nombre  fini  d'essentiellement  distinctes.  Dans  les  appli- 
cations de  ce  critère,  on  doit  supposer  toutefois  n  >  1  si  a  est  réel, 
n  >  2  si  a  est  complexe. 

Dans  un  autre  mémoire,  H,  Minkowski^  a  donné  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  chaîne  de  substitutions  satisfasse 
à  une  certaine  condition  de  périodicité;  il  a  montré  que  cela  n'arrive 
que  dans  six  cas  différents  où  n  a  nécessairement  l'une  ou  l'autre  des 
valeurs  2,  3,  4  ou  6. 


658)  SitzgBb.  Akad.  Mûnchen  37  (1907),  p.  401/81. 
669)  Nachr.  Ges.  GOtt.  1899,  math.  p.  64. 
660)  Acta  math.  26  (1902),  p.  833. 
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^On  peut  encore  indiquer  le  critère  sniYant  pour  les  nombres 
algébriques. 

Soient  x  un  nombre,  h  un  entier  ^  |a?|,  9^  2k'  Q^""^^  ^  ®8* 
rationnel  ou  algébrique,  tout  nombre  rationnel  M  satisfait  à  une  relation 

-Bf  =  ^1^  +  ^y'  +  •  •  •  +  ^n»"  + ; 

oii  la  suite  des  nombres  rationnels  c^,  <^,  -  -  -,  c^f est  périodique 

à  partir  d'un  certain  terme.  Au  contraire,  quand  x  n'est  ni  rationnel 
ni  algébrique,  il  n'existe  aucun  nombre  rationnel  M  satisfaisant  à  une 
relation  de  ce  genre  •^*).* 

^Enfin  on  a  considéré  des  fractions  continues  périodiques  d'ordre 
supériewr,  qui  peuvent  représenter  des  nombres  algébriques  de  degré  >  2 
et  dont  le  mode  de  génération  est  intuitif  dans  l'exemple  suivant '^^: 

'    /?  —  «  +  «    '    y  —  a-^-x^ 
mais  les  applications  arithmétiques  de  ce  genre  de  fractions  continues 
restent  à  développer.* 

60.  lies  nombres  transcendants  e  et  x.  On  dit  qu'un  nombre 
est  transcendant  lorsqu'il  n'est  ni  rationnel,  ni  algébrique,  c'est-à-dire 
quand  il  n'est  racine  d'aucune  équation  entière  algébrique  à  coeffi- 
cients entiers. 

Avant  d'envisager  les  nombres  transcendants  en  général,  nous 
allons  d'abord  nous  occuper  de  deux  de  ces  nombres  qui  jouent  un 
rôle  considérable  dans  presque  toates  les  branches  des  mathématiques. 
Ce  sont  les  deux  nombres  e  et  x. 

Jj.  -EWer*^*')  a  d'abord  énoncé  et  démontré  que  e  et  e*  sont  des 
nombres  irrationnels.* 

La  considération  des  fractions  continues  rétives  aux  fonctions 

a  permis  à  J".  B..  Lamberl^^)  de  montrer  que  ^  et  e  ainsi  que  c™  (pour 
m  rationnel  entier  ou  fractionnaire  quelconque)  ne  sont  pas  rationnels; 
il  en  est  de  même  de  n^  comme  l'a  établi  A.  M.  Legendre^. 

661)  ^E.  Maillet ,  Introdaction  à  la  théorie  des  nombres  transcendants  et 
des  propriétés  arithmétiques  des  fonctions,  Paris  1906,  p.  66.* 

668)  ^B.  de  Montessus  de  BeUore,  Interméd.  math.  4  (1897),  p.  41.* 

662»)  ^Comm.  Acad.  Petrop.  9  (1787),  éd.  1744,  p.  108  [1787]  (Texte  et  note 
de  G.  Enestrôm)* 

668)  Hist.  Acad.  Berlin  17  (1761),  éd.  1768,  p.  265. 

664)  Éléments  de  géométrie,  Paris  an  II;  (12*  éd.)  Paris  1828,  p.  296; 
(28*  éd.)  Bruxelles  1847,  p.  226. 

Cf.  A.  Pringàheim,  Sitzgsb.  Akad.  Mûnchen  28  (1898),  p.  826. 

24* 
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J,  LiouviUe^  a  ensuite  prouvé,  d'après  lo  développement  en  série 
de  e,  que  ni  e  ni  ^'  ne  sont  irrationnels  quadratiques. 

Par  la  considération  de  fractions  continues  particulières,  A.  Hur- 
f4nUf^  a  pu  plus  généralement  montrer  que  e  n'était  pas  racine  d'une 
équation  du  troisième  degré,  à  coefficients  entiers. 

n  retrouve  aussi  par  la  même  voie  que  e  n'est  pas  racine  d'une 
équation  du  premier  ou  du  second  degré  à  coefficients  entiers  et 
obtient®*^  pour  e*  le  développement  en  fraction  continue 

où 

a^  =  2,    o,  —  1,    o,  —  1,    «4  =  3,     05  =  18, 

o»  =  5>    «r  =  1»    «8  —  1>    «9  =  6,    Oio  =  30, 

et,  en  généra],  quel  que  soit  le  nombre  naturel  m, 

a»«-*  =  3«t-l,  «sm-s-l»  «6m-»-l,  «sm-i^S»»,  a^„  =  12m  +  6. 
L.  Ikder*'^  avait  déjà  obtenu  pour  e  le  déreloppement  analogue 

où 

«1=1,    <h-^,    «8  =  1,    «4=1,    «5-4,    a,-l, 

et,  en  général,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  m, 

»am-t  =  l,    «8».-i  =  2w,    o,„=l. 

,Soit  N  une  irrationnelle.  Connaissant  le  développement  en  fraction 
continue  régulière 

p 

OÙ  ao  ^  0,  ajL  >  0,  Oj  >  0,  . . .,  a„  >  0, et  les  réduites  7^  de  N, 

Vu 

on  peut  se  proposer  de  rechercher  s'il  n'existe  pas  des  rapports  simples 
entre  les  quotients  incomplets  et  les  réduites  de  N  et  des  fonctions 
rationnelles,  à  coefficients  entiers,  de  N. 

Cette  question  difficile  a  été  étudiée  par  J.  A.  Serret^^%  A,  Hw- 


666)  J.  math,  pnres  appl.  (1)  5  (1840),  p.  192/â. 

666)  Viertelj.  Naturf.  Ges.  Zurich  41  (1896),  p.  61. 

667)  Id.  p.  66. 

668)  Corom.  Acad.  Petrop.  9  (1737),  éd.  1744,  p.  120  [1787].    ^Voir  aussi 
A.  HwrwiU,  Viertelj.  Natnrf.  Ges.  Ztirich  41  (1896),  p.  68.* 

669)  ^Alg.  sup.  (6*  éd.)  1,  Paris  1910,  p.  84.* 
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wite*^^)  et  E.  MaiUet^'^^).  Voir  aussi  à  ce  sujet  le  n®  66  consacré 
aux  nombres  transcendants  de  J.  LùmviUe* 

61.  BeoheroheB  d'Hermite.  Les  recherches  de  Ck  HermUe^'^% 
qui  établissent  la  transcendance  de  e,  sont  antérieures  à  celles  de 
A.  Hurwitz. 

En  enyisageant  la  suite 

Ay  A^y  A^j  . . .,  A^, 

définie  par  les  expressions 

XX  X 

A  —  sina?,  A^  ^JxAdXy  A^  -^JxA^dXy  . .  .^  A^  ^(xA^^^dx, , 

0  0  0 

Ch.  HermUe  établit  tout  d'abord  à  nouveau  que  ni  ;r  ni  «'  ne  sont 
rationnels.  A  cet  effet  il  remarque  que  trois  termes  consécutifs  quel- 
conques de  la  suite  envisagée  sont  liés  par  la  relation 

et  que  cette  formule  conduit  au  développement  de  tgâ?  en  fraction 
continue  dû  à  J,  H.  Lambert 

to:r--^-^-*'l ?^- 

^  |1  |3         J6  |2n  — 1 

n  montre  que  le  terme  général  A^  de  la  suite  envisagée  peut  se 

mettre  sous  la  forme 

-4^  =  ^  {x)  sin  a?  +  %{x)  cos  a:, 

où  if{x)f  %{x)  sont  des  fonctions  rationnelles  entières,  à  coefficients 

entiers,  de  â;;  et  qu'il  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

C'est  de  cette  double  représentation  de  A^  que  Gh,  HennUe  conclut 
que  ni  ;r  ni  sr^  ne  sont  rationnels. 

En  résolvant  par  rapport  à  sin  rr  et  cos  x  les  équations 
A^  «  ^(a;)sina?  +  x(i»)cosa;, 

X 

JA^dx  =  ^1  {x)  sin  x  +  Xxios)  cos  a?  +  C, 

0 

où  i^iix)  et  %i(a:)  sont  des  fonctions  entièrement  analogues  à  tffÇx),  %{x)y 

670)  ^Viertelj.  Naturf.  Gea.  Zurich  41  (1896),  p.  66,  69.* 

671)  «G.  B.  Acad.  se.  Paris  141  (1905),  p.  419;  142  (1906),  p.  884;  Nombres 
transcendants  *^^,  p.  48.* 

672)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  77  (1878),  p.  18,  74,  226,  286;  Sur  la  fonction 
exponentielle,  Paris  s.  d.  [1874J;  J.  reine  angew.  Math.  76  (1878),  p.  803,  342. 
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et  où  G  est  une  constante,  Ch,  Hennite  obtient  pour  sin  x  et  cos  x  des 
développements  en  séries  entières  en  a;;  ces  développements  coïncident, 
aux  puissances  près  de  x  de  degré  ^  2ny  avec  ceux  de  deux  fonctions 
rationnelles  de  x  de  la  forme 

xt(x*)  s  (a;*) 

où  B,  S  et  T  désignent  des  fonctions  rationnelles  entières  de  x^.  On 
peut  en  conclure  que  le  développement  de  e*  peut,  lui  aussi,  être  re- 
présenté par  un  développement  en  série  entière  en  x  qui,  aux  puissances 
près  de  x  de  degré  ^  2n,  coïncide  avec  celui  d'une  certaine  fonction 
se  présentant  sous  forme  fractionnaire. 

Voici,  d'autre  part,  le  principe  de  la  méthode  employée  par 
Ch.  Hermite  pour  établir  la  transcendance  de  e. 

Posant 


et 


.w  1       /W)T 


h 


on  établit  entre  les  6^*|^ ,  pour  les  valeurs  successives  de  w,  une  relation 
de  récurrence  qui  permet  de  conclure  que 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


où  OqW,  «i^*),  . . .,  «„(*)  sont  des  nombres  entiers  en  même  temps  que 

^0  ™  ^?   ^1?  ^f  ;   •  •  '9  ^n- 

De  ce  que  ê^*^    décroît  indéfiniment  avec  —  ?  on  conclut  qu'une 

équation 

JVoC^  +  N^e^  +  •  •  •  +  JV.e*»  -  0, 

où  N^y  Niy  . . .,  -W^  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs 

(différents  tous  de  zéro),  conduirait  au  système  des  équations  linéaires 

a,(')N,  +  a,(')N,  +  •  ■  •  +  a/)iV,  =  0 

(A-0,  1,2,  ...,n), 

lequel  est  impossible  parce  que  son  déterminant  est  différent  de  0. 

Le  nombre  e  est  donc  transcendant. 

62.  BeolieFOlies  de  Lindemann.  En  cherchant  à  approfondir 
la  méthode  de  Ch.  Hermite,  F.  Lindemann^'^^)  a  montré  que  le  nombre  n 
doit,  lui  aussi,  être  transcendant. 

678)  Math.  Ann.  20  (1882)^  p.  213.    Une  exposition  simple  des  travaux  de 
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De  ce  que 

c*"  =  - 1, 

on  conclut  que  %  est  certainement  transcendant  si  e*  est  irrationnel 
pour  tout  nombre  algébrique  entier  z. 

Mais  si  e^y  g^y  .  . ,,  z^  sont  les  racines  de  l'équation  irréductible 
à  laquelle  satisfait  Zj  et  si  M^^  M^j  . , ,,  M^  sont  les  coefficients  de 
l'équation  ayant  pour  racines  c^,  c^,  . . .,  e*»,  on  aurait,  si  Tune  de 
ces  racines  était  rationnelle,  une  identité  de  la  forme 
N,  +  M,N,  +  M,N,  +  '  '  '  +  M^N^^O, 

où  Nq,  N^y  N^y  . .  ,y  N^  sont  entiers.  La  preuve  de  son  impossibilité 
résulte  des  mêmes  relations  que  tout  à  l'heure  entre  des  intégrales  dé- 
finies; mais  les  chemins  d'intégration  de  ces  intégrales  sont  ici  complexes. 

63.  Simplifloations  apportées  aux  démonstrations  d'Hermite  et 
de  Iiindemann.  En  s'appuyant  sur  un  lemme  basé  sur  des  con- 
sidérations élémentaires,  K.  Wders^ass^'^^)  a  considérablement  simplifié 
la  démonstration  de  F,  Lindemann, 

Ce  lemme  est  ainsi  conçu:  si  f(z)  est  une  fonction  rationnelle 
entière,  à  coefficients  entiers,  de  degré  n  +  1,  avec  des  racines  distinctes 
^09  ^17  '  '  '}  ^H>  il  y  »  ^^  système 

de  n  +  1  fonctions  rationnelles  entières  à  coefficients  entiers  de  degrés 
^n,  tel  que  le  déterminant 

\9i(^^\    (»,A-0,  1,2,  ...,n) 
soit  différent  de  zéro,  et  que  chacune  des  différences 

9i(^oy'-9M^    (i,ft-0,l,2,...,n) 

soit^  en  valeur  absolue,  plus  petite  qu'une  quantité  â  fixée  à  l'ayance 
aussi  petite  que  l'on  veut. 

De  ce  que 

e»'*  +  1  =  0, 

on  conclut  immédiatement  que  x  est  transcendant,  si  e'  +  1  ost  différent 
de  0  pour  toute  valeur  algébrique  de  x. 

Pour  constater  qu'il  en  est  ainsi,  il  suffit  de  considérer  le  produit 

p=]7(e'*+i), 

A  =  l 


Ch,  Hermite  et  de  F.  Lindemann  a  été  donnée  par  E,  Bouché^  Nouv.  Ann.  math. 
(8)  2  (1888).  p.  5. 

674)  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1885,  p.  1067;  trad.  avec  quelques  légères  modi- 
fications par  J.  Moïk,  Bull.  se.  math.  (2)  14  (1890),  p.  186/99,  288/40. 
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ot  x^,  x^,  . , .,  x^  sont  les  racines  de  Téquation  irréductible  à  laquelle  x 
satisfait;  de  le  mettre  sous  la  forme 

p  «  1  +  e^  +  e^  +  e*.  + \-e'n  + , 

ot.  z^,  z^,  z^, sont  respectivement  égaux  à 

hy  h^,  h^f  , . ,  étant  distincts  et  égaux  à  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles des  nombres  1,  2,  .. .,  r]  et  enfin  d'appliquer  le  lemme  pré- 
cédent à  l'équation  entière  dont  les  racines  sont  égales  à  celles  des 
valeurs  0^  =  0,  z^,  z^,  •  •  •?  ^»  9^  ^^^^  disùinctes^'^^). 

En  suivant  la  même  voie^  on  obtient  aussi  le  théorème  le  plus 
général  de  ceux  établis  dans  cet  ordre  d'idées  par  F.  Lindemann^^^): 

L'équation 

XiC^i  +  X^é^  H +  X^e'r  =.  0 

est  impossible  pour  des  nombres  algébriques  distincts  quelconques 
^i;  ^27  "-f^r  ^^  ^^  nombres  algébriques  non  tous  nuls  X^,  X^y . . .,  X^. 

n  résulte  de  ce  théorème  général  que  c'y  sin  x,  cos  x,  tg  x  sont 
toujours  transcendants  quand  x  est  un  nombre  algébrique  autre  que 
0  et  que  log^a;  est  toujours  transcendant  quand  x  est  un  nombre 
algébrique  autre  que  1;  le  premier  de  ces  résultats  comprend  comme 
cas  particulier  le  théorème  de  Ch.  Sennite  sur  la  transcendance  de  e. 

La  démonstration  de  la  transcendance  de  ^  permet  de  conclure 
définitivement  à  Vimpossibilité  de  résoudre  le  problème  de  la  guadratwre 
du  cercU^'^'^,  c'est-àrdire  le  problème  suivant:  Un  cercle  de  rayon  R 
étan  tdonné,  construire  un  carré  ayant  une  aire  équivalente,  en  ne  se 
servant  que  de  la  règle  et  du  compas.  On  montre,  en  effet,  que,  s'il 
y  avait  une  solution,  le  nombre  %  serait,  contrairement  à  ce  que  l'on 
a  vu,  racine  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers;  le  degré 
de  cette  équation  serait  une  puissance  de  2. 


676)  Une  extension  de  ces  considérations  de  K.  Weierstrass  aax  intégrales  de 
certaines  équations  différentielles  linéaires  a  été  donnée  par  A,  HurwiU  [Math 
Ann.  22  (1883),  p.  211]  et  E.  Batner  [id.  82  (1888),  p.  666]. 

676)  4.0n  en  trouve  une  démonstration  complète  dans  H.  Wéber,  Algebra 
2,  Brunswick  1896,  p.  760.* 

677)  Pour  rhistoire  du  problème  de  la  quadrature  du  cercle  voir  en  parti- 
culier ^J.  E.  Montucîa,  Histoire  des  recherches  sur  la  quadrature  du  cercle,  Paris 
1764;  nouv.  éd.  publ.  par  S.  F.  Lacroix,  Paris  1881*;  F.  EudiOj  Archimedes, 
Huygens,  Lambert,  Legendre,  éd.  Leipzig  1892;  F,  Klein,  Yortr&ge  ûber  Elementai^ 
géométrie,  publ.  par  F.  Tàgert,  Leipzig  1896;  trad.  /.  Griess^  Leçons  sur  certaines 
questions  de  géométrie  élémentaire,  Paris  1896,  p.  82/96. 

^Au  siget  des  diverses  manières  d'entendre  cette  impossibilité,  voir  E.  MaiUet, 
Nombres  transcendants  ^^^),  p.  166/60.* 
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Après  K.  WeiersirasSy  les  démonstrations  de  certains  des  théorèmes 
précédents  ont  encore  été  simplifiées  davantage  par  T,  J.  StiéUjes^'^^) 
qui  abrège  la  démonstration  de  Ch.  Mermite,  puis  par  D.  Hilhert^'^^\ 
A.  EurwUz^),  P.  Gordan^^),  ^ff.  Padé^^)  et  0,  rébîm^y 

Pour  démontrer  qu'une  équation  de  la  forme 
(é)  a  +  a^e  +  a^e^-i h  a^^  —  0, 

où  a,  a^f  a^,  , . .,  a,  désignent  des  nombres  entiers^  est  impossible, 
quel  que  soit  le  nombre  naturel  n  que  Ton  envisage,  D.  HUbert  com- 
mence par  multiplier  le  premier  membre  de  Téquation  'supposée  par 
l'expression 

+  00  +00 

si  Ton  pose 

+  00  +«0  +eo  +00 

P,  -  afudz  +  a^efudz  +  a,c»/«rf*  +  •  •  •  +  a^ejude, 

OIS  n 

1  S  n 

P,  —  d^ejude  +  a^e^Jude  +  •  •  •  +  a^e^Jud^, 

0  0  0 

P 
on   peut   choisir  le   nombre  naturel  ç   de  façon  que  le  nombre  -y 

p 
soit  un  nombre  entier  positif  et  que  le  nombre  -y-  soit  <  1;  pour  ce 

choix  de  ç,  l'expression  P^  +  P,  est  donc  sûrement  différente  de  0;  en 
d'autres  termes  l'équation  supposée  est  impossible;  donc  e  est  trans- 
cendant*®*). 

La  transcendance  de  x  se  déduit  de  même  de  la  considération 
du  produit  i7(l  +  e"),  étendu  aux  racines  a  d'une  équation  algébrique 
dont  on  suppose  que  ix  soit  une  racine. 

A.  Hwrwite  démontre  la  transcendance  de  e,  en  s'appliquant  à  ne 
faire  usage  que  de  considérations  empruntées  au  calcul  différentiel  et 
évitant  de  faire  intervenir  le  calcul  intégral  II  utilise  le  théorème 
suivant: 


678)  »C.  E.  Acad.  se.  Paris  110  (1890),  p.  267.* 

679)  Math.  Ann.  43  (1898),  p.  216;  Nachr.  Qes.  GOtt.  1898,  p.  118. 

680)  Math.  Ann.  48  (1898),  p.  220;  Nachr.  6es.  GOtt.  1898,  p.  168. 

681)  Math.  Ann.  48  (1898),  p.  222.    ^Une  démonstration  de  JB.  Ë,  Monte 
[Annals  of  math.  (2)  2  (1900/1),  p.  67]  coïnoide  au  fond  avec  celle  de  P.  Gordan.* 

682)  ^B.  Fade  [Bidl  se.  math.  (2)  12  (1888),  p.  144]  donne  une  nouvelle 
démonstration  des  formules  de  Ch.  Hermite.* 

688)  «The  Amer,  matk  Monthly  11  (1904),  p.  219  (Texte  et  notes  681  à  688 
de  G.  Vivanti).* 

684)  K.  Th.  Vahlen,  Math.  Ann.  68  (1900),  p.  467. 
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Si,  f(x)  désignant  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  r, 
on  pose 

où  f(x)y  f"{x)j  . . .,  /'^''K^)  représentent  les  dérivées  d'ordres  1,  2, . . .,  r 
de  f{x\  prises  par  rapport  à  rc,  on  a 

(f)  e-'F{x)  -  -F(0) xe-^'f{ex), 

pour  un  nombre  positif  Oy  inférieur  à  1;  convenablement  choisi. 

En  appliquant  cette  formule  pour  â;«l;2^...,nàla  fonction 

/'(*)-(^l.T)!-'''"'[(^-l)  («-2)  •••(«-«)]'. 

OÙ  p  est  premier  >  n  et  >  a,  on  voit  aisément  l'impossibilité  de 
l'équation  {e). 

Au  lieu  d'utiliser  la  relation  {f),  F.  Gordan  s'appuie  sur  le  dé- 
veloppement en  série  de  6*. 

Si  (x  +  hy^^  est  le  résultat  de  la  substitution  de  A:I  à  hf^  dans 
le  développement  suivant  la  formule  du  binôme  de  (x  +  A)**,  on  a 

r!  c^é"  =  c^(x  +  *)<'*>  +  3r^'''Cr^; 

q^  désignant  une  expression  inférieure  à  1  en  valeur  absolue.  L'appli- 
cation de  cette  formule  à  la  fonction  f(x)  de  A.  HwrwUe  mise  sous 
la  forme 

f(x)  --'^c^af 

montre  la  transcendance  de  e.  L'extension  à  ^  se  fait  de  même  que 
dans  le  procédé  de  D.  HiCbert^'^^) ^  mais  sans  intervention  du  calcul 
intégral. 

En  s'appuyant  sur  le  développement  en  série  de  ^,  F.  Mertens^^) 
a  donné  enfin  une  démonstration  élémentaire,  mais  plus  longue,  des 
théorèmes  de  Ch.  Hennite  et  de  F.  Lindemann^^), 

64.  Nombres  transcendants  en  général^^).  J.  LiouviUe^  est 
le  premier  qui  ait  démontré  l'existence  de  nombres  transcendants.    Soit 


686)  Sitzgab.  Akad.  Wien  106  H*  (1896),  p.  889. 

686)  Voir  encore,  comme  se  rattachant  à  ce  qui  précède,  P.  Stàckel,  Math. 
Ann.  46  (1896),  p.  618;  K  Borel,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  128  (1899),  p.  696. 

687)  Voir  à  ce  sijget,  E,  Maillet^  Introduction  à  la  théorie  des  nombres 
transcendants  **^). 

688)  J.  math,  pures  appl.  (1)  16  (1861),  p.  184,  189. 

Nous  laissons  ici  de  côté  tout  ce  qui  a  trait  à  la  elasaification  des  irration- 
nelles algébriques  à  l'aide  de  la  théorie  des  groupes  de  substitutions. 
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f{x)  un  polynôme  irréductible  à  coefficients  entiers  et  de  degré  n  ^  2, 

ayant   pour  racine   S,    et   soit  —  une   fraction  rationnelle   réeUe   ou 

imaginaire  arbitraire^  à  dénominateur  q  réel.  On  peut  déterminer  un 
nombre  réel  M  qui  dépend  seulement  de  n  et  des  coefficients  de  f{x\ 
et  tel  que 


(1) 


f-« 


J.  LiauviUe  a  conclu  de  cette  inégalité  le  moyen  de  former  effectivement 
une  infinité  de  nombres  qui  ne  satisfont  à  aucune  équation  irréductible 
de  degré  ^  n  à  coefficients  entiers,  et  même  de  nombres  transcendants. 

De  la  façon  même  dont  J.  lAouvïUe  a  formé  ses  nombres  trans- 
cendants il  résulte  que  l'ensemble  de  ces  nombres  a  la  puissance  du 
continu. 

G,  Cantor^^)  et  C.  Jordcm^^  ont  montré  aussi  l'existence  d'une 
infinité  de  nombres  transcendants  mais  sans  en  former  effectivement. 
C.Jordan  s'appuie  sur  les  propriétés  des  fonctions  intégrables;  G.  Cantor 
part  de  ce  théorème:  l'ensemble  des  nombres  algébriques  réels  est  un 
ensemble  dénombrable. 

^E.  Bord^^^),  en  se  basant  sur  ce  même  théorème,  a  montré  que 
parmi  les  fractions  continues  ordinaires  de  la  forme 

OÙ  (hy  ^f  '  •  •}  ^n} ^^^^  ^^^  nombres  naturels  ^q,  Q  étant  un 

entier  arbitraire  ^  2,  il  y  a  une  infinité  de  nombres  transcendants.* 
^Comme  corollaire  du  théorème  général  précité  de  F.Lindemann^'^^), 
G.  Béniofindos^^^),  étudiant  certaines  analogies  entre  les  propriétés  des 
fonctions  transcendantes  entières  et  des  nombres,  a  considéré  les  poly- 
nômes en  u 

q(u)  =  «*»•  +  yiM"-!  +  •  •  •  +  y,_iW  +  y„, 

où  y^,  . . .,  y^_i,  y„  sont  des  nombres  transcendants  donnés.  Il  obtient 
une  série  de  résultats  analogues  au  suivant:  parmi  les  équations 

q(u)  «  Aj^e'k, 

où  Aj^  et  a^  prennent  toutes  les  valeurs  possibles  rationnelles  ou 
algébriques,  avec  «j^  différent  de  0,  il  y  en  a  n  au  plus  dont  les 
racines  ne  soient  pas  toutes  transcendantes.* 


689)  J.  reine  angew.  Math.  77  (1874),  p.  268. 

690)  ^Cours  d'Analyse  (1"  éd.)  8,  Paris  1887,  p.  566.* 

691)  «Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  Paris  1898,  p.  28.* 

692)  «C.  R   Acad.  se.  Paris  140  (1905),  p.  186,  1282;  Ann.  Ec.  Norm.  (8) 
28  (1906),  p.  867/86.* 
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JC,  SiSrmer^^^)  a  établi  une  inégalité  analogue  à  (1)  pour  les 
irrationnelles  de  la  forme  a  «- ,  ~^7  où  J.  et  JB  sont  positifs  >  1  et 
algébriques;  plus  exactement,  soit 

«=«o+ri-+-"  +  [^+ 

le  développement  en  fraction  continue  ordinaire  de  a;  on  a 
où  Â;  et  j9f  ne  dépendent  que  de  A  et  B,  et  où 

est  une  réduite  de  a.  0.  Stormer  ajoute  que  les  mêmes  méthodes 
s'appliqueraient   au  développement  en  fraction  continue  ordinaire  de 

diverses  expressions,  par  exemple  de  — ^-=  • 

En  dehors  des  nombres  transcendants  dont  J,  LiouviUe  a  établi 
l'existence  et  qui  ne  comprennent  pas  le  nombre  6,  il  en  existe 
d'autres  dont  l'ensemble  a  la  puissance  du  continu.* 

65.  Nombres  transcendants  de  X  Idouville  et  nombres  ana- 
logues.   ^Soit  X  un  nombre  réel  ou  complexe  limite  d'une  suite 

Xj^,  X^j  , , .,  X,, 

de  fractions  rationnelles 

toutes  distinctes,  à  numérateurs  P^  entiers  réels  ou  complexes,  à 
dénominateurs  Q^  entiers  réels  croissants.  On  détermine  a^,  supposé 
positif,  par  la  condition 

(2)  |Z-Z.|  =  Ç;"«; 

soit  a  un  nombre  arbitrairement  grand:  si  l'on  peut,  pour  toute  valeur 
de  a,  choisir  l'entier  v  assez  grand,  de  façon  que  cc^>a  dès  que  n>v 
X  est  un  nombre  transcendant,  comme  l'a  montré  J.  LiouviUe^^), 
d'après  l'inégalité  (1)  du  n°  64.  E.  Maillet^^^)  appelle  X  un  non^e  de 
Liouville. 

Plus  généralement,  soit  un  nombre  Y  réel  ou  complexe,  limite 
d'une  suite  semblable 

•M>  ^i)  •  •  •;  ^nf 

698)  ^Bull.  Soc  math.  France  28  (1900),  p.  164,  167.* 
694)  «J.  math,  pures  appl.  (1)  16  (1861),  p.  187.* 
696)  .^Nombres  tranecendants*'*),  p.  14.* 
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de  fractions  rationnelles  distinctes 

p(i) 

où  Ç^W  est  un  entier  réel  croissant  avec  «,  et  PJ^^  un  polynôme  à 
coefficients  entiers  réels  formé  avec  un  même  nombre  algébrique  |; 
on  peut  montrer  que  Y  est  transcendant  sous  des  conditions  analogues, 
mais  plus  compliquées*^^. 
Soient  alors 

x,x',r', 

des  nombres  de  LionviUe  réels  on  imaginaires,  limites  des  suites 
^1-1^'  •  •  •;  ^«  "•  •^'  •  •  •        P**""  ^> 
X,'--|^,  ...,Z,'»|^!,  ...        ponr  X, 


Si  Ton  pose 

a    ^^  X   ce  •      ce     =T    ce 

6^  6^' y y  x^j  x^'y sout  positifs. 

Admettant  que  6^y  6^' y restent  compris  entre  deux  nombres 

fixes  positifs,  et  que  x^y  x^'y soient  supérieurs  à  un  nombre  fixe 

positif,  Xy  X\  y, ,  sont  ce  que  E.  MaiUet^^'^  appelle  des  nombres 

de  Liouville  correspondants. 

Le  nombre  X  de  Liouville  et  la  suite  des  X^  étant  donnés,  soit 
S.  l'ensemble 

3:,x', 

des  nombres  transcendants  de  Liouville  satisfaisant  aux  conditions 
ci-dessus  et  des  nombres  rationnels. 

L'ensemble  des  nombres  de  S^  forme  un  groupe  par  rapport  aux 
quatre  opérations  fondamentales  de  l'arithmétique  (addition,  soustrac- 
tion, multiplication,  division).  Toute  fonction  rationnelle  à  coefficients 
rationnels  réels  ou  imaginaires  des  nombres  de  S^  appartient  à  S^. 

Les  nombres  réels  de  Liouville  jouissent  de  propriétés  remar- 
quables.   La  suite 

X^y      X^y     .    .     .,      X^y 


696)  ^E.  MaiUa,  Nombres  transcendants  ««'),  p.  19.* 

697)  ^Nombres  transcendants""^),  p.  27/40;  Bull.  Soc.  math.  France  36  (1907), 
p.  38.  On  trouvera  à  ces  deux  endroits  Tindication  de  correspondances  plus  parti- 
culières et  des  exemples  d*ensembles  8  ou  d'ensembles  analogues.* 
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est  formée^  à  partir  d'un  certain  terme^  de  réduites  du  déyeloppement 
en  fraction  continue  de  X  Ces  nombres  sont  les  seules  irrationnelles 
a  possédant  une  infinité  de  réduites  a^  dont  la  puissance  ]o^^^^ 

soit  une  réduite  de  aP  pour  une  infinité  de  valeurs  de  p^^^, 
La  puissance  ^**°*® 

XP 

d'un  nombre  réel  X  de  LiouviUe  est  la  limite  de  la  suite  de  celles  des 
fractions  X^^  qui  sont  des  puissances  _p**™«"  exactes.  Inversement,  si 
Ton  peut  définir  X  comme  limite  d'une  suite  de  fractions  rationnelles 
X„  qui  satisfont  à  la  condition  (2)  et  qui  sont  des  puissances  q^^^^ 
exactes,  X  est  la  puissance  3**™® 

Yi 

d'un  nombre  transcendant  réel  Y  de  LiouviUe.  Il  y  a  des  propriétés 
analogues  pour  les  nombres  de  Liouville  imaginaires  ^^^). 

Les  nombres  de  Liouville  d'un  même  ensemble  S^  donnent  naissance 
à  une  véritable  arithmétique  analogue  à  celle  des  nombres  rationnels. 
U  resterait  à  déterminer,  si  cela  est  possible,  ceux  de  ces  nombres 
qu'on  peut  regarder  comme  entiers '^*^®). 

E.  Maillet  a  indiqué  plusieurs  classifications  des  irrationnelles  A 
réelles  positives  basées  sur  la  considération  du  développement  en 
fraction  continue 

(a^  entier  positif),  et  la  rapidité  de  croissance  des  a^  en  fonction  de 
n;  il  définit  à  cette  occasion  ce  qu'il  appelle  Vordre  de  A,  qui  est 
aussi,  par  définition,  l'ordre  de  la  suite  des  a„.  Les  nombres  A  d'ordre 
assez  grand  sont  des  nombres  de  Liouville;  ceux  d'ordre  assez  petit 
n'en  sont  pas*^^^).  Dans  le  même  ordre  d'idées,  si  A  est  un  nombre 
de  Liouville,  il  7  a  une  infinité  de  valeurs  de  n  pour  lesquelles 

«n  +  l  >  ffn"; 

696)  ^Nombres  transcendants'®*),  p.  41,  44.* 

699)  ^Id.  p.  44,  46.* 

700)  ^Id.  p.  46,  196.* 

701)  ^J.  LiovmOe,  J.  math,  pures  appl.  (1)  16  (1861),  p.  134;  E.  Maûlet,  C  B. 
Acad.  se.  Paris  142  (1906),  p.  886;  id.  148  (1906),  p.  26;  Nombres  transcendants  ®"')i 
p.  8,  228.* 
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a  étant  on  nombre  positif  arbitraire,  et^"*) 

Les  nombres  Z  de  Liouville  d'ordre  suffisamment  grand  ont  des 
propriétés  encore  plus  remarquables.  Les  théorèmes  d'Hermite  et 
Lindemann  relatifs  à  e  et  sr  peuvent  à  certains  égards  leur  être  éten- 
dus; ainsi 

e^,  cos  Z;  sin  Z,  tg  Z,  a^  (a  rationnel  positif) 
et  même 

Z^ 
sont  des  nombres  transcendants; 

&",  log,  a,  7t 
ne  sont  pas  des  nombres  de  Liouville  Z^^*). 

On  peut  encore  étudier  les  racines  des  équations  du  second  degré 
dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  à  coefficients  entiers 
formés  avec  un  même  nombre  de  Liouville  ^^). 

E,  MatUef^)  appelle  suite  guasi-périodique  une  suite  infinie 

^o;  ^>  •  •  V  ^«; 

OÙ  Ton  trouve  une  infinité  de  suites  finies 


5^,  ^2, 


de  quantités  a^^;  et  dont  chacune  s^  est  formée  par  la  répétition  /}^ 
fois  d'un  même  groupe  de  quantités  a^^  le  nombre  /3^  croissant  indé* 
finiment  et  suffisamment  vite  avec  m. 

Quand  les  aj^  sont  des  entiers  au  plus  égaux  à  l'entier  g^  soit  E 
un  entier;  dans  le  système  de  numération  de  base  q  le  nombre 

^+î  +  ?+---  +  |"  + 

est  dit  une  fraction  g*"*^®  quasùpériodique  /i,  et  même  un  nombre 
quasi-roHormel  si  les  s^  sont  formés  de  0.     La  fraction  continue 

où  a^,  aj,  . . .,  a^, sont  des  entiers  positifs,  est  dite  une  fraction 

continue  quasi-périodiqut.    Dès  lors,  Z  a  dans  le  système  de  numération 


702)  ^C.  B.  Âcad.  se.  Paris  141  (1905),  p.  418;  Nombres  transcendants <^^>), 
p.  124.* 

708)  ^Nombres  transcendante  *•*),  p.  241;  Bull.  Soc.  math.  France  35  (1907), 
p.  27.* 

704)  ^ull.  Soc.  math.  France  34  (1906),  p.  213.* 

706)  ^J.  math,  pures  appl.  (5)  10  (1904),  p.  867  et  suiv.;  (6)  3  (1907),  p.  322.* 

706)  ^E.  MaUïet,  Nombres  transcendants ^^^),  p.  126  et  suiv.;  Bull.  Soc.  math. 
France  34  (1906),  p.  213.* 
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de  base  q  une  représentaidon  quasi- périodique;  si  YZ  n'est  pas  un 
nombre  de  Liouville,  c'est  une  fraction  continue  quasi-périodique'*^). 
Inyersement,  sous  certaines  conditions  relatives  aux  s^,  f^  est  un 
nombre  de  Liouville  et  f^  un  nombre  transcendant. 

Si  l'on  envisage  un  même  groupe  ou  ensemble  8^  de  nombres 
de  Liouville  d'ordre  suffisamment  grand;  que  l'on  désignera  par  S^^  le 
théorème  général  de  Lindemann®'^)  a  son  analogue  pour  les  nombres 
de  5).     On  peut  aussi  chercher  si  une  équation  indéterminée 

à  coefficients  entiers  a  un  système  de  solutions  en  nombres  x^y^Zj,.. 
de  S^,  Une  pareille  équation  ne  peut  admettre  une  telle  solution^  un 
des  nombres  x,  y,  0y  . . .  au  moins  étant  transcendant,  que  si  i^»-  0 
a  une  infinité  de  solutions  en  nombres  rationnels;  par  exemple, 
l'équation 

x^  +  y^  ^  ji^ 

est  impossible  pour  les  nombres  de  S^  dans  tous  les  cas  où  eUe  est 
impossible  en  nombres  entiers'®').* 

66.  FonotionB  génératrioes  de  nombres  rationnelB,  algébriques, 
transoendants.    ^Soit  f(x)  la  somme  d'une  série 

A^  +  A,x  +  '"  +  A^d^  + 

à  coefficients  rationnels^  algébriques,  . . .,  ou  encore  la  valeur  d'une 
fraction  continue  où  les  quotients  incomplets  sont  des  fractions  ration- 
nelles en  X  k  coefficients  rationnels,  algébriques,  etc.  . . . 

On  peut  se  proposer  de  rechercher  la  nature  arithmétique  de  f(x) 
quand  on  donne  à  x  une  valeur  appartenant  à  une  espèce  arith- 
métique bien  définie  de  nombres  (entiers  naturels,  rationnels,  algé- 
briques, etc.).  Cette  étude  est  en  rapport  avec  celle  de  la  nature 
arithmétique  des  racines  de  f{x).  Par  exemple,  é^  est  transcendant 
pour  X  algébrique  et  différent  de  zéro. 

K.  Weierstrass  a  donné  le  moyen  de  former  effectivement  une 
infinité  de  fonctions  transcendantes  entières  de  la  forme  f{x)  à  coeffi- 
cients rationnels  et  qui  prennent  des  valeurs  toutes  rationnelles  pour  les 
valeurs  rationnelles  de  o;'^);  il  a  indiqué  également  qu'une  extension 
est  possible  au  cas  des  valeurs  algébriques  de  x.     On  peut  aussi'®'), 

707)  ^E,  Maillet,  Interméd.  Math.  14  (1907),  p.  25  [Question  8150];  Mëm. 
Acad.  BC.  Toulouse  (10)  7  (1907),  p.  1.* 

708)  ^Lettre  de  K.  Weierstrass  à  E.  Strauss  publiée  par  P.  Stâékd  [Math. 
Ann.  46  (1895),  p.  518];  trad.  par  L.  Laugeî  [Nouv.  Ann.  math.  (8)  18  (1899), 
p.  57].* 

709)  ^P.  Stàckel  [G.  R.  Acad.  se.  Paris  128  (1899),  p.  725/7,  805/8]  ainsi  que 
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en  enyisageant  sniyant  les  cas  pour  f{x)  soit  une  fonction  analytique^ 
soit  une  fonction  transcendante  entière^  faire  en  sorte  qne  tonte  valeur 
algébrique  ou  non  algébrique  respectivement  de  x  donne  à  f{x)  une 
valeur  algébrique  ou  non  algébrique  respectivement  »  ou  encore  que 
toute  valeur  algébrique  de  x  donne  à  f{x)  et  à  ses  dérivées  une  valeur 
rationnelle. 

De  la  mâme  manière,  on  peut  trouver  une  infinité  de-  fonctions 
F{x)  (entières  ou  quasi-entières)  définies  comme  sommes  de  série  par 
l'une  ou  l'autre  des  expressions  ou  par  la  somme  de  plusieurs  d'entre 
elles 

où  les  coefficients  c„  et  les  nombres  a^  sont  des  nombres,  rationnels 
différents  de  zéro,  où.  les  exposants  cS>^,  W^^^y . . .  sont  des  entiers  positifs 
croissants,  et  de  telle  façon  que  Fix)  soit  un  nombre  transcendant 
pour  toute  valeur  rationnelle  ou  algébrique  de  a;,  en  exceptant,  suivant 
les  cas,  les  nombres  ^^^) 

X  «"0,  ic  =  Oj,  . . .,  a?  —  a^. 
Les  racines'  de  la  fonction  F{x)  ainsi  définie  sont  alors  des  nombres 
transcendants  qui,  même,  satisfont  parfois  à  certaines  conditions. 

On  a  encore  étudié  ^^^)  des  groupes  de  fonctions  génératrices  de 
nombres  transcendants,  c'est-à-dire  de  fonctions  qui,  par  les  quatre 
opérations  élémentaires,  ou  même  par  itération,  ne  donnent  naissance 
qu'à  des  fonctions  de  même  nature  prenant,  par  exemple  pour  x 
rationnel  ou  x  rationnel  >  0,  des  valeurs  transcendantes  (exception- 
nellement rationnelles). 

*0n  a  aussi  formé  ^^^  des  séries  de  polynômes  à  coefficients 
rationnels,  qui  sont  rationnelles  pour  les  valeurs  de  x  rationnelles,  et 
dont  le  développement  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  possède 

les  mémoires  cités  dans  la  note  précédente,  et  Acta  math.  25  (1902),  p.  371; 
G.  Faber,  Math.  Ann.  58  (1904),  p.  645/57;  E,  MaiUet,  J.  math,  pures  appl.  (5)  10 
(1904),  p.  817;  Nombres  transcendants «"),  p.  100,  115.* 

710)  ^E.  MaiOet,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  133  (1901),  p.  989,  1191;  134  (1902), 
p.  1182;  J.  math,  pures  appl.  (5)  7  (1901),  p.  419;  Bull.  Soc.  math.  France  30 
(1902),  p.  147;  Acta  math.  29  (1905),  p.  295;  Nombres  transcendants ««^),  p.  141; 
G.  Faber,  Math.  Aim.  58  (1904),  p.  558.* 

711)  ^E.  MaiOet,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  188  (1904),  p.  262,  410;  J.  math. 
paies  appl.  (5)  10  (1904),  p.  275/362,  en  particulier  p.  847;  Nombres  transcen- 
dants ••»),  p.  115.* 

712)  ^E.  Maillet,  Nombres  transcendants^^'),  p.  178,  200;  voir  encore  Bull. 
Soc.  math.  France  30  (1902),  p.  186  et  suiv.* 

Enejclop.  dM  soiene.  mathèmat.    13.  25 
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une  infinité  de  coefficients  qui  sont  des  nombres  transcendants  de 
Liourille.  Enfin  on  a  encore  considéré  les  valeurs  arithmétiques  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  certaines  séries  à  coefficients 
rationnels  et  montré  qu'elles  peuvent  être  un  nombre  transcendant  de 
Liouville. 

Généralisant  ce  qui  a  été  fait  pour  e,  n  et  les  équations  algé- 
.briques,  on  a  construit  des  catégories  étendues  de  séries  à  coefficients 
rationnels  dont  les  racines  satisfont  à  certaines  conditions  qui  excluent 
par -exemple  e,  n,  un  nombre  transcendant  donné  a  priori,  etc.^^*). 

Tout  nombre  V^^),  algébrique  ou  transcendant,  réel  ou  non,  de 
valeur  absolue  inférieure  à  1,  est  racine  d'une  équation 

1  +  OiJET  +  0,0*  + h  a^iBf" +  ..... -0 

à  coefficients  entiers  réels  convenablement  choisis,  positifs  ou  négatifs. 
Lorsque  la  fonction  définie  par  la  somme 

avec  tpj^  entier  réel  fonction  de  k,  est  une  fonction  transcendante  entière 
de  X,  le  nombre  envisagé  S,  même  si  sa  valeur  absolue  est  ^  1,  est 
racine  d'une  équation 

- 1  +  d,tpr'z  + . .  •  +  d,q>,-'z^  + -  0, 

où  les  d^  sont  des  entiers  convenablement  choisis,  réels  ou  imaginaires, 
vérifiant  les  inégalités 

On  peut  obtenir  des  résultats  de  même  nature  en  imposant  des 
conditions  plus  compliquées  aux  coefficients,  ou  en  envisageant  des 
fonctions  quasi-entières  F(x)  ou  des  fractions  continues  fonctions  de  x,* 

67.  Irréduotibilité  des  fonctions  entières  à  coeflfioients  rationnels. 
^On  sait  qu'un  polynôme  entier  en  a;  à  coefficients  entiers  est  dit  irré- 
ductible lorsqu'il  n'est  divisible  par  aucun  polynôme  analogue  de  degré 
plus  petit  (mais  plus  grand  que  zéro).  On  a  cherché,  au  moins  pour 
les  fonctions  transcendantes  entières,  si  l'on  ne  pourrait  arriver  à  une 
notion  analogue. 

D'après  A.  Hunciù!''^^),  on  peut  toujours  former  une  fonction 
transcendante   entière   à   coefficients   rationnels   et  réels,   ayant  pour 

718)  ^E,  Maillet,  G.  R.  Acad.  se.  Paris  183  (1901),  p.  1191;  Acta  math.  29 
(1906),  p.  296,  802,  812,  814,  821.* 

714)  ^E.  Strauss,  Acta  math.  11  (1887/B),  p.  18;  E,Ma%Uet,  Nombres  trans- 
cendants"»), p.  66,  76,  77,  82.* 

716)  ^Aota  math.  14  (1890/1),  p.  211/6.* 
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racine  unique  un  nombre  donné  réel  arbitraire.  Plus  généralement, 
soit 

KŒ  +  OO 

n  =  0 

la  somme  d'une  série  de  puissances  à  coefficients  réels  donnés:  on 
peut  toujours  construire  une  fonction  transcendante  entière  g(x)  telle 
que  la  fonction 


f{x)(f('^  ^^r^x- 


ait  ses  coefficients  Tq,  r^,  . . .,  r^, réels  et  rationnels. 

Mais  on  peut  songer,  avec  E,  MaiUeù'^^^),  à  faire  interrenir  dans 
la  notion  d'irréductibilité  des  fonctions  transcendantes  entières  Tordre 
de  ces  fonctions,  comme  le  degré  intervient  dans  l'irréductibilité  des 
polynômes.  Les  fonctions  entières  considérées  par  A.  Hurunte  ont  en 
effet  toutes  leur  ordre  supérieur  à  une  certaine  limite.  Les  recherches 
de  E.  MaiUet  pour  des  fonctions  entières  à  convergence  beaucoup  plus 
rapide,  d'ordre  inférieur  à  cette  limite,  ont  montré  que  la  notion 
d'irréductibilité  ne  pourrait  probablement  être  étendue  aux  fonctions 
entières  qu'à  condition  d'être  précisée  davantage.  On  conçoit  bien  qu'il 
en  soit  ainsi,  car  on  peut  construire  une  fonction  transcendante  entière 
à  convergence  aussi  rapide  que  l'on  yeut,  dont  les  coefficients*  sont 
rationnels,  et  qui  ait  pour  racine  un  nombre  donné  arbitraire  ^^^).* 

716)  «Nombres  transcendants  *^>),  p.  208/17.* 

717)  ^E.  Maillet,  Nombres  transcendants •«*),  p.  75* 
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1 18.  THÉORIE  DES  CORPS  DE  NOMBRES 
ALGÉBRIQUES. 

Exposé,  d'aprks  l'article  allemand  de  D.  HILBBBT  (oÔTnNGUE),. 
PAR  H.  VOQT  (nanct). 


Théories  générales. 

1.  Bappél  de  déflmtlons.  Les  principes  généraux  de  la  théorie 
des  corps  ont  été  exposes  dans  Tarticle  1 10:  Propriétés  générales  des 
corps  et  dés  variétés  algébriques;  ils  y  forment  une  introduction  à 
diverses  branches  de  rarithmétique  et  de  l'algèbre.  Dans  l'article  actud 
nous  nous  limiterons  exclusivement  aux  corps  de  nombres  algébriques. 

Nous  ne  reprendrons  pas  en  détail  l'exposé  des  principes  généraux 
de  la  théorie  des  corps;  nous  rappellerons  cependant  certaines  défini* 
tiens  ou  certaines  propriétés  déjà  mentionnées  dans  l'article  1 10,  en 
renvoyant  le  lecteur  à  cet  article  pour  les  indications  bibliographiques 
correspondantes. 

Un  corps  ou  domaine  orthéide  [1 10,  5]  que  nous  désignerons  géné- 
ralement par  Te  est  un  système  de  quantités  ou  d'éléments  tels  qu'en 
additionnant,  soustrayant,  multipliant  ou  divisant  deux  quelconques 
d'entre  eux,  pourvu  que  le  diviseur  ne  soit  pas  nul,  on  obtienne 
toujours  un  élément  appartenant  au  système.  L'ensemble  des  nombres 
réels  rationnels  entiers  ou  fractionnaires  constitue  un  corps  que  l'on 
désigne  par  91. 

Si  un  corps  K  contient  tous  les  éléments  d'un  corps  2;,  on  dit  que 
h'  est  un  corps  supérieur  à  2;  ou  un  multiple  de  h  [1 10,  7];  h  est  alors 
appelé  un  diviseur  ou  un  sous-corps  de  A;';  on  peut  constituer  Je  en  ad- 
joignant à  k  certains  éléments  nouveaux  qui  engendreront  k'  par  leurs 
combinaisons  rationnelles  entre  eux  et  avec  les  éléments  de  k.  Si  ces 
éléments  sont  des  racines  en  nombre  fini  d'équations  algébriques  dont 
les  coefficients  font  partie  de  k,  on  dit  que  k'  est  un  corps  fini  ou 
cdgéhrique  relativement  à  kj  ou  qu'il  est  dérivé  de  A';  on  peut  alors 
Constituer  k'  en  adjoignant  à  k  un  seul  élément  S  qne  l'on  appelle 
nombre  déterminant  de  k'\  on  indique  le  corps  ainsi  obtenu  par  la 


Digitized  by  VjOOQIC 


!•  Rappel  de  définitions.  389 

.  notation  h'{hy  |).     On  peut  choisir  de  plusieurs  manières  le  nombre 
déterminant  g  sans  changer  le  corps  Tz\ 

Nous  ne  considérerons  que  les  corps  k  qui  sont  finis  relativement 
au  corps  91;  un  tel  corps  est  encore  désigné  par  L.  Kronecker  sous 
le  nom  de  domaine  de  roHoncdUé]  tout  corps  fini  relativement  à  un 
corps  fini  est  lui-même  un  corps  fini. 

Soit  h  un  corps  dérivé  dW  corps  fini  Jcq  qui  peut  être  91  lui-même; 
soit  §  un  nombre  déterminant  de  ce  corps  k,  et  soit 

F(g)  -  0 
l'équation  de  moindre  degré  à  coefficients  rationnels  dans  k^   à  la- 
quelle satisfait  |;  cette  équation  est  irréductible  dans  k^  [1 10,  10], 
son   degré  est   indépendant  du   choix   de   S  et  est  appelé   le   degré 
de  k.    Si  m  est  ce  degré;  et  si 

sont  les  racines  de  Téquation  F(l)  =>  0^  les  corps 

k,  *; .  . .,  i(— 1) 

dérivés  de  k^  respectivement  par  l'adjonction  de  ces  racines  sont  dits 
cof^figués]  il  peut  arriver  que  deux  corps  conjugués  renferment  les 
mêmes  éléments  à  l'ordre  près,  et  ne  soient  pas  distincts  l'un  de 
l'autre. 

Un  corps  k  dérivé  de  91  est  dit  réel  ou  imaginaire  suivant  que  § 
est  lui-même  réel  ou  imaginaire. 

Si  a  est  un  nombre  d'un  corps  k{kQ,  |)  engendré  par  i,  et  si  l'on 
remplace  dans  a  la  racine  i  par  chacune  des  autres  |',  |", . . ,,  ^^^"^^ 
de  l'équation  ^(|)  =  0,  on  obtient  des  nombres  a,  a\  . . .,  o^"""^)  qui 
sont  dits  conjugués  de  a;  l'équation  de  degré  m  qui  admet  pour 
racines  a,  a,  . . ,,  cfi^"^^  a  ses  coefficients  rationnels  en  A^;  elle  est 
irréductible  ou  bien  son  premier  membre  est  une  puissance  entière 
d'une  fonction  entière  irréductible. 

Parmi  les  fonctions  simples  que  l'on  peut  foi-mer  au  moyen  des 
nombres  conjugués  a,  a', . .  .,  o^*"-^)  nous  considérerons  [1 10, 12] 

1^)  leur  somme  qu'on  appelle  la  trace  de  a; 

2®)  leur  produit  qu'on  appelle  la  norme  de  a; 
ces  deux  fonctions  font  partie  de  k^] 

3^)  le  produit  des  différences  entre  a  et  ses  conjugués 

qu'on  appelle  la  différente  de  a  et  qui  fait  partie  de  &; 

4^)  le  produit  des  carrés  des  différences  des  nombres  conjugués 
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qu'on  appelle  le  discriminant  de  a;  il  fait  partie  de  k^  et  est  égal^  aa 
signe  prèS;  à  la  norme  de  la  diffârente  de  a. 

Pour  que  a  soit  un  nombre  déterminant  de  iE;,  il  faut  et  il  suffit 
que  sa  différente  ou  son  discriminant  ne  soient  pas  nuls. 

Si  l'on  considère  m  nombres  du  corps  k  tels  que  Oj,  a,,  •••9  «„, 
et  leurs  conjugués  a^^y  le  carré  du  déterminant 


'  '    '        lj-0,l,...,m-l/ 


est  un  nombre  du  corps  il:^  que  l'on  appelle  discriminant  du  système 
^9  a^9  '  ■  ',  a^]  s'il  n'est  pas  nul,  toute  quantité  du  corps  k  s'exprime 
sous  la  forme 

a  =  OiOi  +  cDjOj  H h  ©^a„,  • 

les  coefficients  œ  étant  des  nombres  du  corps  k^.  Dans  le  cas  particulier 
où  tti;  ^>  . .  •;  ci^m  ^^^^  1®^  puissances  de  degrés  0,  1,  2, . . .,  m  — 1 
d'un  nombre  a,  le  discriminant  du  système  est  identique  au  discriminant 
de  ce  nombre  a. 

2.  Nombres  algébriques  entiers.  Base  et  diaoriniinant  d'un  corps. 
On  dit  qu'un  nombre  algébrique  est  entier  s'il  satisfait  dans  91  à 
une  équation  à  coefficients  entiers  dans  laquelle  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  l'inconnue,  est  égal  à  l'unité;  les  nombres 
algébriques  entiers  forment  un  domaine  hclaide  [I  10,  15,  17]  ;  la 
norme,  la  différente  et  le  discriminant  d'un  nombre  entier  sont  entiers 
rationnels  ou  algébriques;  si  à  deux  entiers  a  et  /}  on  peut  fiEÔre  corres- 
pondre un  entier  y  tel  que  l'on  ait 

on  dit  que  a  est  divisible  par  fi  [1 10, 18]. 

Dans  un  corps  k  de  degré  m  relatif  à  91,  il  7  a  toujours  m 
entiers  œ^,  a^, . . .;  œ^,  au  moyen  desquels  tout  autre  entier  m  de  h 
s'exprime  sous  la  forme 

(1)  CD  =  ajOi  +  a,o,+  . . .  +  a„œ^y 

0^,0^,...,  a^  étant  des  entiers  du  corps  9i;  les  m  nombres  œ^,  d) v  -  v  ^m 
constituent  ce  qu'on  appelle  un  système  fondamental  ou  une  hase  du 
corps  k  [1 10,  20].  Le  discriminant  d'un  système  fondamental  est  un 
entier  dans  91,  et  a  une  Taleur  indépendante  du  choix  du  système 
considéré;  il  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  discriminants 
de  tous  les  systèmes  de  m  entiers  du  corps  %;  il  divise  par  suite  le  dis- 
criminant de  tout  entier  de  ce  corps;  on  l'appelle  le  discriminant  du 
corps  k\  il  est  un  multiple  du  discriminant  de  tout  corps  diviseur  de  h 
Ces  notions  s'étendent  au  cas  où  l'on  considère  un  corps  k  dérivé 
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d'oD  antre  corps  \\  on  peut  dans  li  trouver  ni  entiers  Oi,  Oi, .. .,  o^', 
au  moyen  desquels  tout  antre  entier  co  s'exprime  sous  la  forme 

CD  =  «4©!  +  0,0,  H h  a^  ©„' 

où  a^yO^^  ,,  .y  a^'  sont  des  entiers  de  \\  les  m'  entiers  (Dj;  cd,;  . . .,  o)^' 
constituent  une  base  de  A;  relative  à  A:^^  et  leur  discriminant  est  le 
diseriminant  réUxHf  de  k]  c'est  un  nombre  entier  de  k^.  Le  nombre  m' 
n*est  pas  égal  au  degré  de  k  relatif  à  k^^  mais  est  supérieur  à  ce  degré. 
Le  discriminant  de  k  dans  9t  (discriminant  absolu)  est  toujours 
supérieur  à  Funité  en  valeur  absolue;  le  nombre  des  corps  de  déter- 
minant donné  est  fini  [1 10;  20].  ^Si  m  est  le  degré  d'un  corps  ky  r^  le 
nombre  des  corps  réels,  et  r,  le  nombre  des  couples  de  corps  imagi- 
naires parmi  le  corps  k  et  ses  conjugués,  le  discriminant  de  X;  a  une 
valeur  absolue  supérieure  à 

~  ("Y 

pour  m  »  2,  le  discriminant  est  plus  petit  que  —  3  ou  plus  grand 
que  4;  pour  m  >«  3,  il  est  plus  petit  que  —  12  ou  plus  grand  que  20. 

Si  l'on  considère  deux  corps  i;^  et  J:,  de  degrés  absolus  (c'est-àrdire 
par  rapport  à  91)  respectivement  m^  et  m,,  les  produits  obtenus  en 
multipliant  de  toutes  les  manières  possibles  un  nombre  du  premier 
par  un  nombre  du  second  forment  un  corps  k  qui  est  dit  composé  au 
moyen  de  A^j  et  %i;  son  degré  m  est  un  multiple  commun  à  m^  et  114  ; 
son  discriminant  d  contient  comme  facteurs  premiers  tous  les  facteurs 
des  discriminants  d^  ei  d^  àe  k^  ei  k^^  avec  des  exposants  au  moins 
égaux  à  ceux  qu'ils  possèdent  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  derniers,  et 
il  n'en  contient  pas  d'autres.  Si  les  discriminants  d^eid^  sont  premiers 
entre  eux,  m  est  égal  à  m^m^  et  d  est  égal  à  d^d^T 

8.  Unités.  Un  nombre  entier  a  d'un  corps  k  est  dit  une  unité 
[1 10, 18]  si  son  inverse  est  un  nombre  entier;  sa  norme  est  égale  à  ±  1, 
ses  conjugués  sont  encore  des  unités.  Deux  nombres  dont  le  quotient 
est  une  unité  sont  dits  associés. 

Si  parmi  les  corps  conjugués 

*,*;...,*("*- ^> 

il  y  a  r^  corps  réels  et  r^^^{m  —  r^  couples  de  corps  imaginaires 
conjugués,  on  peut  déterminer  dans  k  im  système  de  r  —  r^  +  r,  —  1 
imités 

telles  que  chaque  unité  £  de  A;  s'exprime  d'une  seule  manière  au 
moyen  des  précédentes  sous  la  forme 
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^17  ^y  •  '  '9  ^r  étant  des  nombres  rationnels  entiers  et  ç  étant  nne 
racine  de  Tunite  faisant  partie  du  corps  k. 

Un  système  d'unités  ^i;  ^j^  •  -  •;  ^^  satisfaisant  à  cette  condition 
s'appelle  un  système  à^tmités  fondamentales  [1 10, 19];  on  peut  former 
une  infinité  de  tels  systèmes. 

Les  logarithmes  des  unités  sont  telB  que  la  somme  ou  la  différence 
de  deux  quelconques  d'entre  eux  est  encore  le  logarithme  d'une  unité; 
ils  forment  un  module  [voir  plus  loin  n®  4],  et  les  unités  elles-mêmes 
constituent  ce  qu'on  appelle  un  module  logarithmique. 

Considérons  l'ensemble  du  corps  considéré  et  de  ses  conjugués, 

désignons  par 

fc(i),  ¥'\  . . .,  m) 

les  corps  réels  de  cet  ensemble,  par 

des  corps  pris  chacun  respectivement  dans  un  des  r^  couples  de  corps 
imaginaires  du  même  ensemble;  soient  £,.  une  des  r  unités  fondamen- 
tales du  corps  h,  et  «/')  la  valeur  conjuguée  de  s^  dans  A^'^;  désignons  par 

le  nombre  log  |s/*)|  sis^r^,  ou  le  nombre  21og|£/*^|  si  s>fj;  le 
déterminant 

B  -    ^(«i)  ^(««)  •  •  •  ^s(0        (où  r-r.  +  r,-  1) 

est;  au  signe  près,  déterminé  d'une  manière  unique  par  le  corps  A;; 
B.  DedeUnd  l'appelle  le  réfftdateur  de  ce  corps  [1 10, 19]. 

4.  Modules.  B.  Dedekind^)  dit  qu'un  système  a  de  nombres 
réels  ou  complexes  forme  un  module  [1 10,  66,  67]  si  la  différence  de 
deux  nombres  quelconques  de  ce  système  fait  encore  partie  du  même 
système;  on  en  conclut  que  le  nombre  zéro  et  les  nombres  opposés 
aux  nombres  du  système  font  partie  du  même  système,  ainsi  que  la 
somme  de  deux  nombres  quelconques  de  ce  système;  la  notion  de 
module  est  donc  invariante  vis-à-vis  de  l'addition  et  de  la  soustraction. 
Le  système  des  entiers  d'un  corps  A;  est  un  module;  il  en  est  de  même 
du  système  des  nombres  de  ce  corps  représentés  par 

où  a,  /î,  y, . . .  sont  des  nombres  déterminés  de  Je,  et  g,  i^;  S>  •  •  •  ^^ 
entiers  quelconques  de  ce  corps. 

1)  Bull.  se.  math.  (1)  11  (1876),  p.  278;  (2)  1  (1877),  p.  17,  69,  144,  207. 
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^Si  tous  les  nombres  d'un  modtile  a  sont  contenus  dans  un  module  b, 
on  dit  que  a  est  un  multiple  de  b  ou  est  divisible  par  b/ou  encore 
que  b  est  un  diviseur  de  a.  H  semble  ici  que  le  diviseur  soit  plus 
étendu  que  son  multiple;  nous  verrons  qu'il  n'y  a  pas  contradiction 
entre  la  terminologie  employée  ici  pour  les  modules  et  la  terminologie 
courante;  dans  des  cas  particuliers,  les  modules  a  et  b  correspondent 
à  des  nombres  rationnels  entiers  dont  le  premier  est  divisible  par  le 
second  au  sens  ordinaire  du  mot.  C'est  ce  qui  a  lieu  par  exemple 
si  b  est  constitué  par  un  nombre  entier  b  et  ses  multiples,  tandis  que  a 
est  constitué  par  un  nombre  entier  a  divisible  par  b  et  par  les  mul- 
tiples de  a. 

Le  système  nt  de  tous  les  nombres  qui  appartiennent  à  la  fois 
à  deux  modules  a  et  b  est  un  module  appelé  le  plus  petit  commun 
multiple  des  deux  premiers;  de  même  les  nombres  obtenus  en  addi- 
tionnant de  toutes  les  manières  possibles  les  nombres  des  modules 
a  et  b  forment  un  module  b  qui  est  le  plus  grand  catumun  diviseur 
des  deux  premiers 

Deux  nombres  sont  dits  congrus  suivant  le  module  a  lorsque 
leur  différence  est  contenue  dans  ce  module;  tous  les  nombres 
d'un  ensemble  donné  qui  sont  congrus  suivant  a  sont  dits  appartenir 
à  la  même  classe  stUvant  le  module  a,  et  l'un  de  ces  nombres  suffit  à 
caractériser  la  classe  à  laquelle  ils  appartiennent;  l'ensemble  donné 
peut  dès  lors  être  réparti  en  un  nombre  fini  ou  infini  de  classes 
suivant  a.  En  particulier  un  module  b  peut  être  réparti  en  un  nombre 
fini  ou  infini  de  classes  suivant  le  module  a,  chacune  étant  représentée 
par  un  nombre  particulier  de  b;  le  nombre  des  classes,  s'il  est  fini, 
est  représenté  par  (ba);  s'il  est  infini,  par  zéro. 

Si  b  est  divisible  par  a,  le  nombre  (ba)  est  égal  à  1;  si  b  est 
diviseur  de  a  et  en  même  temps  multiple  de  c,  on  a 

(ca)  =  (cb)(ba). 

Les  plus  simples  des  modules  sont  les  modules  appelés  finis  ] 
tous  les  nombres  de  la  forme 

a^a^a^  +  a^cc^+'+a^cc^, 

où  er^,  a,,  . .  ^  ^^  ^^^^  ^^^  nombres  donnés,  et  a^,  a^,  •  •  v  ^n  ^^^ 
nombres  rationnels  entiers,  constituent  un  module  que  l'on  dit  fini, 
et  dont  «^,  a,,  . . .,  CK^  constituent  la  base;  nous  désignerons  ce  mo- 
dule par 

Les  entiers  algébriques  d'un  corps  k  forment  un  module  fini. 
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Si  tous  les  nombres  d'un  module  fini 

peuyenty  en  les  multipliant  par  des  nombres  rationnels  différents  de 
zéro^  être  transformés  en  des  nombres  d'un  module  a,  le  plus  petit 
commun  multiple  m  de  a  et  6  est  un  module  fini;  on  peut  choisir 
T     nombres  rationnels  entiers  a^j^  tels  que  les  n  nombres 

f**="  «i»A  +  «ï*A  +  •  •  •  +  a*»^A        (A  -  1,  2, . . .,  n) 
forment  une  base  de  m ,  et  que  l'on  ait  en  même  temps 
(ba)  =  (bm)  «  a^^a^^ . . .  a^,. 

Les  nombres  m^,  o^, . .  .^  a^  formant  la  base  d'un  module  fini  a 
sont  dits  indépendants  s'ils  ne  sont  reliés  par  aucune  équation  linéaire 
homogène  à  coefficients  rationnels;  tous  les  nombres  du  module  sont 
alors  distincts.  On  peut  toujours  donner  comme  base  à  un  module 
fini  un  système  de  nombres  indépendants  et  le  nombre  de  ceux-ci  est 
toujours  le  même,  quel  que  soit  le  système  choisi. 

Si  deux  systèmes  de  n  nombres  indépendants 
«1,  a,,  .  . .,  a^y       a^'y  a,',  . . .,  a,' 

forment  chacun  une  base  d'un  même  module  a,  les  n  nombres  de 
l'un  de  ces  systèmes  s'expriment  au  moyen  de  ceux  de  l'autre  par 
des  formes  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  rationnels  entiers,  le 
déterminant  de  ces  coefficients  étant  égal  à  l'unité.  Plus  générale- 
ment, étant  donnés  deux  systèmes  de  n  nombres  indépendants 

aj,a2, .. .,  a^,       A,  ft,  •  • ., /J, 
formant  les  bases  de  deux  modules  a  et  6,  si  les  premiers  s'expriment 
au    moyen    des   seconds   par   des   formes   linéaires   et  homogènes   à 
coefficients  rationnels  entiers,  le  nombre  (6  a)  des  classes  de  6  suivant 
le  module  a  est  égal  au  déterminant  de  ces  coefficients.* 

5.  Idéaux  de  Dedekind.  Leur  divisibilité.  Nous  avons  dit 
qu'un  nombre  entier  algébrique  a  est  appelé  multiple  d'un  autre  nombre 
entier  /?,  ou  divisible  par  j3,  lorsqu'il  existe  un  nombre  algébrique 
entier  y  tel  que  Ion  ait 

a«/îy; 

le  nombre  /}  est  dit  un  diviseur  de  a.  Tous  les  nombres  associés  à 
/S  sont  aussi  des  diviseurs  de  a,  de  sorte  qu'on  ne  fait  aucune  distinction 
entre  un  nombre  entier  et  ses  associés. 

Un  nombre  entier  qui  n'a  d'autres  diviseurs  que  des  unités  est 
dit  premier  [I  10,  29];  tout  nombre  entier  qui  n'est  pas  premier  est 
décomposable  en  un  produit  de  facteurs  premiers. 
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Dans  le  domaine  91  des  nombres  rationnels,  cette  décomposition 
est  unique  parce  que  ce  domaine  est  holoïde  complet  au  sens  de 
Gy.  (Jl)  Kànig  [1 10,  29];  il  n'en  est  plus  de  même  dans  un  corps  al- 
gébrique, et  dans  un  tel  corps  on  ne  peut  plus  affirmer  qu'un 
nombre  entier  premier  divisant  un  produit  de  facteurs  divise  toujours 
l'un  d'eux;  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en  facteurs  premiers 
n'est  plus  unique. 

C'est  pour  écarter  cette  difficulté  que  l'on  introduit  les  idéaux 
d'un  corps  algébrique  k]  ce  sont  des  nombres  fictifs  de  ce  corps  en- 
trant dans  les  produits  comme  facteurs,  et  au  moyen  desquels  tout 
nombre  entier  de  h  peut  être  décomposé  d'une  manière  xmique  en  un 
produit  de  facteurs  premiers  algébriques  ou  idéaux. 

La  première  introduction  des  idéaux  a  été  ÎBÎte  p^r  E.E.Kummer 
[1 10,  26]  pour  les  corps  formés  de  racines  de  Tunité.  Une  générali- 
sation de  la  théorie  de  E.  E.  Kummer  au  cas  de  corps  quelconques  a 
été  faite  par  E.  SéUing*),  puis  JR,  Dedéhind  a  exposé  une  théorie  com- 
plète des  idéaux  de  corps  algébriques  [1 10,  26]  en  faisant  usage  de 
la  notion  de  modules;  cette  théorie  a  été  reprise  par  L.  Eronecker 
[1 10,  27]  en  employant  la  notion  de  forme  algébrique  et  celle  de 
diviseur  algébrique;  le  procédé  d'exposition  de  L.  Kronecker  a  été 
modifié  par  D.  HHheriy  K  Weber  et  (xy.  (J.)  KSnig.  Nous  allons  d'abord 
résumer  la  théorie  de  B.  Dedékind, 

Dans  un  corps  algébrique  k  de  degré  absolu  m  (par  rapport  à  9{) 
un  idéal  est  un  module  dont  les  éléments  sont  de  la  forme 

ic^y  a^,...,  a^  étant  des  nombres  particuliers  de  /;,  et  Ài,^,;...,  A^ 
des  entiers  quelconques  de  ce  corps;  on  démontre  que  c'est  un  module 
fini,  dont  les  éléments  s'expriment  sous  la  forme 

a^,  o^y . . .,  a^,  étant  des  nombres  entiers  rationnels,  ili^  ^s'  -  -  -9  ^m  ^^ 
entiers  de  k  formant  la  base  de  l'idéal.  Un  idéal  défini  par  un  seul 
nombre  entier  a,  et  dont  leà  éléments  sont  Aa,  oii  X  est  un  entier 
quelconque  de  A:,  est  dit  un  idéal  principal.  Lorsque  a  est  une  unité, 
l'idéal  ainsi  formé  est  constitué  par  Fensemble  des  entiers  de  £,  on 
le  représente  par  o;  l'idéal  A  a  est  représenté  par  ao  ou  par  (a). 

La  définition  de  la  divisibilité  des  idéaux  est  la  même  que  celle 
des  modules  [n^  4];  l'idéal  o  divise  tous  les  autres  et  joue  le  rôle  de 
l'unité  dans  la  théorie  des  nombres  rationnels  entiers.     Si  a  est  un 

2)  Z.  Math.  Phys.  10  (1866),  p.  17. 
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nombre  de  ridéal  a,  l'idéal  principal  ao  est  divisible  par  Tidéal  a;  on 
dit  alors  que  le  nombre  a  est  divisible  par  cet  idéal.  De  la  même 
manière  on  dit  qu'un  idéal  a  est  divisible  par  un  nombre  fi  s'il  est 
divisible  par  Tidéal  /)o;  tous  les  nombres  a  àe  a  sont  alors  divisibles 
par  fi  et  les  quotients  forment  un  idéal. 

Un  idéal  qui  n'est  divisible  par  aucun  idéal  autre  que  o  est  dit 
un  idéal  premier. 

Le  p.  g.  c.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.  de  deux  idéaux  sont  encore  deux 
idéaux.  Deux  idéaux  sont  dits  premiers  entre  eux  si  leur  p.  g.  c  d. 
est  o;  la  même  définition  s'applique  à  un  idéal  et  à  un  nombre  a^ 
en  remplaçant  ce  dernier  par  l'idéal  aOy  ou  bien  à  deux  nombres  a 
et  fi  en  les  remplaçant  par  les  idéaux  aO  et  fio. 

Étant  donnés  deux  idéaux  a  et  6^  les  produits  obtenus  en  multi- 
pliant de  toutes  les  manières  possibles  un  élément  du  premier  par  un 
élément  du  second  forment  un  idéal  c  que  l'on  appelle  produit  des  deux 
premiers  et  que  l'on  représente  par 

c  =-  ai. 

La  multiplication  des  idéaux  jouit  des  mêmes  propriétés  que  celle  des 
nombres  rationnels,  l'idéal  o  jouant  le  rôle  d'unité. 

L'idéal  c  est  divisible  par  a  et  par  b;  inversement;  un  idéal  c 
divisible  par  un  idéal  a  est  égal  au  produit  de  celui-ci  par  un  autre 
idéal  6;  et  celui-ci  est  unique.  Cette  proposition  est  fondamentale 
[1 10;  26]  et  entrsdne  la  suivante:  tout  idéal  qui  n'est  pas  premier 
est  égal  à  un  produit  d'idéaux  premiers,  et  cela  d'une  seule  manière. 
Il  résulte  de  là  que  la  théorie  de  la  divisibilité  dans  un  corps  algé- 
brique devient;  par  l'introduction  des  idéaux,  identique  à  celle  qui 
existe  dans  le  domaine  des  nombres  entiers. 

6.  Théories  de  E^roneoker,  de  Hilbert,  de  Weber  et  de  K5nig. 
L.  Kronecker  a  fondé  sa  théorie  [1 10,  27]  sur  la  notion  de  forme 
algébrique  et  de  diviseur  algébrique;  bien  qu'elle  s'applique  au  cas  de 
fonctions  algébriques  de  plusieurs  quantités  JS,  JR',  . . .,  nous  nous 
limiterons  dans  cet  article  au  cas  des  corps  que  nous  avons  considérés 
jusqu'ici. 

Un  nombre  algébrique  g  de  degré  m  (L.  Kronecker  dit  d'ordre  m) 
définit  un  genre]  des  fonctions  rationnelles  entières  17,  g,  ...  de  g,  en 
nombre  fini  et  dont  l'une  au  moins  est  d'ordre  m,  définissent  une 
espèce,  dans  le  genre  g;  toutes  les  fonctions  rationnelles  entières  de 
ij,  S, . . .  constituent  l'espèce  définie  par  ces  nombres. 

L'étude  des  fonctions  entières  d'une  espèce  donnée  repose  sur 
l'emploi  des  variables  indéterminées;  L.  Kronecker  appelle  forme  cige- 
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brique  d'une  espèce  use  fonction  rationnelle  entière  (non  forcement 
homogène  dans  la  théorie  actuelle)  d'une  ou  de  plusieurs  yariables 
indéterminées  u,  v,  , , ,  dont  les  coefficients  font  partie  de  Tespèce. 
Si  F  est  une  telle  forme,  JT,  F" y . . .,  J^t"»-*)  ses  conjuguées,  le  produit 

est  une  fonction  entière  du  domaine  9t  appelée  la  norme  de  jP;  on  la 
désigne  par 

cette  fonction  peut  être  décomposée  en  deux  facteurs,  l'un  P,  nombre 
entier,  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  N{F),  l'autre 
U(u,  i?> . . .)  fonction  entière  des  indéterminées  u,v, ,.,  arec  des  coeffi- 
cients sans  diviseur  commun;  une  forme  F  pour  laquelle  P  est  égal  à 
l'unité  est  dite  primitive  ou  forme-unité. 
Le  quotient 


U(u,v,...) 

est  appelé  par  L.  Kronecker  un  module  ou  diviseur  algébrique^  et  les 
coefficients  de  F  sont  dits  les  éléments  de  ce  diviseur.  Une  forme 
algébrique  entière  est  dite  divisible  par  un  diviseur  si  le  quotient  est 
une  forme  algébrique  entière;  un  diviseur  algébrique  est  dit  divisible 
par  un  autre  si  le  numérateur  du  premier  est  divisible  par  le  second. 
Deux  diviseurs  sont  dbsolumewts  équivalents  si  chacun  d'eux  est  di- 
visible par  l'autre  ils  sont  alors  entre  eux  comme  deux  formes-unités; 
an  point  de  vue  de  la  divisibilité,  ils  ne  sont  pas  considérés  comme 
distincts. 

Un  diviseur  est  dit  premier  s'il  n'est  divisible  par  aucun  autre 
diviseur  que  ceux  qui  lui  sont  absolument  équivalents.  Tout  diviseur 
est  égal  à  un  produit  de  diviseurs  premiers,  et  cela  d'une  seule  manière, 
si  l'un  ne  considère  pas  comme  distincts  des  diviseurs  absolument 
équivalents. 

D.  HUbert  a  utilisé  la  théorie  de  L.  Kronecker  et  l'a  modifiée  en 
s'appuyant  simplement  sur  la  notion  de  forme.  Avec  la  notation 
précédente,  il  réserve  le  nom  de  norme  d'une  forme  F  au  facteur  P, 
plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  N(F)]  si  P  est  égal 
à  l'unité,  F  est  une  forme  unité. 

Lorsque  deux  formes  sont  entre  elles  comme  deux  formes  unités, 
eUes  sont  associées  et  ne  doivent  pas  être  considérées  comme  distinctes 
au  point  de  vue  de  la  divisibilité.  D.  Hilbert  dit  alors  que  les  deux 
formes  sont  éP égale  contenance  et  exprime  ce  fait  par  le  symbole  c^. 
Les  formes  les  plus  simples  sont  celles  qui  renferment  d'une  manière 
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linéaire  et  homogène  les  indéterminées  u,  v,  , . .]  une  forme  ou  un 
diTiseur  quelconques  sont  absolument  équivalents  à  une  forme  ou  à 
un  diviseur  constitués  au  moyen  d'une  forme  linéaire;  c'est  l'ensemble, 
des  coefficients  de  cette  forme  qui  caractérise  la  forme  et  le  diviseur 
correspondants. 

Les  théories  de  L.  KronecJcer  et  de  D.  HUbert  correspondent  à  celle 
de  B.  Bedékind  en  ce  sens  qu'à  chaque  forme  ou  chaque  diviseur 
correspond  un  idéal  constitué  par  les  coefficients  de  la  forme  ou  du 
numérateur  du  diviseur;  D.  HHhert  appelle  cet  idéal  le  contenu  de  la 
forme.     Inversement,  à  chaque  idéal 

tt  -=  («1,  «2,   .  .  -,  «J 

correspondent  les  diviseurs  et  les  formes,  linéaires  ou  non,  dont  les 
éléments  sont  ce^,  a,,  . . .,  a„.  Aux  produits  des  diviseurs  correspondent 
les  produits  des  idéaux. 

^H,  Weber  et  Oy,  (J.)  KSnig  ont  remplacé  la  notion  de  diviseur 
par  une  autre  plus  générale;  H.  Weber  l'introduit  sous  le  nom  de 
foncHonàl^)  et  Gy.  (J.)  Kônig  sous  le  nom  de  quantUé  idéale  [1 10,  27]. 

Une  fonction  rationnelle  [i  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
dont  les  coefficients  font  partie  d'un  corps  h  est  dite  un  fonctional  de 
ce  corps;  sa  norme  N(ji)  est  un  fonctional  du  domaine  d'intégrité  91; 
on  peut  toujours  l'écrire  sous  la  forme 

ot  F  et  G  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers  primitives, 
c'est-à-dire  à  coefficients  sans  diviseur  commun,  et  où  N  est  un  nombre 
rationnel;  ce  nombre  est  dit  la  valeur  absolue  de  N{(i)  ou  la  norme 
absolue  du  fonctional  |x. 

Un  fonctional  du  domaine  9{  est  dit  entier  si  sa  norme  absolue 
est  un  nombre  entier;  il  est  dit  une  unité  si  cette  norme  est  égale  à 
l'unité.  Un  fonctional  d'un  corps  h  est  dit  entier  s'il  est  racine  d'une 
équation  dont  les  coefficients  sont  des  fonctionaux  entiers,  le  premier 
étant  une  unité. 

Deux  fonctionaux  (ou  deux  quantités  idéales  entières  d'après  la 
terminologie  de  Gy,  (J,)  KSnig)  dont  le  quotient  est  une  unité  sont 
dits  équivalents  ou  associés]  ils  ne  sont  pas  considérés  comme  distincts 
au  point  de  vue  de  la  divisibilité.  Un  fonctional  (i  est  dit  divisible  par 
un  autre  v  si  le  quotient  est  associé  à  un  fonctional  entier  q.  Toute 
la  théorie  de  la  divisibilité  s'étend  aux  fonctionaux. 


8)  Lehrbnch  der  Algebra,  (2"*  éd.)  2,  Bmnswick  1899,  p.  668.   Dans  une  note 
p.  569,  B.  Weber  dit  qne  le  nom  de  fonctional  lui  a  été  suggéré  par  R.  Dedekind, 
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Â  chaque  fonctional  ft  d'un  corps  Je  correspond  un  système  d'entiers 
€C^^  «3,  . . .,  a^  tel  que  (i  soit  associé  au  fonctional  entier 

OÙ  o^j  x^y  , .  ,y  x^  sont  des  yariables;  Tensemble  c^,  a,,  . . .,  a^  est 
appelé  une  hase  du  fonctional  ^u. 

Si  ^ly  ^tj  '-  '9  fo^  ^st  une  base  du  corps  Te  y  on  peut  exprimer 
les  nombres  a  sous  la  forme 

a,.-  C^i»!  +  C,2Û>2  +  •  •  •  +  ^<mû»m  0'  -1,2,...,  w), 

les  coefElcients  c^^  étant  rationnels  entiers.  La  norme  absolue  du 
fonctional  |x  est  égale  à  la  valeur  absolue  du  déterminant  |c^y|;  on 
peut  même  choisir  la  base  g^i,  œ^,  .  •  .;  o^  de  telle  sorte  que  la  norme 
du  fonctional  soit  égale  au  produit  c^^x^  -  *  •  ^mtn)' 

n  y  a  correspondance  entre  les  idéaux  et  les  fonctionaux  ou  les 
quantités  idéales  entières;  à  chaque  fonctional  correspond  un  idéal  et 
réciproquement,  les  bases  de  Fidéal  et  du  fonctional  (ou  de  Tun  de 
ses  associés)  étant  identiques. 

Il  y  a,  comme  on  le  voit,  correspondance  entre  les  théories  des 
idéaux  et  celles  des  diviseurs,  des  formes,  des  fonctionaux  et  des 
quantités  idéales  entières;  un  idéal  est  le  contenu  de  ses  représentants: 
diviseur,  forme,  fonctional  ou  quantité  idéale  entière.  On  peut  dire 
cependant  que  les  fonctionaux  ou  les  quantités  idéales  entières  sont  les 
représentants  les  mieux  appropriés  au  calcul,  car  ils  forment  un 
domaine  holoïde  complet,  tandis  que  les  idéaux  de  JR.  Dedekind  et 
les  diviseurs  algébriques  de  L.  Kronecker  ne  forment  pas  de  domaine 
holoïde.  Les  formes  de  D.  HUbert  forment  bien  un  domaine  holoïde, 
mais  ce  domaine  n'est  pas  toujours  complet.* 

7.  Norme  d'un  Idéal.  Congruence  suivant  un  Idéal.  ^Nous 
venons  de  voir  comment  on  peut  représenter  un  idéal  a  au  moyeïi 
d'un  fonctional  ou  d'une  quantité  idéale  entière  /i;  la  norme  absolue 
de  ce  fonctional  est,  par  définition,  ce  qu'on  appelle  la  norme  de 
l'idéal,  et  on  la  représente  par  N(a).  Parmi  toutes  les  manières  de 
représenter  un  idéal  a,  la  plus  simple  consiste  à  prendre  une  base 
flf^,  «1,  . . .,  «^  de  cet  idéal,  et  les  fonctionaux  associés  au  fonctional 
entier 

«1^1  +  a,^,  +  ■  •  •  +  a^x^, 

où  x^y  x^j  . . .,  â?„  sont  des  variables.  Si  o^,  co,,  .  . .,  ca^  est  une  base 
du  corps  h  au  moyen  de  laquelle  les  nombres  a^  s'expriment  sous  la 


4)  L.  Bau/Ty  Math.  Ann.  82  (1888),  p.  151. 
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forme 

les  coefficients  c^j  étant  rationnels  entiers ,  la  norme  de  l'idéal  est, 
d'après  ce  que  nous  ayons  dit  précédemment^  égale  à  la  valeur  absolue 
du  déterminant  |c,.^|.* 

La  manière  dont  D.  HUbert  définit  la  norme  d'un  idéal  au  moyen 

de  la  théorie  des  formes  ne  diffère  pas  de  la  précédente.    8ia^a^, ^  a. 

est  la  base  d'un  idéal  du  corps  Je,  la  norme  de  la  forme  linéaire 

«i^i  +  OjUjH +  a„w„ 

est  une  forme  F  du  m^^^  degré  décomposable  en  m  facteurs  linéaires; 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  rationnels  entiers  de 
cette  forme  jP  est  la  norme  N(a)  de  l'idéal  a.   Le  quotient 

^-« 

est  une  forme  primitive  qui  est  appelée  forme  décomposaiie  du  corps  kj 
correspondant  à  l'idéal  a. 

Lorsqu'on  remplace  la  base  de  l'idéal  a  par  une  autre,  la  forme  U 
est  remplacée  par  une  autre  U''^  celle-ci  se  déduit  de  U  par  une 
transformation  linéaire  à  coefficients  entiers  de  déterminant  égal  à  ±  1; 
toutes  les  formes  correspondant  à  l'idéal  a  constituent  une  dctsse.  Si 
à  deux  idéaux  a  et  6  correspondent  deux  classes  caractérisées  par  des 
formes  U  et  F,  toute  forme  W  correspondant  à  l'idéal  c  —  ab  est 
dite  composée  (zusammengesetzt)  au  moyen  de  U  et  F. 

La  norme  d'un  idéal  est  définie  par  B.  Dedekind  [1 10,  29]  en  par- 
tant de  la  théorie  des  modules  finis.  La  définition  des  nombres  congrus 
suivant  un  module  [n^  4]  s'étend  aux  idéaux;  deux  entiers  algébriques 
d'un  corps  h  sont  dits  congrus  suivant  l'idéal  a  si  leur  différence  fût 
partie  de  cet  idéal;  les  entiers  d'un  idéal  b  se  répartissent  suivant 
l'idéal  a  en  une  ou  plusieurs  classes  de  nombres,  ceux  de  chaque 
classe  étant  congrus  suivant  l'idéal  a;  le  nombre  des  classes  est  dé- 
siimé  par 

Dans  le  cas  particulier  où  h  est  l'ensemble  o  des  entiers  du  corps  h, 
le  nombre  (oa)  des  classes  d'entiers  suivant  a  est  appelé  par  K  Dede- 
kind la  norme  de  a  et  est  représenté  par  ^(a);  il  a  la  même  valeur 
que  la  norme  définie  précédemment 

8.  Gfrénéraliflatlon  du  théorème  de  Fermât.  Si  l'on  considère 
un  idéal  premier  p,  tous  les  nombres  rationnels  divisibles  par  cet 
idéal   constituent   un   module  ayant   pour   base   un    nombre  naturel 
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premier  p;  la  norme  de  p  est  égale  à  nne  puissance  entière  de  p,  et 

l'exposant  f  de  cette  puissance  est  appelé  le  degré  de  Tidéal  p  \1 10,  29]. 

^Ge  degré  est  encore  le  nombre  maxime  des  entiers  fi^,  /S|; . .  .^  Pf 

du  corps  k  entre  lesquels  on  ne  peut  établir  aucune  relation  de  la  forme 

hPi  +  6>/î«  +  •  •  •  +  ifPf^  0         (mod  p), 
J>if  ^if  '  •  'f  ^/  étant  des  entiers  rationnels  non  tous  divisibles  par  p.* 
Si  p  est  un  idéal  premier  de  degré  /*,  tout  entier  co  de  o  satisfait 
à  la  congruence 

CD^  =(0        (mod  p). 

Le  nombre  des  entiers  de  Tensemble  0  qui  sont  incongrus  suiyant 
on  idéal  a  et  de  plus  sont  premiers  avec  cet  idéal  est  égal,  comme 
l'a  montré  B.  Dedèkind^),  à 

,>(a)  =  iyr(a)(l-^^)(l-^)...(l-^), 

Vif  p29  "  '7  Pr   é^^^   1^8   idéaux   premiers   diJBTérents   entrant   dans   a 
eomme  facteurs. 

La  fonction  tp  jouit  des  mêmes  propriétés  que  Vindicateur  dans 
le  cas  des  nombres  naturels;  si  a  et  6  sont  premiers  entre  eux,  on  a 

9(ab)  =  <)p(a)y(6); 
la  somme  ^^(b)  étendue  à  tous  les  idéaux  b  diviseurs  d'un  idéal  a 
«st  égaie  à  la  norme  j^(a)  de  cet  idéal. 

Tout  nombre  entier  o  de  o  qui  est  premier  avec  l'idéal  a  satisfait 
à  la  congruence  suivante: 

a)9(«)  =  l         (mod  a). 

Un  nombre  entier  ç  du  corps  Je  s'appelle  racine  primitive  pour 
l'idéal  premier  p  si  les 

N(p)-1 

premières  puissances  de  ç  représentent  des  nombres  tous  incongrus 
suivant  le  module  p  et  premiers  avec  p. 

^.  Hensd^)  a  complété  ces  résultats  en  employant  la  terminologie 
Àe  L.  Kronecker.  Étant  donné  un  idéal  premier  p  de  degré  /*,  diviseur 
du  nombre  p,  les  racines  non  primitives  de  p  satisfont  à  des  congru- 
«nces  de  la  forme 

©^•^—01  =  0        (modp). 

Tous  les  entiers  du  corps  Je  satisfaisant  à  une  telle  congruence 
dans  laquelle  f   a  une  valeur  donnée  forment  un   ensemble  moins 


5)  Di88.  Berlin  1884;  J.  reine  angew.  Math.  101  (1887),  p.  199  [1884];   108 
<1888),  p.  380  [1887]. 
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étendu  que  0,  dont  f  peut  être  appelé  Tordre;  cet  ensemble  comprend 

à  son  tour  les  ensembles  d'ordre  /^—  1,  /'—  2, 

Tous  les  entiers. dont  l'ensemble  est  d'ordre  f  peuvent  s'exprimer 
au  moyen  d'une  base  de  f  éléments,  avec  des  coefficients  entiers.  Si 
œ  est  l'un  d'eux  n'appartenant  pas  à  un  ensemble  d'ordre  inférieur, 
on  peut  choisir  comme  base  les  nombres 

Le  nombre  des  entiers  incongrus  suivant  p  et  appartenant  à  l'en- 
semble d'ordre  f  est  ^1  à 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  f^  et  s^  étant: 
1^)  nul  si  ^  contient  des  facteurs  premiers  égaux; 

2®)  égal  à  +  1  si  ~  contient  un  nombre  pair  de  fiEusteurs  pre- 
miers tous  inégaux; 

3®)  égal  à  —  1  s'il  en  contient  un  nombre  impair. 

Les  nombres  d'im  même  ensemble  se  séparent  en  différentes 
catégories  suivant  l'exposant ,  diviseur  de  p^—  l,  auquel  ils  appar- 
tiennent; si  6  est  un  tel  exposant,  le  nombre  des  entiers  incongrus 
qui  lui  appartiennent  est  égal  à 

id) 

la  somme  étant  étendue  aux  diviseurs  d  de  ô^  et  tous  ces  nombres  sont 
les  racines  de  la  congruence 

/7(a,<'-l)trf  =  0        (modp). 
On  peut  trouver 

9-jr^^dP' 

entiers  algébriques  œ^,  m^, , .  ,,(0^  tels  que  les  nombres  du  tableau 
Oi,  «„         . .  .,  0)^; 


soient  incongrus  suivant  p  et  appartiennent  à  l'ensemble  d'ordre  f', 
ceux  d'une  même  colonne  appartenant  au  même  exposant. 

Un  nombre  m  est  dit  fondamental  si  l'on  peut  prendre  comme 
base  du  système  d'ordre  f  les  nombres 

1,  ©,  œ^,  ...,  (D'^^-i; 
il  existe  toujours  au  moins  un  tel  nombre  co,  et  le  nombre  de  ceux 
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que  l'on  peut  choisir,  incongrus  suivant  pj  est  égal  à 

(d) 

f^  étant  le  plus  grand  diviseur  de  f  qui  ne  renferme  pas  p,  le  produit 
étant  étendu  aux  diviseurs  d  de  f^  et  v^  étant  l'exposant  auquel 
appartient  p  pour  le  diviseur  d* 

9.  Systèmes  modulaires.  ^Généralisant  la  notion  de  divisibilité 
ou  de  module  de  0.  F.  Gauss,  L,  Kronecker^  dit  qu'un  élément  m  d'un 
domaine  donné  est  divisible  par  un  système  d'éléments  m^ym^y  ...^m^ 
du  même  domaine  si  l'on  a 

m  =>  OiWi  +  OjWj  H h  a^m^y 

o^;  Oy,  . . .,  a,  étant  encore  des  éléments  du  même  domaine;  il  exprime 
ce  £ût  par  la  congruence  généralisée 

w  =  0        (modd.  i»i,  »ig,  . . .,  wj 
et  il  dit  que  m^y  m^,  . .  .,  m,  forment  un  système  de  diviseurs  ou  un 
système  de  moduieSy  ou  encore  un  système  modidaire. 

Un  système  d'éléments  m[y  m'^y  . ,  .y  m'^  du  même  domaine  est 
dit  divisible  par  le  système  modulaire  m^y  m^,  . . .,  m,  si  chacun  des 
éléments  m[y  m'^,  . .  ,y  m'^  est  divisible  par  ce  système.  On  dit  que 
deux  systèmes  m^,  m^y  . . .,  m,  et  m[,  m^y  .  .  .y  m^,y  forment  deux 
systèmes  modulaires  éqvÀvàlenis  si  chacun  d'eux  est  divisible  par 
l'autre*,  on  exprime  ce  fait  par  le  symbole  ^^  et  l'on  écrit 
(m^y  m^y  . . .,  ni^  ~  (w„  w„  . . .,  m^). 

En  ajoutant  à  un  système  des  éléments  qui  sont  divisibles  par 
lui,  on  forme  un  système  équivalent  au  premier;  inversement,  on  peut 
supprimer  dans  un  système  des  éléments  qui  sont  divisibles  par  le 
système  des  éléments  restants;  on  peut  ainsi  remplacer  un  système 
modulaire  par  un  autre  plus  simple,  ayant  une  forme  canonique. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  systèmes  modulaires  est 
formé  par  l'ensemble  des  éléments  de  ces  deux  systèmes. 

En  multipliant  de  toutes  les  manières  chaque  élément  d'un  système 
par  chaque  élément  d'un  autre,  on  dit  que  l'on  eompose  les  deux  sys- 
tèmes; l'ensemble  de  tous  les  produits  obtenus  est  un  système  qui 
est  dit  le  produit  des  deux  premiers.  Inversement,  il  peut  se  faire 
qu'un  système  soit  équivalent  au  produit  de  deux  autres;  on  peut 
alors  le  décomposer  dans  ces  deux  autres.   Plus  généralement^  on  peut 

6)  Festochrift  zu  E.  E.  Kmnmers  50«»  Boktotr-Jnbil&am,  septembre  18S1,  éd. 
Berlin  188S,  §  20  [Grondzûge  einer  arithmetiBohen  Théorie  der  algebndsohen 
OrOsean],  J.  seine  angew.  Math.  92  (18S2),  p.  72;  Werke  2,  Leipsig  1897,  p.  S29; 
cf.  J.  Molk,  Thèse,  Paris  lS8i,  chap.  3,  §  1;  Acta  math.  6  (1886)  p.  60. 
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composer  un  nombre  quelconque  de  systèmes,  et  myersement  il  peut 
arriver  qu'on  puisse  décomposer  un  système  en  plus  de  deux  autres. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  les  éléments  d'un  système 
modulaire  font  partie  du  domaine  des  nombres  rationnels  entiers;  le 
système  est  équivalent  au  plus  grand  commun  diviseur  des  éléments. 
Un  autre  cas  est  celui  où  les  éléments  sont  des  formes  rationnelles 

entières  de  plusieurs  variables  x^y^gy avec  des  coefficients  entiers 

dans  un  domaine  d'intégrité  donné;  l'étude  d'un  tel  système  se  rattache 
à  la  théorie  générale  de  l'élimination. 

Supposons  que  les  éléments  soient  des  entiers  d'un  corps  algé- 
brique dans  un  domaine  d'intégrité  donné,  ou,  pour  employer  la  ter- 
minologie de  L.  Kronecker^  soient  des  entiers  d'un  certain  ordre  ou 
d'une  certaine  espèce  d'un  genre  (S),  et  prenons  dans  cette  espèce  des 
nombres  f»^,  w,, . . .,  m^;  l'étude  du  système  modulaire  (m^,  wi,, . . .,  wj 
se  confond  avec  l'étude  d'une  forme  de  coefficients  m^,  m,,  . . .,  m^, 
en  particulier  avec  l'étude  de  la  forme  linéaire^) 

et  réciproquement,  l'étude  des  formes  entières  se  ramène  à  celle  des 
systèmes  modulaires.  Dans  le  cas  particulier  où  le  genre  (S)  est  un 
corps  algébrique  h  dans  le  domaine  SR,  un  système  modulaire  est 
équivalent  à  l'idéal  qui  est  déterminé  par  les  éléments  de  ce  système, 
et  la  décomposition  du  système  modulaire  considéré  en  d'autres  in- 
décomposables ou  irréductibles  se  confond  avec  la  décomposition  de 
l'idéal  correspondant  en  idéaux  premiers. 

L,  Kronecker^)  et  K,  Hensd^)  ont  réduit  un  système  modulaire 
dans  un  corps  algébrique  à  une  forme  canonique. 

Les  systèmes  modulaires  les  plus  généraux  que  nous  pouvons 
considérer  ici  sont  ceux  dont  les  éléments  sont  des  fonctions  ration- 
nelles entières  d'une  ou  de  plusieurs  variables  Xy  y,  0,  , . .,  les  coeffi- 
cients de  ces  fonctions  étant  des  entiers  algébriques  faisant  partie 
d'une  espèce  donnée  dans  un  genre  (g).  H,  Hancock^)  a  considéré 
le  cas  où  le  genre  (|)  est  caractérisé  par  une  équation  entière  à 
coefficients  entiers,  c'est-à-dire  le  cas  où  ce  genre  est  un  corps  algé- 


7)  Festschrift^)  §  22;  J.  reine  angew.  Math.  92  (1882),  p.  84;  Werke  2,  p.  842. 

8)  ^X.  Kronecker,  J.  reine  angew.  Math.  99  (1886),  p.  829;  et  aussi  dans  ses 
Cours  professés  à  F  Université  de  Berlin.* 

8*)  ^K.Hensd,  J.  reine  angew.  Math.  118  (1897),  p.  284;  119  (1898),  p.  114, 116.'* 

.9)  «Quart.  J.  pure  appl.  maih.  27  (189.6),  p.  147/88  {1894];   J.  reine  angew. 

Math.  119  (1898),  p.  148;  122  (1900),  p.  266;  Ann.  Éo.  Norm.  (3)  18  (1901)  sapplé- 

ment;  C.  R.  du  deuxième  Congrès  intem.  math.  Paris  1900,  pabl.  par  E.Dvporeqf 

Paris  1902,  p.  161;  Amer.  J.  math.  24  (1902),  p.  89/60  [1900].* 
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brique  h,  et  il  dit  qu'on  système  modulaire  est  de  première  espèce 
si  ses  éléments  ne  renferment  aucune  variable;  de  deuxième  espèce 
s'ils  sont  des  polynômes  entiers  à  une  variable  x,  de  troisième  espèce 
s'ils  sont  des  polynômes  entiers  à  deux  variables  x^y,  et  ainsi  de  suite. 

Un  système  de  première  espèce,  défini  par  des  nombres  a^,  a^, 
. ,  .y  a^  d'un  corps  Je  y  est  équivalent  à  un  idéal,  premier  ou  non,  qui 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  idéaux  a^o,  a^o,  . .  .,  a^o. 

Un  système  de  deuxième  espèce,  s'il  n'est  pas  équivalent  à  un 
idéal,  est  équivalent  à  un  système  formé  d'un  idéal  et  d'un,  ou  de 
plusieurs  polynômes,  et  il  est  décomposable  en:  systèmes  analogues^ 
pour  chacun  desquels  l'idéal  dont  il  est  question  est  une  puissance 
d'un  idéal  premier. 

L'exposant  de  cette  puissance  joue  un  rôle  important  dans  la 
réduction  du  système  modulaire  à  une  forme  canonique. 

Dans  le  cas  simple  où  cet  exposant  est  égal  à  l'unité,  lé  système 
canonique  est  équivalent  à  la  forme 

(»>,  F{x)), 
p  étant  un  idéal  premier,  et  F(x)  un  polynôme  entier  à  coefficients 
entiers  dans  le  domaine  8fl,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  X  étant  l'unité. 

Si  t  est  le  degré  du  polynôme  F(x)j  N(p)='p^  la  norme  de 
Fidéal  p,  /*  le  degré  de  cet  idéal  [n^  8],  le  nombre  des  résidus  (p{x) 
incongrus  relativement  au  système  modulaire  est 

et  chacun  de  ces  résidus  satisfait  à  la  congruence 
fp {xy  =  1         [modd.  p,  F{x)'\, 

ce  qui  est  une  généralisation  du  théorème  de  Fermai 

Le  système  modulaire  canonique  peut  être  décomposé  en  d'autres 

dans  lesquels  le  polynôme  F{(ic)  est  irréductible  (mod  f)).    Supposons 

que  F{x)  jouisse  de  cette  propriété;  si  l'on  considère  une  fonction 

V{x)  du  domaine  9t,  et  si  h  est  le  nombre  des  fonctions  de  la  suite 

V{x),    V{xy,    ^{xY, 

incongrues  (modd.  p,  F{x))j  le  nombre  h  est  dit  la  haidewr  de  V{x)\ 
il  est  un  diviseur  de  tf. 

H.  Hancock  considère  ensuite  le  cas  où  l'exposant  de  l'idéal 
premier  est  supérieur  à  l'unité;  s'il  est  égal  à  2,  la  forme  canonique 
du  système  modulaire  est  . 

(p>,  pF{x),   pO{x)^F{x)F^{x)y, 
dans  le  cas  général,  si  Texposant  de  l'idéal  premier  est  égal  à  p,  la 
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forme  canonique  du  système  est 

où  les  quantités  M  s'expriment  successivement  par  une  formule  ré- 
currente de  la  forme 

-af»-p*-^J?'»(*)+p*-*Jf,*M(^)+ï^-'-^*M(*)+--+^»-i*M-i(*)- 

Enfin  H.  Haneock  examine  le  cas  des  systèmes  modulaires  d'espèce 
supérieure,  en  particulier  de  troisième  espèce^  et  généralise  la  réduction 
à  une  forme  canonique,  la  théorie  des  résidus  et  les  théorèmes  généraux 
de  Fermât  et  de  Wilson.* 

10.  Diviseurs  du  discriminant  d*un  corps.  Ainsi  que  nou» 
rayons  fait  au  n^  3,  considérons  m  nombres 

©1,  CDj,  ...,  (o^ 

constituant  une  base  d'un  corps  Jc^  dans  le  domaine  9î  formé  par  les 
nombres  entiers;  soient 

les  conjugués  de  co^;  le  carré  du  déterminant  {œ/^^l  c'est-à-dire  l'ex- 
pression 


|a,/*)i« 


A«l,2,  ...,  m       \ 
U»0,  1,  ...,m-l/ 


est  un  nombre  rationnel  qui  est  appelé  le  discriminant  du  corps  k. 

B,  Dedékind^^)  a  démontré  le  premier,  après  avoir  surmonté  de 
grandes  difficultés,  le  théorème  fondamental  suivant:  le  discriminant 
Sun  corps  k  contient  en  facteurs  tous  les  nombres  premiers  natwrds  qui 
sont  divis^jles  par  le  cf^rré  Sun  idéal  premier  de  ce  corps,  et  U  ne 
contient  que  ceux-là. 

Ce  théorème  a  été  de  nouveau  démontré  et  précisé  par  K.  Hensd^^) 
en  utilisant  la  théorie  des  formes  algébriques  de  L.  Kronecker.  Soit 
^i)  ^ty  '  '  'f  ^m  ^^^  ^^^  ^^  ^^  système  fondamental  du  corps  A;;  la 
forme  fondamentale 

©  «  WjCDi  +  ti,(Dj  +  •  •  •  +  u^œ^, 

où  i^fU^y  *"yU^  sont  indéterminés,  satisfait  à  une  équation  algébrique 
de  degré  m 

le  coefficient  de  m^  étant  l'unité,  et  les  autres  étant  des  fonctions 
entières  à  coefficients  entiers  des  indéterminées  u. 

10)  Abh.  Ges.  GGtt.  29  (1882),  math.  mëm.  n»  2. 

11)  J.  reine  angew.  Math.  118  (1894),  p.  80. 
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^Soit  p  un  nombre  natarel  premier,  et  soit 

la  décomposition  de  ce  nombre  en  idéaux  premiers;  par  rapport  à 
l'un  d'eux  p^  comme  module,  co  satisfait,  quelles  que  soient  les  indéter- 
minées Uj  à  une  congruence  irréductible 

F^iai)  s  0         (mod  p^) 
d'un  certain  degré  fi  ^fn,  et  l'on  a 

en  même  temps  que  Ton  a 

F(a))  =  Fi^»  jP/«  . . .  F/*         (mod  p). 

La  norme  de  p,  est  p^*,  et  celle  du  produit  PiPt  • .  •  Pa  ^^  égale 
à  p^y  en  posant 

Le  discriminant  du  corps  h  est  divisible  par  p""'';  si  aucun  des 
nombres  S  n'est  divisible  par  p,  n  —  r  est  l'exposant  exact  avec  le- 
quel p  entre  en  facteur  dans  le  discriminant;  mais  si  l'un  des  nombres 
i  est  divisible  par  p,  ce  dernier  nombre  peut  se  trouver  en  facteur 
dans  le  discriminant  avec  un  exposant  supérieur  è.  n  —  r.  Le  théorème 
de  K  Dedekind  se  déduit  de  là  immédiatement,  car  |>  ne  p.eut  entrer 
en  facteur  dans  le  discriminant  que  si  l'un  des  nombres  S  est  au  moins 
égal  à  2.* 

Le  discriminant  de  l'équation  fondamentale 

F{(o)  «  0 
est,  comme  l'avait  déjà  remarqué  L.  Kronecker^^,  égal  au  produit  du 
discriminant  d  du  corps  par  le  carré  d'une  fonction  entière 

des  indéterminées  u,  cette  fonction  étant  une  forme  primitive,  c'est-à- 
dire  telle  que  ses  coefficients  soient  sans  diviseur  commun. 

On  obtient  tous  les  entiers  du  corps  Je  en  donnant  aux  indéter- 
minées u^y^,  "n^m  toutes  les  valeurs  entières  possibles;  le  discri- 
minant de  Tun  quelconque  de  ces  entiers,  tel  que  nous  l'avons  défini 
au  n^  2,  est  égal  au  produit  de  d  par  la  valeur  numérique  que  prend 

Î7*(ui,u„...,ttj 
pour  les  valeurs  numériques  attribuées  aux  indéterminées.     Bien  que 


18)  Monaiflb.  Akad.  Berlin  1S79,  p.  58  (avril);  c'est  dans  cet  article  que  se 
tronve  employé  ponr  la  première  fois  le  nom  de  GcUtung;  voir  anssi  Festscbrift^, 
S  8;  J.  reine  angew.  Math.  92  (1882),  p.  20;  Werke  2,  p.  267. 
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les  coefficients  de  la  fonction  U  soient  sans  diyiseur  commun^  il  peut 

arriver  que  les  valeurs  numériques  de  cette  fonction  pour  des  valeurs 

entières  des  variables  aient  toutes  en  commun  un  facteur  numérique; 

ce  facteur  commun  non  essentiel  (ausserwesentlich)  n'est  pas  quelconque, 

car  on  démontre  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  discriminants 

•1  ^H  ^— 1^ 
de  tous  les  entiers  du  corps  k  doit  diviser  la  puissance  de  degré  ~~ — - 

du  discriminant  de  ce  corps  ^');  les  diviseurs  premiers  du  facteur  non 
essentiel  sont  donc  des  diviseurs  de  ce  dernier  discriminant. 

K.  Hensd^^)  a  complété  les  recherches  de  L.  Kranecker  et  précisé 
les  résultats  de  22.  Deddeind^^). 

Jl  a  démontré  ce  théorème:  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'un  nombre  premier  p  divise  le  facteur  non  essentiel  est  que 
U{uif  Uj,  . . .,  u^  soit  divisible  par  le  système  modulaire  [n°  9] 

-Pi=-(p;  V-%;  V-«8,  •••>w^-0- 
Lorsqu'il  existe  un  tel  diviseur  premier  p  entrant  dans  le  facteur 
non  essentiel,  on  peut  se  proposer  de  trouver  un  corps  algébrique  h' 
tel  qu'en  doimant  aux  indéterminées  %;  ti^^  •  •  •;  u^  toutes  les  valeurs 
entières  u/,  a^'f  •  •  •?  ^m  dans  ce  corps,  les  valeurs  correspondantes  de  U 
n'admettent  plus  pour  diviseur  commun  p,  ou  plus  généralement  pour 
qu'elles  n'aient  en  facteur  commun  aucun  idéal  premier  p'  du  corps  h' 
qui  soit  diviseur  de  p.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  dit  que  h' 
est  un  cotps  prolongeant  le  corps  k  (Erganzungsgattung)  soit  relative- 
ment au  nombre  p^  soit,  dans  le  cas  plus  général,  relativement  à 
l'idéal  premier  p\ 

Le  théorème  suivant  généralise  ce  qui  précède:  soit  /'  Tordre  de  p' 
dans  le  corps  k'  [n^  8];  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  p' 
entre  comme  facteur  commun  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
valeurs  Z7(t*i',  u^',  . . .,  Um)  est  que  la  forme  Z7(tii,  u,,  . . .,  u^)  soit 
divisible  par  le  système  de  diviseurs  ou  système  modulaire 

n  est  possible  de  constituer  au  moyen  de  racines  de  l'unité  le 
corps  k'  prolongeant  le  corps  k  relativement  à  p.  Qn  considère  pour 
cela  tous  les  systèmes  de  diviseurs  tels  que  P^,  qui  sont  contenus  dans 
V(iii,  t«j,  . . .,  u^),  et  l'on  prend  l'ensemble  des  exposants  f  entrant  dans 

18)  L.  Kronecker,  Festachrift*),  §  8;  J.  reine  angew.  Math.  92  (1882),  p.  24; 
id.  100  (1887),  p.  79;  Werke  2,  p.  272;  S\  Leipzig  1899,  p.  241. 

14)  «J.  reine  angew.  Math.  118  (1894),  p.  128.  Cf.  P.  Bachmann,  Allgemeine 
Arithmetik  der  ZahlenkOrper,  Leipzig  190ô,  p.  217/821  et  surtout  K.  Hensd,  Théorie 
der  algebraiachen  Zahlen  1,  Leipzig  et  Berlin  1908,  p.  276  et  soiv.* 

16)  Abh.  Ges  G6tt.  28  (1878),  math.  mém.  n*"  2. 
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ces  systèmes;  tels  que  chacnn  de  ces  exposants  ne  soit  divisible  par 
aucun  antre  de  cet  ensemble;  soient  f^y  f^',  •••;/«'  <^b  exposants.  Si  v 
est  le  plus  petit  nombre  naturel  premier  qui  ne  divise  pas  le  produit 

n(j?)  -  (p/".-  i)(p/'.- 1) . . .  (j^.- 1), 

le  corps  h'  de  plus  petit  degré  prolongeant  k  pour  le  nombre  p 
pourra  être  formé  au  moyen  des  racines  1/^°^^  de  Tunité.  Si  p  est 
le  plus  grand  diviseur  du  nombre  v  —  1  pour  lequel  iKjpf^)  n'est 
pas  divisible  par  Vy  on  pourra  choisir  pour  V  le  corps  des  périodes 
à  II  termes  des  racines  v**°^"  de  Tunité  [n**  21  et  2é].* 

11.  coasses  d*idëauz  d'un  corps.  Tout  nombre  entier  a  d'un 
corps  h  donne  naissance  à  im  idéal  principal 

(a)  =-  ao; 

on  range  tous  les  idéaux  principaux  dans  une  même  classe  que  l'on 
appelle  dasse  princyMle,  et  Ton  dit  que  tous  ces  idéaux  sont  équiva- 
lents; ils  sont  en  particulier  équivalents  à  Tidéal 

(1)  =  0, 
et  l'on  représente  par  1  la  classe  principale. 

Tout  nombre  fractionnaire  du  corps  1c  est  égal  au  quotient  de 

deux  entiers  de  ce  corps  -jf  et  par  suite  peut  être  représenté  par  le 

quotient  de  deux  idéaux  principaux 

(a)=-ao  et  (/î)  =  /3o; 

on  peut  remplacer  ce  quotient  ^  par  le  quotient  de  deux  autres  idéaux, 

principaux  ou  non,  en  multipliant  ou  divisant  les  deux  termes  par 

un  même  idéal;  on  peut  ajouter  que  le  quotient  -j  P^^^  ^^^  ainsi 

représenté  par  le  quotient  de  deux  idéaux  premiers  entre  eux,  et  cela 
d'tme  seule  manière. 

Inversement,  supposons  que  deux  idéaux  a  et  6,  premiers  entre 
eux  ou  non,  soient  tels  que  leur  quotient  soit  égal  à  celui  de  deux 
idéaux  principaux,  ou  à  celui  de  deux  entiers  du  corps,  on  dit  alors 
que  a  et  6  sont  équivalents,  et  Ton  exprime  ce  fait  par  le  symbole  '^, 
en  écrivant 

Ci  f^h. 

Deux  idéaux  équivalents  à  un  troisième  sont  équivalents.  Pour  que 
deux  idéaux  a  et  6  soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton 
puisse  trouver  deux  idéaux  principaux  (a)  et  (/S)  tels  que  les  produits 
(fi)  a  et  (a)  6  soient  deux  idéaux  égaux. 
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Tous  les  idéaux  équivaleiits  à  un  idéal  donné  sont  rangés  dans 
une  même  iiaeêe  éCidéemx  {1 10,  SO]. 

Remarquons  que  si  û  ~  û'  et  b  '^  b',  on  a  ûb  «^  û'b';  il  en  résulte 
que,  si  A  est  la  classe  d'idéaux  renfermant  a  et  £  la  classe  renfermant  B, 
la  classe  renfermant  Tidéal  a 6  est  complètement  déterminée;  on  dit 
qu'elle  est  le  produit  des  classes  d'idéaux  A  et  B^  et  on  la  repré- 
sente par 

AB, 

On  peut  ainsi  définir  les  classes  AA  ou  A^y  AA}  ou  J.',  etc.  Il  existe 
une  classe  B  telle  que  AB  soit  égale  à  la  classe  1;  £  est  dite  la 
réciproque  ou  Vùpposée  de  A  et  est  représentée  par 

A-\ 

Le  nombre  des  classes  d'idéaux  d'un  corps  k  est  fini.  Ce  théorème 
important  a  été  démontré  d'abord  par  G,  Lejeune  Dirichlet^^  pour  les 
corps  quadratiques,  dont  la  théorie  est  la  même  que  celle  des  formes 
binaires  quadratiques  [Il 6,  13];  Q,  Eisenstein^'')  l'a  ensuite  démontré 
dans  un  cas  particulier  pour  les  corps  cubiques,  et  E,  E.  Kummer^^) 
pour  les  corps  formés  au  moyen  de  racines  de  l'unité.  R.  Dedekind 
et  L.  Kronecker^^)  l'ont  démontré  dans  le  cas  général;  H,  Minkowski^^ 
a  montré  que  dans  chaque  classe  d'idéaux  il  y  a  un  idéal  dont  la 
norme  ne  surpasse  pas  MYà^  où  d  est  le  discriminant  du  corps  et 
M  un  certain  nombre  rationnel  déterminé;  il  résulte  de  là  d'une  part 
une  nouvelle  démonstration  du  théorème  précédent,  d'autre  part  un 
mode  de  détermination  des  classes  d'idéaux  par  des  calculs  moins 
étendus  que  ceux  qui  étaient  proposés  auparayant. 

Si  A  est  la  classe  renfermant  un  idéal  a,  les  classes 

Af  A  y  A  j  . . , 

sont  en  nombre  limité,  et  Tune  d'elles  est  ^ale  à  1;  si  m  est  le  plus 
petit  exposant  tel  que  l'on  ait 

on  dit  que  A  appartient  à  l'exposant  m;  m  est  un  diviseur  du  nombre 
h  des  classes  du  corps  ky  et  l'on  a  toujours  [1 10,  30,  note  126] 


16)  J.  reine  angew.  Math.  17  (1837),  p.  286;  18  (1838),  p.  269;  19  (1839), 
p.  324;  21  (1840),  p.  1,  184;  24  (1842),  p.  291;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  843,  867. 
Voir  encore  P.  Bachtnann,  J.  reine  angew.  Math.  67  (1867),  p.  200. 

17)  J.  reine  angew.  Math.  28  (1844),  p.  28. 

18)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  93,  117  [1849];  J.  math.  puie« 
appî.  (1)  16  (1861),  p.  377. 

19)  Voir  1 10,  80,  p.  291,  notes  123,  124,  126. 
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E.  SAering^)  et  X.  Kranecker^^)  ont  démontré  le  théorème  saiyant^ 
qui  86  rattache  à  la  théorie  des  groupes  abéliens  {13  19^  p.  601]: 
Parmi  les  classes  d'idéaux  d'un  corps  on  peut  toujours  choisir  des 
classes  à      à  à 

appartenant  à  des  exposants  h^,  h^y  .  .  .^  h^,  telles  que 
1**)  on  ait  A  ==  AjA,  "  '\} 
2^)  tonte  classe  A  du  corps  soit  représentée  sous  la  forme 

4-.<^,«-...^;;»     (x,^Ai-i,..,x,^A,-i), 

et  que  cela  ait  lieu  d'une  et  d'une  seule  manière. 

Les  classes  de  formes  dont  nous  ayons  parlé  [n^  6]  correspondent 
respectivement  aux  classes  d^idéaux;  aux  différents  idéaux  d'une  même 
classe  correspondent  en  effet  les  formes  d'une  même  classe;  à  la  multi- 
plication des  classes  d'idéaux  correspond  la  composition  des  formes 
du  corps. 

^On  a  considéré  dans  certains  cas  une  signification  plus  restreinte 
des  mots  équivalence  et  classe.  Deux  idéaux  du  corps  k  sont  équi- 
valents  au  sens  restreint  du  mot  quand  leur  quotient  est  un  nombre 
de  norme  positive.  Tous  les  idéaux  au  sens  restreint  forment  une 
classe  au  sens  restreint  Deux  idéaux  du  corps  k  sont  équivalents  au 
sens  rigomeux  du  mot  (im  schârfern  Sinne)  quand  leur  quotient  est 
un  nombre  totalement  positif.  On  dit  d'un  nombre  a  qu'il  est  totale- 
ment positif  lorsque  tous  ceux  de  ses  conjugués 

qui  appartienent  à  un  corps  réel  sont  positifs. 

D'après  B.  Fueter  deux  idéaux  ne  sont  équivalents  que  quand  leur 
quotient  appartient  à  un  rayon  [n**  13]  de  nombre**),* 

12*  Détermination  transcendante  du  nombre  de  classes.  En 
suivant  la  voie  tracée  par  G.  Lejeune  Dirichlet^^)  pour  déterminer  par 
des  fonctions  transcendantes  le  nombre  des  classes  de  formes  quadrati- 
ques binaires  ayant  un  déterminant  donné  [1 16,  22]^  et  en  s'appuyant 
sur  les  résultats  relatifs  aux  unités  d*un  corps  [n**  3],  K  Bedekind^^ 

80)  Abh.  Ges.  05tt.  14  (1868/9),  éd.  1869,  math.,  mém.  n<>  1. 

21)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1870,  p.  881;   Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  278. 

22)  ^Yoir  B.  Dedékind,  dans  G,  Lejeune  DirteMet,  Yorles.  ùber  Zahlentheorie, 
(4*  éd.)  BnmBwick  1894,  p.  578  (Suppl.  IX);  D.Hilbert,  Jahresb.  deutscb.  Math.- 
Ver.  4  (1894/6),  éd.  Berlin  1897,  p.  226;  Fh.  Furtwangler,  Math.  Ann.  63  (1907), 
p.  24;  B.Fuetery  Jahresb.  deutsch.  Math.-Yer.  20  (1911),  p.  12  et  sniv.;  tirage  à 
part  Die  Elassenkôrper  der  komplexen  Multiplikation,  Leipzig  et  Berlin  1911, 
p,  12  et  sniv.  (Texte  et  note  de  iJ.  Fueter).* 

28)  Zahlenth.**),  (4*  éd.)  p.  675  (Sappl.  XI,  n«  181);  Bull.  se.  math.  (2)  1 
(1877),  p.  242. 
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a  donné  une  formule  fournissant  le  nombre  h  de  classes  d'idéaux  d'un 
corps  k]  il  considère  la  fonction 

de  la  variable  8,  où  dans  la  somme  le  symbole  a  représente  un  quel- 
conque des  idéaux  du  corps  h  et  dans  le  produit  le  symbole  p  re- 
présente un  quelconque  des  idéaux  premiers  de  ce  corps;  n  représente 
la  norme  de  l'idéal  a  ou  p;  la  somme  est  étendue  à  tous  les  idéaux  et 
le  produit  est  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers.  Cette  somme  et  ce  pro- 
duit sont  convergents  pour  les  valeurs  réelles  de  s  supérieures  à  l'unité^ 
et  représentent  une  fonction  uniforme  de  la  variable  complexe  s,  possé- 
dant au  point  ^  «  1  un  pôle  du  premier  ordre  [1 17^  20^  22  et  37]. 
Le  nombre  h  des  classes  du  corps  Je  est  donné  par  la  formule 

OÙ  d  représente  le  discriminant  du  corps,  où  r^^  r,  et  R  ont  la  même 
signification  qu'au  n^  3  et  où  te;  est  le  nombre  des  racines  de  l'unité 
contenues  dans  le  corps. 

^E,  Landau^)  a  montré  qu'on  peut  remplacer  le  dernier  &cteur 
de  la  formule,  précédente  par  une  série  arithmétique  particulière  ana- 
logue aux  séries  de  G,  Lejeune  DiricMet  [117,17]  et  encore  conver- 
gente pour  s  »  1;  cette  série  est  de  la  forme 


Cr  +  ^+'i  +  ---  +  ^  + 


OÙ   les   coefficients  c^   résultent   de  certaines   formules  arithmétiques 
Bommatoires.'^ 

On  trouvera  dans  l'article  117,  en  particulier  aux  n***  37  et  49, 
l'indication  des  travaux  relatifs  à  la  fréquence  des  idéaux  premiers 
d'im  corps  h  et  k  leur  répartition  dans  les  différentes  classes.  Mention- 
nons que  L.  Kronecker^^)  et  G.  Frobenius^^)  ont  appliqué  la  formule 
donnant  la  valeur  de  %  à  la  recherche  de  la  densité  de  certains  idéaux 
premiers  du  premier  degré  dans  h  ^D'autre  part,  E.  Landau^'')  a 
déterminé  une  évaluation  asymptotique  du  nombre  n^{x)  des  idéaux 
premiers  du  corps  k  dont  la  norme  est  inférieure  à  x,* 


24)  J.  reine  angew.  Math.  127  (1904),  p.  167.* 

25)  Mionatsb.  Akad.  Berlin  1880,  p.  166,  404;  Werke  2,  Leipzig  1897,  p.  85,  97. 

26)  Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1896,  p.  689. 

27)  ^E.  Landau,  J.  reine  angew.  Math.  125  (1908),  p.  64,  en  partie,  p.  187; 
Math.  Ann.  68  (1907),  p.  145.* 
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13.  Ordre  ou  anneau.  De  Tensemble  des  eniders  d'un  corps  h 
on  pent  extraire  des  ensembles  plus  restreints  formant  ^  comme  le 
premier,  des  domaines  holoïdes.  Si  l'on  considère  nn  certain  nombre 
d'entiers  algébriques  de  h,  désignés  par  6i,  6^,  . . .,  6^,  toutes  les 
fonctions  entières  à  coefficients  rationnels  entiers  de  6^j  0^,  •  •  •;  ^m 
constituent  un  ensemble  formant  un  module  fini  ou  encore  un  domaine 
holoïde  [1 10,  22].  K  Dedèkind  le  désigne  sous  le  nom  d'ordre; 
D.  Hilbert  sons  celui  d'anneau  et  L.  Kranecker  sous  celui  d'espèce  ou 
de  domaine  âCintégrUé,  Un  anneau  ne  contient  que  des  entiers  algé- 
briques de  lc\  Fanneau  le  plus  étendu  n'est  autre  que  l'ensemble  o  de 
tous  les  entiers  de  ce  corps. 

R,  Dedèkind^)  a  étendu  aux  anneaux  les  notions  de  divisibilité, 
de  base,  d'unités,  de  discriminant  ainsi  que  celle  d'idéal.  Un  idéal 
d'un  anneau  A  est  un  module  dont  les  éléments  ont  la  forme 

a^,a^,,,.,a^  étant  des  nombres  particuliers  de  l'anneau  J.  et  1^,  X,, . . .,  2^ 
des  entiers  quelconques  de  cet  anneau;  les  notions  de  base  et  de 
norme  d'un  idéal  se  généralisent  au  cas  d'un  anneau.  Il  faut  toute- 
fois apporter  à  la  notion  d'idéal  d'un  anneau  une  certaine  restriction 
pour  que  les  lois  de  la  décomposition  d'un  idéal  en  autres  idéaux 
premiers  de  l'anneau  s'appliquent  dans  tous  les  cas;  ces  restrictions 
n'existent  pas  pour  l'anneau  o. 

JLt,  Kronecher^)  a  fait  des  recherches  sur  les  unités  d'un  anneau 
ou  d'une  espèce;  il  a  démontré  en  particulier  ce  théorème: 

Dana  chaque  espèce  de  nombres  algébriques  il  y  a  un  nombre 
infini  d'unités  ayant  chacune,  en  valeur  absolue,  toutes  ses  conjuguées, 
à  l'exception  de  deux,  comprises  entre  des  limites  finies. 

n  en  a  déduit  que  toute  unité  d'une  espèce  donnée  dont  le 
nombre  des  conjuguées  en  Taleur  absolue  est  h  s'exprime  au  moyen 
de  A  —  1  unités  fondamentales  et  d'une  racine  de  l'unité  contenue 
dans  l'espèce,  en  élevant  chacun  de  ces  éléments  à  une  puissance 
entière  et  en  en  faisant  le  produit.* 

Un  idéal  d'un  anneau  A  àe  h  n'est  pas  forcément  un  idéal  de  Tcy 
mais  dans  X  il  y  a  toujours  certains  idéaux  qui  sont  en  même  temps 


88)  Festschrift  znr  Sâkolarfoier  des  Gebortstages  von  G.  IT.  Ghiuss,  Brans* 
wî«k  1877. 

29)  «G.  R.  Acad.  se.  Paris  96  (1883),  p.  98,  148,  216,  en  partie,  p.  219; 
WerkeSi,  Leipzig  1899,  p.  16, 19;  cf.X  MoVc,  Bull.  se.  math.  (2)  7  (1883),  p.  183.* 
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idéaux  de  h  [1 10,  31J.  R,  Dedékind  appelle  canduàcteur  ou  guide  (JPu&rer) 
d'un  aoneaa  A  le  plus  grand  commun  diyiseur  de  ceux  des  idéaux 
de  cet  anneau  qui  sont  aussi  des  idéaux  de  h 

La  notion  de  classe  d'idéaux  s'étend  aux  idéaux  d'un  anneau  qui 
n'ont  pas  de  diyiseur  commun  avec  le  conducteur;  il  en  est  de  même 
du  théorème  sur  le  nombre  fini  du  nombre  de  classes  dans  Tanneau; 
ce  nombre  s'exprime  au  moyen  du  nombre  des  classes  d'idéaux  de  Tc^. 

^En  vue  de  certaines  recherches  sur  les  corps  de  classes  et  la 
multiplication  complexe  dont  nous  parlerons  plus  loin  [n®  19],  R.Fueier^^) 
applique  les  méthodes  relatires  aux  anneaux  à  l'étude  d'un  module 
particulier;  il  appelle  rayon  (Strahl)  un  système  de  nombres  d'un 
corps  jouissant  de  la  propriété  que  le  produit  et  le  quotient  de  deux 
nombres  quelconques  du  système  appartiennent  encore  au  même  sys- 
tème. Les  notions  d'unités,  d'idéaux,  de  conducteurs;  de  classes  d'idéaux 
s'étendent  aux  rayons.'* 

Les  notions  d'idéal,  de  norme  d'un  idéal,  de  classes  d'idéaux,  etc. 
se  généralisent  encore  au  cas  où  l'on  considère  un  corps  k  relatif 
à  un  corps  k^  [n**  S]. 

Application  à  des  corps  particuliers. 
14.  Corps  de  Qalois  et  corps  abélien.   Un  corps  k  qui  est  iden- 
tique à  chacun  de  ses  conjugués  est  appelé  un  corps  de  Qalois  [1 10, 14]; 
si  0  est  un  nombre  déterminant  de  ce  corps, 

F{d)  «  0 

l'équation  irréductible  de  moindre  degré  ayant  6  pour  racine,  et  m 
le  d^ré  de  cette  équation,  les  conjugués 

de  0  sont  des  fonctions  rationnelles  de  0  à  coefficients  rationnels;  nous 
pouvons  les  désigner  par 

e^s,e,  ff^s,e,  r-s,»,  ...,<>«-^-s^.i«, 

8^0  représentant  0  lui-même. 
Les  symboles 

considérés  comme  symboles  d'opérations,  définissent  un  groupe  O  ré- 


80)  P.  Bachmann,  ZahlenkOrper  *^),  p.  407,  420. 

31)  4,Dis8.  GOttingae  190B;  J.  reine  angew.  Math.  130  (1906),  p.  808.  Voir 
encore  1 10, 19  note  78  et  1 10,  22  note  98  où  le  ra'yon  est  considéré  comme  un 
modnle  logarithmique.* 


Digitized  by  VjOOQIC 


lé.  CoxpB  de  GaloiB  et  cozpB  abélien.  416 

gulier  [18;  12]  d'ordre  et  de  degré  égaux  à  m,  et  qui  est  appelé 
groupe  du  corps  de  GàUns  ou  groupe  de  Gàlois. 

On  peut  caractériser  un  groupe  diyiBeur  quelconque  du  corps  de 
Galois  de  la  façon  suiyante:  on  considère  un  sous-groupe  G^  de  degré 
r  du  groupe  G,  renfermant  r  substitutions 

et  Tensemble  des  nombres  du  corps  k  qui  restent  invariables  par  les 
substitutions  de  G-^]  ils  forment  un  corps  \  contenu  dans  h  et  de 
degré  m^  » — ;  on  l'appelle  corps  diviseur  de  k  appartenant  à  G^.  In- 
versement^ à  tout  corps  h^  diviseur  de  k  correspond  un  sous-groupe  G^ 
de  Gf  formé  par  les  substitutions  qui  laissent  \  invariable^  et  que 
l'on  appelle  le  sous-groupe  déterminant  de  k^. 

Étant  donné  im  corps  quelconque  kj  l'ensemble  de  tous  les 
nombres  appartenant  à  ce  corps  et  à  tous  ses  conjugués 

forme  un  corps  de  Galois  K  dont  chacun  des  corps  k,  kf,  . , .  est  un 
corps  diviseur;  d'après  cela,  un  corps  quelconque  peut  toujours  être 
envisagé  comme  un  corps  diviseur  d'un  corps  de  Galois  K.  Le  dis- 
criminant de  ce  dernier  ne  peut  contenir  comme  facteurs  que  les 
facteurs  premiers  entrant  dans  le  discriminant  de  k. 
Si  les  substitutions 

Sq,  Si,  . .  .,  S^_i 

du  groupe  d'un  corps  de  Qalois  k  sont  permutables ,  on  dit  que  ce 
groupe  est  abélien  [I  8,  19]  et  que  k  est  un  corps  àbélien^^)]  si  de  plus 
les  substitutions  du  groupe  sont  les  puissances  successives  de  l'une 
d'elles,  le  groupe  est  dit  cydique  et  k  est  dit  xm  corps  cyclique.  Les 
corps  engendrés  par  les  équations  de  la  division  du  cercle  [voir  n^  20 
et  23]  sont  des  corps  abéliens  et  nous  verrons  [n®  23]  que  les  corps 
abéliens  les  plus  généraux  dans  le  domaine  91  sont  engendrés  par 
le0  équations  de  la  division  du  cercle. 

Les  définitions  précédentes  s'étendent  au  cas  où  im  corps  k  est 
dériTé  d'un  corps  à^q;  soit  6  un  nombre  déterminant  le  corps  k,  m  le 
degré  de  l'équation  irréductible  dans  le  corps  k^  dont  0  est  racine, 
et  soient  ff,  ff',  . . .,  0^"*"^)  les  conjugués  de  6  dans  k^]  si  les  corps 

82}  Les  groupes  abéliens  dans  leuis  rapports  avec  les  corps  abéliens,  et  ces 
corps  eux-mêmes  ont  été  étudiés  par  £.  Schermg  [Abh.  Ges.  Gôtt.  14  (1868/9),  éd. 
1869,  math.  mém.  n""  1],  par  L.  Kronecker  [Monatsb.  Akad.  Berlin  1870,  p.  881; 
Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  273],  par  G.  Frobeniua  et  L.  Stiekelberger  [J.  reine  an- 
gew.  Math.  86  (1879),  p.  217]  et  surtout  par  H.  Wéber  [Math.  Ann.  20  (1882), 
p.  801;  Acta  math.  8  (1886),  p.  198;  9  (1886/7),  p.  106]. 
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h'y  k'\  . . .,  t^**-*)  déterminée  par  ff,  ff'j  . . .,  ^*»-^)  sont  confondus  arec 
le  corps  t,  celui-ci  est  dit  un  corps  de  Otilois  relatif  par  rapport  à  *<>; 
les  expressions  de  6  et  de  ses  conjugués 

d  -  s,e,  e'-  s,e, . . .,  e^^-'^^s^^.e 

considérées  comme  symboles  d'opérations  définissent  un  groupe  régulier 
de  substitutions  d'ordre  et  de  degré  m,  qui  est  un  groupe  de  Ghdois 
relatif:  ce  groupe  peut  être  ahélien  relatif  ou  cyclique  rdatif. 

15*  Oorps  de  décomposition,  corps  d'inertie  et  corps  de  rami- 
floation  d'un  idéal  premier  dans  on  corps  de  Ghklois.  Soit  p  un 
idéal  premier  déterminé  d'un  corps  de  Galois  k,  G  le  groupe  de  ce 
corps,  p  le  nombre  premier  naturel  divisible  par  p,  et  Me  degré  de 
cet  idéal.  Il  existe  une  suite  bien  définie  de  sous-corps  de  h,  déter- 
minés par  l'idéal  f)^'),  chacun  étant  contenu  dans  un  des  autres;  cette 
suite  est  la  suivante: 

1^)  Les  substitutions  jer^,  jer^,  . . .  du  groupe  G  laissant  invariable 
l'idéal  p  forment  un  sous-groupe  g^  de  G]  nous  désignerons  par  r, 
son  degré  et  son  ordre,  et  nous  appellerons  ce  sous-groupe  le  groupe 
de  décomposition  (Zerlegungsgruppe)  de  l'idéal  p]  le  sous-corps  k^  cor- 
respondant sera  dit  le  corps  de  décomposition  de  l'idéal  p. 

2^)  Parmi  les  fonctions  rationnelles  de  la  suite 

Sq,  Si,  . . .,  S„_i 

caractérisant  le  groupe  G,  considérons  maintenant  les  fonctions  telles 
que  t  jouissant  de  la  propriété  que  la  congruence 

tm^œ  (mod  p) 

soit  satisfaite  par  tout  nombre  entier  œ  du  corps  i;  les  fonctions  t 
satis£Edsant  à  cette  condition  déterminent  un  groupe  g^  dont  nous  dé- 
signerons l'ordre  par  r^^  et  que  nous  appellerons  groupe  d'inertie 
(Tràgheitsgruppe)  de  l'idéal  ));  à  ce  groupe  correspond  un  corps  h^  qui 
est  le  corps  d'inertie  de  cet  idéal;  ce  corps  est  le  plus  étendu  des  sous- 
corps  de  k  dont  la  différente  [n^  1]  est  première  à  p.  Le  corps  de 
décomposition  de  l'idéal  p  est  un  sous-corps  du  corps  d'inertie  de  ce 
même  idéal. 

3^)  Soient  enfin  t;  une  des  fonctions  rationnelles  de  la  suite 

jouissant  de  la  propriété  que  la  congruence 

vm^fD  (mod  p^ 


88)  D.  Hubert,  Nachr.  Ges.  GOtt.  1884,  p.  224. 
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Boit  satisfaite  par  tout  nombre  eoider  o  du  corps  k]  les  fonctions  v 
satisfaisant  à  cette  condition  déterminent  un  groape  g^  d'ordre  r,  que 
nons  appellerons  groupe  de  ramificoHon  (Vergweigungsgruppe)  de  l'idéal 
p;  à  ce  groupe  correspond  un  corps  Jc^  qui  est  le  corps  de  ramification 
de  cet  idéal. 

4^)  En  continuant  de  cette  façon  et  considérant  les  congruences 

de  la  forme 

wm  =  (o  (mod  )^y 

où  i  prend  les  valeurs  successives  croissantes  3^  4; . . .,  on  parvient  à  des 
groupes  de  ramification  et  des  corps  de  ramification  éC espèce  supérieure, 
A  l'aide  de  ces  notions  on  peut  se  rendre  compte  de  la  façon 
dont  s'effectue  la  décomposition  du  nombre  premier  naturel  p  dans  le 
corps  de  Galois  h.  Il  est  d'abord  décomposé  dans  le  corps  de  dé- 
composition Jc^  de  f)  sous  la  forme 

où  p,  est  un  idéal  premier  du  premier  degré  et  a  un  idéal  du  corps 
de  décomposition  qui  n'est  pas  divisible  par  f),. 

En  considérant  ensuite  le  corps  d'inertie  Ic^  dont  Tc^  est  un  sous- 
corps,  on  n'obtient  pas  une  décomposition  ultérieure  de  ))^,  mais  cet 
idéal  devient  dans  Tc^  un  idéal  premier  du  f^^^  <lcgré,  f  étant  le  degré 
de  p  dans  le  corps  de  Oalois  Je.  Si  ce  dernier  corps  Je  est  identique 
au  corps  de  décomposition  ou  au  corps  d'inertie,  la  décomposition 
ainsi  opérée  ne  peut  être  poussée  plus  loin. 

Dans  le  cas  contraire,  l'idéal  p^  se  sépare  dans  h  en  facteurs 
égaux;  d'abord  il  se  met  dans  le  corps  de  ramification  \  sous  la 
forme  de  la  puissance  d'un  idéal  premier  p^,  l'exposant  de  cette 
puissance  étant  un  diviseur  du  nombre  j>^  —  1  et  par  conséquent  non 
divisible  par  p.  Pour  que  la  décomposition  de  p^  soit  terminée  après 
cette  opération  il  faut  et  il  suffît  que  p  n'entre  pas  comme  facteur 
dans  le  degré  du  groupe  d'inertie,  et  dans  ce  cas  le  corps  Te  se  trouve 
être  identique  au  corps  de  ramification. 

Dans  le  cas  où  cela  n'a  pas  lieu,  la  décomposition  peut  être 
continuée  dans  les  corps  de  ramification  suivants  d'espèce  supérieure, 
de  telle  façon  que  l'idéal  p^  s'exprime  sous  la  forme  de  puissances 
d'idéaux  premiers,  les  exposants  de  ces  puissances  étant  des  nombres 
la  forme  p^^p^y . . .,  chacun  des  exposants  e^,  e,, . .  .  ne  dépassant  pas 
le  degré  f  de  l'idéal  premier  p. 

Parmi  les  propriétés  du  corps  de  Oalois  et  des  sous-corps  précé- 
dents, mentionnons  la  suivante  démontrée  par  D,  HUbert^):  le  corps  k^ 
de  décomposition  définit  un   anneau   ou   un   domaine   de   rationalité 
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dans  lequel  les  nombres  du  corps  de  Gkilois  h  s'expriment  avec  le 
seul  emploi  d'extractions  de  racines. 

H.  Wd)er^)  a  démontré  que  les  résultats  précédents  s'étendent 
sans  modification  essentielle  aux  corps  de  Oalois  relatifs. 

16.  Corps  cycliques  relatifis  de  degré  relatif  premier.  Soit  k 
un  corps  de  degré 

p  étant  un  nombre  premier;  supposons  qu'il  soit  cyclique  relatif  de 
degré  p  par  rapport  à  un  corps  h^  de  degré  m^,  et  soient 

les  substitutions  du  groupe  relatif  qui  lui  correspond. 

D.  Hilbert^)  introduit  la  notion  de  puissance  symbolique  d'un 
nombre  A  du  corps  A;  de  la  façon  suivante:  si 

^0»  ^;  •  •  •;  *p-i 
sont  des  nombres  entiers  rationnels  quelconques^  le  produit 

A^iSAy^iS'A)^  . . .  {8P-^Ayp-i 
est  désigné  d'une  manière  abrégée  par  le  symbole 

où 

cette  élévation  symbolique  de  A  h  Ia  puissance  F(S)  est  la  générali- 
sation de  celle  qu'a  introduite  L.  Kranecher^)  dans  le  cas  des  corps 
de  nombres  de  la  division  du  cercle. 

Soit  a  un  idéal  d'une  classe  C  du  corps  k]  la  classe  déterminée 
par  l'idéal  conjugué  relatif  S^a  sera  désignée  par 

les  classes 

/SG,  S*C,  ...,  5P-1C 

seront  dites  les  classes  conjuguées  relatives  de  (7;  la  classe  représentée 
par  l'expression 

G^{8cy^(8*cy^ . . .  (Sp-ic)«p-i  -  c'^w 

sera  dite  la  puissance  de  C  d'exposant  symbolique  F{S). 

34)  ^Lehrbnch  der  Algebra,  (2*  éd.)  2,  Brnnawick  1899,  p.  643  et  buIv.* 
86)  «Dans  le  cas  particulier  des  corps  quadratiques:  Nachr.  Ges.  GK^tt.  1898, 
p.  886;  dans  le  cas  général:  Acta  math.  26  (1902),  p.  99.  A  ces  trayaux  se  ratta- 
chent ceux  de  H.  Dôrrie,  Diss.  GOttingue  1898;  L.  W.  Beid^  Diss.  GOttingoe  1899; 
K.8.  HObert,  Diss.  GOttingae  1900;  G.  RUMe,  Diss.  Gdttingae  1901.** 

86)  Diss.  Berlin  1846,  §  18;  J.  reine  angew.  Math.  98  (1882),  p.  88;  Werke  1, 
Leipûg  1896,  p.  47. 
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Un  idéal  a  du  corps  cyclique  relatif  h  est  dit  un  idéal  ambigu 
s'il  reste  inyariable  par  l'opération  S  et  si  de  plus  il  ne  contient 
comme  facteur  aucun  idéal  du  corps  k^  différent  de  l'unité.  En  parti- 
culier un  idéal  premier  de  k  s'appelle  un  idéal  premier  ambigu  s'il 
reste  inyariable  par  l'opération  S  et  s'il  n'est  pas  lui-même  un  idéal 
de  k^.  Chaque  idéal  ambigu  est  un  produit  d'idéaux  premiers  ambigus; 
^l^ème  puissance  d'un  idéal  premier  ambigu  est  égale  à  la  norme  relative 
de  cet  idéal  et  constitue  un  idéal  premier  dans  le  corps  k^.  La  diffé- 
rente relative  du  corps  cyclique  relatif  k  contient  tous  les  idéaux 
premiers  ambigus,  et  ne  contient  que  ceux-là. 

Une  classe  d'idéaux  C  du  corps  k  s'appelle  une  classe  ambiguë  si 
eUe  est  égale  à  sa  conjuguée  relative  SC]  la  puissance  symbolique 
d'une  telle  classe  d'exposant  l  —  Sy  de  même  que  sa  puissance  réelle 
d'exposant  p,  est  une  classe  de  k  jouissant  toujours  de  cette  propriété 
que  parmi  ses  idéaux  il  y  en  a  sûrement  un  ou  plusieurs  qui  sont 
en  même  temps  idéaux  du  corps  k^. 

D.  HUbert  considère  le  système  de  toutes  les  classes  de  la  forme  Cq  C, 
où  C  représente  une  classe  arbitrairement  choisie  de  k  et  où  C^  représente 
successivement  chacune  des  classes  du  corps  k^,  et  il  appelle  ce  système 
un  complexe  du  corps  k]  le  complexe  constitué  par  toutes  les  classes  Cq 
du  corps  k^  s'appelle  le  complexe  principal  de  k  et  est  représenté  par  1. 

Soient  P  et  P'  deux  complexes  quelconques;  les  produits  obtenus 
en  multipliant  une  classe  de  P  par  une  classe  de  P'  de  toutes  les 
manières  possibles  forment  les  classes  d'un  complexe  et  ce  complexe 
est  appelé  le  produit  de  P  par  P';  il  est  représenté  par  PP\ 

Si  un  complexe  P  est  défini  par  une  classe  C,  le  complexe  défini 
par  la  classe  SC  conji^ée  relative  de  la  première  est  appelé  le  com- 
plexe conjugué  relatif  de  P  et  est  désigné  par  S  P.  Si  P  est  iden- 
tique à  SPy  il  s'appelle  complexe  ambigu]  sa  puissance  symbolique 
d'exposant  1  •—  S^  de  même  que  sa  puissance  ordinaire  d'exposant  p, 
est  identique  au  complexe  principal. 

Mentionnons  encore  les  résultats  suivants  obtenus  par  D.  HHhert 
en  ce  qui  concerne  les  corps  cycliques  relatifs  de  degré  relatif  premier  p 
impair. 

Si  un  tel  corps  a  sa  différente  relative  à  k^  égale  à  l'unité^  il  y  a 
toujours  dans  le  corp  k^  un  idéal  a  qui  n'est  pas  un  idéal  principal  de 
ce  corps,  mais  qui  est  im  idéal  principal  du  corps  k\  la  y^*  puissance 
de  cet  idéal  est  nécessairement  un  idéal  principal  iià  \j  et  de  plus 
le  nombre  de  classes  de  k^  est  divisible  par  p. 

Ces  r^ultats  sont  encore  vrais  pour  p  »  2^  à  la  condition  toute- 
fois que,  parmi  les  2m^  corps  conjugués  absolus  définis  par  ky  il  y 
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ait  exactement  deux  fois  plus  de  corps  réels  que  parmi  les  m^  corps 
conjuguas  définis  par  k^. 

Nous  examinerons  plus  loin  deux  cas  particuliers  de  corps  cycliques 
relatifs,  Tun  étudié  ^bt  E.E,Kummer\ji^  31  etsuiy.],  en  supposant  que  i^ 
est  le  corps  des  racines  ]^^^  de  l'unité,  l'autre  par  D.  RUbert  [n***  19 
et  31]  et  se  rapportant  aux  corps  quadratiques  relatifs  à  un  corps 
quelconque  Ic^. 

17.  Corps  de  olasses  d'un  corps  fini  quelconque.  Les  considé- 
rations précédentes  conduisent  à  une  théorie  des  corps  de  classes. 
Les  points  principaux  de  cette  théorie,  qui  est  une  généralisation  de  la 
multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques  développée  par  X.  Kro- 
necker  et  H.  Wéber  [cf.  1 19],  ont  été  établis  par  D.  HUbert^^  [1 10,  64]. 

Soit  k  un  corps  fini  quelconque,  et  h^  le  nombre  des  classes 
d'idéaux  de  ce  corps  au  sens  rigoureux  du  mot  [n°  11];  on  dit  qu'un 
corps  K  abélien  relatif  à  k  est  non  ramifie  (unvereweigt)  si  son  dis- 
criminant relatif  à  k  est  égal  à  l'unité  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  s'il  n'existe  dans  k  aucun  idéal  premier  divisible  par  le  carré 
d'un  idéal  premier  de  K\  on  peut  énoncer  les  résultats  suivants: 

Quel  que  soit  le  corps  A;,  il  existe  toujours  un  corps  abélien 
relatif  à  kj  non  ramifié,  et  de  degré  relatif  égal  à  A^:  ce  corps,  que 
nous  désignerons  par 

s'appelle  le  corps  de  classes  de  A;;  il  contient  comme  sous-corps  tous 
les  corps  abéliens  relatifs  à  A;  et  non  ramifiés. 

A  ce  corps  de  classes  correspond  un  groupe  abélien  relatif;  ce 
groupe  est  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  abélien  déterminé 
par  la  composition  des  classes  d'idéaux  de  k. 

Tous  les  idéaux  premiers  p  du  corps  k  appartenant  à  une  même 
classe  d'idéaux  de  ce  corps  au  sens  restreint  subissent  dans  le  corps 
de  classes  KQc)  la  même  décomposition  en  idéaux  premiers  de  ce  corps; 
il  en  résulte  que  la  décomposition  d'un  idéal  premier  p  du  corps  k 
dans  le  corps  KQc)  ne  dépend  que  de  la  classe  (au  sens  rigoureux)  à 
laquelle  appartient  cet  idéal  premier. 

Un  nombre  entier  A  du  corps  de  classes  KQc)  s'appelle  un  ambigu 
de  ce  corps  s'il  satisfait  aux  deux  conditions  suivantes: 

1^)  n  est  totalement  positif,  c'est-à-dire  que  ridéaU.0  déterminé  par 
A  appartient  aussi  à  la  classe  principale  du  corps  KQc)  au  sens  restreint; 

2^)  chaque  nombre  conjugué  relatif  de  A  ne  diffère  de  A  que 
par  un  facteur  qui  est  une  unité  du  corps  KQc). 

37)  Nftohr.  Ges.  GOtt.  1898,  p.  870. 
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En  particulier  un  ambigu  sera  appelé  un  ambigu  pretnier  s'il  ne 
se  laisse  pas  mettre  sous  la  forme  du  produit  de  deux  ambigus,  à 
moins  que  l'un  de  ces  ambigus  ne  soit  une  unité. 

A  chaque  ambigu  du  corps  de  classes  K(]c)  correspond  un  idéal 
dn  corps  h  y  et  réciproquement  à  chaque  idéal  de  le  correspond  un 
ambigu  de  K{k)\  cet  ambigu,  qui  est  déterminé  par  l'idéal  à  un 
facteur  unité  près,  est  dit  représenter  l'idéal. 

Chaque  ambigu  du  corps  de  classes  KQc)  est  par  suite  décom- 
posable  en  un  produit  d'ambigus  premiers,  et  cette  décomposition  est 
possible  d'une  seule  manière  si  l'on  fait  abstraction  de  facteurs  unités. 

^Ges  théorèmes  ont  été  établis  par  B.  HUbert  dans  le  cas  où  i 
et  tous  ses  conjugués  sont  imaginaires  et  où  le  nombre  de  classes 
de  h  est  égal  à  deux  [n^  19].  Ph.  Furtwàngler  a  complété  la  méthode 
de  D.  HSbert]  il  a  démontré  l'existence  du  corps  des  classes  dans  le 
cas  général^).  Le  corps  des  classes  est  l'unique  corps  relatif  abélien 
non  ramifié. 

Ph.  Fwrtwàngler^^  a  aussi  démontré  que  la  décomposition  d'un 
idéal  de  h  dans  le  corps  de  classes  ne  dépend  que  de  la  classe.* 

18.  Corps  quadratiques.  ^Un  corps  quadratique  Te  est  défini  par 
une  équation 

f{x)  -  aa;*  +  6rc  +  c  -  0 

à  coefficients  rationnels  entiers.   Si  l'on  pose 

où  <I  est  un  nombre  rationnel  entier  sans  facteur  carré,  les  nombres 
du  corps  le  sont  les  mêmes  que  ceux  du  corps  défini  par  ]/ê^  et  sont 
de  la  forme  p  +  gVrf,  où  p  et  g  sont  rationnels. 

Dans  le  cas  où  d  =  2  ou  3  (mod  4),  les  entiers  du  corps  le  sont 
les  nombres  du  module  de  base  (l,  V^),  et  le  discriminant  est  égal 
à  Ad.   Si  au  contraire  d^l  (mod.  4),  les  entiers  du  corps  h  sont  les 

nombres  du  module  de  base  (  1,  — -'^— -  )  et  le  discriminant  est  égal  à  rf. 

En  particulier  si  c2«--  1,  la  base  est  (1,  %)  et  le  discriminant 
est  —4;  si  rf  =  — 3,  la  base  est  (1,  p),  p  étant  une  racine  cubique 
imaginaire  de  l'unité,  et  le  discriminant  est  égal  à  —  3. 

Le  nombre  fondamental  du  corps  est 


1 

(D   1 

A- 

1 

«,' 

88}  «Math.  Ann.  68  (1907),  p.  1." 

89)  «Nachr.  Gee.  Gôtt.  1911,  p.  298  (Texte  et  notes  88  et  89  de  R.  Fuetery 
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OÙ  (D  est  suivant  les  cas  égal  au  nombre  Yd  ou  à  '^'^  7  et  où  œ' 
est  le  conjugué  de  cd;  A  a  pour  valeur  4d  lorsque  d  =  2  ou  3  (mod  4) 
et  pour  valeur  d  lorsque  d  =  1  (mod  4);  dans  tous  les  cas, 

A  =  0  ou  1  (mod  4); 

il  ne  peut  pas  être  égal  à±lnià±2;le  nombre  fondamental  qui 
a  la  plus  petite  valeur  absolue  est  A  »  —  3. 

Il  existe  une  différence  considérable  entre  les  corps  imaginaires 
et  les  corps  réels.  Un  corps  imaginaire  n'a  comme  unités  que  les 
nombres  ±  1;  il  y  a  toutefois  exception  pour  les  corps  i()/—  l)  et 
A;(/—  3)  qui  possèdent  en  outre  comme  unités,  le  premier  les  nom- 
bres ±y—  1,  et  le  second  les  nombres  ± —-Ïy"" •  Un  corps  réel 
a  une  infinité  d'unités;  parmi  eUes  il  j  a  une  racine  fondamentale  e^ 
[p?  3]  telle  que  toute  autre  unité  soit  de  la  forme  +  6^%  a^  étant 
un  nombre  rationnel  entier  positif  ou  négatif. 

En  ce  qui  concerne  la  décomposition  des  nombres  en  idéaux 
premiers  dans  un  corps  quadratique,  on  a  les  résultats  suivants: 

Pour  qu'un  nombre  premier  naturel  p  soit  égal  au  carré  d'un 
idéal  premier,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  divise  le  nombre  fondamental  ^. 
Lorsque  cela  n'a  pas  lieu,  deux  cas  sont  à  distinguer:  1°)  si  d  est 
reste  quadratique  de  p  (ou  A  de  4p),  p  est  le  produit  de  deux  idéaux 
premiers  conjugués  qui  sont  du  premier  degré;  2^)  si  d  n'est  pas  reste 
quadratique  de  j?,  le  nombre  p  n'est  pas  décomposable  et  est  on 
nombre  premier  dans  le  corps  quadratique. 

La  théorie  des  corps  quadratiques  se  rattache  aux  recherches  de 
C.  F,  Gauss,  de  G.  Le^eune  Dirichlet  et  de  L,  Kronecker  et  a  des 
liens  étroits  avec  la  théorie  des  formes  quadratiques^®).  Une  repré- 
sentation géométrique  des  idéaux  se  rattache  à  la  représentation  géo- 
métrique de  ces  formes**).* 

19.  Corps  quadratiques  et  abéliens  relatifs.  Si  les  coefficients 
a,by  c  de  l'équation 

f(x)  ^ax^+bx  +  C'^O 

font  partie  d'un  corps  Je,  les  racines  de  cette  équation  définissent  un 
corps  quadratique  relatif  à  i;  la  théorie  d'un  tel  corps  a  été  dére- 

40)  »Cf.  I  16,  n"»  18  et  suiv.;  I  10,  n"  54. 

La  théorie  des  corps  quadratiques  a  été  exposée  en  détail  par  J.  Sommer, 
Vorlesungen  ûber  Zahlentheorie,  Leipzig  1907;  trad.  par  A.  Lévy^  Indrodnction  à 
la  théorie  des  nombres  algébriques,  Paris  1911.  On  trouvera  en  particulier 
[p.  197;  trad.  p.  205]  la  correspondance  entre  les  corps  et  les  formes  quadratiques.* 

41)  ^Cf.  1 16,  24  et  /.  Sommer,  Zablenth.»»),  p.  220;  trad.  p.  229.* 
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loppée  par  D.  Hilbert^^]  il  a  employé  des  méthodes  qui  se  généralisent 
facilement  et  s'adaptent  à  l'étude  des  corps  abéliens  relatifs  de  degré 
relatif  qneleonqne. 

Pour  mettre  en  éridence  les  propriétés  des  corps  quadratiques 
relatifs,  nous  considérerons  nn  corps  k  possédant  cette  propriété  que 
le  nombre  h  des  classes  d'idéaux  au  sens  absolu  soit  égal  à  2,  et  que 
le  nombre  h^  des  classes  au  sens  restremt  soit  également  ^;al  à  2. 
Le  corps  de  classes  KQc)  est  alors  quadratique  relatif  et  possède  les 
propriétés  suiyantes: 

1®)  Le  corps  de  classes  K(]c)  est  non  ramifié  par  rapport  à  hy  c'est- 
à-dire  qu'il  a  son  discriminant  relatif  à  k  égal  à  l'unité.  2^)  Le 
nombre  H  des  classes  de  ce  corps  K{Tc)y  aussi  bien  au  sens  restreint 
qu'au  sens  ordinaire,  est  impair.  3^)  Les  idéaux  premiers  du  corps  ky 
qui  sont  en  même  temps  idéaux  principaux  de  ce  corps,  se  décom- 
posent dans  le  corps  KQc)  en  un  produit  de  deux  idéaux  premiers; 
les  idéaux  premiers  du  corps  k  qni  ne  sont  pas  idéaux  principaux  de 
ce  corps  restent  idéaux  premiers  dans  le  corps  K{lc)y  et  ils  deviennent 
dans  ce  corps  des  idéaux  principaux. 

En  supposant  que  le  corps  k  remplisse  les  conditions  imposées, 
chacune  des  trois  propriétés  dont  nous  venons  de  parler  suffit  pour 
caractériser  le  corps  de  classes  K{]c)  d'une  manière  unique. 

H.  Wéber*^  a  étudié  les  corps  supérieurs  qui  se  rattachent  à  un 
corps  quadratique  imaginaire;  le  premier  d'entre  eux  est  le  corps  de 
classes  de  la  multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques;  son 
groupe  de  Galois  est  isomorphe  au  groupe  des  classes  d'idéaux  dans 
le  corps  quadratique;  on  peut  former  de  cette  façon  des  corps  que 
H.  Wéber  appelle  corps  d'ardre  {Ordnungslôrper)]  ils  ont  des  liens 
étroits  avec  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  des  fonctions 
elliptiques;  ce  sont  des  corps  abéliens  relatifs  à  des  corps  quadratiques. 

Sur  chacun  de  ces  corps  d'ordre  se  greffent  des  corps  supérieurs 
qui  sont  abéliens  relatifs,  et  qui  se  rattachent  à  la  division  des  fonc- 
tions elliptiques  avec  un  module  singulier:  le  diviseur  peut  être  un 
idéal  quelconque  du  corps  quadratique. 

^  ces  recherches  se  rattachent  les  travaux  de  jR,  Ftieter^)  sur 
les  corps  de  classes  et  la  multiplication  complexe. 

42)  D.HUbert,  Nachr.  Ges.  Gôtt.  1898,  p.  870;  Math.  Ann.  61  (1899),  p.  1; 
Jahresb.  deutseh.  Math.-yer.  6^  (,1897),  éd.  Leipzig  1899,  p.  88;  Acta  math.  26 
(1902),  p.  99. 

48)  Lehrbuch  der  Algebra,  (2*  éd.)  3,  Leipzig  1908,  p.  418/28,  485/9;  Math. 
Ann.  48  (1897),  p.  438  [1896];  49  (1897),  p.  83;  60  (1898),  p.  1  [1897]. 

44)  ^B,  Fueter,  J.  reine  angew.  Math.  130  (1906),  p.  197." 
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L.  Krtmecker^^)  ayait  pressenti  dans  son  ^^rêye  de  jeunesse^  que 
le  discrûninant  relatif  dn  corps  de  classes  de  la  multiplication  com- 
plexe par  rapport  à  l'anneau  correspondant  [n°  13]  ne  peut  contenir 
que  les  facteurs  premiers  idéaux  du  conducteur  de  cet  anneau ,  et  en 
outre  il  avait  annonce  que  toute  équation  algébrique  dont  le  groupe 
relatif  à  un  corps  quadratique  imaginaire  est  un  groupe  abélien,  peut 
être  résolue  à  Faide  des  racines  de  Tunité  et  des  racines  des  équations 
de  la  multiplication  complexe. 

iZ.  Fœter  a  démontré  ces  résultats  et  les  a  généralisés,  en  utili- 
sant la  notion  de  rayon  de  nombres  (Zahlstrahl)  [n^  18]  sous  la  forme 
suiTante: 

Soit  K  un  corps  abélien  relatif  à  un  corps  k,  n  son  degré  relatif  et 
G  son  groupe  relatif.  Si  Ton  forme  dans  k  le  rayon  dont  le  conducteur 
contient  tous  les  idéaux  premiers  différents  entrant  comme  facteurs 
dans  le  discriminant  relatif  de  K  par  rapport  à  A;,  il  y  a  dans  ce 
rayon  n  classes  de  rayons  dont  le  groupe  abélien  est  isomorphe  à  G. 

Si  l'on  forme  de  même  dans  K  le  rayon  dont  le  conducteur  con- 
tient tous  les  idéaux  premiers  différents  entrant  comme  facteurs  dans 
le  discriminant  relatif  de  K  par  rapport  à  k,  toutes  les  n  classes  de 
rayon  précédentes  deyiennent  classes  principales  de  rayon  dans  ce 
rayon  de  K.* 

Les  classes  d'idéaux  dans  un  corps  quadratique  relatif  se  rangent 
en  groupes  désignés  sous  le  nom  de  genres  de  la  façon  suivante:  à 
chaque  idéal  on  fait  correspondre  un  ensemble  de  caractères  qui  sont 
^aux  à  +  1  ou  —  1;  on  peut  établir  cette  correspondance  de  {atjon 
que  tous  les  idéaux  d'une  même  classe  aient  les  mêmes  caractères. 
Ces  caractères  ne  sont  pas  arbitraires ,  et  leur  produit  doit  être  égal 
à  +  1*)  cette  condition  est  du  reste  sufRsante^  et  on  en  conclut  que 
si  r  est  le  nombre  des  caractères,  il  existe  2^'^  ensembles  possibles. 

A  chaque  ensemble  correspondent  les  idéaux  d'une  ou  de  plusieurs 
classes  formant  un  genre;  le  nombre  des  genres  est  donc  égal  à  2''"^ 
De  là  découlent  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  possi- 
bilité de  résoudre  des  équations  de  Diophante  du  second  degré  à  trois 
variables  dont  les  coefficients  appartiennent  à  un  corps  donné  k. 

Mentionnons  encore  conune  application  de  la  théorie  des  corps 
quadratiques  relatifs  une  généralisation  de  théorèmes  connus  sur  les 
formes  quadratiques  à  plusieurs  variables  et  à  coefficients  rationnels; 
des  théorèmes  analogues  peuvent  être  démontrés  dans  le  cas  où  les 
coefficients  de  ces  formes  sont  des  nombres  algébriques  d'un  corps  k 


45)  *MonatBb.  Akad.  Berlin  1877,  p.  846.* 
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En  particulier  D.  HUbert^)  a  généralisé  un  théorème  de  Fermât  sur 
la  décomposition  d'tin  nombre  en  carrés  [I  16,  n°*  21  et  37];  il  a 
montré  que  tout  nombre  totalement  positif  [n^  11]  d'un  corps  quel- 
conque peut  toujours  être  décomposé  en  une  somme  de  quatre  carrés 
de  nombres  de  ce  corps. 

D.  HUbert^'^  a  fait  une  application  de  ce  théorème  à  la  question 
suivante:  un  problème  de  construction  géométrique  élémentaire  [UIl] 
peut- il  être  résolu  par  le  tracé  de  droites  et  la  déterminajbion  de  s^- 
ments  congruents  à  un  segment  donné,  sans  exiger  la  détermination 
des  points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'un  cercle  quelconque? 

Nous  examinerons  plus  loin  l'application  de  la  théorie  des  corps 
quadratiques  relatifs  aux  lois  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques 
ou  biquadratiques  [n°'  32  et 


Corps  de  la  diTision  du  eercle. 
20.   Cas  d*un  exposant  premier.    Soit  p  un   nombre  premier 
absolu;  les  racines  ff^*^  de  l'unité,  autres  que  le  nombre  1,  sont  les 
racines  de  l'équation 

f{^)  -  ?^  -  xP'^+a^-'^+  . . .  +  rc  +  1  =  0. 

Su  ~"~*  JL 

Cette  équation  est  in'éductible^^,  et  ses  racines  sont  égales  à 

_,  _,  iihn 

cos  — -  +  t  sm  —  mm  e  P         (A  =  1,  2, . . ., |)  —  1); 

elles  sont  toutes  primitives  et  chacune  d'elles  reproduit  toutes  les 
autres  quand  on  l'élève  aux  puissances  successives  d'exposant  1, 2, . .  .,|) — 1. 
^Ces  exposants  peuvent  être  représentés  par  les  restes  (mod  p)  des 
puissances  successives  d'une  racine  primitive  pour  le  nombre  p,  ou  par 
ces  puissances  elles-mêmes;  si ^  est  une  telle  racine  primitive,  les  nombres 

ont  des  restes  différents  (mod^);  si  l'on  a 
*  /=  h  (mod  p), 

46)  Nachr.  Ges.  G0tt.  1898,  p.  870. 

47)  Orandlagen  der  Géométrie,  (l**  éd.)  Festschrift  znr  Feier  der  Ënthnllung 
des  GranBs-Weber-Denkmals  za  Gdttingen,  Leipzig  1899,  p.  78;  (2*  éd.)  Leipzig 
1908;  (8*  éd.)  Leipzig  1909,  p.  107;  trad.  par  L,  Latigel,  Ann.  Éc.  Norm.  (3)  17 
(1900),  p.  193,  où  est  discutée  la  possibilité  d'une  construction  par  la  règle  et 
le  transporteor  de  segments. 

48)  CF.  Gau88^  Disquisitiones  arithmeticae,  Leipzig  1801,  n*"  841;  trad.  A. 
C^,  M.  FùtêOet-Ddisle,  Recherches  arithmétiques,  Paris  1807;  Werke  1,  GOttingne 
1870,  p.  417;  Th.  Schônemann,  J.  reine  angew.  Math.  82  (1846),  p.  100;  L.  Kra- 
neeker  id.  29  (1845),  p.  280;  J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (18Ô6),  p.  899;  Werke  1, 
Leipzig  1896,  p.  8,  101. 


Digitized  by  VjOOQIC 


426  I>-  HUbert.    I  18.    Corps  de  nombres  algébriques.    J7.  Voçt. 

on  dit  qae  Te  est  l'indice  de  h^  et  l'on  écrit 

h  »  ind  h. 
Nous  considérerons  en  particulier  la  racine 

obtenue  en  faisant  %  »  1,  et  nous  désignerons  par 

les  j7  —  1  racines  de  Téquation,  Ij^  étant  celle  qui  correspond  kh^^j 

Uhn 

et  qui  est  égale  à  «  ^  .* 

Le  corps  A; (g)  est  identique  à  ses  conjugués;  il  est  abélien  et 
cyclique,  le  groupe  correspondant  étant  formé  de  la  substitution  (1,  £^) 
et  de  ses  puissances;  le  degré  de  ce  corps  est^  — 1;  les  nombres 

en  forment  une  base;  le  discriminant  du  corps  est 

rf-(-l)  8  pP'K 
Chaque  racine  est  une  unité;  les  nombres  réels 

ainsi  que  leurs  produits  et  leurs  quotients,  sont  aussi  des  unités. 
Toute  unité  du  corps  A;(|)  est  le  produit  d'une  racine  de  l'unité  de 
ce  corps  par  une  unité  réelle  de  ce  même  corps  ^*). 

21.  Périodes.  Bésolvante  de  Lagrange.  Sommes  de  Gkmss.  ^Les 
fonctions  les  plus  importantes  du  corps  A;(|)  sont  les  suivantes:  soit 

une  décomposition  de  j?  —  1  en  deux  facteurs  quelconques  premiers 
ou  non;  les  sommes 

%     =-  Ço     +  £#       +  Êj,     H +  5(/-i),, 

^1    —El    +  ç,+i  +  lî^+i  +  •  •  •  +  6(/-i)«+i  > 


sont  appelées  périodes;   eUes   restent  invariables  par  la  substitution 

(ilO 

49)  L.  Kronecker,  J.  reine  angew.  Math.  68  (1867),  p,  176;  Werke  1,  Leipzig 
1896,  p.  108.  Sni  les  unités  voir  encore  X.  Kronecker,  Diss.  Berlin  1846;  J.  reine 
angew.  Math.  98  (1882),  p.  108;  Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  6;  E,  E,  K%mmer^  J. 
math,  pures  appl.  (1)  12  (1847),  p.  186,  147;  (l)  16  (1861),  p.  877. 
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et  ses  poissanees;  les  subsidtutions  du  groupe  cyclique  correspondant 
au  groupe  h(JQ  produisent  sur  les  périodes  des  substitutions  circulaires; 
ces  substitutions  forment  un  groupe  cyclique  d'ordre  e. 

Les  périodes  sont  les  racines  d'une  équation  algébrique  de  degré  e 
à  coefficients  entiers,  irréductible  dans  le  domaine  91;  le  corps  défini 
par  Tune  quelconque  d'entre  elles  est  un  corps  abélien.  Toute  fonc- 
tion invariante  par  la  substitution 

et  ses  puissances  s'exprime  linéairement  au  moyen  des  périodes 

%>  Vu  '  •  •;  Ve-l 
avec  des  coefficients  rationnels;   on  en  conclut  que  ces  périodes  for- 
ment une  base  du  corps  déterminé  par  Tune  quelconque  d'entre  elles 
ou  par  iy  =  TJQ, 

Le  calcul  des  périodes  et  plus  généralement  la  résolution  de 
l'équation 

fix)  =  0 

se  ramènent  à  la  détermination  des  racines  de  l'unité  d'indice  inférieur 
à  j7,  et  à  l'extraction  de  racines  d'indice  e.  C.  JP.  Gauss  l'avait  déjà 
remarqué.*  On  utilise  pour  cela  une  méthode  qui  convient  à  la 
résolution  des  équations  abéliennes,  et  qui  consiste  dans  Temploi  d'une 
fonction  appelée  résolvante  de  Lagrange  ou  nombre  radical  (  WwrgeleaM)  ^). 
Soit  a  une  racine  primitive  de  l'unité  d'indice  e\  nous  choisirons 
particulièrement 

a  «■  f-^,  où  e  ^  e**"^; 
an  appelle  résolvante  la  fonction 

(a\  I)  «  5,+  a^g,+  a«^g,+  . . .  +  a^-^)%^,, 

où  l'exposant  k  peut  prendre  une  quelconque  des  valeurs  1,  2, . . .,  e—  1. 
^On  peut  encore  écrire  cette  fonction 

{<  I)  -  %  +  «'^1  +  «''^2  +  •  •  •  +  «(^"'^'^.-1 . 

C'est  ïin  nombre  du  corps  A;  (a,  iy)  jouissant  des  propriétés  exprimées 
par  les  équations  suivantes: 


60)  ^J.  L.  Lagrange  [Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin  2  (1771),  éd.  1778,  p.  163; 
Œuvres  8,  Paris  1869,  p.  831]  a  considéré  le  premier  cette  fonction.  Une  étude  ap- 
profondie en  a  été  faite,  surtout  en  vue  des  applications  à  la  théorie  des  nombres, 
par  A.  L.  Cau^,  Bull.  se.  math.  astr.  phjs.  chim.  12  (1829),  p.  206;  Mém.  Acad.  se. 
Institut  France  (2)  17  (1840),  p.  249  [1830];  Œuvres  (1)  3,  Paris  1911,  p.  6.* 
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le  second  membre  est  un  nombre  dn  corps  k{a)]  dans  le  cas  parti- 
culier où  (l'^lf  on  le  désigne  par 

2»)  K1^)(«-^^)=(-ly'l), 

on  en  conclut  que  Ton  a 

7\  étant  une  fonction  du  corps  1c{a),  et  que  (a,  17)  s'obtient  en  ex- 
trayant la  racine  d'indice  e  de  cette  fonction  T^;  les  autres  résolvantes 
(a^y  rf)  se  déduisent  de  la  première  en  utilisant  la  troisième  propriété;  elles 
renferment  le  seul  radical  YT^, 

Lorsqu'on  connaît  les  valeurs  des  fonctions  résolvantes^  on  en 
déduit  les  périodes  elles-mêmes  par  les  relations 

(i«l,2,..,,i)-l); 

si  l'on  fait  en  particulier  e^ p—  1,  les  périodes  17^  ne  sont  autres 
que  les  racines  g  de  l'équation  f(x)  =  0^^). 

Les  fonctions  ^(a)  ont  fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux^*); 
on  a  en  particulier  les  relations 

txip^l  ^  ^A^)f  ^^    XA'=  1  (mod  e), 

^^(a)   ^  (-  iyil;^„(a),     si     X  +  X''=-l  (mod  é), 

elles  permettent  de  ramener  le  calcul  des  fonctions  ^(a)  à  celui  d'un 
petit  nombre  d'entre  elles.  C.  G,  J.  Jdcobi  avait  tenté  de  réduire,  dans 
le  cas  de  e  premier  absolu,  le  calcul  des  fonctions  tlfj^{a)  à  celui  des 
valeurs  conjuguées  d'une  même  fonction  ^,  par  exemple  à  celui  de 

51)  4,Poar  la  résolution  de  Téquation  binôme  à  Taide  des  fonctions  'V(a)» 
cf.  O.  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  269;  V.  A.  Lébesgue,  J. 
math,  pures  appl.  (1)  19  (1854),  p.  289.* 

62)  ^A,  L.  Cauchy^"^,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  9  (1839),  p.  619;  Œuvres  (1)  4, 
Paris  1884,  p.  606;  C.  G.  J,  Jacobi,  Ber.  Akad.  Berlin  18S7,  p.  127;  J.  xeine 
angew.  Math.  30  (1846),  p.  166;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  254;  F.  A,  Lebeggue^ 
J.  math,  pures  appl.  (1)  19  (1854),  p.  289;  K.  Schwering,  J.  reine  angew.  Math.  93 
(1882),  p.  884;  X.  Kranecker,  id.  p.  888.* 
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^i(a),  ^i{a^y  . . .;  il  y  est  parvenu  jusqu'à  c  — 23,  mais  les  recherches 
de  L.  Kronecker^^  ont  fait  prévoir  que  ce  procédé  n-est  pas  valable  pour 
toutes  les  valeurs  de  e^  et  ce  fait  négatif  a  été  établi  par  K.  Schwering 
en  étudiant  le  cas  du  nombre  107  ^'). 

Dans  le  cas  particulier  où  e  =»  2,  il  existe  deux  périodes  de 
^T"     termes 

les  exposants  de  §  dans  A  sont  les  résidus  quadratiques  de^,  et  dans  B 
ils  sont  les  non  résidus  quadratiques  compris  dans  la  suite  1, 2, . . .,  j?  —  1. 
Ces  deux  sommes,  connues  sous  le  nom  de  sommes  de  Gauss,  sont  telles 
que  Ton  a  

A  +  B^^l,    A-B^±V{--iy~^p, 

ce  qui  permet  de  les  calculer  quand  on  connaît  le  signe  à  donner 
au  radical 

Le  calcul  effectif  de  ce  signe  a  présenté  de  grandes  difficultés 

qui  ont  été  levées  par  C.  F.  Gauss^)]  si  J  —  c  ^    ,  on  a 

h 

et  l'on  en  déduit 

A-B^  (1)}^    si    p^l(mod4), 

A-B^i{^-)Y^    si    i)  =  3(mod4), 

C—j  étant  le  symbole  de  Legendre,  égal  à  +  1  ou  à  —  1  stiivant  que 
i  est  résidu  ou  non  résidu  quadratique  de  p.* 

22.  Idéaux  du  corps  de  la  division  du  cercle.  Dans  le  corps 
A:(6)  défini  par  une  racine  p^^^  de  l'unité,  p  étant  premier,  le  nombre 
1  —  £  est  un  idéal  premier  du  premier  degré,  et  le  nombre  p  est  égal 
à  la  puissance  (p  —  l)**»'*  de  cet  idéal. 

Tout  nombre  premier  absolu  q  différent  de  p  est  décomposable 
dans  le  corps  h(^)  en  idéaux  premiers  de  la  manière  suivante  ^^): 

63)  ^K,  St^wering,  Acta  math.  11  (1887/8),  p.  119.* 

64)  ^C.F.  Gauss,  Commentât.  Soc.  Oott.  récent.  1  (1808/11),  éd.  G($ttingae 
1811,  math.  mém.  n''2;  Werke  2,  GOttingne  1876,  p.  11;  G.  Lejeune  DiricMet,  J. 
reme  angew.  Math.  17  (1887),  p.  286;  Werke  1,  Berlin  1889,  p.  848;  L.  Kronecker, 
J.  math,  pures  appl.  (2)  1  (1866),  p.  892.* 

66)  E.  E.  Kwmmer,  J.  reine  angew.  Math.  86  (1847),  p.  827;  «JP.  Mertens, 
8itzg8b.  Akad.  Wien  114  !!•  (1906),  p.  1359.* 
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Soit  f  Texposant  auquel  appartient  q  pour  le  moàp,  c'est-à-dire 
le  plus  petit  exposant  tel  que  q^^l(modp);  si  p^-l^ef^  le  nombre 
q  est  décomposable  en  un  produit  de  e  idéaux  premiers,  chacun  de 
degré  f. 

Les  résolyantes  de  Lagrange  sont  décomposables  en  idéaux  premiers. 
Si  e  est  un  nombre  premier  absolu  diviseur  de  p  —  Ij  la  puissance 
^ème  ^Q  i^  résolvante  («,  rf)^  c'est-à-dire  la  quantité 

(«,^)'-(-iyi>*i  («>»(«)•.-, 

est  décomposable  dans  le  corps  A;  (a)  sous  forme  de  la  puissance  d'un 
idéal  premier  p  de  ce  corps,  cet  idéal  étant  défini  par  le  module 

L'exposant  de  cet  idéal  est  la  fonction  symbolique  [n^  16J 
F{S)  =  fo  +  r.,S  +  r_,S»+  •  •  •  +  r^.^^S'-^ 

r  étant  une  racine  primitive  pour  le  nombre  6]  r_^  désigne  le  plus  petit 
nombre  entier  positif  congru  à  la  puissance  ir*  suivant  le  module  e^ 
et  S  désigne  la  substitution  (a,  oT). 

Envisageons  la  résolvante  {a,  17);  on  a 
(a,  i7)  =  l  (modpo), 

pQ  représentant  l'idéal  du  premier  degré  1  —  S;  cette  résolvante  a  en 
outre  la  propriété  d'avoir  sa  valeur  absolue  égale  à  |]/i>j. 

Les  propriétés  que  nous  avons  indiquées  pour  la  résolvante  (a,  rf) 
la  déterminent  à  un  facteur  près;  c'est-à-dire  qu'un  nombre  entier  du 
corps  composé  de  ft(^)  et  de  k(a)  jouissant  de  ces  propriétés  ne  diffère 
de  la  résolvante  (oy  ri)  que  par  un  facteur  unité,  qui  est  une  racine 
e****  de  l'unité;  pour  déterminer  effectivement  ce  facteur,  il  fiiut  poser 

et  chercher  dans  lequel  des  intervalles 

0^*<1,   l<ft<2,...,  e-l<k<e 
se  trouve  le  nombre  k  défini  par  l'égalité  précédente. 

23.  Oas  d*an  exposant  queloonqne.  Indioes.  Coxpe  et  sooe- 
oorpe.  Soit  m  un  nombre  composé  dont  nous  désignons  les  facteurs 
premiers  impairs  par  Pi,Piy  •  -]  nous  pouvons  l'écrire  sous  la  forme 

m  —  ^^Px'^Pi* . . . 
Les  racines  primitives  m^^^**  de  l'unité  sont  les  nombres 

L  -«  cos h  »  sm —  c  "•  , 
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OÙ  h  prend  toutes  les  Taleurs  n  inférieures  à  m  et  premières  avec  m, 
ou  bien  un  système  de  valeurs  congrues  (modm)  à  ces  nombres  n; 
leur  nombre  est  égal  à  la  quantité  tp  (m)  définie  par  l'équation 

9.(m)-.2^-»pr^(l,^-l)i,r'(A-l)-.- 
*Dans  le  cas  particulier  où  Jl  »  0^  on  remplacera  2^~^  par  Funité. 
Ces  racines  primitives  sont  les  racines  de  Téquatton 

IIq  représente  la  fonction  af"  —  1  ;  11^  représente  le  produit  des  fonctions 

m 

x^  —  1;  où  di  est  remplacé  successivement  par  on  des  divisears 
premiers  2,  p^,  p^,  - .  >  de  m;   77,  représente  le  produit  des  fonctions 

m 

2^"^*  —  ly  oti  d^  et  d^  sont  remplacés  par  deux  de  ces  facteurs  premiers 
choisis  différents  l'un  de  l'autre  de  toutes  les  manières  possibles;  de 

m 

la  même  manière  il,  représente  le  produit  des  fonctions  sf^"**^»  --1,  et 
ainsi  de  suite. 

Cette  équation 

f{x)  =  0 

est  irréductible^^)  dans  le  domaine  9i  des  nombres  rationnels.  L.  Kronecker 
a  même  démontré**)  le  théorème  suivant:  l'équation  f{x)  est  irréduc- 
tible dans  le  domaine  des  nombres  rationnels,  même  après  adjonction 
à  ce  domaine  de  racines  de  l'unité  satisfaisant  à  des  équations  teUes  que 

af^'-  1—0, 
m'  étant  premier  avec  m. 

Dans  le  cas  particulier  où 

on  a 

lorsque 

m  —  Pi*"^ 
on  a 

«^ — 1 

on  obtient  du  reste  toutes  les  racines  primitives  m^^^  de  l'unité  en 


66}  ^A.  L,  Cauehy  [G.  B.  Acad.  se.  Paris  84  (1847),  p.  407;  ŒuTxes  (1)  10 
(1897),  p.  3S4]  sans  démonatration  complète;  L.  Kronecker,  J.  math,  pures  appL  (1) 
19  (1864),  p.  177;  Werke  1,  Leipzig  1895,  p.  76;  B,  Dedekind,  J.  reine  angew.  Math. 
64  (1867),  p.  2  [1866];  F,  Amdi,  id.  66  (1869),  p.  178  [1867];  V.  A.  Lebesgue, 
J.  math,  pures  appl.  (2)  4  (1869),  p.  106;  F.  Mertens,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  114 II* 
(1906),  p.  1298.* 
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effectuant  de  toutes  les  manières  possibles  un  produit  dont  les  fitctenrs 
sont  respectivement  égaux  à  une  racine  primitiye  de  chacune  des 
équations 

x»^-  1  «  0,  a;Px*'_- 1  =»  0,  sf^'^-  1  -  0, . . . 

La  recherche  des  racines  primitives  m^^^^  se  ramène  done  à  celle 
des  racines  primitives  des  équations  simples  précédentes;  nous  étu- 
dierons cependant  le  corps  général  défini  par  une  racine  m^^^  de  l'unit^ 
m  étant  un  nombre  quelconque.    Nous  désignerons  par  S  la  racine 

tin 

6  "*  y  et  nous  désignerons  par  h^{^  le  corps  défini  par  cette  racine; 
il  est  de  degré  ip{m)j  degré  que  nous  désignerons  encore  par  ft.  Une 
base  de  ce  corps  est  formée  des  nombres 

Les  racines  de  Féquation 

c'est-à-dire  |  et  ses  conjuguées^  sont  les  nombres 

fc    ta    tb 

b;  b  >  b  ;  •  •  «j 

OÙ  a,  b, , . .  sont  premiers  avec  m;  pour  les  déterminer  et  pour  les 
représenter  à  Taide  d'indices,  il  faut  étudier  Tensemble  des  nombres  n 
premiers  avec  m;  ces  nombres  se  rangent  en  classes  caractérisées  cha- 
cune par  le  plus  petit  reste  positif  (mod  m).  La  composition  de  ces 
classes  jouit  des  mêmes  propriétés  que  la  composition  des  éléments 
d'un  groupe  abélien;  on  peut  donc  dire  que  les  classes  de  nombres  n 
sont  elles-mêmes  les  éléments  d'un  tel  groupe.  Ce  groupe^  que  nous 
représenterons  par  91,  a  un  degré  égal  à  9  (m). 

Soit  p^  un  diviseur  premier  impair  de  m;  parmi  les  racines  pri- 
mitives pour  le  nombre  p^  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  g^ 
tel  que 

ne  soit  pas  divisible  par  p^*;  un  tel  nombre  sera  dit  racine  primitive 
pour  le  nombre  |)^*;  il  sera  en  même  temps  racine  primitive  pour  le 
nombre  j?/»,  et  les  nombres 

seront  incongrus  (mod.  Pi^)]  si  Ton  a 

h^g^^^  (mod.  pi*») 
7j  sera  dit  l'indice  de  h  relativement  à  p^^K 

Le  nombre  2  ne  peut  être  traité  de  la  même  manière  qa^lIi 
nombre  premier  impair  et  il  faut  considérer,  relativement  à  2\  deux 
indices  y.j  et  y^;  les  nombres 

(_l)y_,5yo 
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sont  alors  incongras  (mod.  2^).  Dans  le  cas  particulier  où  il  —  2,  on 
prendra  yo='0  et  dans  le  cas  où  A  «  1,  on  prendra  y^^  et  y^ 
égaux  à  0. 

ÂlorS;  pour  tout  nombre  n  premier  avec  m,  il  existe  un  système 
d'indices 

tels  que  Ton  ait 

n  =  (— l)y-i6yo(mod.  2^) 
n^g/i  (mod,  Pi'i)        (i=l,2,...); 
ces  indices  sont  déterminés  d'une  manière  unique  si  l'on  ne  considère 
pas  comme  distincts  l'un  de  l'autre  les  nombres  y^^  congrus  suivant 
le  module  c.^»  2;  de  même  les  nombres  y^  congrus  suivant  le  module 
i\j«=  4-9(20;   ainsi  que  pour  i  «-  1,  2,  3, ...  les  nombres  y,  congrus 
suivant  le  module  c^=-  ^(jPi^)- 
Dans  le  cas  où  A  »  0  ou  1,  on  prendra 

et  dans  le  cas  où  il  »  2^  on  prendra 

Le  groupe  abélien  91  a  ses  éléments  définis  par  la  congruence 

n  =  CI- ^  C^o  C^i  C;» . . .        (mod.  m) , 

où  CLi,  Cq,  Cj,  ...  sont  déterminés  de  la  manière  suivante:  en  dé- 
signant par  E  l'ensemble  des  éléments 

on  a 

(7_i=  -  1  (mod.  2^  et  C_i  =  1  (mod.  a), 

Co=  5  (mod.  2^  et  Oo  =  1  (mod.  a), 

Ci  =  Çi  (mod  2)/*)  et  C^=  1  (mod,  &,)        (i  -=-  1,  2, . . .), 
où  a  désigne  successivement  chacun  des  éléments  de  l'ensemble  E  à 
l'exception  de  2\  et  où  h^  désigne  successivement  chacun  des  éléments 
du  même  ensemble  E  à  l'exception  de  p^^** 

Le  corps  h^(l^)  renfermant  toutes  les  fonctions  rationnelles  de  £ 
sera  dit  le  corps  complet  de  la  division  du  cercle  pour  le  nombre  m; 
le  groupe  de  Galois  correspondant  est  formé  de  toutes  les  substitutions 
(ëi  î^)  o^  ^  ^^  premier  avec  m\  ^ce  groupe  est  isomorphe  au  groupe 
abélien  92.  L'étude  des  corps  diviseurs  de  h^{^)  se  confond  avec  celle 
des  sous-groupes  diviseurs  de  91;  si  %  est  un  de  ces  sous-groupes,  et 
Q  une  fonction  du  corps  %^(§)  appartenant  à  %j  le  corps  &((»)  sera 
un  corps  diviseur  de  A;„(S);  réciproquement  à  tout  corps  i((»)  diviseur 
de  %m(^)  correspond  un  groupe  %  diviseur  de  91.    Si  n  est  un  nombre 

Bncyolop.  des  toitao.  mathémat.    18.  28 
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de  S,  lee  éléments  de  k(fi)  sont  inyoriables  par  la  substitation  (|,  1")  et 
réciproquement. 

Le  groupe  de  Galois  de  k{Q)  est  isomorphe  an  groupe  91/X  ou, 
<5e  qui  revient  au  même,  au  groupe  réciproque  de  !(;  si  a  est  le  degré 
de  fiy  le  groupe  de  Galois  de  1c(q)  a  pour  degré 

a 

et  Q  satisfait  à  une  équation  abélienne  irréductible  de  degré  égal  à  r. 
On  obtiendra  donc  tous  les  diviseurs  du  corps  h^(lè)  ^^  formant  tous 
les  diviseurs  S(  de  92,  et  déterminant  pour  chacun  d'eux  une  fonction  p 
qui  lui  appartient.* 

Le  corps  diviseur  de  k^(i)  le  plus  important  est  formé  des  nom- 
bres réels  de  ce  corps;  il  est  déterminé  par  la  période  à  deux  termes 

P-l  +  l-^; 

son  degré  est  égal  à 

sa  base  est  formée  par  les  nombres 

ou  encore  par  les  nombres 

^Un  corps  ft(p)  diviseur  de  k^i^)  sera  dit  primaire^'')  s*il  n'est  pas 
en  même  temps  diviseur  d'un  corps  complet  X;^/(ë)  àe  degré  ni  in- 
férieur à  m;  le  groupe  qui  lui  correspond  est  dit  diviseur  primaire 
de  SR. 

La  recherche  de  tous  les  corps  diviseurs  des  corps  k^(Ji)  se  ramène 
à  celle  des  corps  primaires;  elle  a  été  effectuée  par  H.  Wéber^^)  et 
se  ramène  à  la  résolution  de  congruences  particulières.  Elle  présente 
de  l'intérêt  par  suite  du  théorème  fondamental  suivant:* 

Chaque  corps  abélien  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels  est 
un  corps  de  la  division  du  cercle. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  d'abord  par  L.  Eranecker^^]  H.  Wéber 
en  a  donné  une  démonstration  complète^);  2).  HUbert^^)  l'a  démontré 


67)  ^H,  Wéber,  Algebra»),  (!"•«  éd.)  2,  p.  71;  (2*  éd.)  2,  p.  79.* 

68)  ^gebra»),  (1«  éd.)  2,  p.  79;  (2«  éd.)  2,  p.  86.* 

69)  Ber.  Akad.  Berlin  1868,   p.  866;   Monatsb.  Akad.  Berlin  1877,   p.  896. 
60)  Acta  math.  8  (1886),  p.  198;   9  (1886/7),  p.  106;  Algebra"),    (l**  éd.) 

2,  p.  648. 
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d'une  manière  purement  arithmétique,  n'exigeant  pas  la  théorie  des 
idéaux  de  E.  E.  Kummer  ni  les  méthodes  transcendantes  de  G,  Lejeune 
Dtrietdet. 

^D'autres  démonstrations  ont  été  données  par  F,  Mertens^^)  et 
par  K  Wéber^y 

24.  Périodes.  Résolvantes.  ^Soit  S(  un  groupe  diviseur  du  groupe 
abélien  91,  et  e  l'indice  de  ce  groupe;  la  somme 

(0 
étendue  à  tous  les  exposants  qui  font  partie  du  groupe  91  s'appelle 
une  période  éFindice  e. 

Elle  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  91;  pour 
avoir  ses  valeurs  conjuguées,  nous  décomposons  le  groupe  91  sous 
la  forme 

91  «  a  +  «fil  +  «n,  H +  a»,_i, 

où  fi^,  n,, . . .,  n^_i  sont  des  nombres  convenablement  choisis  du  groupe 
9{;  alors  les  substitutions 

a5),(i.^),...,as--o 

transforment  rj,  la  première  en  eUe-mème  et  les  autres  en  ses  con- 
juguées ^19  ^9;  •  •  •;  ^0_i*  Elles  appartiennent  toutes  au  groupe  S(;  pour 
qu'elles  soient  distinctes,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  groupe  soit  un 
diviseur  primaire  de  9t,  17  appartenant  alors  à  S(  et  non  à  un  groupe 
W  plus  étendu  dont  S(  serait  un  diviseur;  le  corps  appartenant  à  % 
est  alors  formé  de  toutes  les  fonctions  rationnelles  de  tj, 

U  résulte  de  là^  et  de  ce  fait  qu'un  corps  composé  de  plusieurs 
corps  de  la  division  du  cercle  est  un  corps  de  même  nature,  le  théo- 
rème important  suivant: 

Toute  fonction  rationnelle  d'un  nombre  fini  quelconque  de  racines 
de  l'unité,  d'indices  quelconques,  peut  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  d'une  seule  période  convenablement  choisie. 

Le  calcul  effectif  des  périodes  se  ramène  à  celui  des  résolvantes 
de  Lagrange  ou  nombres  radicaux  et  se  rattache  aux  considérations 
suivantes:  aux  substitutions  d'un  groupe  abélien  quelconque  on  peut 
&ire  correspondre,  et  cela  de  plusieurs  manières,  des  caractères  [1 8  n^  23, 
p.  612]  dont  chacun  est  le  produit  de  certaines  racines  de  l'unité.  Gon- 


61)  Nachr.   Ges.  Gdti  1896,  p.  29;   boub  une  forme  plus   aimple  Jahiesb. 
dentscb.  Math.-yer.  4  {lB9é/6),  éd.  Berlin  1897,  p.  339,  361. 

62)  JF.  Mertens,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  114  H»  (1906),  p.  106/48;   J.  reine 
angew.  Math.  131  (1906),  p.  87.*^ 

63)  ^JT.  TTeftcr,  J.  reine  angew.  Math.  182  (1907),  p.  167.* 
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sidérons  un  système  de  caractères  relatif  au  groupe  91  et  désignons 
par  x(j^)  cébn  du  nombre  n;  la  fonction 

(z,l)-J'z(»)l" 

(«) 
étendue  à  tous  les  nombres  n  de  91  est  une  résolvante.    Si  Ton  yeut 
mettre  en  éyidence  ceUe  qui  se  rapporte  à  la  période  rj,  qui  appar- 
tient au  groupe  %  on  prendra  le  groupe  93  réciproque  de  %  le  degré 
de  ce  groupe  SB  étant  égal  à 

puis  on  choisira  parmi  les  caractères  %{n)  ceux  qui  se  rapportent  à 
ce  groupe  93;  nous  les  appellerons  %/(n);  ils  sont  tels  que  les  valeurs 
de  %f{n^  relatives  à  tous  les  nombres  n^  de  S  soient  égales  à  l'unité. 
Les  caractères  x^  ont  alors  une  même  valeur  1  pour  tous  les  nombres 
de  %,  une  même  valeur  Xf{ny)  pour  tous  ceux  de  l'ensemble  Sln^,  et 
ainsi  de  suite;  dès  lors  la  résolvante  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(z/,  I)  •-  ^  +  Z/(»i)^i  +  •  •  •  +  a:/(w,_i)^,_i. 

Le  calcul  effectif  des  caractères  Xy  se  fait  de  la  façon  suivante: 
prenons  le  nombre 

pour  A  >  2  [avec  le  cas  particulier  (?o  —  2  au  lieu  de  1  pour  i  —  2 
et  Cq»-  1  pour  X^(i]y  et  désignons  par  s^  une  racine  primitive  de 
l'équation  rc^  =  1;  soit  s_y^  le  nombre  —  1  si  X>2,  et  +  1  si  A  =-  0, 
1  ou  2;  prenons  enfin  les  nombres  c^  «  fpiSt'*)  pour  les  facteurs  premiers 
impairs  de  m,  et  désignons  par  €^  une  racine  primitive  de  l'équation 

Nous  représenterons  par 

P-lf    Pof     Pif    Pi7    "   ' 

les  indices  de  f,  et  par 

ceux  de  n;  nous  poserons  alors 

La  résolvante  (x/y  v)  ^^  décompose  du  reste  en  un  produit  de  résol- 
vantes plus  simples;  soient 

5o7  bi>  5ty  •  •  • 

des  racines  primitives,  respectivement,  des  équations  de  degrés  2\ 
p^y  p{^y ...  et  soient  n^,  n^,  ti^, . . .  les  restes,  respectivement,  du 
nombre  n  par  rapport  aux  modules  égaux  à  ces  d^és  2^,  p^^ . . .;  on  a 
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Le  calcul  effectif  des  fecteurs  de  ce  produit^  c'est-à-dire  des  ré- 
Bolyantes  relatives  aux  nombres  2^  et  p^''^  se  fiùt  d'une  manière  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  mentionnée  au  n^  21  dans  le  cas  où  m 
est  un  nombre  premier  p.  Considérons  le  cas  où  Ton  a  m  »  i»';  dé- 
signons par  S  ^ui6  racine  primitive  de  l'équation 

af^^l  =0, 

et  par  a^  s^  \m  caractère  formé  au  moyen  d'une  racine  primitive  de 
l'équation 

élevée  à  un  exposant  égal  à  Findice  de  /*;  alorS;  comme  au  n^  20,  les 
fonctions 

appartiennent  au  corps  k{a)]  on  peut  ainsi  calculer  (jXy  rj)  puis  {c^,  ri) 
au  moyen  d'un  radical  d'indice  e  portant  sur  une  fonction  du  corps 
k{a)]  on  en  déduit  ensuite  les  périodes  rj.  Ce  calcul  est  applicable  aux 
équations  abéliennes  simples  dont  le  degré  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier. 

Dans  le  cas  où  m  n'est  pas  premier  absolu,  il  existe  des  périodes 
nuUes,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  m  premier.  L,  FucJis^)  a  recherché 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  période  soit 
nuUe.* 

26.  Unités.  Idéaux  dn  corps  A;^(S).  Dans  le  corps  de  la  di- 
vision du  cercle,  |  et  toutes  ses  puissances  sont  des  unités,  et  il  en 
est  de  même  de  leurs  coujuguées.  La  réciproque  s'énonce  ainsi:  si 
dans  un  corps  de  nombres  algébriques  un  entier  a  sa  valeur  absolue 
égale  à  l'unité  et  s'il  en  est  de  même  de  ses  conjugués,  cet  entier  est 
une  racine  de  Tunité**). 

Toute  unité  du  corps  Jc^H)  est  égale  au  produit  d'une  unité 
réelle  de  ce  corps  par  une  racine  de  l'unité.  Cette  dernière  racine 
n'est  pas  forcément  une  racine  w**"*  de  l'unité;  elle  peut  être  dans 
certains  cas  une  racine  2m**™«  ou  4m^*"*  de  l'unité"). 

^Toute  unité  réelle  est  une  unité  du  corps  A;(g  -}- 1""^);  le  degré  de  ce 
corps  est  ^9?(w);  par  exemple  les  nombres  tg  —  sont  des  unitéà  réelles 
dans  le  cas  où  m  est  pair,  n  prenant  des  valeurs  impaires  quelconques. 

H,  Wéber  désigne    sous  le  nom   d'unités    normales^   du    corps 

64)  J.  reine  angew.  Math.  61  (1868),  p.  374  [1862];  66  (1866),  p.  74  [1864]; 
Werke  1,  Berlin  1904,  p.  68,  69. 

66)  L.  Kronecker^  J.  reine  angew.  Math.  68  (1867),  p.  178,  176;  Werke  1, 
Leipzig  1896,  p.  108,  109;  ^F.  Mertens,  Sitzfçab.  Akad.  Wien  116  U*  (1906),  p.  481.* 
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^(ë  +  i"^)  dos  unités  réelles  «(£)  telles  que  le  produit 

soit  égal  à  ±  1  * 

Considérons  le  cas  où  m  <~j)*;  l'identité 

où  n  prend  toutes  les  valeurs  du  groupe  Uly  montre^  en  fistisant  x^\, 
que  Ton  a 

P- 77(1-1-); 

en  particulier  1  —  |  est  un  facteur  premier  du  premier  degré  de  p 
dans  le  corps  4^(6)*^;  comme  -f^t-  est  une  unité  pour  toute  valeur 
de  n,  p  ne  diffère  que  par  une  unité  du  produit  de  m  fecteurs  égaux 
à  1  —  |.  On  peut  dire  encore  que  dans  le  corps  des  racines  »»**"•• 
de  Tunité,  quand  m  »  p*j  le  nombre  p  est  égal  à  la  puissance  de  degré 
9?  (m)  d'un  idéal  premier  du  premier  degré. 

Le  discriminant  et  le  nombre  fondamental  du  corps  sont  égaux  à 
<jp(»/0 
A«(-l)«p*     où    A-i>''-*[x(p-l)-l]. 

Soit  maintenant  m  un  nombre  composé  quelconque  renfermant  un 
facteur  premier  j?  à  la  puissance  x;  posons 

soit  f  l'exposant   auquel  appartient  p  pour  le   module  m'y  et   soit 

dans  le  corps  lc^(X)j  1®  nombre  p  est  décomposable  en  un  produit  de 
e'  idéaux  premiers  dififérents,  de  degré  fj  chacun  étant  élevé  à  la 
puissance 

Soit  enfin,  dans  le  cas  de  m  quelconque  également,  q  un  nombre 
premier  absolu  ue  divisant  pas  m;  soit  f  l'exposant  auquel  appartient 
q  pour  le  module  m^  et  soit 

fp{m)  -  ef-, 

le  nombre  q  est  décomposable  dans  le  corps  h^(^  en  un  produit  de  e 
idéaux  premiers  conjugués  distincts,  de  degré  f, 

^Nous  pouvons  généraliser  ce  que  nous  avons  dit  [n^  22]  sur  la 
décomposition  des  résolvantes  de  Lagrange  en  idéaux.  Soit  un  nombre 
premier  absolu  p,  et  soit  p  —  1  ^  ef  une  décomposition  de  p  —  1  en 

66)  ^Algebra»),  (!'•  éd)  2,  p.  729;  (2»  éd.)  2,  p.  806;  H.  Weber  [Acta  math.  8 
(1886),  p.  281]  désigne  ces  racines  sous  le  nom  de  primitives.* 

67)  A.  Oenoechi,  J.  math,  pores  appl.  (1)  19  (1864),  p.  281. 
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facteôrs  qnelconqnes  premiers  on  non;  si  a  est  nne  racine  primitive 
d'indice  Sj  et  ri  nne  période  à  f  termes  formée  avec  les  racines  j9^*»** 
de  l'unité^  la  puissance  é^*  de  la  résolvante  (a,  rf)  a  ponr  valeur 

et  est  un  nombre  du  corps  A; (a);  elle  se  décompose  en  un  produit 
d'idéaux  que  l'on  obtient  en  décomposant  les  fonctions  ^(a)  en  idéaux 
premiers,  et  Ton  a  

(«) 
où  les   symboles  p^  représentent  successivement  les  idéaux  premiers 
différents,  facteurs  du  nombre  p  dans  le  corps  k^(a)]  le  premier  de  ces 
facteurs  p^  est  obtenu  au  moyen  de 

Un 

et  les  autres  s'en  déduisent  en  remplaçant  a  par  ses  puissances  suc- 
cessives ccf*,  c/^,. . .  ot  a,bf. . .  sont  les  nombres  premiers  avec  e  et 
inférieurs  à  e.  En  désignant  par  p^  l'idéal  correspondant  à  a^,  l'exposant 
a'  auquel  cet  idéal  sera  élevé  est  déterminé  par  la  condition^) 

aa^  l(mod  e). 

Dans  le  corps  réel  défini  par  ç  ^i  +  i'f  et  de  degré  ^g>(fn),  la 
décomposition  des  nombres  premiers  en  idéaux  premiers  se  fait  de  la 
façon  suivante: 

Si  m  est  la  puissance  d'un  nombre  premier,  p'',  le  nombre  p  est 
la  puissance  d'exposant  ^q>{in)  d'un  facteur  premier  du  premier  degré 
du  corps  k{ç). 

Si  q  est  un  nombre  premier  absolu  différent  de  p,  il  faut  dis- 
tinguer deux  cas: 

V)  2  est  tel  qu'il  y  a  au  moins  un  exposant  h  pour  lequel 
2*  =  —  1  (mod  m), 
alors  si  q  appartient  à  l'exposant  f  pour  le  module  m,  et  si 

q  se  décompose  dans  Jc(fi)  en  e  facteurs  premiers  de  degré  \f]  ces 
facteurs  ne  sont  pas  décomposables  dans  le  corps  Jc^d)- 

2°)  q  est  tel  qu'aucune  de  ses  puissances  n'est  congrue  à  —  1  (mod  m); 
alors  il  se  décompose  dans  JcÇç)  en  ^e  facteurs  premiers  de  degré  /*; 
ces  facteurs  sont  décomposables  en  deux  facteurs  dans  le  corps  k^iiy^)* 


68)  E.  E.  Kummer,  Abh.  Akad.  Berlin  1866,  math.  Abh.,  p.  1/47. 
6»)  ^H,  Weher,  Algebra»),  {\^  éd.)  2,  p.  643;  {y  éd.)  2,  p.  728. 
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26«  GénéraliBation  des  fonctions  résolTantes.  ^Les  notions  de 
périodes  et  de  résolrantes  ont  été  généralisées  par  E.  E.  Kummer^^  et 
ensuite  d'une  manière  plus  complète  par  L.  SUckèlberger''^)  de  la  façon 
suivante: 

Soit  p  un  nombre  rationnel  premier^  m  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  p,  f  l'exposant  auquel  appartient  le  nombre  p  pour 
le  module  m;  le  nombre  |/—  1  se  décompose  alors  en  un  produit  de 
deux  facteurs  dont  l'un  est  égal  à  m,  sous  la  forme 

|/—  1  =  mn. 
Nous  désignons  par  |  une  racine  primitive  p^^®  de  l'unité,  et  par  9 
une  racine  primitive  m**™*  de  l'unité;  dans  le  corps  A;(0),  le  nombre  p 
se  décompose  en  ~—  idéaux  premiers  qui  tous  sont  conjugués  et  sont 
de  degré  /*;  nous  désignerons  par  p  l'un  de  ces  idéaux  premiers. 

Considérons  la  congruence 

idP^-*=1  (mod|)); 

elle  est  satisfaite  en  particulier  par  une  racine  primitive  y  pour  le 
module  p,  satisfaisant  à  la  condition 

y*=0(modp); 
pour  toute  autre  racine  œ  de  la  congruence,  nous  définirons  l'indice 
de  cette  racine  o  par  la  relation 

cD  =  y^^'"(modp), 
puis  nous  appellerons  caractère  de  œ  une  racine  de  l'unité  particulière 
que  nous  représenterons  par  le  symbole  [cd];  nous  choisirons  la  valeur 

Les  caractères  des  nombres  (o  sont  analogues  à  ceux  que  H.  Weber 
a  considérés^')  dans  sa  théorie  des  groupes  abéliens  et  que  nous 
avons  considérés  [n^  23];  nous  n'avons  ici  que  m  caractères  formant 
un  sous-groupe  d'ordre  m  du  groupe  des  |/—  1  caractères  possibles. 

Nous  désignons  enfin  par  S((d)  un  nombre  rationnel  satisfaisant 
à  la  congruence 

S{(d)  =  G)  +  œP+"'  +  e^'^  (mod  p) . 
Gela  posé,  nous  introduisons  comme  résolvante  généralisée  la  fonction 

pour  difiPérentes  valeurs  de  a,  on  obtient  des  résolvantes  difiPérentes 

70)  ,J.  reine  angew.  Math.  44  (1862),  p.  106.* 

71)  ^Math.  Ann.  87  (1890),  p.  821. ♦ 

72)  ^Math.  Ann.  20  (1882),  p.  807.* 
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jouissant  de  propriétés  analogaes  aux  résolyantes  déjà  étudiées  pré- 
cédemment; on  a  en  particulier 

^a,b(fi)  étant  une  fonction  du  corps  Jc(0), 
Si  a  n'est  pas  divisible  par  m,  on  a 

F(e',i)-Fie-',i)-{-iyp^. 

Si  ca  est  le  plus  petit  commun  multiple  de  a  et  de  m^  et  si 
c  >  2y  on  a 

Fie-,  iy  -  (-  l)V*a,a^a,2a  •  •  •  ta.ic^^)a' 

Soit  maintenant  g  un  diviseur  de  /*;  si  on  laisse  œ  parcourir  un 
^stèmé  de  restes  (mod)))^  l'expression 

a  des  valeurs  se  partageant  en  groupes  de  f/"^  termes,  les  termes 
d'un  même  groupe  étant  respectivement  tous  congrus  à  l'une  des  p^ 
racines  de  la  congruence 

ç^^ç  (mod  p). 

L'une  de  ces  racines  est  égale  à  0;  on  lui  fiait  correspondre  une 
certaine  somme  des  caractères,  somme  que  l'on  désigne  par 

Jlfo(fl-)-^[a,]«; 
pour  une  autre  racine  ç,  on  pose  œ^  qx,  ce  qui  conduit  à  la  con- 
gruence 

r  +  ^  +  . . .  +  T^-^=  1  (mod  p). 

On  introduit  comme  cas  particulier  de  S(jo)  le  nombre  entier  T(ff) 
défini  par  la  condition 

T((>)  =  (>  +  p^+  . . .  +  çi^-i  (mod  p), 
pais  l'on  pose 

Les  fonctions  G{d',  |)  sont  analogaes  aux  résolvantes  F(d',  £); 
on  a  du  reste,  dans  le  cas  où  an  est  divisible  par  p^—1,  l'égalité 

Fie'A)--P'Mie') 

et,  dans  le  cas  contraire, 

La  somme  M{0°)  est  un  cas  particulier  de  la  fonction  M(t)  dé- 
finie par 

Jf  (0  =  2;^*-*  (moi  r  -  1) 


Digitized  by  VjOOQIC 


442  B.  HUbtrt,    1 18.    Corpe  de  nombies  algébriques.    H.  Vogt. 

que  L,  Stkkelberger''*)  appelle  somme  d'Eisenstein]  parmi  les  propriëiés 
de  M(0^)  nous  mentionnerons  celle-ci:  le  produit  M{d^)  •  Mifi'^)  est 
égal  à  jp^"^  si  an  n'est  pas  divisible  par  p^—  1;  il  est  égal  à  |/~*^ 
si  an  est  divisible  par  p^—  1  sans  l'être  par  j/—  1;  enfin  il  est  égal 
à  p*/-**'  si  an  est  divisible  par  j/—  L 

La  fonction  G  peut  être  considérée  comme  une  résolvante;  à 
chaque  diviseur  g  de  f  correspond  une  telle  résolvante;  si  g  et  g^  sont 
deux  diviseurs  de  f  tels  que  g  soit  divisible  par  g^,  la  résolvante  G 
relative  à  g  est  divisible  par  la  résolvante  G^  relative  à  j^^,  et  le 
quotient  est  une  somme  d'Eisenstein. 

En  ce  qui  concerne  la  décomposition  de  l'idéal  p  dans  le  corps 
k(Oji)  de  degré  (p— 1)97 (m)  déterminé  par  les  nombres  0  et  S >  on 
peut  énoncer  ce  résultat:  p  est  décomposable  sous  la  forme  de  la 
puissance  de  degré  p—  1  d'un  idéal  p^  du  corps  Jc(0,  g);  quant  à 
l'idéal  1  —  £,  il  est  seulement  divisible  par  la  première  puissance  de  py 

Pour  une  valeur  donnée  de  a,  le  nombre  F(0^,  |)  est  un  entier 
du  corps  k(0,^)]  lorsque  a  n'est  pas  divisible  par  m,  désignons  par 
a^  le  plus  petit  reste  positif  de  a|>'(mod  m)  pour  les  valeurs  succes- 
sives de  «;  la  résolvante  F{0^^y  S)  est  divisible  exactement  par  ime 
puissance  de  p^;  l'exposant  de  cette  puissance  est  égal  à  27^(— j, 
en  désignant  toujours  par  E{x)  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x^ 

26.  Détermination  transcendante  du  nombre  de  olasses  d*idéaiix 
du  corps  de  la  division  du  cercle.  Oorps  réguliers.  Nous  avons 
indiqué  au  n^  12  la  méthode  qui  permet  de  déterminer  le  nombre  % 
des  classes  d'idéaux  pour  un  corps  quelconque;  nous  allons  parti- 
culariser cette  méthode  en  l'appliquant  au -corps  A:^(S)  de  la  division 
du  cercle  ;  ^et  nous  supposerons  que  m  est  la  puissance  d'un  nombre 
premier,  de  la  forme  m=jp*;  nous  écrirons 

Il  existe  dans  le  corps  A;^(S)  un  nombre  r,  =  ^/tt  de  couples  de 
corps  imaginaires  conjugués;  le  nombre  r^  des  corps  réels  est  nul^  et 
l'on  a  alors 

r«r,  +  r,-l--|--l. 

Lorsque  m  est  impair,  le  nombre  w  des  racines  de  l'unité  contenues 
dans  le  corps  est  égal  à  2  m,  car  ces  racines  sont  égales  aux  puissances 
successives  de  |  affectées  du  coefficient  ±  1;  au  contraire  si  m  est 
pair,  w  est  égal  à  m. 


78)  «Math.  Ann.  87  (1890),  p.  888.* 
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Le  diBcriminant  d  du  corps  est  égal  au  nombre  fondamental  A 
et  a  pour  valeur 

A-±i>*,     où     /i=i)--*[xO~l)-l]; 

nous  introduirons  dans  les  calculs  le  nombre  fondamental  A^  du  corps 
réel  Aîd  +  S""^);  ce  corps,  de  degré  ^^,  est  un  diviseur  du  corps  h^{i)] 
le  nombre  fondamental  A^  est  tel  que  l'on  a 

(I^Aj*    pour  p  impair 
l4Ai*    pour  I?  =- 2. 

Pour  calculer  le  régulateur  R  du  corps  1c^(i)  nous  considérerons 
des  unités  réelles  de  ce  corps,  de  la  forme 


Vi 


(l-ê»')(l-|-«f 

et  un  système  fondamental 

de  telles  unités;  soient 

é.«        0-l,2,...,r  +  l) 

les  ^(i  valeurs  conjuguées  de  £,•;  d'après  la  définition  du  régulateur 
[n^  3]  lorsqu'il  n'y  a  que  des  couples  de  corps  imaginaires  conjugués, 
R  est  égal  au  produit  de  2^  par  le  déterminant 

E-±\log\B,(fi\\        (t,j=.l,2,..,r). 

Il  reste  maintenant  à  déterminer  le  facteur 

Um[(,-l)Ç,(.)]  -  lu«[(,-  l)27i-4-^]' 

(p) 
où  le  produit  est  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  p  du  corps,  et 
où  nQp)  désigne  la  norme  de  p.  Si  nous  séparons  les  idéaux  g  en 
deux  ensembles,  l'un  renfermant  les  idéaux  qui  divisent  le  nombre 
premier  p  dont  m  est  une  puissance,  l'autre  renfermant  ceux  qui 
divisent  les  autres  nombres  premiers,  nous  obtenons  la  formule 

la  somme  27  étant  étendue  à  tous  les  nombres  n  non  divisibles  par  p^ 
x(n)  représentant  un  caractère  de  n  [n®  24]  et  le  produit  II  étant 
étendu  à  tous  les  caractères. 

La  limite  du  produit  par  s  —  l   de   la   quantité   précédente  se 
réduit  à 
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où  le  produit  II'  est  étendu  cette  fois  à  tons  les  caractères,  à  Tex- 
ception  du  caractère  principal,  égal  à  Funitë. 

Les  différentes  sommes  qui  constituent  les  facteurs  du  produit 
précédent  se  séparent  en  deux  parties,  Tune  qui  correspond  aux  carac- 
tères pour  lesquels  %{—l)  est  égal  à  +1;  l'autre  qui  correspond 
aux  caractères  pour  lesquels  %{—l)  est  égal  à  —1;  nous  désignons 
par  Xi  les  premiers  caractères  et  par  11^  le  produit  des  sommes  cor- 
respondantes, par  x%  1^8  seconds  et  par  77,  le  produit  des  sommes 
relatives  à  %%- 

Nous  poserons  alors  pour  le  nombre  h  des  classes  d'idéaux 


où 


A- 

hh,, 

n> 

si  m 

est 

impair 

r —  t     j  _ 

2»       «« 

n. 

si  m 

est 

pair 

et  où 

22       JE 

Les  deux  facteurs  h  et  h^  du  nombre  de  classes  sont  des  nombres 
rationnels  entiers;  le  deuxième  h^  est  important  parce  qu'il  représente 
le  nombre  de  classes  d'idéaux  du  corps  4(1  +  1"^),  qui  est  le  corps 
réel  diviseur  de  ^^(S).  Pour  ce  corps,  ^i^^y,  r^^O,  tv  ^  2  et 
-B-2. 

Lorsque  m  a  Tune  des  valeurs  11,  13,  17,  19,  le  deuxième  &c- 
teur  est  égal  à  l'unité  ^^). 

Dans  le  cas  où  m  est  une  puissance  de  2,  il  existe  des  procédés 
de  récurrence  pour  calculer  les  deux  facteurs  du  nombre  de  classes^); 
ces  deux  facteurs  sont  impairs.* 

E.E.Kummer'^^)  qui  a  développé  les  fondements  de  la  théorie  précé- 
dente a  donné  plusieurs  théorèmes  concernant  les  deux  facteurs   de 


74)  ^Pour  m  «=  11,  18  P.  Wolfskehl,  J.  reine  angew.  Math.  99  (1886),  p.  173/B 
[1886];  H,  Mihkowski,  id.  107  (1891),  p.  278  emploie  des  méthodes  géométriques 
qui  confirment  les  résultats  de  P.  Wolfskehl  et  les  étendent  anx  cas  de  m  >»  17 
et  m=:19.* 

76)  ^H.  Wéber,  Acta  math.  8  (1886),  p.  221.* 

76)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  98. 
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hy  et  leur  diviflibilité  par  2^^.  La  tentative  de  L.  Kronecker''^)  de 
démontrer  ces  théorèmes  par  une  méthode  purement  arithmétique 
manque  de  précision,  et  la  généralisation  qu41  en  a  donnée  n'est  pas 
rigoureuse.  E.  E.  Kummer'^^)  avait  dirigé  ses  recherches  dans  d'autres 
Toies;  il  a  encore  énoncé  ce  fait  que  le  nombre  de  classes  de  tout 
corps  diviseur  de  Jc^(i)  est  un  diviseur  de  %^);  ^ce  résultat  a  été  con- 
testé par  D.  HUbert^^)  mais  il  est  exact,  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème 
suivant  démontré  par  Ph.  Furtwângler^):  soit  m  un  nombre  premier 
impair  ou  une  puissance  d'un  tel  nombre  premier  et  soient  A;„(|)  le  corps 
des  racines  w**"**  de  l'unité,  Jcq  et  i^  deux  corps  identiques  à  ce  corps 
ou  à  l'un  de  ses  sous-corps.  Si  Xtq  est  contenu  dans  Jc^y  le  nombre  h^ 
des  classes  de  k^  est  un  diviseur  du  nombre  \  des  classes  de  h^* 

JL.  Fuchs^^)  a  étudié  le  cas  de  m  quelconque,  et  en  particulier 
celui  où  m  est  égal  au  produit  de  plusieurs  facteurs  impairs  diffé- 
rents; mentionnons  encore  que  P.  Badimann^)  a  étudié  le  cas  des 
corps  quadratiques  de  discriminant  A  -f  Bi.* 

Un  cas  important  qui  se  présente  dans  l'étude  des  corps  de  la 
division  du  cercle  est  celui  où  m  est  égal  à  un  nombre  premier  p, 
et  où  le  nombre  h  des  classes  d'idéaux  du  corps  A;  (|)  n'est  pas  di- 
visible par  p]  lorsque  cela  a  lieu,  le  corps  k^(i)  est  appelé  par  D.  HUbert 
un  corps  régulier ^  et  p  est  dit  un  nombre  premier  régulier.  Les  nombres 
37,  59,  67  ne  sont  pas  réguliers. 

^Fh.  Furtwàngler^^)  a  démontré  ce  théorème:  soit  m  un  nombre 
égal  à  la  puissance  p^  d'un  nombre  premier  impair;  pour  que  le 
nombre  des  classes  du  corps  k^i^)  soit  divisible  par  p^  il  faut  et  il 
suffit  que  le  nombre  des  classes  du  corps  A:^(S)  soit  lui-même  divisible 
par  p* 

E.  E.  Ku/mmer^^)  a  déduit  du  calcul  du  nombre  de  classes  le  résultat 
suiyant:  la  conditiou  nécessaire  et  suffisante  pour  que  p  soit  un  nombre 


77)  K  E.  Kumffier,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1861,  p.  lOôl;  186»,  p.  21;  1870, 
p.  i09,  805.  Voir  aussi  X.  Kronecker,  id.  1863,  p.  340;  Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  123. 

78)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1870,  p.  881;  Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  271. 

79)  Ber.  Akad.  Berlin  1868,  p.  194. 

80)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  116. 

81)  «Jahresb.  deutsch.  Math.-yer.  4  (1894/6),  éd,  Berlin  1897,  p.  878.* 

82)  «J.  reine  angew.  Math.  184  (1908),  p.  91.* 

88)  ^J.  reine  angew.  Math.  66  (1866),  p.  88;  Werke  1,  Berlin  1904,  p.  79." 

84)  ,Math.  Ann.  16  (1880),  p.  687.* 

86)  «J.  reine  angew.  Math.  140  (1911),  p.  29.* 

86)  J.  reine  angew.  Math.  40  (1860),  p.  117;  J.  math,  pores  appl.  (1)  16 
(1861),  p  469.  Voir  aussi  L.  Kronecker,  J.  math,  pures  appL  (2)  1  (1866),  p.  896; 
Werke  1,  Leipzig  1896,  p.  96. 
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premier  régulier  est  qu'il  ne  soit  pas  un  diviseur  des  numérateurs  des 
g      premiers  nombres  de  BemouUi. 

La  généralisation  des  recherches  précédentes,  au  cas  où  m  est  un 
nombre  composé  quelconque;  a  été  commencée  par  E.  E.  Kummer^'^) 
et  établie  complètement  par  D.  Hilbert^). 

Gomme  conséquence  des  formules  relatives  au  nombre  de  classes^ 
nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  démontré  par  G.  Lyeune 
Dirichieù^)  par  une  autre  voie.  Si  m  etn  désignent  deux  nombres 
quelconques  premiers  entre  eux,  la  suite  Xm  -f  n,  où  A  prend  toutes 
les  valeurs  entières  possibles,  contient  une  infinité  de  nombres 
premiers. 

Une  autre  conséquence  est  la  suivante:  chaque  unité  d'un  corps 
abélien  s'exprime  sous  la  forme  d'un  radical  d'indice  entier  portant 
sur  un  produit  d'unités  de  corps  de  la  division  du  cercle. 

28.  Applioationa  à  la  théorie  des  formes  quadratâques,  ^L'étude 
du  corps  de  la  division  du  cercle  conduit  à  de  nombreuses  appli- 
cations à  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

Les  premières  applications  concernent  la  décomposition  d'un 
nombre  premier  p  en  une  somme  de  carrés  ou  sous  une  forme  qua- 
dratique de  nature  particulière;  cette  décomposition  a  été  déjà  étudiée 
dans  l'article  1 16^).  Les  propriétés  des  périodes,  des  résolvantes  et  des 
fonctions  ifx(tt)  [n^  31]  conduisent  naturellement  aux  résultats  cherchés. 

Soit  p  un  nombre  premier,  e  un  facteur  de  p—  l,  a  une  racine 
primitive  de  l'équation 

a:*— 1=0, 

et  g  une  racine  primitive  pour  le  module  p.     En  posant 

nous  avons  vu  que  l'on  a 

on  a  donc  une  décomposition  de  p  en  un  produit  de  deux  nombres 


87)  MoDatRb.  Akad.  Berlin  1861,  p.  1051;  id.  1868,  p.  21;  voir  aussi  L,Kro- 
neeker,  id.  1868,  p.  349. 

88)  Jahresb.  deutsch.  Math.-Ver.  4  (1894/5),  éd.  Berlin  1897,  p.  378. 

89)  Ber.  Akad.  Berlin  1837,  p.  45/81,  108/10;  Werke  1,  Berlin  1889,p.  309/12, 
et  p.  331. 

90)  Voir  1 16,  21  où  se  trouvent  les  renseignements  bibliographiques.    La 
plupart  des  résultats  qui  suivent  ont  été  donnés  par  A.  L.  Cauehy*^. 
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conjugaés  da  corps  h  (a).    En  prenant  A  »  a  —  2  ^  on  a  en  particulier 

Supposons  p  de  la  forme  4n  +  1^  et  posons  «  —  4^  de  telle  sorte 
que  a  »  i;  les  deux  facteurs  de  p  sont  imaginaires  conjugués  et  leur 
produit  est  égal  à  la  somme  de  deux  carrés;  on  obtient  ainsi  la  dé- 
composition de  tout  nombre  premier  |7  »  4n  +  1  en  une  somme  de 
deux  carrés  p  ^  a^+  bK  Les  nombres  a  et  6  sont  déterminés  d'une 
manière  unique  et  sout  fournis  par  les  plus  petits  nombres  en  valeur 
absolue  satisfaisant  aux  cougniences^^) 

±  26  [(^)  l]*=  (-  1)"^"        (mod.1,). 

Considérons  maintenant  les  nombres  premiers  p  de  la  forme  6n  -f  1  ; 
posons  6  »  3  et  désignons  suivant  Tusage  par  q  et  ç^  les  racines 
cubiques  imaginaires  de  Tunité,  alors  le  nombre  p  peut  être  décom- 
posé en  un  produit  de  la  forme 

p^{a  +  bç){a  +  6p*)  -  a*—  ab  +  6*; 
on  peut  encore  écrire,  en  posant  -4  =  2a  —  6,  JS=«6, 

4i^  =  ul*+3^; 
les    nombres  ^  et  J?  sont   les  plus  petits   restes  en   valeur   absolue 
satisfaisant  aux  congruences  suivantes^*),  où  f=^^~~    ; 
A(fï)^^l        (mod.i>), 
A  +  B(^f^g^f)  =  0        {moA,p). 
De  1a  même  manière,  si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  8n  + 1, 
et  si  l'on  pose  6  =»  8,  de  sorte  que  a  est  une  racine  huitième  de  l'unité, 
on  a  une  décomposition  de  p  sous  la  forme 

p^[a  +  b(a  +  a^)][a  -  6(a  +  a»)]  -  a»  +  26*; 
a  et  &  sont  les  plus  petits  restes  positifs  satisfaisant  aux  congruences 
suivantes  •*^,  où  /*  — ^-— — : 

2a  f\  (4/)l  =  -  (5/)!         (mod. p) 
a  +  6(5^  +  /0  =  0        (mod.i>). 

91)  ^F.  A.  Lebesgue^  J.  math,  pures  appl.  (1)  2  (1837),  p.  298;  G,  Eisenstein, 
J.  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  269.^^ 

92)  ^V.A.  Lébesgue,  J.  math,  pures  appl.  (1)  2  (1837),  p.  279;  (7.  Eisenetein, 
J.  reine  augew.  Math.  27  (1844),  p.  80.* 

98)  «C.  G.  J,  Jacabi,  J.  reine  angew.  Math.  30  (1846),  p.  166;  Werke  6,  Berlin 
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D'autres  applications  concernent  les  formes  quadratiques  dont  le 
discriminant  est  un  nombre  premier  absolu^  positif  ou  négatif;  soit  p 

un  nombre  premier,  e  un  diviseur  premier  de  ^  —  1,  et  /*  — ^-^^^;  si 

a  est  une  racine  primitive  de  l'équation  a;*  —  1  —  0;  si  de  plus 
on  désigne  par  a  un  des  résidus  quadratiques  de  e,  par  6  un  des 
non  résidus  quadratiques  du  même  nombre,  le  produit  des  résol- 
vantes {pT^y  rf)  étendu  à  tous  les  nombres  a  inférieurs  à  6  et 
celui  des  résolvantes  (a"^,  rf)  étendu  à  tous  les  nombres  b  inférieurs 

à  e  s'expriment  par  les  périodes  à^T"     termes  ou  sommes  de  Gauss^ 

et  sont  conjugués  l'un  de  l'autre;  on  en  conclut,  lorsque  e  est  un  nom- 
bres premier  de  la  forme  4n  +  3,  une  relation  de  la  forme  ^) 

4p     «      «  a:*  +  ey*5 
de  plus  le  nombre  x  satisfait  à  la  congruence 

xll[(fa)ï]  +  (-  1)^  =  0         {moà.py 

(«) 

Ces  résultats  peuvent  encore  être  énoncés  sous  la  forme  suivante: 
tout  idéal  premier  p  diviseur  de  p  dans  le  corps  quadratique  ima- 
ginaire *()/— e),  où  e  est  premier  de  la  forme  p  —  4n  +  3,  est  tel 
que  le  nombre 

Sb-2a 
P      ' 

soit  équivalent  à  l'unité;  ce  nombre  est  un  entier  E  du  corps  l(V^— l) 
satisfaisant  à  la  congruence 

(«) 
p'  étant  l'idéal  tel  que  l'on  ait 

P-PP' 

et  le  produit  77  étant  étendu  aux  restes  quadratiques  a  de  6  in- 
férieurs à  e. 


1891,  p.S64;  H,  J.  S.  Smith,  Beporfc  Brit.  Assoc.  HS,  Cambridge  1862,  éd.  Londres 
1868,  p.  603.* 

94)  0.  G.  J.  Jaeobi,  J.  reine  angew.  Math.  2  (1827),  p.  66;  9  (1882),  p.  189; 
80  (1846),  p.  166  [1887];  19  (1839),  p.  814;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  288,  240, 
264,  276;  A.  L.  Canehy,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  10  (1840),  p.  61,  86,  181,  229;  Œuvres 
(1)  6,  Paris  1886,  p.  62,  64,  86,  96;  Q,  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  27  (1844), 
p.  269. 
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Mentimuioiui  encore  le  xémltat  suiraat:  8i  Ton  eonsidère  on  eorpe 
quadratique  réel  i(yd)  de  discriminant  A  [n®  18]^  chaque  unité  de 
ce  corps  s'exprime  par  un  radical  d'indice  entier  portant  sur  un  produit 
de  racines  de  Tunité:  une  de  ces  unités  est  égale  à 

e  A  -  e"  ^  j 

(ft)  _  

\e  ^  —  r  ^  / 

ou  à 

/7sin- 

4») 


n(e 

_(6) 

n(e 


A 


a» 


(«)         ^ 
le  produit  JJ  étant  étendu  à  tous  les  nombres  a  de  la  suite  1,  2. ....  A 

(a) 

dont  A  est  résidu  quadratique,  et  le  produit  JJ  étant  étendu  à  tous 

les  nombres  b  de  la  même  suite  dont  A  est  non  résidu  quadratique.  Ces 
produits,  ainsi  que  le  quotient  précédent^  ont  déjà  été  considérés  par 
G.  Lgeune  DirichUt^^)  dans  ses  applications  de  l'analyse  à  la  théorie 
des  nombres. 

Nous  ne  mentionnerons  pas  ici  les  applications  des  corps  de  la 
diTision  du  cercle  à  la  résolution  de  l'équation  de  Fermât 

qui  sont  indiquées  dans  l'artide  1 16,  n^  16  et  52. 

29.  Applioatton  aux  lois  de  réoiproeité  pour  les  réddiui  qua- 
dratiques. ^Soit  p  un  nombre  premier  absolu;  parmi  les  corps  divi- 
seurs du  corps  k^(]è)  de  la  division  du  cercle  pour  le  nombre  p,  le  plus 
important  est  le  corps  quadratique  dont  dépendent  les  périodes  à  ^"7 
termes  ou  sommes  de  Gauss  [n^  21];  la  quantité  ^  —  £  est  égale  à 

«aal 

le  symbole  (—)  étant  le  symbole  de  Legendre,  égel  à  +  1  ou  à  —  1 
rayant  que  n  est  résidu  quadratique  de  p  ou  non  résidu. 

La  fonction  ^'f— 11'"  ^^  égale  à  (— )(^  ""  ^)î  ®^  supposant 
que  i^  et  2  soient  des  nombres  premiers  impairs,  la  comparaison  que 
l'on  peut  faire  entre  la  fonction 


ïSOhUij)^- 


96)  J.  reine  angew.  Kath.  21  (1940),  p.  161;  Werke  1,  Bttlia  1889,  p.  498. 
is.  29 
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et  la  fonction  analogue  obtenue  en  interrertissant  les  rôles  àe  p  et  q 
conduit  à  la  loi  de  réciprocité 

(f)-(-i)^'-(f)i 

elle  se  trouve  ainsi  établie  dans  le  cas  où  j)  et  $  sont  des  nombres 
premiers  impairs^);  les  relations  dites  complémeniaires  servent  à  fixer 
la  valeur  du  symbole  (— — )  qui  ^t  égale  à 

1)  ' , 


(^)-c- 


et  celle  du  symbole  (—),  qui  est  égale  à 

/2\  ?^^ 


Les  démonstrations  de  J!  lÀouvïUe  et  de  O.  Eisenstein  sont  fondées  sur 
la  formule 


(Î)-I7Ç5^ 


La  démonstration  de  L.  Kronecker  repose  sur  une  comparaison 
entre  deux  décompositions  en  idéaux  d'un  nombre  premier  q  différent 
de  p  et  égal  ou  non  à  2;  Tune  de  ces  décompositions  est  faite  dans  le 
corps  h^(]i)  et  l'autre  dans  un  sous-corps  quadratique  diviseur  de  A;,(S)  * 

30.  Nombres  complexes  de  la  forme  a  +  bL  Lois  de  réciprocité 
pour  les  résidtui  biqnadratiques.    ^Nous  considérons  le  corps 

des  racines  quatrièmes  de  Tunité;   D.  HUbert^'^  le  nomme  corps  bi- 
quadrtriique  de  Dirichlet. 

Dans  ce  corps,  le  nombre  2  est  décomposable  en  un  produit 
de  deux  facteurs  (1  +  t)(l  —  ♦);   tout  nombre  a  +  bi  pour  lequel  a 

96)  ^On  trouvera  dans  Tarticle  116,  n^  lA,  15  et  16  des  lenseignements 
BOT  la  loi  de  réciprocité  avec  les  indications  bibliogpmphiqnes  correspondantes. 
Nous  ne  mentionnons  ici  qne  des  démonstrations  basées  sur  la  théorie  des  corps 
de  la  division  du  cercle:  la  sixième  démonstration  de  C.  F.  Quuas,  Commentât. 
Soc.  Gott.  récent.  4  (1816/B),  éd.  Gôttingue  1820,  math.  p.  9  (mém.  n»  1);  Werke  2, 
GOttingue  1876,  p.  55;  G,  Eisenstein,  J  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  822;  28 
(1844),  p.  41;  29  (1845),  p.  177;  G.  G.J.Jacobi,  id.  80  (1846),  p.  172;  V,  A.  Lebesgue, 
J.  math,  pures  appl.  (1)  12  (1847),  p.  457;  C.  R.  Acad.  se.  Paris  51  (1860),  p.  9; 
J,  LiouviUe,  J.  math,  pures  appL  (1)  12  (1847),  p.  95.  La  discussion  de  ces  démons- 
trations est  faite  par  P.  Bachmann,  Die  Lehre  von  der  Ereisteilimg,  Leipzig  1872, 
p.  99.    Voir  encore  L.  Kronecker,  Monatsb.  Akad.  Berlin  1880,  p.  686,  854.* 

97)  Jahresb.  deutsoh.  Math.-Ver.  4  (1894/5),  éd  1897,  p.  821.* 
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et  h  sont  touB  les  deux  pairs  ou  tous  les  deux  impairs  est  divisible 
par  1  + 1;  les  nombres  premiers  du  corps  ne  peuvent  donc  être 
compris  que  parmi  ceux  pour  lesquels  a  et  &  sont  de  parité  diffé- 
rente, nombres  que  l'on  dit  impairs. 

Les  produits  de  a  +  bi  par  les  quatre  unités  ±1,  ±  t  sont  dits 
associa]  parmi  les  associés  d'un  nombre  impair  il  y  a  toujours  un  et 
un  seul  nombre  pour  lequel  a  —  1  et  &  sont  tous  deux  de  la  forme 
4n  ou  tous  deux  de  la  forme  An +  2]  un  tel  nombre  est  dit  primaire. 

Dans  le  corps  h{i),  tout  nombre  a  +  bieBt  décomposable  d'une  seule 
manière  en  un  produit  de  facteurs  primaires  premiers,  arec  ou  sans  le 
fiu^ur  particulier  1  +  ^-  Les  &cteurs  primaires  premiiers  sont  d'une 
part  les  nombres  premiers  négatifs  —  q,  pour  lesquels  q  est  premier 
de  la  forme  4n  +  3,  d'autre  part  les  nombres  imaginaires  g:»  de  la  forme 
a  -i-bi  daus  lesquels  se  décomposent  les  nombres  premiers  réels  de  la 
forme  p^  4n+  1;  ceux-ci  sont  en  effet  décomposables  sous  la  forme 

a*-f  6«-(a-f  6<)(a-6i); 
la  norme  des  premiers  —q  est  égale  à  q\  celle  des  seconds  IS  est 
égale  au  nombre  p  qui  contient  œ  en  facteur;  dans  tous  les  cas  elle 
est  congrue  à  1  (mod  4). 

Si  §1  est  la  norme  d'un  nombre  réel  ou  complexe 

on  a  pour  tout  nombre  n  de  même  forme 

n'*"*  =  1         (mod.  m); 
par  suite  chacune  des  congruences 

n  *    =  *        (mod.  m)        (ç  -  0,  1,  2,  3) 
a    y     racines;  celles  de  la  congruence  pour  laquelle  (>  —  0  sont  dites 
résidus  biquadratiques  pour  le  module  m. 

D'une  manière  générale,  la  valeur  de  i^  déterminée  par  la  con- 
gruence précédente  est  le  caractère  biquadratique  de  n  et  est  repré- 
sentée par  le  symbole  ((—))  ^;  le  carré  de  ce  symbole  est  du  reste 
égal  au  symbole  ordinaire  de  Legendref— V 

Le  nouveau  symbole  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  du 
symbole  de  Legendre,  et  Fou  a  en  particulier 

(é))-(Ê))'  «  «'-«  (p^^*^) 

98)  ^G.  Eisenstein  [J.  reine  angew.  Math.  98  (1844),  p.  68]  emploie  la 
rigneg].* 

M* 
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((^■)) -(©)(©)' 


les  valeurs  particulières  qu'il  peut  présenter  sont  fixées  par  les  rela- 
tions dites  complémenkiires  et  sont  les  suivantes  : 

qui  est  égal  par  définition  à  f  ^  , 


1')  iÙ) 

Lorsque  m  et  m'  sont  deux  nombres  premiers  primaires^  qb  a 
alors^  la  loi  de  réciprocité 

(©)-(-»'^'^(0)> 

les  démonstrations  reposent  sur  les  mêmes  considérations  que  ceUes 
qui  sont  relatives  aux  résidus  quadratiques. 

En  particulier,  si  m  et  m'  sont  premiers  réels,  on  a  ((^))  —  + 1; 
si  q  est  un  nombre  de  la  forme  4n  +  3  et  ST  un  facteur  d'un  nombre  p 
de  la  forme  4n  +  1,  on  a 

enfin  pour  deux  nombres  ^  de  la  forme  a  +  hi  ou  a  +  fii  on  a 

((l^))-(e^^^)•  {e^3)-(eîf3)(-')^- 

D.  Mlbert^^)  a  complété  ces  recherches  sur  les  corps  biquadratiques;  il 
appelle  corps  spéciaux  de  Dirichlet*^  ceux  qui  sont  déterminés  par 
deux  radicaux  ")/+  m  et  V— i»,  en  plus  du  nombre  V— 1.* 

81.  Nombres  complexes  de  la  forme  a  +  bQ.  Lois  de  réei- 
prooité  pour  les  résiduB  cubiqnes.  ^En  désignant  par  q  la  racine 
cubique  imaginaire  de  l'unité 

—  1  — i/ZTs 


99}  ^C.  F.  (hmsSy  Commentât.  Soo.  Gk)tt.  recentîoiee  6  (182S/7),  éd.  18S8«  math, 
p.  27/68  (mém.  n<>  2);  id.  7  (1828/Sl),  éd.  1882,  math.  p.  89/148  (mém.  n«  S); 
Werke  2,  Gôttingoe  1876,  p.  66,  9S,  186.  Voir  encore  T.  J.  SMtfim^  Amt  Fac 
ec.  Toulouse  (1)  11  (1897),  mém.  &<"  8,  p.  1.* 

100)  JO,  F.  Gau88,  Commentai.  Soc.  Gott.  7  (1828/81),  éd  1882,  math.  p.  89/148 
(mém.  n*"  8);  Werke  2,  CH^ttingue  1876,  p.  180,  188,  821;  G,  Eisenstem,  J.  reine 
angew.  Math.  28  (1844),  p.  63,  228;  Abh.  Akad.  Berlin  1847,  éd.  1849;  math.  Abk, 
p.  127;  F.  A.  Leheague,  J.  ma«h.  poies  appL  (1)  4  (1889X  p.  9;  B,  Bumàe,  J.  reine 
angew.  Math.  99  (1886),  p.  261  [1886].'' 

101)  «Math.  Ann.  46  (1894),  p.  809.* 
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nous  considéroiifl  les  nombres  de  la  forme 

a  +  bf, 
a  et  h  étant  des  entiers  rationnels;  le  conjugué  de  a  +  b(f  est  a  +  bç*, 
et  si  l'on  désigne  par  N(a  +  bçi)  la  norme  de  a  +  &(»  on  a 

N(a  +  b(f)^a'^ab  +  l^. 

Le  nombre  3  et  tous  les  nombres  dont  la  norme  est  divisible 
par  3  sont  divisibles  par  1  ^  (».   Il  y  a  six  unités 

±h±9f  ±(i  +  f); 

les  produits  d'un  nombre  par  ces  six  unités  sont  dits  associés;  parmi 
les  associés  d'un  nombre  non  divisible  par  1  —  ^  il  y  en  a  toujours  un 
et  un  seul  tel  que  i  et  a  + 1  soient  divisibles  par  3;  ce  nombre  est 
dit  primaire. 

Si  l'on  écrit  les  nombres  primaires  sous  la  forme 

a  +  bY^^ 

2  ' 

les  deux  nombres  A  et  B  satisfont  à  la  condition 

A^B{moà.2), 
et  réciproquement  cette  condition  caractérise  les  nombres  primaires. 

Les  nombres  premiers  réels  q  de  la  forme  6n+b  restent  premiers 
dans  le  corps  k(fi)]  leur^norme  est  égale  à  q^]  les  autres  nombres 
premiers  p  de  la  forme  6n  + 1  sont  décomposables  en  un  produit  de 
deux  facteurs  coiyugués  V),  Vf  comme  nous  l'avons  vu  au  n^  28;  la 
norme  de  ces  facteurs  est  égale  à  j9. 

Les  nombres  q^  V),  Vi'  peuvent  être  rendus  primaires  en  les  mul- 
tipliant par  une  unité;  tout  *  nombre  complexe  entier  a  +  &(»  est  dé- 
composable,  et  d'une  seule  manière,  en  un  produit  de  facteurs  pri- 
maires auxquels  on  adjoint  une  unité  et  dans  certains  cas  le  nombre 
1  —  Q]  cette  décomposition  a  lieu  d'une  seule  manière. 

Si  un  nombre 

iw^  a  -{-bQ 

différent  de  1  —  ^  est  premier  et  a  pour  norme  fi,  tout  nombre  réel 
ou  complexe  n  non  divisible  par  m  est  tel  que  l'on  ait 
111""-*=  1         (mod.in); 

dans  tous  les  cas,  (i  est  congru  à  l'unité  suivant  le  module  6.  Les 

trois  oongruences 

f^-l  A*-i  ^-1 

n*sl,       n  ^   SQ,       «•=f*       (mod.  m) 

ont  chacune  ^-^  racines  non  congrues  (mod  m);  les  racines  de  la  pre- 
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mière  sont  les  résidus  cubiques  de  m;  le  caractère  cubique  de  m  ert 
la  puissance  ç'  {s  —  0,  1,  2)  de  q  pour  laquelle  on  a 

n  •    =(>•        (modm); 
on  le  représente  par  le  symbole  d'Eisenstein j-^l • 

Ce  symbole  jouit  des  mêmes  propriétés  que  le  symbole  de  L^^ndre^ 
et  l'on  a 

[3-K]  8in'sn(modm), 

[—1  =- [—1 1—1  quels  que  soient  n  et  n  non  divisibles  par  m. 

Les  valeurs  particulières  qu'il  peut  avoir  font  l'objet  de  relations 
complémentaires  et  sont 

1^)  [=^]  qni  est  égal  à  + 1, 

2^)  [^]  qui  est  égal  à  (>  »  , 

3**)  [——^1  pour  un  nombre  m^a  +  hç  primaire  et  premier 
réel  ou  complexe;  ce  dernier  symbole  est  égal^^')  à 

Dans  les  autres  cas,  m  et  tn  étant  deux  nombres  primaires  pre- 
miers,  distincts  chacun  des  valeurs  spéciales  précédentes,  la  loi  de  réci- 
procité s'exprime  simplement  par  la  relation  suivaate^^^: 

[=]-H- 

Remarquons  que  si  l'on  change  les  nombres  en  leurs  conjugués  on  a 
la  relation 

Dans  xm  autre  ordre  d'idées,  mentionnons  ici  les  tables  numériques 


102)  ^G.  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  2S9* 
108)  «a  O.J.Jaeobi,  J.  leine  angew.  Math.  2  (1827),  p.  66;  Werke  6,  Berlin 
1891,  p.  288;  Ber.  Akad.  Berlin  1887,  p.  127/36;  J.  reine  angew.  Math.  30  (1846), 
p.  172;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  261;  G,  Eisetutein,  J.  leine  angew.  Math.  27 
(1844),  p.  289;  28  (1844),  p.  28;  F.  A.  Lebesgue,  J.  math,  pores  appL  (1)  4  (1889), 
p.  9;  F.  van  Dantscher,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  241;  T.  J.  Stiel^es  [Ann.  Fac  se. 
Toulouse  (1)  11  (1897),  mém.  n*"  3,  p.  1]  a  complété  les  recherches  précédentes 
sur  les  corps  cubiques;  B.  Le  Vavasseur  [Ann.  Univ.  Lyon  I,  fascicule  21  (1908), 
p.  1]  a  résumé  et  complété  ces  recherches.* 
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de  L.  W.  Beid^^)  sur  lee  corpe  cubiques  i(l)  où  |  satisfait  à  une 
équation  du  troisième  degré  à  coefficients  entiers.  Nous  reviendrons 
[n""  88]  sur  un  cas  particulier  de  ces  corps  étudié  par  B.  Dedékmd^).* 

82.  Lois  de  réciprocité  pour  les  résidus  de  puissance  supérieure, 
^es  résultats  obtenus  précédemment  peuvent  être  généralisés  dans 
différentes  voies.  On  peut  d'abord  considérer  des  corps  simples;  c'est 
ainsi  que  K,  Schwering^^)  a  étudié  le  corps  des  racines  cinquièmes  de 
Tunité;  C.  Beuschle^^  avait  donné  auparavant  des  tables  de  décom- 
position de  nombres  premiers  en  facteurs  complexes^  en  particulier 
dans  le  cas  des  racines  cinquièmes  de  l'unité.  J.A.  Gmeiner^^)  a  donné 
les  lois  de  réciprocité  pour  les  résidus  bicubiques;  C.  Q,  J.  Jacobi  et 
O,  EisensUin  ont  étudié  certains  nombres  complexes  qui  peuvent  être 
résidus  de  cinquième,  huitième  ou  douzième  puissances*^);  E,  E, 
Kummer'^^^)  a  considéré  les  racines  trente  et  unièmes  de  l'unité.* 

C'est  Q.  Eisenstein  qui  a  considéré  le  premier  d'une  manière  pins 
approfondie  le  cas  de  résidus  d'exposants  premiers  p  supérieurs  à  3. 
Comme  il  est  nécessaire  d'introduire  les  nombres  du  corps  de  la  di- 
vision du  cercle  pour  l'exposant  p  et  que  la  décomposition  d'un  nombre 
d'un  tel  corps  en  facteurs  premiers  exige  l'introduction  des  idéaux^  il 
faut  étendre  la  théorie  à  ces  idéaux  eux-mêmes.  En  partant  de  la 
notion  de  fonctions  du  corps  A:^(S)^  6r.  Eisenstein^^^)  a  énoncé  et  dé- 
montré les  lois  de  réciprocité  entre  un  nombre  rationnel  entier  et  un 
nombre  quelconque  de  ce  corps  h^Çé). 

C'est  E.  E.  Kummer  qui  a  fait  faire  à  la  question  un  pas  con- 
sidérable en  donnant  les  lois  de  réciprocité  générale  pour  les  résidus 
de  puissance  |)**"*,  dans  le  cas  où  |>  est  régulier  [n""  27];  nous  in- 
diquerons plus  loin  [n^  87]  les  résultats  obtenus  par  D.  HUbert  et  la 
forme  qu'il  leur  a  donnée. 


104)  ^DisB.  GOtt.  1899;  Amer.  J.  math.  28  (1901),  p.  68.* 

106)  ^J.  reine  angew.  Math.  121  (1900),  p.  40;  voir  déjà  son  compte  rendu 

de  P.  Baehma/nn,  ,,Die  Lehre  von  der  Ereistheilnng'*  dans  Z.  Math.  Phys.  18  (1878), 

Ut.  Abt,  p.  22.* 

106)  ^Z.  Math.  Phyg.  27  (1882),  p.  102.* 

107)  ^Monatsb.  Akad.  Berlin  1869,  p.  488;  Tafeln  complexer  Primzahlen, 
Berlin  1876.* 

108)  ^Sitzgsb.  Akad.  Wien  101  n*(1892),  p.  662/B4;  Monatsh.  Math.  Phjs.  8 
(1892),  p.  179/92,  199/210.* 

109)  ^C.  G.  J.  Jacobi,  Ber.  Akad.  Berlin  1889,  p.  86;  J.  reine  angew.  Math. 
19  (1889),  p.  819;  J.  math,  pures  appl.  (1)  8  (1848),  p.  268;  Werke  6,  Berlin  1891, 
p.  276;  G,  Eisenstein,  J.  reine  angew.  Math.  27  (1844),  p.  814.* 

110)  «Monatsb.  Akad.  Berlin  1870,  p.  766.* 

111)  J.  reine  angew.  Math.  89  (1860),  p.  861;  Ber.  Akad.  Berlin  1860,  p.  189/98. 
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Soient  ko  un  idéal  premier  du  corps  Jk^(t)  ne  divisant  pas  (1  ^  t), 
^(ko)  sa  norme  et  a  nn  nombre  entier  quelconque  du  même  corps 
non  divisible  par  to\  on  sait  qne  l'on  a 

«i»r(tp)-i=i     (mod.»): 
jy(»)-i 
par  suite  a    *     sera  congru  (mod  to)  à  une  certaine  racine  de  l'unité  1*; 
cette  racine  sera  dite  le  caractère  de  puissomce  de  a  par  rapport  à  ttl; 
on  le  représente  par  le  symbole 

si  ce  symbole  est  égal  à  Funité^  a  est  un  résidu  de  puissance  jp^^* 
suivant  Tidéal  premier  to. 

Le  symbole  ainsi  défini  satisfait  à  la  relation  suivante: 

il»/ ■"  l¥)  \¥r 
Lorsqu'un  nombre  /3  entier  ou  idéal  du  corps  %(|)  est  décomposable 
en  un  produit  d'idéaux  premiers  to^  n^ . . . .  ^  on  définit  le  symbole  |*j} 
par  la  relation 

ijl""!»;}!»;} 

Un  nombre  a  du  corps  %({)  est  dit  semiprirnaire  s'il  est  premier  avee 
l'idéal  p^  «  1  —  S  du  corps  h  et  s'il  est  congro  à  un  nombre  entier 
rationnel  suivant  le  module  )f^. 

G.  EisensMn^^^)  a  montré  que,  si  a  est  un  entier  rationnel  quel- 
conque non  divisible  par  p,  et  a  un  entier  semiprimaire  de  Jk(£) 
premier  à  a,  on  a 

^Mentionnons  encore  les  travaux  de  X.  Stauff^^)  qui  ont  pour  but 
de  donner  une  représentation  géométrique  des  lois  de  réciprocité  pour 
les  racines  f^^**  de  Tunité,  en  particulier  pour  les  racines  cinquièmes, 
et  de  constituer  des  groupes  fuchsiens  au  moyen  de  ces  radnee.* 

83«  Lois  de  réoiprooité  poujr  les  résiduB  quadratiques  dcuos 
un  corps  quelconque.  La  théorie  des  corps  quadratiques  relatifs 
[n^  19]  a  conduit  D.  BUbert^^^)  à  la  démonstration  de  la  loi  de  réci- 
procité pour  les  résidus  quadratiques  dans  un  corps  quelconque,  dont 

112)  ^X  8t<H^,  Sur  les  lois  de  zécipiocité,  Paris  1S98;  Axm.  Éo.  Norm. 
(8)  10  (1898),  p.  296;  Ann.  Fac.  to.  Toalouse  (1)  4  (1890),  mém.  xi<>  16;  (1)  5  (1891), 
mém.  n»  8;  (1)  6  (1892),  mém.  n»  7;  (1)  8  (1894),  mém.  n»  4.* 

118)  Jahresb.  deutsch.  Math.-Ver.  6*  (1897),  éd.  1899,  p.  88/94;  Math.  Âmiu 
61  (1899),  p.  1/1^7;  Naçhr.  Gm.  GOtt.  1898,  p.  870. 
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le  nombre  de  elMees  est  impair;  cette  loi  comprend  oomme  cas  parti- 
colier  la  relation  connue  entre  les  Bjmbolee  de  Lq^endre. 

Goneidérons  nn  corps  quelconque  k  de  degré  m;  soit  p  nn  idéal 
premier  de  ce  corps  ne  divisant  pas  le  nombre  2,  et  soit  a  nn  entier 
quelconque  du  même  corps  non  divisible  par  p]  le  symbole  1^)  aura 
par  définition  la  valeur  +1  ou  —  1  suivant  que  a  sera  congru  ou  non 
(mod)))  au  carré  cTun  entier  du  corps  k. 

Si  a  est  un  idéal  de  k  premier  avec  2,  et  décomposable  en  un 
ptoduit  d'idéaux  premiers  p,  q, . .  v  ^^  symbole  i^j  est  par  définition 
égsl  au  produit 

(f)-(7)(7) 

^En  se  plaçant  dans  le  cas  où  le  nombre  h  des  classes  du  corps 
h  est  égal  à  l'unité,  D.  HUberi  définit  les  idéaux  et  les  nombres  primaires 
et  byperprimaires  de  ce  corps  de  la  façon  suivante: 

1*^)  Si  mi  idéal  a  du  corps  k  est  premier  avec  2  et  s'il  est  tel 
que  pour  chaque  unité  «  de  ce  corps  on  ait 

(7)-+'. 

il  est  dit  idéal  primaire  de  k. 

2^)  Si  cet  idéal  a  est  en  outre  tel  que,  non  seulement  pour  chaque 
unité  s,  mais  encore  pour  chaque  entier  |  de  %  diviseur  de  2,  on  ait 

il  est  dit  idéai  hyperprimaire  de  k. 

3^)  Désignons  par  a  un  entier  de  k  qui  peut  être  quelconque  si 
h  et  ses  conjugués  sont  tous  imaginaires,  mais  qui  est  assigetti  à  être 
totalement  positif  [n^  11]  si  parmi  le  corps  k  et  ses  cojogugués  se 
trouvent  jm  ou  plusieurs  corps  réels.  Si  ce  nombre  a  est  premier 
avec  2  et  de  plus  congru  (mod.  2')  au  carré  d'un  entier  de  A;,  il  est 
dit  fiâmbre  primaire  de  k. 

4^)  Supposons  que,  dans  le  corps  k,  le  nombre  2  soit  décomposable 
en  idéaux  premiers  sous  la  forme 

2-qJtqj....q«.; 

si  un  entier  a  de  A;  non  seulement  satisfait  aux  conditions  précédentes, 
mais  encore  est  congru  au  carré  d'un  entier  de  k  suivant  le  module 

il  est  dit  nombre  hjfperprimaire  de  k* 

En  partant  de  ces  définitions,  on  peut  énoncer  les  deux  théorèmes 
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suivants   qui   constitaent  respectiYement  la  première  et  la  denxi&me 
relations  complémentaires  de  la  loi  de  réciprocité: 

I)  Si  a  est  un  idéal  primaire  du  corps  %,  il  j  a  toujours  un 
nombre  primaire  a  de  i  tel  que  l'on  ait 

a  -  (a), 

en  désignant  par  (a)  Tidéal  principal  défini  par  a.    Réciproquement^ 
si  a  est  un  nombre  primaire  de  k,  Tidéal 

û-(«) 

est  toujours  un  idéal  primaire. 

U)  Si  a  est  un  idéal  hyperprimaire  de  A;^  il  y  a  toujours  un 
nombre  hyperprimaire  a  de  Je  tel  que 

û  -  (a). 

Réciproquement^  si  a  est  un  nombre  hyperprimaire^  l'idéal 

a-(«) 
est  toujours  hyperprimaire. 

Quant  à  la  loi  de  réciprocité^  son  énoncé  général  est  contenu 
dans  le  théorème  suivant: 

III)  Si  V,  fi,  Vy  yJ  sont  des  entiers  de  "k  premiers  avec  2,  fi  étant 
premier  avec  v  et  ft'  avec  v,  et  si  les  deux  produits  t^t/^  et  /itft'  sont 
primaires,  on  a  toujours 

(i)(f)-©(f)- 

Ce  résultat  suppose  que  le  nombre  h  des  classes  est  égjBl  à  1;  il  est 
à  modifier  dans  le  cas  où  h  est  impair  supérieur  à  1. 

Pour  arriver  à  la  loi  de  réciprocité,  il  est  nécessaire  d'introduire  un 
nouveau  symbole.  Désignons  par  ft  un  nombre  entier  quelconque  du 
corps  kj  non  carré  dans  ce  corps  et  par  k'  le  corps  quadratique  relatif 
déterminé  par  y^ï.  Considérons  dans  k  un  idéal  premier  quelconque  to; 
si  un  nombre  quelconque  v  à»  k  est,  pour  chaque  puissance  %  de  tt 
congru  (mod  IP*)  à  la  norme  relative  d'un  nombre  du  corps  k'y  ce 
nombre  v  est  dit  résidu,  de  norme  {Normenrest)  du  corps  V  pour  le 
module  X0\  dans  le  cas  contraire,  il  est  dit  non  résidu. 

On  défijiît  alors  le  symbole  (^)  ©n  disant  qu'il  est  égal  à  +  1 
ou  à  —  1  suivant  que  v  est  résidu  ou  non  résidu.  Dans  le  cas  où  f» 
est  le  carré  d'un  entier  de  i,  le  symbole  précédent  est  pris  par  défi- 
nition égal  à  +  1'  Ce  symbole  possède  les  propriétés  exprimées  par 
les  ^lités  suivantes: 
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La  loi  de  réciprocité  la  plus  générale  pour  les  restes  quadratiques 
s'exprime  par  la  formule  suivante: 

(») 

dans  cette  formule^  le  produit  figurant  au  premier  membre  doit  s'étendre 
à  tous  les  idéaux  premiers  du  corps  k,  mais  il  n'existe  qu'un  nombre 

limité  de  ces  idéaux  qui  fournissent  pour  le  symbole  (^~^)  la  yaleur 

—  1,  et  ce  sont  ces  idéaux  seuls  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  dans  le 
produit.  Dans  le  second  membre^  les  différents  nombres  v,  v', . . .  sont 
les  conjugués  de  v,  et  les  nombres  ii',  (i'\  . . .  sont  de  même  les  con- 
jugués de  ft;  le  symbole  [v^^,  /itW]  est  égal  à  —  1  si  le  corps  Tsf^  con- 
jugué de  h  est  réel  et  si  en  même  temps  chacun  des  deux  nombres 
yCO^  ^(0  est  négatif;  dans  tout  autre  cas  ce  symbole  est  égal  à  +  1. 
Par  exemple,  dans  le  cas  où  le  corps  h  et  tous  ses  conjugués 
sont  imi^inaires^  la  loi  de  réciprocité  s'exprime  par  la  relation 

(») 
Nous  verrons  plus  loin  [n^'  36  et  38]  la  généralisation  des  considérations 
précédentes. 

34.  ^Lois  de  réciprocité  pour  les  résidus  biqnadratiques  dans  un 
eorps  quelconque.  Les  méthodes  de  D.  HUbert  ont  été  appliquées 
par  W.  Lieùfmann^^^)  à  l'étude  du  corps  k'  composé  d'un  corps  k  et 
de  Yîîy  II  étant  un  entier  donné  de  ce  corps  k  et  n'étant  pas  le  carré 
d'un  nombre  de  ce  même  corps;  k'  peut  être  considéré  comme  quadra- 
tique relatif  par  rapport  à  un  corps  qui  est  lui-même  quadratique  re- 
latif par  rapport  à  £;  la  plupart  des  procédés  employés  dans  les 
recherches  que  nous  mentionnons  peuvent  être  appliqués  à  l'étude 
de  corps  définis  par  yîï,  quand  on  a  déjà  terminé  l'étude  des  corps 
déterminés  par  les  racines  d'indices  a  et  &  de  nombres  connus. 

Le  corps 

est  cyclique  relatif,   son  groupe  étant  déterminé  par  la  substitution 

Le  même  corps  k'  est  aussi  considéré  comme  un  corps  supérieur 
du  corps  k{ï)  des  racines  quatrièmes  de  l'unité. 


114}  «Dias.  Gôttingae  1904." 
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Les  loÎB  de  réciprocité  pour  les  résidus  biquadratiqaes  ont  éU 
données  par  W.  Lietemann  dans  le  cas  où  le  corps  k  est  imaginai]:^ 
ainsi  que  ses  conjugués  et  où  le  nombre  h  de  classes  de  ce  corps  est 
impair.  Même  avec  ces  restrictions  les  raisoùnements  de  TT.  Lietmnann 
ne  s'appliquent  cependant  pas  à  tous  les  cas;  des  résultats  plus  précis 
et  plus  complets  ont  été  donnés  par  St  Botnièdo^^)]  plusieurs  de  ces 
résultats  ont  été  ensuite  démontrés  à  nouveau^  d'une  manière  plas 
dmple,  par  W.  Lietimann^^). 

Si  tD  est  un  idéal  premier  du  corps  k,  premier  avec  1  +  i,  si  N(to) 
est  sa  normC;  et  si  ft  est  un  entier  de  ce  même  corps  k,  on  définit 

un  symbole  ((^))7  ^&l  ^  l'un  des  nombres  ±ly  ±if  par  la  congruenoe 

jy(to)-i 

Ce  même  symbole  est  pris  ^1  à  zéro  si  fi  est  divisible  par  ïo,  égal 

ik  +  1  si  fi  esb  bicarré^  et  égal  à  (^j  si  ft  »  [i'^.   Les  résidus  biqua- 

dratiques  par  rapport  à  tx>  sont  caractérisés  par  ce  fait  que  le  symbole 

((~»))  ^^  ^^  à  +  1;  les  non  résidus  se  classent  en  deux  espèces,  la 

première  pour  laquelle  le  symbole  ((^))  est  égal  à  —  1,  et  la  seconde 

pour  laquelle  le  même  symbole  est  égal  à  ±  ». 

Dans  le  cas  où  to  est  un  idéal  premier  diviseur  de  1  + 1 ,  le 

calcul  du  symbole  ((^))  a  ^té  précisé  par  8t.  Botniéèk^^^), 

Quel  que  soit  l'idéal  tx>  premier  du  corps  k,  si  le  symbole  ((-^j) 

est  égal  à  +  1)  l'idéal  Xo  se  décompose  dans  le  corps  k'(yiî,  k)  en 
quatre  idéaux  premiers  différents;  si  ce  symbole  est  égal  à  —  1,  to  se 
décompose  en  deux  idéaux  premiers  différents;  s'il  est  égal  ik  ±i,  W 
reste  idéal  premier;  enfin  s'il  est  égal  à  zéro,  to  est  le  carré  d'un 
idéal  premier  du  corps  k\ 

Les  définitions  des  résidus  de  normes  données  au  n^  83  se 
généralisent  au  cas  actuel;  soient  v  et  (i  deux  entiers  du  corps  k  dont 
le  second  n'est  pas  carré;  si,  quel  que  soit  l'exposant  h,  le  nombre  v 
est  congru  (mod  Xo^)  à  la  norme  relative  d'un  nombre  convenablement 
choisi  du  corps  k'{Yi^y  Tc)y  ce  nombre  v  est  dit  résidu  biquadratique 
de  norme  suivant  le  module  U);  s'il  est  résidu  quadratique  de  norme 


116)  «Math.  Ann.  68  (1907),  p.  86  [1906].* 
116)  «Id.  68  (1910),  p.  119.* 
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dans  le  corps  V{yiii,  h),  il  eet  dit  non  résida  biqnadratique  de 
première  espèce;  dans  le  cas  contraire,  il  est  dit  non  résida  de  deuxième 
espèce. 

Lorsque  l'idéal  premier  ko  est  premier  arec  1  +  »,  si  v  est  divi- 
sible par  n^y  et  ^  par  xo^,  on  peut  trouyer  deux  entiers  ç^  6^  premiers 

afee  )9,  tels  que  r»  "*  y  ;  aIo^b  on  pose  par  définition 


(('i?))-(('-=^p^)- 


Pour  que  v  soit  résidu  biquadratique   de  norme,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  symbole  ((^))  soit  égal  à  +  1;  pour  qu'il  soit  non  résida 

de  première  espèce,  il  f^ut  et  il  suffit  que  ce  symbole  soit  égal  à  —  1. 

Le  cas  où  to  divise  1  + 1  donne  lieu  à  des  définitions  analogues. 

Les  définitions  relatives  aux  nombres  et  aux  idéaux  primaires 
ou  hyperprimaires  sont  des  généralisations  de  celles  du  n^  88;  elles 
permettent  d'énoncer  les  lois  spéciales  de  réciprocité  sous  la  forme 
suivante:  Soient  a  un  idéal  premier  primaire  du  corps  X;,  h  le  nombre 
des  classes  de  ce  corps  et  h'  un  nombre  tel  que  hW  soit  congru  à  1 
suivant  le  module  4;  le  nombre 

(a)  -  a**' 

est  primaire  et  réciproquement 

Si  p  et  r  sont  deux  idéaux  premiers  primaires,  («)  et  {g)  les 
nombres  primaires  correspondants,  on  a 

m) -m)'-  (-'»»»)• 

C'est  dans  le  cas  où  n  —  1  que  la'  loi  de  réciprocité  générale 
pour  les  résidus  biquadratiques  s'énonce  d'une  manière  simple;  elle 
s'exprime  alors  par  la  formule 

n((^))-+'. 

(tt) 
le  produit  étant  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  du  corps  %;  cette 
formule  renferme  comme  cas  particulier  la  loi  de  réciprocité  relative 
aux  idéaux  premiers  avec  1  +  »,  et  les  deux  relations  complémentaires. 
Les  notions  de  caractères  et  de  genres  s'étendent  au  cas  actueL 
A  chaque  idéal  est  attaché  un  système  de  r  caractères  égaux  à  ±  1 
ou  à  ±  »;  les  idéaux  d'une  même  classe  ont  les  mêmes  caractères;  à 
on  système  de  caraetères  correspond  un  genre,  et  le  nombre  des  genres 
est  égal  à  4'-^* 
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Corps  de  Kummer. 

36.  Idéaux  du  corps  de  Kmnmer.  Soit  p  Tin  nombre  ration- 
nel entier  premier  impair^  6  une  racine  primitive  |)**^  de  Tunité,  et  i(|) 
le  corps  de  la  division  du  cercle  défini  par  cette  racine.  Considérons 
nn  nombre  ft  de  ce  corps;  il  peut  appartenir  à  un  corps  diviseur  de 
Jc{i\  mais  nous  supposons  qu'il  n'est  pas  égal  à  la  puissance  p**^  d'an 
nombre  de  ce  même  corps. 

L'équation 

est  alors  irréductible ^^^  dans  le  corps  A; (g);  si  q  est  une  de  ses  ra- 
cines, représentée  par  y(i,  les  autres  sont  égales  à 

Le  corps  composé  au  moyen  des  corps  k{Q)  et  2; (S),  corps  que 
nous  représenterons  par 

KQy  6), 

s'appelle  un  corps  de  Kummer^  il  est  de  degré  p(p  —  1)  dans  le  do- 
maine 9t;  il  contient  le  corps  %(|)  comme  corps  diviseur,  et  il  est 
abélien  relatif  de  degré  relatif  J9  par  rapport  à  lui;  les  substitutions  du 
groupe  relatif  correspondant  sont  celles  du  groupe  cyclique  défini  par 

(1, 1, 1»,...,  l'-i). 

Pour  déterminer  les  idéaux  premiers  du  corps  de  Eummer,  il  est 
utile  de  se  servir  du  symbole 


{i\ 


dans  lequel  fi  est  le  nombre  définissant  le  corps  de  Eummer,  et  lo  un 
idéal  premier  du  corps  k{i).   Dans  ce  dernier  corps,  l'idéal 

Po-(l-l) 
joue  un  rôle  particulier;  la  définition  du  symbole  dans  les  différents 
cas  est  la  suivante: 

1^)  Xo  n'est  pas  égal  à  p^,  et  est  premier  avec  ft;  en  désignant 
par  N(to)  la  norme  de  to,  la  quantité 

Il     P 

est  congrue  (mod.  w)  à  une  certaine  racine  jj**"**  de  l'unité  |*;  c'est 
cette  racine  qui  est  prise  pour  valeur  du  symbole  j^L  il  en  résulte 

117)  ^E.  Wmdt  [Math.  Ann.  68  (1900)^  p.  460]  a  cherché  si  â^— a  peut  être 
décomposé  dans  des  corps  convenablement  choisis.* 
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iir(tt))-i 


^    ^     -[î]  (°»od-»)- 


2^)  XO  divise  ii,  et  le  discriminant  relatif  du  corps  de  Eummer 

art  divisible  par  to;  on  donne  alors  ^  {^}  ^  Talenr  0. 

S'')  tx>  divise  (i,  et  est  différent  de  p^*^  de  plus  le  discriminant 
relatif  du  corps  de  Eummer  n'est  pas  divisible  par  tt);  dans  ce  cas 
on  pent  toujours  trouver  dans  le  corps  k{i)  un  nombre  a,  entier  ou 
non,  tel  que  le  nombre 

ft'  —  a'  •  f* 

soit  un  entier  de  k{^)  et  ne  soit  plus  divisible  par  tD;  on  définit  alors 

le  symbole  j^j  comme  étant  égal  à  {  —  ]' 

4^)  ku  divise  fi,  et  est  égal  à  p^;  ^^^^  ce  cas  il  ne  diyise  pas  le 
discriminant  relatif  du  corps  de  Eummer  et  l'on  peut  encore  choisir 
un  nombre  a  de  l(|)  tel  que 

soit  =  1  (mod.  pj"). 

On  peut  en  outre  trouver  dans  la  suite  des  nombres  0,  1,  2,  . . ., 
p  —  1,  un  nombre  entier  s  tel  que  l'on  ait 

on  prend  alors  pour  valeur  de  |~-}  le  nombre  £'. 

5**)  f(  est  la  !>**"•  puissance  d'un  nombre  entier  du  corps  A:(6)  et 
tu  est  un  idéal  premier  quelconque  de  ce  corps;  on  prend  alors 

De  cette  façon,  le  symbole  que  nous  avons  introduit  est  défini 
pour  toutes  les  valeurs  de  p  et  de  tu,  et  il  est  égal  à  0  ou  à  une 
racine  p**"*  de  l'unité. 

Un  idéal  premier  p  du  corps  k(i)  peut  rester  premier  dans  le 
corps  de  Eummer  ou  se  décomposer  dans  ce  corps  en  idéaux  pre- 
miers; les  circonstances  dans  lesquelles  ce  fait  se  produit  sont  les 
suivantes: 

.     1^)  Si  {^1  —  0,  l'idéal  p  est  égal  à  la  puissance  !>**«•  d'un  idéal 
du  corps  k{Q,  |); 

2**)  Si  l^j  —  1,  l'idéal  p  est  décomposable  dans  le  corps  *((>,  g) 
en  p  idéaux  premiers  différents. 
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3^)  Si  {-~|    est  nne  racine  de  Timité  non  égale  à  1,  Tidéal  p 

reste  premier  dans  le  corps  Jc{(f,  |). 

E.E.Kummer^^,  en  appliquant  an  corps  Jc^q,  S)  ^^  principes  qui 
servent  à  déterminer  le  nombre  de  classes  d'idéaux,  a  démontré  le 
théorème  suivant: 

Soient 

des  nombres  entiers  du  corps  k{i\  en  nombre  qoelconqne  t,  rempUiBaafc 
la  condition  suivante:  quel  que  soit  le  système  d^ezposants 

m,,  m,,  . . .,  m^ 

pris  chacun  dans  la  suite  0,  1,  2,  . . .,  |>  —  1,  en  exceptant  toutefois 
le  système 

le  produit 

n'est  jamais  égal  à  la  j>^^*  puissance  d'un  nombre  entier  du  m6me 
corps  A;(S).     Soient  d'autre  part 

des  racines  f^^**  de  l'unité  choisies  à  l'avance  d'une  manière  arbitraire; 
et  enfin  soit  m  un  nombre  naturel  quelconque  premier  avec  p;  on  peut 
toujours  trouver  dans  le  corps  k{^)  nne  infinité  d'idéaux  premiers  p 
tels  que  l'on  ait  simultanément 

(tr-sN  {^]'-i-'  ••■■  (?)■-«■•• 

36.  BéfliduB  et  non  résidas  de  norme  dans  le  corps  de  Kxun- 
mer.  Nous  allons  introduire  dans  l'étude  du  corps  de  Kummer  des 
notions  analogues  i  celles  que  nous  avons  développées  au  n^  3S  pour 
les  résidus  quadratiques  dans  un  corps  quelconque. 

Soit  V  un  nombre  entier  quelconque  du  corps  ik(|)  et  to  un  idéal 
premier  de  ce  même  corps;  si  pour  chaque  valeur  de  l'exposant  h  on 
pent  trouver  un  nombre  enitier  a^^  du  corps  k{Q,  |)  tel  que  v  soit  oon- 
giu  suivant  k  modale  tti*  à  la  norme  relative  N(aj)  de  cet  entier,  e'esfc- 
à-dire  si  l'on  a 

V  s  N(aj^  (mod.  »*), 

D.  Hilbert^^^  dit  que  v  est  un  résidu  de  nonne  du  corps  de  Souft- 


118)  Abh.  Akad.  Berlin  1869,  éd.  1860.  math.  Abh.  p.  19/158. 

119)  Jahresb.  deutsch.  MatK-Yer.  4  (l9fê/6),  éd.  1897,  p.  402. 
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mer  pour  le  module  tD;  dans  le  cas  contraire  ^  v  est  dit  non  résidu 
pour  ce  même  module.  On  peut  énoncer  les  théorèmes  suivants  de 
D.  Hmeré: 

V)  Soit  tD  un  idéal  premier  du  corps  k(jè)  qui  ne  divise  pas  le 
discriminant  relatif  du  corps  de  Kummer.  Tout  nombre  A;(|)  premier 
avec  Xo  est  un  résidu  de  norme  pour  le  module  to, 

2^)  Soit  »  un  idéal  premier  du  corps  A;(|)  qui  divise  le  discrimi- 
nant relatif  du  corps  de  Kummer;  soit  de  plus  e  un  exposant  positif 
qui  est  arbitraire  dans  le  cas  où  Xo  diffère  de  p^,  mais  qui  est  assujetti 
à  la  condition  d'être  >p  si  n)~))o9  ^otq  de  tous  les  nombres  du  corps 
4  (S)  premiers  avec  tu  et  incongrus  (mod.  W)  il  y  en  exactement  la  f^^ 
partie  qui  sont  résidus  de  norme  pour  le  module  tD. 

Ces  résultats  permettent  de  séparer  en  p  groupes  d'éléments  les 
nombres  du  corps  ik(£);  si  nous  considérons  comme  équivalents  à  un 
même  élément  les  nombres  de  ce  corps  qui  sont  congrus  suivant  le 
module  tsfy  l'exposant  e  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  précé- 
demment, nous  pouvons  énoncer  ce  fait  que  chacun  des  p  groupes 
dont  nous  venons  de  parler  renferme  un  même  nombre  d'éléments; 
l'un  de  ces  groupes  contient  les  résidus  de  norme. 

Pour  effectuer  cette  séparation  des  éléments  en  p  groupes,  2).  HU- 
hert  emploie,  comme  dans  le  cas  indiqué  au  n^  33,  un  symbole 

dont  la  valeur  est  une  certaine  racine  |)**"**  de  l'unité,  et  qui  est  défini 
de  la  façon  suivante: 

1^)  Soit  tD  différent  de  po)  ^^  ^  ^^^  divisible  par  lo^  et  [i  par  to"*,  a  et  t 

étant  des  exposants  entiers  positifs  ou  nuls,  le  quotient  x  »  -^  se  ré- 
duit à  une  fraction  y  dont  les  deux  termes  ne  sont  plus  divisibles  par 
tD;  on  écrit  alors  par  définition 

les  symboles  |~|   et  |^|    ayant   la   signification   indiquée   dans  le 

numéro  précédent. 

Le  nouveau  symbole  satisfait  aux  relations  suivantes  qui  se  déduisent 
immédiatement  de  sa  définition: 

m  ■  m  -  '.  1=^)  -  m  ■  {'¥)■ 

XnfljoloP'  àm  Miene.  mftfhéin«i.    I  a.  80 
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2°)  Soit  )o  —  pQy  et  soient  v  et  ii  deux  nombres  premiers  ayec  p^\ 
on  peut  trouver  relativement  à  ces  deux  nombres  des  entiers  ration- 
nels n  et  m,  et  des  exposants  entiers  positifs 

nj,  w,,  . . .,  tip^i;  Wi,  m,,  . . .,  m^_^ 
tels  que  Ton  ait 

^^HP[1  +  (1-6)^[1  +  (1-|)«]"« ...  [1  +  (1  -  S)^-^]"^-!  (mod.  î)o'') 
ft^n»i'[l  +  (l-Ê)]"H[l+(l-Êm...[l  +  (l-S/-^-P-i(mod.Po'); 

alors  le  symbole   (^^}    sera  une  certaine  puissance  |*  de  la  racine 

i  de  l'unité^  dont  l'exposant  ë  est  une  certaine  fonction  homogène 
bilinéaire  des  exposants 

Cette  fonction  bilinéaire  a  des  coefficients  entiers  qui  ne  dépendent  que 
du  nombre  premier  p,  et  le  calcul  de  cette  fonction  pour  des  nom- 
bres V  et  II  donnés  se  fait  au  moyen  d'un  nombre  limité  d'opérations. 
Dans  le  cas  particulier  où  v  est  un  résidu  de  norme  du  corps  de 

Kummeri((),  5)  pourle  module  <)q,  le  symbole  {^^|  est  pris  égal  à  Tunité. 

Lorsque  fi  est  égal  à  S,  et  que  v  est  premier  avec  p^^y  le  symbole 


{  to    }   *  P^^^  valeur 


On  a  du  reste  relativement  à  l'idéal  p^,  comme  cela  a  lieu  pour 
un  idéal  quelconque  tt)^  les  propriétés 

Avec  ces  définitions,  on  a  le  théorème  suivant: 

Soient  v,  (i  deux  entiers  quelconques  du  corps  %(!),  tels  cepen- 
dant que  ç  «  y  II  ne  soit  pas  un  nombre  de  ce  corps,  et  soit  to  un 
idéal  premier  quelconque  de  ce  même  corps;  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  v  soit  résidu  de  norme  du  corps  k(fi,  i)  suivant  le 

module  lu  est  que  le  symbole    l^]   soit  ^al  à  l'unité. 

37*  Corps  réglera  de  Kumxner.  Genres  dans  les  oorps  réga- 
liers.  Nous  avons  dit  au  n^  27  qu'un  nombre  premier  p  est  appelé 
régulier,  si  le  nombre  h  des  classes  d'idéaux  du  corps  A;^(S)  de  la  di- 
vision du  cercle  pour  le  nombre  p  n'est  pas  divisible  par  p.  Le  corps 
^p(^)  ®^  ^^  corps  de  Eummer  correspondant  k{fiy  |)  sont  aussi  appe- 
lés réguliers. 
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Dans  nn  corps  régulier  de  Knmmer  on  peut  faire  correspondre 
à  chaque  idéal  nn  système  de  caractères  constitué  par  un  certain  nom- 
bre de  racines  jp^'»**  de  Tumté,  en  nombre  r  ^  1;  D.  HUberty  en  utilisant 
le  symbole  f-'^}  précédemment  défini,  a  montré  qu'on  peut  établir 
entre  les  idéaux  et  les  caractères  une  correspondance  telle  que  les 
idéaux  d'une  même  classe  aient  tous  le  même  système  de  caractères. 

n  peut  arriver  qu'à  un  système  de  caractères  correspondent  inver- 
sement plusieurs  classes  d'idéaux;  ces  classes  sont  alors  réunies  en  un 
ensemble  qu'on  appelle  un  genre  (genus,  Geschlecbt).  Le  genre  le 
plus  important  est  celui  dont  les  caractères  sont  tous  égaux  à  l'unité; 
on  l'appelle  genre  principal  et  il  renferme  la  classe  principale. 

Les  racines  ff^^^  de  l'unité  qui  constituent  le  système  de  carac- 
tères définissant  un  genre  ne  sont  pas  arbitraires,  et  leur  produit  doit 
être  égal  à  l'unité;  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffi- 
sante, et  à  chaque  système  de  racines  de  produit  égal  à  1  correspond 
effectivement  un  genre.    Le  nombre  des  genres  est  donc  égal  h,  p""^. 

La  composition  des  genres  se  fait  de  la  même  manière  que  celle 
des  classes;  si  un  genre  Q  renferme  des  classes  J.^,  ^,  . . .,  et  un 
genre  &  des  classes  A^^  A^\  . . .,  les  produits  A^AJy  quels  que  soient 
i  et  jy  font  partie  d'un  même  genre  que  Ton  appelle  le  produit  des 
genres  G  et  G']  les  caractères  de  ce  produit  sont  respectivement  les 
produits  des  caractères  de  même  rang  des  genres  G  et  G\ 

Ce  que  nous  avons  dit  au  n^  16  sur  les  corps  cycliques  relatif 
peut  être  répété  ici;  si  S  désigne  la  substitution  (fi,Qi)  qui  transfor- 
me une  classe  C  dans  une  de  ses  conjuguées,  cette  classe  et  ses  con- 
juguées peuvent  être  représentées  par 

C,  se,  S«C,  . .  .,  S^-^C; 

elles  appartiennent  toutes  au  même  genre,  et  la  puissance  symbolique 
d'exposant  1  —  S  de  C  appartient  toujours  au  genre  principal;  on  peut 
enfin  remarquer  que  tous  les  genres  d'un  corps  régulier  de  Eummer 
contiennent  le  même  nombre  de  classes. 

Les  considérations  exposées  au  n^  16  sur  les  classes  ambiguës  et 
les  complexes  de  classes  s'étendent  aux  classes  régulières  de  Eummer. 
Un  idéal  premier  du  corps  Jc{Qy  g)  ^st  dit  ambigu  s'il  reste  invariable 
par  l'opération  S  et  s'il  n'est  pas  lui-même  un  idéal  du  corps  /i;(^§); 
la  jp^^®  puissance  d'un  idéal  ambigu  est  ^ale  à  la  norme  relative  de  cet 
idéal  et  est  un  idéal  premier  du  corps  i(|).  Une  classe  G  est  dite 
ambiguë  si  eUe  est  égale  à  sa  conjuguée  5(7. 

Considérons  le  système  de  toutes  les  classes  de  la  forme 

30* 
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où  C  représente  une  classe  arbitrairement  choisie  dn  corps  k(fi,i)  et 
où  Oq  représente  successivement  chacune  des  classes  du  corps  k(i)] 
ce  système  forme  ce  qu'on  appelle  un  complexe  de  classes  du  corps 
h(Q,  I).  Le  complexe  constitué  par  toutes  les  classes  du  corps  k{i) 
s'appelle  le  complexe  principal  et  est  représenté  par  1.  La  composition 
des  complexes  possède  les  mêmes  propriétés  que  la  composition  des 
classes;  un  complexe  P  qui  est  égal  à  son  conjugué  SP  est  dit  ambigu. 

D.  HUbert  a  démontré  que  le  nombre  des  complexes  ambigus  dans 
un  corps  régulier  de  Eummer  est  égal  au  nombre  des  genres  de  ce 
corps;  de  plus  chaque  complexe  du  genre  principal  est  la  puissance 
symbolique  d'exposant  1  —  5  d'un  complexe  du  corps.  Cette  propriété 
peut  encore  s'énoncer  ainsi:  chaque  classe  du  genre  principal  est  égale 
à  un  produit  de  deux  facteurs,  dont  Fun  est  la  puissance  symbolique 
d'exposant  1  —  S  d'une  classe  particulière  et  dont  l'autre  est  une  classe 
renfermant  des  idéaux  du  corps  k{i). 

38.  Applications  aux  lois  de  Téoiprocité  pour  les  résidus  de 
puissances  pf^^\  Nous  avons  vu  au  n^  32  comment  G.  Eisenstein  a 
établi  les  lois  de  réciprocité  entre  un  nombre  entier  et  un  nombre  quel- 
conque du  corps  *^(5)  de  la  division  du  cercle  pour  un  nombre  pre- 
mier p.  En  se  servant  de  ces  résultats  et  de  la  théorie  des  genres 
que  nous  venons  d'exposer,  E.  E,  Kummer^^)  est  parvenu  à  établir  et  à 
démontrer  les  lois  de  réciprocité  dans  les  corps  réguliers  de  la  divi- 
sion du  cercle  pour  les  résidus  de  puissance  jp^^°^«,  p  étant  un  nombre 
premier  régulier. 

B,  HUbert,  en  utilisant  le  symbole  {^^K  a  établi  des  formules 
générales  qui  renferment  comme  cas  particulier  les  lois  de  réciprocité 
de  E.  E.  Kummer  et  leurs  relations  complémentaires;  ces  formules 
résultent  du  théorème  suivant: 

Si  1/  et  ft  sont  deux  entiers  quelconques  non  nuls  d'un  corps 
régulier  jfc^(|)  de  la  division  du  cercle,  le  produit 

étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  tp  de  ce  corps  est  égal  à  l'unité. 

^L'étude  des  lois  de  réciprocité  pour  les  résidus  de  puissances  p**»«» 

a  été  faite  d'une  manière  plus  complète  par  Ph.  Furtwàngler^^)  en 

120)  Ber.  Akad.  Beriin  1850,  p.  154;  Monatsb.  Akad.  Berlin  1858,  p.  158; 
Abh.  Akad.  Berlin  1859,  éd.  1860,  math.  Abh.  p.  19;  id.  1861,  éd.  1868,  matii. 
Abh.  p.  81;  J.  reine  angew.  Math.  100  (1887),  p.  10  [1861];  44  (1852),  p.  92  [1851]; 
50  (1855),  p.  212  [1854];    56  (1859),  p.  270  [1858]. 

121)  ^Abh.  Ges.  Gôtt.,  math.-phys.  Classe  (2)  2  (1902/8),  mém.  n*"  8;  Math. 
Ann.  58  (1904),  p.  1.* 
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appliquant  les  méthodes  de  D.  HUbert.  Ph.  Furiwa/ngler  considère  nn 
coips  Je  renfermant  une  racine  j^^^^  de  l'unité;  p  étant  un  nombre 
premier  impair;  il  suppose  toutefois  que  le  nombre  h  des  classes  de 
ce  corps  h  n'est  pas  diyisible  par  p.  Si  ft  est  un  nombre  de  ce  corps  h 
qui  ne  soit  pas  égal  à  la  puissance  ]^^^^  d'un  nombre  de  ce  même 
corps,  il  étudie  le  corps  4'(^,  A;).  Il  définit  les  idéaux  primaires  et 
les  nombres  primaires  du  corps  "k,  et  il  démontre  le  théorème  suivant: 
Soit  ))  un  idéal  premier  primaire  du  corps  Tc^  h  le  nombre  des 
classes  de  ce  corps^  et  A'  un  nombre  tel  que  l'on  ait 

hh'=l         (mod.  j?), 

le  nombre  (at)  ^  }j^^'  est  un  nombre  primaire^  et  réciproquement 

De  plus  si  p  est  un  idéal  premier  primaire,  (pc)  le  nombre  pri- 
maire correspondant,  r  un  idéal  premier  quelconque^  et  q  le  nombre 
défini  par  (ç)  —  r**',  la  loi  de  réciprocité  spéciale  entre  un  idéal  pri- 
maire et  un  idéal  quelconque  s'exprime  par  la  relation 

n  étant  un  nombre  entier  non  divisible  par  p. 

Cette  loi  prend  une  forme  plus  précise,  et  le  nombre  n  est  égal 
à  l'unité,  d'une  part  lorsque  k  est  le  corps  Jc{i)  lui-même  des  racines 
j^èmw  ^Q  runité,  d'autre  part  dans  le  cas  plus  général  où  le  corps  Je 
est  un  corps  de  Galois  relatif  [n"^  14],  et  où  le  degré  relatif  de  ce 
corps  est  premier  avec  p,  ou  bien  est  divisible  par  p  sans  l'être  par  p^. 

Dans  le  cas  où  n  est  égal  à  l'unité,  la  loi  gâiérale  de  récipro- 
cité et  les  relations  complémentaires  se  présentent  sous  la  forme  de 
D.  HUbert  et  s'expriment  par  la  relation 

^PJi.  Furtwàngler^^)  a  considérablement  étendu  et  complété  la 
théorie  des  corps  de  Eummer  établie  par  D.  Hiïbert]  il  a  pris  comme 
point  de  départ  le  théorème  d'existence  du  corps  de  classes  d'un  corps 
donné  [n*>  17]. 

Soit  k  un  corps  quelconque  renfermant  la  racine  jj**™*  de  l'unité 
I  et  ft  un  nombre  de  ce  corps;  fi  sera  appelé  un  nombre  primaire 
singulier  s'il  est  premier  avec  1  —  §  et  si  le  discriminant  relatif  du 
corps  k'(yïï,  k)  par  rapport  à  k  est  égal  à  l'unité.    L'existence  de 

122)  «Math.  Ann.  67  (1909),  p.  1;  72  (1912),  p.  846.  Pour  d'antres  indications 
hibliographiqnes,  consulter  B,  Fueter^  Jahresb.  dentscli.  Math.-yer.  20  (1911),  p.  1  ; 
IHe  Eiassenkdrper  der  komplexen  Mnltiplikation,  Leipzig  1911  (Texte  et  notes  122 
et  123  de  JB.  Fueter)* 
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tels  nombres  fi  résulte  du  théorème  d'existence  du  corps  de  classes 
de  *"«). 

Nous  ayons  défini  au  n®  32  le  caractère  de  puissance  j^j  d'un 

nombre  a  par  rapport  à  un  idéal  premier  W  ne  divisant  pas  1  —  g; 
Ph.  Furtwàngler  démontre  le  théorème  suivant: 

Si  a  et  6  sont  deux  idéaux  de  la  même  classe  du  corps  h  et  [i 
un  nombre  primaire  singulier  du  même  corps^  on  a 

si  Ton  considère  alors  les  idéaux  a  pour  lesquels  le  caractère  l^]  soit 

égal  à  l'unité,  ces  idéaux  sont  ceux  d'un  certain  nombre  de  classes, 
et  ces  classes  forment  un  sous-groupe  du  groupe  des  classes  d'idéaux 
du  corps  Jc]  le  degré  de  ce  sous-groupe  est  un  diviseur  du  nombre  h 
des  classes. 

Soient  a  et  fi  deux  nombres  premiers  avec  p  et  premiers  entre 
eux,  dont  l'un  au  moins  soit  primaire,  l'application  des  considérations 
qui  précèdent  au  corps 

v(1/«,») 

conduit  au  théorème  exprimé  par  l'égalité 

ce  théorème  renferme  la  loi  de  réciprocité  de  G.  Eisenstein  [n®  32];  cette 
dernière  loi  peut  aussi  se  déduire  du  théorème  de  Ph.  Furtwàngler. 
L'énoncé  général  de  la  loi  de  réciprocité  est  alors  le  suivant: 
Si  un  corps  k  renferme  un  nombre  |  qui  est  une  racine  primi- 
tive !>**"•  de  l'unité,  p  étant  premier  impair,  si  p^,  p„  ^)3,  . . .  sont 
les  idéaux  premiers  diviseurs  de  1  —  |,  on  a  pour  deux  nombres  quel- 
conques a  et  fi  de  Je  premiers  avec  1  ~  |  la  relation 

(Tiiir'-i^ifiivi 

La  première  relation  complémentaire  s'énonce  ainsi:  soit  s  un  nombre 
du  corps  k  qui  est  la  puissance  p^^^^  d'un  idéal;  pour  tout  nombre  a 
de  k  premier  avec  p,  on  a 

Ivr-CirHVl  

La  deuxième  relation  complémentaire  s'énonce  ainsi:  soit  k  un  nombre 


18S)  ^Yoir  Ph,  Furtwàngler j  Nachr.  Ges.  GOtt.  190S,  p.  291;  Maih.  Ann.  63 
(1907),  p.  7.* 
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dn  corps  h  qui  n'est  divisible  par  aucun  antre  idéal  que  pi^  p^,  -  -  - 
on  a  pour  un  nombre  quelconque  a  premier  avec  p  la  relation 

m-'-r-iriiiri 

J2.  Fueter^^)  a  complété  les  recherches  de  D.  HHhert  dans  une  autre 
Yoie  déjà  signalée  au  n^  19;  ses  recherches  se  rapportent  aux  corps 
qui  sont  fournis  par  les  modules  singuliers  des  fonctions  elliptiques; 
^il  est  parvenu  à  donner  pour  ces  corps  une  détermination  transcendante 
du  nombre  de  classes.* 

^Ces  recherches  se  rattachent  aussi  à  celles  de  B,  JDedékind^^)  sur 
les  corps  cubiques  déterminés  par  une  racine  de  l'équation 

e  étant  un  nombre  non  divisible  par  le  cube  d'un  nombre  entier. 
Le  nombre  fondamental  de  ce  corps  est  égal  à  —  So*.  B.  Dedèkind 
a  montré  que  la  détermination  du  nombre  de  classes  d'idéaux  de  ce 
corps  se  rattache  à  la  théorie  des  fonctions  9;  elle  n'est  du  reste 
qu'un  cas  particulier  de  la  détermination  donnée  par  B.  Fueter^^). 

Un  résultat  intéressant  de  B.  Dedèkind  est  le  lien  qui  rattache 
la  théorie  du  corps  cubique  qu'il  a  étudié  à  celle  des  formes  binaires 
quadratiques  positives 

Ax^+Bxy  +  Cy* 

dont  le  déterminant  D  —  JB*—  4tAC  est  égal  à  —  3c*. 

Si  l'on  prend  deux  nombres  entiers  a  et  &  premiers  entre  eux, 
et  si  l'on  pose  c^  ab  lorsque  a*—  6*  est  divisible  par  9,  ou  c  —  Sab 
lorsque  a*  —  b*  n'est  pas  divisible  par  9,  les  formes  quadratiques  primi- 
tives de  déterminant  —  3  c*  se  répartissent  en  trois  groupes  renfermant 
chacun  un  même  nombre  de  formes;  l'un  de  ces  groupes  comprend 
toutes  les  formes^  et  setdement  celles-là,  qui  servent  à  représenter  les 
nombres  premiers  p  congrus  à  1  (mod.  3)  ne  divisant  pas  D,  et  dont 
ab^  ou  à^b  sont  résidus  cubiques;  les  deux  autres  groupes  comprennent 
au  contraire  les  formes  servant  à  représenter  les  nombres  p  congrus 
à  1  (mod.  3)  dont  ab*  ou  à^b  sont  non  résidus.* 

39.  Le  théorème  de  Fermât.  P,  de  Fermât  a  annoncé  que  Téquation 

gm  ^  lim  ^^  (f»^ 

où  m  est  un  nombre  entier  positif  et  a,  b^  c  des  nombres  rationnels^ 
ne  peut  être  satisfaite  si  m  est  supérieur  à  2.    Depuis  P.  de  Fermatf 


124)  «Nachr.  Ges.  GOtt.  1907,  p.  288;   Rend.  Cire.  mat.  Palermo  89  (1910), 
p.  S80;  voir  aussi  noie  122.* 
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472  2>*  BdbeH.    I  18.   Théorie  des  corpe  algébriqueB.    H.  Vogt, 

un  grand  nombre  d'articles  ^^)  ont  été  publiés  sur  cette  question  que 
Ton  désigne  sous  le  nom  de  ^^dernier  théorème  de  Fermât*';  les  uns 
se  rapportent  à  des  valeurs  particulières  de  m,  mais  ne  sont  pas  sus- 
ceptibles de  généralisation;  c'est  E.  E,  Kummer^^  qui  a  fait  faire  à 
la  question  le  pas  le  plus  considérable:  en  utilisant  la  théorie  des  idéaux 
dans  les  corps  réguliers  de  la  division  du  cercle,  il  a  montré  que  le 
théorème  de  Fermât  est  exact  pour  une  classe  très  étendue  de  valeurs 
de  l'exposant  m,  ainsi  qu'il  résulte  de  ce  théorème  qu'il  a  démontré: 
Si  p  est  un  nombre  premier  régulier,  il  est  impossible  de  trouver 
trois  nombres  a,  fi,  y  pris  parmi  les  entiers  du  corps  A;^(|)  de  la  di- 
vision du  cercle  pour  le  nombre  |),  et  dont  aucun  ne  soit  nul,  de  telle 
façon  que  Ton  ait 

a^  +  i3^  +  /'  — 0. 

La  démonstration  de  ce  théorème  a  été  simplifiée  et  complétée 
par  D.  flï»(3r^"^. 

E.  E.  Kummer^^  a  même  démontré  que  ce  théorème  est  exact  non 
seulement  pour  les  nombres  p  qui  sont  réguliers,  mais  encore  pour  ceux 
qui  divisent  le  nombre  de  classes  d'idéaux  du  corps  A;^(|)  correspon- 
dant, à  la  condition  toutefois  que  p  entre  une  seule  fois  comme  fac- 
teur dans  ce  nombre  de  classes,  et  non  à  une  puissance  supérieure  à 
la  première.  Avec  cette  extension,  le  théorème  de  Fermât  se  trouve 
démontré  pour  tous  les  exposants  m  ^  100. 

^D'autres  travaux  ont  été  publiés  depuis  sur  cette  question  ^^j;  ils 
ont  permis  de  reculer  la  limite  inférieure  de  l'exposant  m  jusqu'à  233 
donnée  par  E.  MaiUet,  puis  jusqu'à  257  donnée  par  D.  Mirimanav  en 
utilisant  le  théorème  suivant: 

Si  l'on  pose  v  =  ^-T  ,  l'équation  est  impossible  pour  l'exposant 
p  lorsque  l'un  au  moins  des  nombres  de  BemouUi  JB,._i,  B^^,,  5^_j, 
-By_4  n'est  pas  divisible  par  p.* 


126)  «Pour  les  renseignements  bibliographiques  relatifs  au  dernier  théorème 
de  Fermât,  voir  II 6,  21  notes  197  à  218  et  1 16,  55  en  partie,  la  note  888  qui 
renferme  Tindication  de  nombreux  mémoires  sur  ce  sujet.* 

126)  J.  reine  angew.  Math.  17  (1887),  p.  208;  40  (1850),  p.  181;  J.  math, 
pures  appl.  (1)  16  (1861),  p.  377. 

127)  Jahresb.  deutsch.  Matk-Yer.  4  (1894/5),  éd.  1897,  p.  517. 

128)  Abh.  Akad.  Berlin  1857,  éd.  1868,  math.  Abh.  p.  41/74. 

129)  E.  Maillet  [Assoc.  fr.  ayanc.  se.  26  (S*  Etienne)  1897*,  p.  156/68],  en 
utilisant  une  méthode  due  à  Sophie  Germain  et  à  A,  M.  Legendre;  E,  Wendty 
J.  reine  angew.  Math.  118  (1894),  p.  385  [1893].;  2>.  MirifMmov,  J.  reine  angew. 
Math.  109  (1892),  p.  82;  111  (1893),  p.  26;  128  (1905),  p.  46;  P  Stàckel,  Aota  math. 
27  (1908),  p.  125. 
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89.  Le  théorème  de  Fennat.  473 

^Panni  les  travaux  les  plus  récents  sur  ce  sujet,  nous  mentionnerons 
ceux  où  intervient  la  considération  du  quotient  de  Fennat  relatif  au 
nombre  premier  p.     Ce  quotient  calculé  pour  le  nombre  m  est 

A,  Wieferich^  a  montré  qu'une  condition  de  possibilité  de  Téquation 

a^  +  î^+^-0 

est  que  le  quotient  de  Fermât  q(2)  soit  divisible  par  p.  Sa  démons- 
tration a  été  simplifiée  par  G,  Frobenius^^^)  et  elle  a  été  complétée 
par  D.  Mirimcmov^^*).  Ce  dernier  a  montré  qu'il  faut  encore  que  g (3) 
soit  divisible  par  l>;  il  a  donné  d'autres  conditions  nécessaires  fondées 
sur  une  étude  approfondie  du  quotient  g  (m).  Les  réstdtats  sont  assez 
simples  lorsque  Ton  considère  le  cas  de  m  —  5,  mais  ils  deviennent 
plus  compliqués  pour  les  valeurs  suivantes  de  m. 

Plusieurs  des  résultats  de  D.  Mirimanov  ont  été  présentés  d'une 
manière  plus  simple  par  G,  Frdbeniiks^^)* 

^h,Furtwàngler^^)  a  démontré  que  les  conditions  de  D.  Mirimanov 
se  déduisent  très  simplement  de  la  loi  de  réciprocité  de  G.  Eisenstein.* 

Jl  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  théorème  de  Fermât  est  exact 
pour  tous  les  exposants  premiers  de  la  forme 

2«3*±1 
et  pour  ceux  de  la  forme 

±2«±3*, 

où  a  et  &  désignent  deux  nombres  naturels  quelconques. 

La  démonstration  du  théorème  pour  un  nombre  m  quelconque  n'est 
pas  encore  trouvée.* 


180)  ^J.  reine  angew.  Math.  186  (1909),  p.  293." 

131)  «Sitzgsb.  Akad.  Berlin  1909,  p.  1221;  J.  reine  angew.  Math.  187  (1910), 
p.  314.* 

132)  «L^Enseignement  math.  11  (1909),  p.  466;  G.  R.  Acad.  bc.  Paris  160 
(1910),  p.  204;  J.  reine  angew.  Math.  189  (1911),  p.  809.* 

133)  ^Sitigsb.  Akad.  Berlin  1910,  p.  200.** 

184)  «Sitzgsb.  Akad.  Wien  121 1>(1912),  p.  689  (Texte  et  note  de  B,  Fueter)* 
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1 19.  MULTIPLICATION  COMPT.EXE. 

Exposé,  d'après  l'article  allemand  de  H.  WMBMR  (strasbow! 
PAR  B.  OAHBN  (paris). 


1.  Introduction  historique.  La  multiplication  complexe  des  foiK- 
tions  elliptiques  se  trouve  mentionnée  pour  la  première  fois  dsi»  tal 
y^Recherclies  sur  les  fonctions  elliptiques''  de  N.  H.  Ahd^),     Aufîj 
de  ce  mémoire;  N.  S.  Ahd  cherche  la  condition  nécessaire  et  suffinatt  | 
pour  que  l'équation  différentielle 

(1)  -      -JL-^-^-a ^^ 


>/(l  -  y«)"(ï  +  ^y^  V(l  -  ««)  (1  +  ^aî«) 

soit  intégrable  algébriquement. 

n  montre*)  que  cela  a  lieu: 

1^)  quand  a  est  un  nombre  rationnel  réel;  et  cela  est  vrai  qaà 
que  soit  /i.  On  est  alors  dans  le  cas  de  la  multiplication  ordinaire 
des  fonctions  elliptiques');  le  nombre  a  est  dit  le  nwUiplieaieur  de 
la  multiplication  ordinaire. 

2^)  quand  a  est  un  nombre  imaginaire  de  la  forme 

où  a  et  /}  sont  tous  deux  rationnels  et  où  /)  est  positif.  Alors  ,a 
n'est  plus  quelconque  mais  dépend  de  a  par  une  équation  algébrique 
E'^0.  On  est  alors  dans  le  cas  de  la  multiplication  complexe  des 
fonctions  elliptiques.  Les  valeurs  de  /i  satisfaisant  à  l'équation  algé- 
brique j&  —  0  sont  dites  valeurs  singulières  de  ft;  le  nombre  imaginaire 
a  est  dit  le  multiplicateur  de  la  multiplication  complexe. 

N.H,Abd^^)  traite  complètement  deux  cas  particuliers,  celui  où 
a  =-  0  et  /î  —  3  et  celui  où  a  —  0  et  /î  =»  5. 

1)  J.  reine  angew.  Math.  2  (1827),  p.  101/Sl;  S  (1828),  p.  160/90;  Œuvres,  éd. 
X.  Sylow  et  S.  Lie  1,  Ghristiama  1881,  p.  264/S88.  Le  §  X  Op-  S77/B4)  est  consaoré  à 
rintégration  de  Téquation  séparée  (1)  du  texte. 

2)  Au  n*"  50  de  son  mémoire  ^). 

S)  Voir  à  ce  sujet  Tarticle  n  11  de  TEncyclopédie. 
8*)  Au  11°  61  de  son  mémoire*). 
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2.  Multiplication  complexe  et  formeB  quadratiques.  475 

Dans  le  premier  cas  on  a  comme  intégrale  de  l'équation  différentielle 

^y yi^q  ^^       -- 

V^-  y")  (1  +  f^y*)  Va  -  «*)  (1  +  f*aî*) 

FexpreBsion 

pour  la  valeur  singulière 

^-7  +  41^. 

Un  exemple  plus  simple,  celui  où  a  —  0,  /3  »  1,  correspond  à  la 
multiplication  des  fonctions  lemniscatiennes.  Il  avait  déjà  été  complè- 
tement étudié  par  G.  F.  Gauss*)  au  commencement  du  19**'»«  siècle. 

Dans  son  travail  de  1827,  N.  H.  Jbd^)  ne  donne  pour  (i  qu'une 
expression  transcendante.  Un  peu  plus  tard*)  il  affirme,  sans  en  donner 
d'aiUeurs  de  démonstration,  que  l'équation  dont  les  racines  sont  les 
valeurs  singulières  de  [i  est  résoluble  par  radicaux.  L.  Kronecker'^) 
a,  le  premier,  démontré  cette  proposition. 

C'est  dans  les  travaux  de  L.  Kronecker^)  et  de  Ch.  HèrmUe^) 
qu'est  apparu  le  lien  qui  unit  ces  recherches  à  des  recherches  très 
délicates  concernant  la  théorie  des  nombres.  Ces  recherches  se  sont, 
dans  les  dernières  années,  imposées  de  plus  en  plus  à  Tattention  des 
mathématiciens  ^^. 

2«  Mnltiplioation  complexe  et  formes  quadratiques.  Soit  q>(u) 
vue  fonction  doublement  périodique  de  la  variable  u,  à  périodes  pri- 
mitives 

2cDi,  2 ©3. 


4)  Disquintiones  arithmeticae,  Leipzig  1801,  n^  335;  Werke  1,  GOttingne 
1870,  p.  412/3;  trad.  A.  Ch,  M.  PouUet-Ddiale,  Becherches  arithmétiques,  Paris  1807. 

6)  J.  reine  angew.  Math.  3  (1828),  p.  181;  Œuvres,  éd.  L.  Sylaw  et  S.  Lie  1, 
Christiania  1881,  p.  377. 

6)  Solution  d*un  problème  général  concernant  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques  [Astron.  Nachr.  (Altona)  6  (1828),  ool.  366/88;  Œuvres,  éd.  L.  Sylow 
et  8.  Lie  1,  Christiania  1881,  p.  403/28]. 

7)  Monatsb.  Akad.  BerUn  1867,  p.  466. 

8)  Monatsb.  Akad.  Berlin  1862,  p.  302,  363;  1863,  p.  44;  Sitzgsb.  Akad.  Berlin 
1883,  p.  497,  526;  1886,  p.  701;  1889,  p.  53,  123,  199,  255,  309. 

9)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  48  (1859),  p.  940,  1079,  1095;  49  (1859),  p.  16,  110, 
141;  Théorie  des  équations  modulaires,  Paris  1869;  Œuvres,  pubi.  par  É.  Picard 
1,  Paris  1905,  p.  38/86. 

10)  Cf.  F,  Mertens,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  119  U"  (1910),  p.  231/77,  631/61.  Des 
renseignements  bibliographiques  plus  complets  se  trouvent  à  la  fin  du  volume 
actuel  (volume  3  du  tome  I  de  TEncyclopédie). 
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476  S,  Wéber.    1 19.    Multiplication  complexe.    E.  CaKen, 

La  fonction  doublement  périodique 

où  ft  désigne  un  nombre  entier  quelconque  donné,  positif  ou  négatif^ 
admet  les  mêmes  périodes.  Il  en  résulte ^^)  que  ^(jiu)  s'exprime 
rationnellement  en  fonction  de  q>{u)  et  de  sa  dérivée  ^'{u)j  prise  par 
rapport  à  u.  C'est  là  le  théorème  de  multiplication  réelle  des  fonctions 
doublement  périodiques  et^  en  particulier,  des  fonctions  elliptiques. 
Mais  la  fonction  doublement  périodique 

où  /i  désigne  un  nombre  complexe  quelconque,  admet  les  mêmes  périodes 
2(o^y  2a)8  que  ^^(u)  dans  un  autre  cas,  le  cas  où,  pour  des  entiers 
réels  a,  &,  c,  d  convenablement  choisis,  on  a 


Dans  tout  autre  cas,  elle  ne  les  adn(iet  pas. 

L'élimination  de  fi  entre  les  deux  équations  (2)  donne 

C(o^  +  (^ — <^)^i^z  —  ^®8*  ^  ^> 
ou  encore,  en  posant 

(3)  6T*  +  (a-d)T-c-0. 

Si  l'on  avait 

6«=a  —  rf  —  c  —  0, 

on  retomberait  sur  la  multiplication  réelle,  en  sorte  que  nous  pouvons 
supposer  ici  que  l'équation  (3)  n'est  pas  vérifiée  identiquement  en  %. 
Pour  qu'il  y  ait  multiplication  complexe  de  la  fonction  doublement 
périodique  g>(u)y  il  faut  donc  que  le  rapport  r  =  —  des  périodes  pri- 
mitives  2(0^,  2(o^  soit  racine  d'une  équation  du  second  degré 

Ax^  +  Bt  +  C^  0 
à  coefficients  entiers.     On  a  d'ailleurs 

A:B:C^b:{a-d):''C. 
De  ce  que  le  rapport  des  périodes  d'une  fonction  doublement  pério- 
dique ne  peut  être  réel,  on  conclut  que  l'expression 

est  un  entier  négatif. 

11)  Voir  tous  les  Traités  sur  les  fonctions  elliptiques,  par  exemple  /.  Tannery 
et  J.  Molk,  Éléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  8,  Paris  1S98,  p.  79. 

Cf.  nii. 
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8.  Multiplicatioii  complexe  et  formes  quadratiques.  477 

Cette  condition  Décessaire  est  d'aillears  suffisante.    Supposons,  en 
effet,  que  x  satisfasse  à  une  équation  du  second  degré 

à  racines  imaginaires;  ^  et  C  sont  alors  nécessairement  de  même 
signe:  on  peut  donc  supposer  ^  et  C  positifs  [car,  daus  le  cas  où  A 
et  C  seraient  négatifs,  on  changerait  simultanément  les  signes  des 
trois  coefficients  de  Téquation]  et  A,  B,  C  sans  diviseur  commun 
[car,  si  A,  B,  C  avaient  un  diviseur  commun,  on  les  diviserait  tous 
trois  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  sans  changer  Téquation 
(3)];  enfin  comme  les  deux  racines  de  l'équation  (3)  ont  des  parties 
imaginaires  de  signes  contraires,  on  est  maître  d'entendre  par  r  celle 
de  ces  deux  racines  dont  le  coefficient  réel  de  la  partie  purement 
imaginaire  est  positif.  Ceci  posé,  aux  trois  coefficients  A,  By  C  de 
réquation  du  second  degré 

(2»)  At^+Bx  +  C^O, 

à  laquelle  satisfait  par  hypothèse  t,  correspondent  des  entiers  a,  &, 
c,  d  tels  que  Fon  ait 

^^  ABC' 

ils  satisfont  à  l'équation  (3)  et,  par  suite,  les  deux  relations  (2)  sont 
compatibles  et  l'on  peut  donc  déterminer  le  multiplicateur  fi. 
Précisons  ce  calcul:  Les  relations  (4)  donnent 

h  —  Ae^    a^-d  '^  Bz^    c  —  —  Ce^ 

z  étant  un  entier  arbitraire.    Posons 

d  +  a  —  w; 
on  en  déduit 

(o)  a ^ — ,    h^Az,    c Cz,    d ^ — î 

on  a  aiusi  a,  b,  c,  d  en  fonction  de  deux  entiers  arbitraires  0  et  te; 
assujettis  à  la  seule  condition 

w^Bz        (mod.  2), 
et  Ton  a 

On  voit  donc  que  (i  appartient  au  corps  algébrique  H  défini  par  Tir- 
rationnelle 

yw^^~AG] 

de  plus  ft  est  un  entier  de  ce  corps  SI  à  cause  de  la  relation 

w^Bz        (mod.  2). 
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478  S..  Wéber,    1 19.    Multiplication  complexe.    E.  Cahm. 

Si  Ton  pose 

-  m  «  5^  -  4^  C  <  0,        »  =  ad  -  6c, 
on  trouve 

(6)  n  -  î^i-* 

en  sorte  que  n  est  la  norme  N(jjl)  du  multiplicateur  ft. 

^Si,  dans  les  formules  (2),  a,  &,(;^  cl  ont  un  diviseur  commun  d,  soient 

a^a'd,    6«fc'*,    c-c'*,    d  =  d'*, 

les  formules  (2)  deviennent 

ficDj  —  *(c'a)i  +  d'oj), 
de  sorte  que  la  multiplication  complexe  par  fi  se  ramène  à  une  mul- 
tiplication ordinaire  par  d  et  à  une  multiplication  complexe  par  —• 

On  peut  donc  se  borner  aux  multiplications  complexes  dans  les- 
quelles a,  &y  Cy  d  sont  sans  facteur  commun. 

A  quelles  conditions  doivent  doue  satisfaire  m;  et  0  pour  que  o^ 
h,  c,  d  donnés  par  les  formules  (5)  soient  sans  facteur  commun? 

Il  faut  et  il  suffit: 

1^)  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  u;  et  jer  soit  1  ou  2; 

2^)  dans  le  cas  où  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  2,  que 

w*  +  me* 
n^. ^ 

soit  impair,  ou^  ce  qui  revient  au  même,  que: 

si  B  est  pair,  il  ne  faut  pas  que  l'on  ait  à  la  fois 

fi7  =  0  (mod.  4),    w  =  a  (mod.  2); 
si  B  est  impair,  il  ne  faut  pas  que  l'on  ait  à  la  fois 

w  =  0  (mod.  2),    w^£!  (moi  4).* 

Voici  maintenant  comment  cette  théorie  est  liée  à  celle  des 
formes  quadratiques  définies. 

Au  lieu  de  dire  que  r  est  racine  de  l'équation 

At^  +  Bx  +  C^O, 

on  peut  aussi  bien  dire  que  c'est  la  première  racine  de  la  forme 

Ax^  +  Bxy+Cy*    ou    {A,B,C). 

Appelons  congments  deux  nombres  r,  t    liés  par  une  relation  de 

la  forme 

e+dr 


X   — 


a-f-&T 
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*  8.  Les  inyariants.  479 

OÙ  a,  b,  Cj  d  sont  des  entiers  (rationnels)  tels  que 

ad  —  6c  —  1. 
A  toute  forme  quadratique  primitive 

correspond  un  rapport  x  de  périodes  (première  racine  de  Téquation 
Ax^  +  Bx  +  G'^G)  et  par  suite  une  infinité  de  périodes  2m^,  2m^ 
ayant  même  rapport^  donc  un  système  de  fonctions  doublement  pério- 
diques. A  toute  forme  de  même  classe  que  {A^  B,  G)  correspond  un 
rapport  de  périodes  congruent  à  r,  donc  un  même  système  de  fonctions 
doublement  périodiques.  Ainsi  à  une  classe  de  formes  quadraUques 
correspond  un  système  de  fonctions  doublement  périodiques.  Les  multi- 
plicateurs fi  ne  dépendent  que  de  m;  ils  sont  donc  les  mêmes  pour 
toutes  les  classes  de  même  déterminant. 

Si  inversement  on  envisage,  dans  un  corps  quadratique  SI,  un 
entier  algébrique 

X  +  y}/—  m 


[i 


2 


les  nombres  x,  y  sont  ou  bien  tous  deux  entiers  pairs  ou  bien  (dans  le 
cas  où  m  =  —  1  (mod.  4))  tous  deux  entiers  impairs.  On  en  déduit, 
en  appliquant  les  formules  (5),  les  valeurs  des  entiers  a,  b,  c,  d,  puis 
d'après  (2  a)  la  relation 

a-\'br 

Le  module  des  fonctions  elliptiques  qui  est  une  fonction  de  x  [cf. 
n^  3]  se  transforme  ainsi  en  lui-même  par  la  transformation 

©/  =«  a©!  +  ftoj,     CD,'  =  cœ^  +  d(o^,    r'  =  -^> 

et  cette  transformation  donne  ainsi  naissance  à  la  multiplication  com- 
plexe,  c'est-à-dire  à  la  représentation  de  9'(ftu)  par  ip{u), 

3.   Les  invariants.    Si  Ton  se  donne  d'une  façon  quelconque  un 

nombre 

T  —  et  -h  i/î,     où     /î  >  0, 


on  peut  prendre  ce  nombre  x  comme  rapport  — '  des  périodes  2©^, 
2(0,  d'une  fonction  elliptique.  Dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques on  rencontre  plusieurs  fonctions  de  x,  entre  autres  le  module 
k  et  Viwvariant  absolu  X 

Si  l'on  pose,  avec  C.  O,  J.  Jacobi 

q  =-  (^^<, 
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le  modale  Je  et  son  complément  Je'  sont  définis  par  les  expressions 

[1           »          ?»  ni 

2g-i  +  2g4+2g^+ 

Z.'       ri-2g  +  2g^^2g>+ 1« 

Ll  +  2g  +  23*  +  2«»+ J 

et  l'on  a 

fc8  +  Aî'«  -  1. 

L'invariant  absolu  J  est  défini  par  l'expression 

On  peut  développer  256 J(t)  —  -,-  en  une  série  entière  en  g;  on  a 
256  J(t)  -  V  +'744  +  1968842»  + 

La  propriété  fondamentale  de  l'invariant  absolu  J(t)  est  que,  si  r  est 
un  nombre  quelconque  congruent  [n^  2]  à  r,  on  a 

et  que,   réciproquement,  si  J(t')  —  «7'(t),  les  deux  nombres  r  et  «^ 
sont  congruents. 

La  fonction  J'(ir)  possède  aussi  la  propriété  suivante:  Soit  n  un 
nombre  entier  quelconque  donné,  positif  ou  négatif;  les  diflférentes 
valeurs  que  prend  la  fonction 

lorsqu'on  donne  à  a,  b,  o,  d  toutes   les  valeurs  rationnelles  entières 
qui  satisfont  à  la  condition 

ad  —  6c  — n, 

Bout   en  nombre   fiui.    EUes   sont    d'ailleurs   racines   d'une  équation 

algébrique 

(8)  «„(Z,J(T))-0 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  J(x)  à  coefficients 
entiers. 

^L'équation 

<J.(u,t;)-0 

est  symétrique  en  u  et  v.    Son  degré  par  rapport  à  cliacune  de  oes 
variables  est  égal  au  nombre  de  systèmes  d'entiers  a,  &,  c^  d  tels  que: 

1®)  a,  bf  c,  d  soient  premiers  dans  leur  ensemble; 

2*>)  ad  —  ftc  -  n; 
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Avis. 
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mathématiciens  allemands  et  français.  L'auteur  de  chaque  article  de  l'édition  allemande 
a,  en  effet,  indiqué  les  modifications  qu'il  jugeait  convenable  d'introduire  dans  son  article 
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Tribune  publique.   4. 

«l^«t^«8^->«« 

et  r 

'on  posera,  pour  t  =  1,  2,  . . . ,  «  —  1, 

•±=^q.  +  ^    où    0<ûr.<a,, 

la  substituiâon  uaimodulaire 

Al  —  aï, ,  X,  «=  .r, ,  . . . ,  X^  _  j  =«=  :r^ 

-i' 

^„  =  3i^l+îZ2^*+    ••  +  2„_i.t^n-i 

+^, 

transforme  alors  la  forme 

a,  a?!  4- a, a;,  H ha«^« 

en  une  forme 

a,  X,  +  «s  X,  H h  a^X^ 

dont  le  plus  petit  coefficient  est  inférieur  à  celui  de  la  forme  primitive. 
En  continuant  à  appliquer  le  même  procédé  on  arrive  à  une  forme  dont  le 
plus  petit  coefficient  est  nul  et  qui,  -par  conséquent,  contient  moins  de  n 
variables.  On  opère  sur  cette  forme  comme  sur  la  précédente  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  une  forme  à  une  variable 

d'ailleurs  il  est  facile  de  voir  que  dans  ces  transformations  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  coefficients  ne  change  pas;  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  donc  tf.  £.  Cahen. 


99^  Toute  rectification  on  addition,  se  rapportant  à  l'édition  francise, 
adressée  à  J.  Molk,  8  rue  d'Alliance,  Nanej,  sera  insérée,  s'il  y  a  lien,  avec 
mention  dn  nom  de  son  auteur,  dans  la  Tribune  publique. 

Nancy,  20  octobre  1907.  J.  Molk. 
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I  20.    CALCUL  DES  PROBABILITÉS. 

Exposé,  d'après  i*'aktiole  allemand  de  E.  OZXTBSB  (vienne), 
PAB  J.  LE  UGUX  (rennes). 


Probabilité  a  priori. 

1.  Définition  et  signification  de  la  probabilité  mathématique. 
Les  éyènements  incertams  sont  ceux  dont  rarriyée  ne  résulte  pas  avec 
certitude  des  conditions  connues  ou  données,  mais  pour  lesquels  on 
peut  seulement  exprimer  un  degré  plus  ou  moins  élevé  de  possibi- 
lité, ^e  calcul  des  probabilités  a  pour  objet  Tétude  de  la  fréquence 
relative  des  éyènements  incertains.* 

^Suivant  Jî  Poinca/ré^)y  il  n'est  guère  possible  de  donner  une 
définition  satisfaisante  de  la  probabilité.  A,  A.  Coumot^,  au  con- 
traire, développe  une  série  de  considérations  de  nature  à  conduire  à 
une  définition  rationnelle  de  la  probabilité  mathématique.  On  peut 
les  résumer  de  la  manière  suivante:  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un 
événement  incertabi  E,  et  que  sur  m  épreuves  ou  observations,  faites 
dans  des  conditions  constantes  déterminées,  cet  événement  se  produise 

n  fois.     11  peut  arriver  que  le  rapport  -    qui  en  mesure  la  fréquence 

relative  tende  vers  une  limite  p  lorsque  le  nombre  m  croît.  C'esb 
cette  limite  que  A.  A,  Coumot  appelle  la  probabilité  mathématique  de 
réyènement  E  dans  les  conditions  considérées.  Il  est  évident  que  le 
nombre  p  regardé  comme  une  limite  ne  peut  être  révélé  rigoureuse- 


1)  ^Galctd  des  probabilités;  leçons  professées  en  1894,  rédigées  par  A.  Qui" 
quet;  Paris  1896,  p.  1.* 

2)  ^Exposition  de  la  théorie  des  chances  et  des  probabilités,  Paris  1843; 
voir  en  partie,  le  Résumé  p.  437/440.  Les  idées  de  A.  A,  Coumot  sont  aussi  ex- 
posées dans  Ad,  Franck,  Dictionnaire  des  sciences  philosophiques,  Paris  1848/52  ; 
(2*  éd.),  Paris  1876,  p.  1894  (ariiicle  probabilité  par  A.  A.  Coumot).  Parmi  les 
essais  les  plus  récents  d'une  définition  logique  du  hasard  et  de  la  probabilité, 
nous  citerons  celui  de  R.  de  Montessus  de  Bàllore  [ni*««  Congrès  intem.  philos. 
Genève  1904,  éd.  1905,  p.  688].* 
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ment  par  Texpérience:  des  raisons  théoriques  permettraient  seules  de 
Ini  assigner  une  yaleor  précise. 

La  probabilité  ainsi  conçue  peut  être  regardée,  d'après  A.  A.  Cour- 
noty  comme  la  mesure  de  la  possibilité  physique;  elle  ne  s'applique 
qu'à  des  classes  de  faits  susceptibles  d'une  répétition  en  quelque  sorte 
indéfinie  et  pour  lesquels  la  limite  p  existe. 

Dans  les  questions   de  statistique  le  rapport  —  n'admet  pas  en 

général  de  limite  déterminée,  mais  il  peut  osciller  entre  deux  limites 
assez  resserrées  pour  que,  dans  ces  questions,  l'on  puisse  faire  usage, 
ayec  une  approximation  suffisante,  du  calcul  des  probabilités. 

En  dehors  de  ces  conditions  la  probabilité  n'a  qu'une  yaleur 
subjectiye:  il  peut  alors  être  question  d'une  énumération  des  cas,  il 
est  illusoire  de  parler  de  mesure*). 

C'est  de  cette  probabilité  subjectiye  qu'on  peut  dire  ayec  P.  /S.  La- 
place*)  qu'elle  est  relatiye  en  partie  à  nos  connaissances,  en  partie  à 
notre  ignorance^). 

Les  éyènements  auxquels  on  applique  le  calcul  des  probabilités 
sont  tantôt  des  faits  théoriques  ou  mathématiques  pour  lesquels  la 
mesure  de  la  probabilité  résulte  d'une  définition:  c'est  la  probabilité 
o  priori'^  tantôt  des  faits  physiques  ou  sociaux  pour  lesquels  l'obser- 
yation  doit  servir  de  guide:  c'est  la  probabilité  a  posteriori. 

Le  calcul  des  probabilitéB  a  pris  naissance  dans  les  problèmes 
relatifs  aux  jeux  de  hasard^).* 


8)  ^£n  proposant  la  mesure  précise  d^assertioiis  aussi  vagues  on  peut  com- 
promettre la  science  [/.  Bertrand,  Calcul  des  probabilités,  Paris  1888,  préface 
p.  XVni].  L'application  du  calcul  aux  questions  de  ce  genre  est  une  illusion 
et  un  abus  [id.  p.  XIX].* 

4)  Essai  philosophique  sur  les  probabilités,  Paris  1814,  in  4';  (2*  éd.)  Paris 
1814,  in  8^  p.  6;  Théorie  analytique  des  probabilités,  Paris  1812;  (2*  éd.)  Paris 
1814;    (8'éd.)  Paris  1820,  p.  IV;  Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  Vin. 

6)  ^H,  Poincaré  exprime  la  même  opinion  [Hevue  gén.  se.  10  (1899),  p.  262  ; 
La  science  et  lliypothèse,  Paris  s.  d.  [1903]  p.  216];  A.  A.  Coumot  [Dictionnaire 
de  Ad.  Franck^  p.  1396,  col.  2]  s'exprime  ainsi:  ,,11  n'est  donc  pas  exact  de 
dire,  avec  J.  Hume,  que  le  hasard  n'est  que  l'ignorance  où  nous  sommes  des  véri- 
tables causes,  ou,  avec  P.  S,  Lapîace,  que  la  probabilité  est  relative  en  partie  à 
nos  connaissances  en  partie  à  notre  ignorance^'.  Il  ajoute  plus  loin:  „Â  la  vérité, 
les  géomètres  ont  appliqué  leur  théorie  des  chances  et  des  combinaisons  à  deux 
ordres  de  questions  bien  distinctes  et  qu'ils  ont  parfois  mal  à  propos  confon> 
dues:  à  des  questions  de  possibilité  qui  ont  une  valeur  tout  objective,  et  à  des 
questions  de  probabilité,  dans  le  sens  vulgaire  du  mot,  qui  sont,  en  effet,  rela^- 
tives  en  partie  à  nos  connaissances,  en  partie  à  notre  ignorance/^* 

6)  Voir,  par  exemple,  M.  Canior,  Vcrks.  Gesch.  Math.  (2*  éd.)  2,  Leipzig 
1900,  p.  82     {Luc  Paciuolo);  p  328  (le  mot  hasard  vient  du  mot  aiabe  asar  qui 
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Ce  soDt^ces .  problèmes  relatifs  aux  jeux  de  hasard  qui  donnent 
lieu  à  la  distinction  en  cas  homogènes  également  vraisemblables  et  à 
leur  répartition  en  cas  favorables  ou  chances  et  en  cas  défavorables'^. 

Dans  ces  conditions  la  probabilité  mathématique  d'un  événement 
est  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre  total  des  cas 
possibles^  pourvu  que  les  cas  considérés  soient  également  possibles. 

Dans  cette  définition  classique  il  faut  attacher  la  plus  haute  im- 
portance à  la  notion  de  Tégale  possibilité  des  cas^).  «Au  point  de 
vue  général  il  peut  être  tout  aussi  difficile  de  définir  Végaie  possibilité 
des  cas  que  de  définir  la  probabilité  elle-même;  mais^  pour  certains 
problèmes^  la  définition  peut  être  quelquefois  imposée  par  les  con- 
ditions de  renoncé.  S'il  s'agit  d'un  dé,  par  exemple,  ce  que  Ton  a  en 
vue  dans  le  raisonnement,  ce  n'est  pas  tel  dé  particulier,  mais  un  dé 
th&)rique  que  Ton  suppose  homogène  et  régulier  de  telle  sorte  que 
la  chute  sur  l'une  quelconque  des  faces  ait  la  même  probabilité.  La 
symétrie  de  constitution  que  l'on  suppose  au  dé  relativement  à  toutes 

a  le  sens  de  difficile);  p.  601/2  {H.  Cardan);  p.  622/8  et  p.  6S7/8  (N.  Tartaglia), 
Voir  aussi  p.  764/60  {B.  Pascal)  et  Vorles.  Gesch.  Math.  (2«  éd.)  3,  Leipzig  1901, 
p.  46  (Jan  de  Wit();  p.  49  (E,  HaXUy);  pour  le  développement  du  calcul  des  pro- 
babilités an  18**^  siècle,  p.  628  et  sniv. 

Le  plus  ancien  exemple  connu  de  l'emploi  de  la  notion  de  probabilité  dans 
un  problème  déterminé  se  trouve  dans  un  commentaire  de  la  Divine  comédie 
de  Dante  AUghieri,  imprimé  à  Venise  en  1477  [cf.  G.  B.  L  T.  Libri,  Hist.  math. 
en  Italie  2,  Paris  1888,  p.  188,  en  note;  (2«  éd.)  Halle  1866]. 

7)  Jacques  Bemouîîi  a  fait  usage  des  expressions  de  casus  foecundus  seu 
fertUis  et  de  casus  sterilis  [Ars  coiijectandi,  Opus  posth.  publ.  par  Nicolas  Ber- 
nouai,  B&le  1718,  p.  286;  trad.  par  L.  G.  F.  Vastel,  Caen  an  X]. 

8)  En  cherchant  à  éclaircir  cette  notion  de  VégcUe  possibilité  des  cas 
J.  von  Kries  [Die  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Fribourg  en/B. 
1886,  p.  6]  et  a  Stumpf  [Sitzgsb.  philos,  philol.  Classe  Akad.  Mûnchen  1892,  éd. 
Munich  1893,  p.  87,  681]  se  sont  placés  à  des  points  de  vue  diamétralement 
opposés.  C.  Stumpf  adopte,  en  le  précisant,  le  point  de  vue  de  Jacques  Ber- 
nouUi  [Ars  conjectandi ^,  p.  224];  pour  lui,  plusieurs  cas  doivent  être  envisagés 
comme  également  possibles  lorsque,  dans  Tétai  actuel  de  nos  connaissances, 
nous  ne  pouvons  discerner  aucune  raison  d'envisager  l'un  de  ces  cas  comme 
plus  probable  qu'un  quelconque  des  autres.  D'après  J.  von  Kries,  on  ne  peut 
parler  de  cas  également  possibles  qu'en  raison  de  fÎEdts  précis  nous  obligeant  à 
les  considérer  comme  tels.  De  ce  qu'une  urne  ne  contient  que  des  boules  noires 
et  des  boules  blanches,  C.  Stumpf  conclut  à  Végaie  possibilité  de  tirer  de  l'urne 
soit  une  boule  noire,  soit  une  boule  blanche,  puisque  les  renseignements  que  l'on 
possède  ne  permettent  pas  de  supposer  qu'il  se  trouve  dans  l'urne  plus  de  boules 
d'une  des  deux  couleurs  que  de  l'autre.  D'après  /.  von  Kries,  au  contraire,  on  ne 
peut  parler  de  cette  égale  possibilité  que  si  l'on  sait  qu'il  se  trouve  dans  l'urne 
autant  de  boules  noires  que  de  boules  blanches  [cf.  E.  Ceuber,  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, Leipzig  1908,  p.  10]. 
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les  conditions  du  problème  revient  en  dernière  analyse  à  la  notion 
d'nn  groupe  de  transformations  qui  laisse  la  probabilité  inyariante. 
Une  remarque  semblable  peut  être  faite  à  propos  de  la  plupart  des 
problèmes  du  calcul  des  probabilités.  La  formation  des  cas  égale- 
ment possibles  équivaut  à  la  construction  d'un  groupe  de  substitu- 
tions de  certains  éléments.  On  pourrait  donner  à  ce  groupe  le  nom 
de  groupe  d'invariance  de  la  probabilité.* 

Soit  m  le  nombre  total  des  cas  également  possibles,  g  celui  des 

cas  favorables;  la  probabilité  p  aura  pour  valeur  —  •     Ce  nombre  est 

une  fraction  proprement  dite,  par  conséquent  il  est  toujours  compris 
entre  0  et  1.  Les  deux  limites  extrêmes  0  et  1  sont  relatives  à  des 
états  qui  n'appartiennent  plus  à  proprement  parler  au  domaine  des 
probabilités,  car  ni  Tun  ni  Tautre  n'implique  le  moindre  doute.  La 
première,  correspondant  à  ^r  =  0,  est  le  symbole  de  Vimpossibilité]  la 
seconde,  qui  correspond  à  ^  =  m,  est  celui  de  la  certitude^.  Il  faut 
cependant^®)  établir  une  différence  essentielle  d'une  part  entre  l'im- 
possibilité et  une  probabilité  qui  tend  vers  zéro,  d'autre  part  entre  la 
certitude  et  une  probabilité  qui  tend  vers  l'unité  ^^). 

2.   Détermination  directe  de  la  probabilité.     La  détermination 
directe  de  la  probabilité  dans  un  problème  donné  consiste  à  décom- 


9)  Les  rapports  de  la  probabilité  et  de  la  certitude  ont  été  envisagés  de  diffé- 
rentes manières.  P.  S.  Laplace  [Essai*),  p.  8/9;  Théorie  des  probabilités,  p.  V; 
Œuvres  7,  p.  IX]  s'exprime  ainsi:  „Sou6  ce  rapport,  la  certitude  et  la  proba- 
bilité sont  comparables,  quoiqu'il  j  ait  une  différence  essentielle  entre  les  deux 
états  de  ^e8prit^^  Jacques  BemoMi  dit:  „ProbabUitas  est  gradus  certitudinis^^ 
[Ars  coigectandi  ^),  p.  211].  Voir  aussi  J.  de  Condoreet,  Essai  sur  l'application  de 
l'Analyse  à  la  probabilité  des  décisions  rendues  à  la  pluralité  des  voix,  Paris 
1786;  Discours  préliminaire,  en  partie,  p.  XIH;  S.  F.  Lacroix,  Traité  élém.  du 
calcul  des  probabilités,  Paris  1816,  p.  1/16;  (4"  éd.)  Paris  1833. 

10)  Au  sujet  des  différentes  significations  des  probabilités  très  petites  et 
très  grandes,  cf.  {Jean  le  Rond)  d'Alenibert,  Réflexions  sur  le  calcul  des  proba- 
bilités, Opusc.  math.  2,  Paris  1761  p.  1;  G.  L.  Lederc,  comte  de  Buffon,  Essai 
d'Arithmétique  morale  (écrit  vers  1760),  Suppl.  à  l'Hist.  nat.  4,  Paris  1777,  p.  47 
et  suiv;  A,  A,  Coumot,  Exposition*),  p.  77/B8;  Ad.  Franck,  Dictionnaire*),  article 
probabilité  par  A,  A,  Coumot;  A,  de  Morgan,  article  „Theory  of  probabilities** 
dans  l'Encyclopaedia  metropolitana  2,  Londres  1849,  p.  396. 

11)  La  nature  philosophique  de  la  notion  de  probabilité  se  trouve  étudiée 
en  détail  dans  J.  von  Kries^  Wahrsch.^),  p.  1/47;  C.  8tumpf^\  Chr.  Sigwart, 
Logik  2,  Fribourg  en/B.  1878,  (2«  éd.)  1898,  p.  306/28;  E.  Czuher,  Wahrsch.*), 
p.  1/16.  On  peut  aussi  signaler  la  critique  du  traité  de  /.  von  Kries  due  à 
A.  Meinong  [Gôttingische  gelehrte  Anzeigen  1890,  p.  66/76] ,  ainsi  que  les  essais 
plus  ou  moins  satisfaisants  de  A.  Nitsche  [Yiertelj.  wiss.  Philos.  16(1892),  p.  20/35] 
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poser  la  matière  du  problème  en  cas  simples^  éqoiyalentS;  égale* 
ment  vraisemblables^  et  à  prendre  le  rapport  du  nombre  des  cas 
fayorables  à  celui  des  cas  possibles.  Chr.  Sigwart^*)  fait  remarquer 
avec  raison  que,  dans  l'application  de  cette  règle,  c'est  la  première 
partie,  la  formation  des  cas  également  probables^*)  qui  constitue  Tart 
propre  de  la  théorie  des  probabilités.  Le  reste  n'est  qu'une  question 
de  pure  arithmétique.  A  l'origine  il  s'hissait  uniquement  d'une  équi- 
valence formelle;  combinatoire,  des  cas.  Il  est  donc  tout  naturel  que 
le  calcul  des  probabilités  et  VanaJyse  combinatoire  se  soient  développés 
simultanément.  Effectivement  les  premiers  écrits  concernant  le  calcul 
des  probabilités  sont  aussi  les  premiers  sur  l'analyse  combinatoire^^). 
Une  des  premières  questions  dont  il  soit  fait  mention  dans  les 
mémoires  où  il  est  question  de  probabilité  est  relative  à  l'égale 
possibilité  des  cas^*).  C'est  chez  Hierosme  Cardan^^)  qu'on  trouve 
pour  la  première  fois  une  appréciation  judicieuse  de  cette  équi- 
valence, dont  l'évaluation  inexacte  a  souvent  conduit  à  des  résultats 
erronés^'). 

3.    Probabilité  totale.     La  méthode  directe   fat  tout  d'abord  le 
seul  moyen  employé  pour  déterminer  la  probabilité  d'un  événement. 


et  de  L.  Goldschmidt,  Die  WahzscheinlichkeitBrecbnung,  Hambourg  et  Leipzig  1897^ 
p.  86/128. 

12)  Logik")  2,  p.  319. 

13)  ^Autrement  dit,  la  constructioii  du  grottpe  d'invariance  de  la  probabilité.* 

14)  B.  Pascal,  Traité  du  triangle  arithmétique  (écrit  en  1664),  Op.  posth., 
Paris  1666;  Œuvres,  éd.  Hachette  3,  Paris  1880,  p.  243;  Jacques  Bernoulîi,  Ara 
coxyectandi^  dont  la  seconde  partie  (p.  72/137)  est  consacrée  à  l'Analyse  com- 
binatoire [cf.  I  2,  note  6]. 

Ib)  G.  Galilée  {Galileo  Gàlilet)  [Considerazioni  sopra  il  giuoco  dei  dadi, 
Opère  14,  Florence  1866,  p.  293/6;  éd.  nazionale  8,  Florence  1898,  p.  691,4] 
examine  la  question:  Pourquoi  dans  le  jeu  de  passe-dix  (en  jetant  trois  dés)  le 
point  10  arrive-t-il  plus  souvent  que  le  point  9,  et  le  point  11  plus  souvent  que 
le  point  12  [cette  note  de  G.  Galilée  a  été  écrite  avant  1642]. 

16)  De  ludo  aleae  (opus  posth.);  Opéra  1,  Lyon  1663,  p.  262/76. 

17)  G.  W.  Leibniz  [lettre  à  L,  Bourguet,  datée  du  22  mars  1714;  Opéra 
omnia,  éd.  L.  Dutens  6,  Genève  1768,  p.  217]  admettait  qu*aveo  deux  dés  on 
peut  aussi  bien  jeter  12  points  que  11  points  „car  Tun  et  Tautre  ne  se  peut 
faire  que  d'une  seule  manière**  tandis  qu'on  peut  jeter  7  points  de  trois  manières. 
{Jean  le  Bond)  d'Alembert  [Encyclopédie  ou  Dictionnaire  raisonné  4,  Paris  1764, 
p.  512/^;  article  croix  ou  pile;  Encyclopédie  méthodique,  math.  1,  Paris  et  Liège 
1784,  p.  471/2]  a  donné  une  valeur  inexacte  pour  la  probabilité  d'amener  croix 
en  deux  coups  dans  le  jeu  de  croix  ou  pHe;  il  dit  que  cette  probabilité  est 
égale  à  },  alors  qu'elle  est  manifestement  égale  à  |.  A  propos  du  problème 
des  trois  coffirets,  J.  Bertrand  [Probabilités*),  p,  2]  donne  un  exemple  d'appré- 
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Cependant  peu  à  peu  on  arriva  à  formuler  des  règles  particulières 
pour  résoudre  les  problèmes  qui  se  présentaient  le  plus  fréquemment. 

D'abord  très  nombreuses,  ces  règles  se  réduisirent  enfin  à  un 
petit  nombre  de  propositions  que  P.  S,  Laplace^),  le  premier,  énonça 
d'une  façon  précise.  Dans  bien  des  cas  P.  S.  Laplace  est  parvenu  par 
l'application  de  ces  propositions,  jointe  à  une  habile  analyse  de  l'événe- 
ment dont  on  demandait  la  probabilité,  à  résoudre  les  problèmes  plus 
simplement  que  par  l'évaluation  directe  des  chances. 

La  plus  simple  des  propositions  énoncées  par  P.  S,  Laplace  est 
celle  qui  concerne  la  probabilité  totale^^).  Quand  un  événement  peut 
se  produire  de  plusieurs  manières  différentes,  mais  que  deux  de  ces 
manières  ne  peuvent  arriver  simultanément,  la  probabilité  d^  l'arrivée 
de  cet  événement  est  égale  à  la  somme  des  probabilités  pour  qu'il 
se  produise  de  chacune  des  manières  considérées^).  * 

Supposons  par  exemple  que  l'arrivée  de  l'un  quelconque  des 
événements  E^(i  ^  1,2, .  .-.n)  entraîne  l'arrivée  de  l'événement  E  et 
qu'un  seul  des  événements  Ef  puisse  avoir  lieu  à  la  fois.  Soit  p^  la 
probabilité  de  l'événement  E^,  la  probabilité  P  de  l'événement  E  sera 

Dans  l'énoncé  du  théorème  sur  la  probabilité  totale  P.  S.  Laplace^) 
considère  les  événements  E^  comme  des  cas  inégalement  possibles  de 
l'événement  E, 

4.  Probabilité  composée.  Lorsqu'un  événement  consiste  dans 
l'arrivée  simultanée  ou  successive  de  plusieurs  événements,  on  l'appelle 
événement  composé  et  la  probabilité  correspondante  s'appelle  probabi- 
lité composée. 

Dans  l'évaluation  d'une  probabilité  composée  se  présente  néces- 
sairement la  question  de  savoir  si  les  événements  simples  sont,  ou 
non,  indépendants^^)  les  uns  des  autres,  c'est-à-dire  si  Tarrivée  de  quel- 


ciation  inexacte  de  l'égale  possibilité.     La  solution  de  ce  même  problème  se 
trouve  expliquée  plus  clairement  par  H.  Pomcaré  [Probabilités*),  p.  8/4]. 

18)  Essai*),  p.  12;  Théorie  des  probabilités,  p.  "VU;  ŒuTieB  7,  p.  XI. 

19)  ^id.  „Deuxième  principe".* 

20)  ^H.  Poincaré,  Probabilités  *),  p.  16.* 

21)  Dans  les  applications  du  calcul  des  probabilités  aux  événements  réels, 
l'une  des  difficultés  les  plus  sérieuses  consiste  à  reconnaître  la  dépendance  ou  l'in- 
dépendance des  faits  considérés.  La  méconnaissance  ou  l'oubli  d'une  dépendance 
effective  peut  être   l'origine  de  graves  erreurs   [cf.  /.  Bertrand,  Probabilités'), 
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qaes  uns  d'entre  eux  peut  ayoir  de  l'inflaence  sur  la  probabilité  des 
antres**). 

Dans  les  denx  cas^  la  probabilité  P  de  réyènement  composé  est 
égale  an  prodnit 

des  probabilités  Pi,  Pi,  p^j  *  -  -7  Pn  ^^  événements  simples  E^,  E^, 
E^,  . .  .y  E^.  Mais  tandis  qne^  dans  le  premier  caS;  chaque  probabi- 
lité p^  peut  être  déterminée  indépendamment  des  antres  probabilités, 
dans  le  second  cas  U  faut  entendre  par  p^  la  probabilité  que  réyène- 
ment E^  aura  lieu  quand  on  sait  que  les  événements  E^,  E^y  E^,  .  .  ,^ 
£,._i  sont  déjà  arrivés*'). 

Un  cas  particulier  d'événement  composé  résultant  de  plusieurs 
événements  indépendants  les  uns  des  autres  consiste  dans  la  répétition 
d'un  même  événement  dans  des  conditions  identiques.  Si  Tévénement 
se  répète  ainsi  n  fois,  et  si  p  désigne  la  probabilité  de  l'événement 
simple,  la  probabilité  de  l'événement  composé  sera  alors 

Soit  p   la   probabilité   d'un  événement  E,  et  soit  g  =-  1  —  p  la 


p.  26;  H.  Poincaré,  Probabilités*),  p.  19].  Entre  autres  exemples  d'application 
illusoire  du  théorème  de  la  probabilité  composée,  ces  deux  auteurs  citent  un 
raisonnement  de  J.  Glerk  Mc^xwell  [London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  19 
(1860),  p.  19;  (4)  20  (1860),  p.  21;  Papers  1,  Cambridge  1890,  p.  877,  392  [1859]] 
relatif  à  la  loi  de  distribution  des  vitesses  des  molécules  d'un  gaz.  U  convient  d'ail- 
leurs d*observer  que  J.  Clerk  Maxwell  lui-même  avait  explicitement  reconnu 
l'incorrection  de  cette  méthode,  signalée  déjà  par  B.  Claimiu  [Ann.  Phjs.  und 
Chemie  (1)  115  (1862),  p.  5]  et  qu'il  a  donné  de  la  loi  en  question  une  autre 
démonstration  basée  sur  des  principes  de  mécanique  [Philos.  Trans.  London  157 
(1867),  p.  62  [1866];  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  36  (1868),  p.  145, 
185  et  suiv.;  Papers  2,  Cambridge  1890,  p.  43  et  suiv.].  Voir  à  ce  sujet,  L.  Boltz- 
mann,  Sitzgsb.  Akad.  Wien,  66  II  (1872),  p.  276;  96  E»  (1887),  p.  902;  Vorles. 
ôber  Gastheorie,  Leipzig  1896,  p.  15,  32;  trad.  par  A.  GàUotti,  Leçons  sur  la 
théorie  des  gaz  1,    Paris  1902,  p.  15,  30. 

22)  On  rencontre  aussi  parfois  une  fausse  idée  de  la  dépendance  des  arrivées 
successives  d'un  même  événement.  {Jean  le  Bond)  d'Alembert  [Sur  l'analyse  des 
jeux,  Opusc.  math.  4,  Paris  1768,  p.  79;  Extraits  de  lettres  sur  le  calcul  des  proba- 
bilités, id.  p.  283]  soutient  qu'il  n'est  pas  équivalent  au  point  de  vue  de  la  pro- 
babilité d'amener  croix  m  fois  de  suite  avec  une  pièce,  ou  de  l'amener  avec  m 
pièces  en  un  seul  jet.  „II  est  peut-être  plus  possible  . . .  d'amener  croix  tout  à  la 
fois  avec  dix  pièces  en  un  seul  jet  que  de  l'amener  successivement  avec  une 
seule  pièce  jetée  dix  fois."  On  trouve  de  semblables  illusions  chez  N.  de  BégueUin, 
Hiflt.  Acad.  Berlin  23  (1767)  éd.  1769,  p.  382/412  [1768]. 

28)  P.  S.  Laplace,  Essai*),  p.  14,  16;  Théorie  des  probabilités,  p.  Vni,  IX; 
Œuvres  7,  p.  XII,  XTTI;  „Troi8ième  et  quatrième  principes"^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


E.  Czuber.    I  fiO.  Probabilité  a  priorL    J.  Le  Baux, 

probabilité  que  cet  éyènement  n'amyera  pas;  la  probabilité  que 
réyënement  arriyera  aa  moins  une  fois  sot  n  éprenyes  est 

Ç  =  l-3-. 

Étant  donnés  q  et  Q,  on  peut  calculer  le  nombre  d'épreuyes  nécessai- 
res pour  qu'on  puisse  attendre  rarriyée  de  réyënement  JE  ayec  la  pro- 
babilité Q,     Cest  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à*^) 

log(i-e). 

logg 

Les  théorèmes  sur  la  probabilité  totale  et  la  probabilité  composée 
ont  été  déduits  par  H.  Poincaré^)  d'une  formule  unique  qui  les 
embrasse  tous  deux. 

5.  Combinaison  des  théorèmes  bot  la  probabilité  totale  et  la 
probabilité  composée.  Il  existe  une  remarquable  analogie  entre 
Téyaluation  des  possibilités  qui  se  rapportent  au  concours  de  deux 
ou  plusieurs  séries  d'éyènements  et  la  formation  du  produit  de  deux 
ou  plusieurs  polynômes.  Cette  analogie  a  d'ailleurs  été  remarquée 
il  y  a  longtemps^  du  moins  dans  des  cas  particuliers.  G'est^  en  effets 
sur  elle  que  repose  la  règle  donnée  par  Jacques  Bemoulli^),  dans  une 
des  notes  qu'il  a  ajoutées  au  traité  de  Ghr.  Huygens  „De  ratiociniis  in 
ludo  aleae"*^),  pour  résoudre  la  question  suiyante:  trouyer  pour  n  =  2, 


24)  Ce  problème  a  été  roccasion  des  premièrea  recherches  but  le  calcul 
des  probabilités.  Parmi  les  questions  posées  à  B.  Pcucàl  par  le  Chevalier  de 
Miré  [P.  de  Fermât,  Œuvres,  éd.  Ch.  Henry  et  P.  Tannery  2,  Paris  1894, 
p.  296;  B.  Pascal,  ŒuTres  ^^)  3,  p.  228/4]  se  trouye  la  suivante:  „I1  me  disait 
donc  qu'il  avait  trouvé  fausseté  dans  les  nombres  par  cette  raison:  si  Ton  entre- 
prend de  faire  un  six  avec  un  dé,  il  y  a  avantage  de  l'entreprendre  en  4  [coups]; 
si  on  entreprend  de  faire  sonnés  [six  et  six]  avec  deux  dés,  il  y  a  désavantage 
de  Tentreprendre  en  24  [coups];  et  néanmoins  24  est  à  36  (qui  est  le  nombre 
des  faces  de  deux  dés),  comme  4  est  à  6  (qui  est  le  nombre  des  faces  d*un .  dé). 
Voilà  quel  était  son  grand  scandale  qui  lui  faisait  dire  hautement  que  les 
propositions  n'étoient  pas  constantes  et  que  TArithmétique  se  démentoit*^  Voir 
en  général  la  Correspondance  de  B.  Pascal  et  de  P.  de  Fermât  en  1664,  dans  les 
Œuvres  de  P.  de  Fermât,  éd.  Ch.  Henry  et  P.  Tannery  2,  Paris  1894,  p.  288, 289, 
300,  807,  810,  314;  en  partie  seulement  dans  les  Œuvres  de  B.  Pascal^*) S^  p.  220, 
226,  231,  282. 

26)  ProbabiHtés  »),  p.  12/16. 

26)  Ars  coigectandi ')^  p.  21/25. 

27)  Opéra,  éd.  Lejde  1724,  p.  727/44.  Cet  écrit  a  été  publié  dans  F.  van 
Schooten,  Exercitationes  math.,  Leyde  1666/7,  p.  619/34  (à  la  suite  du  livre  6, 
éd.  1667)  et  il  figure  également  comme  première  partie  de  TArs  coigectandi  *) 
avec  des  notes  de  Jacques  Bemaulli.  «L^original  hollandais  a' paru  à  Amsterdam 
en  1660  [Tractaet  handelende  van  reeckening  in  speelen  van  geluck]  en  appendice 
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3,  4  ...  le  nombre  de  manières  d'obtenir  une  somme  donnée  de  points 
en  jetant  n  dés.  Si  Ton  forme  la  puissance  (a?  +  rc*  +  •  •  •  +  a;*)"  et 
qu'on  l'ordonne  par  rapport  à  Xy  le  coefficient  de  xf  dans  ce  déve- 
loppement donne  précisément  le  nombre  de  manières  d'obtenir  la 
somme  s  par  le  jet  de  n  dés. 

A,  de  Morgan^)  a  donné  sous  une  forme  générale  l'expression 
de  cette  analogie.  Considérons  un  premier  ensemble  constitué  par 
les  éyènements  E^  (i^  1,2, ,  .  .,  m)  et  soit  a^  le  nombre  des  cas  fa- 
Torables  à  Ef]  soit,  de  même,  un  autre  ensemble  d'événements  J7/' 
(i=^  1,2, , . ., n),  dans  lequel  il  existe,  pour  E^',  fi.  cas  favorables. 
Le  produit 

K£,'  +  «,£,'  +  ...  +  a^EJ)  (fi,E,"  +  fi,E;'  +  ...  +  fi,E:'), 

développé  et  ordonné,  présente  toutes  les  combinaisons  possibles  des 
événements  des  deux  groupes,  et  le  coefficient  de  chaque  terme  donne 
le  nombre  des  cas  favorables  à  la  combinaison  correspondante.  Du 
reste  une  remarque  semblable  avait  déjà  été  faite  par  A.  de  Moivre^) 
bien  qu'il  ne  l'eût  pas  formulée  d'une  manière  aussi  générale. 

A.  de  Moivrc  définit  la  signification  des  termes  du  développement 
du  produit  (a  +  ?0  {c  +  d),  dans  lequel  a  et  c  désignent  les  nombres 
des  cas  favorables  à  deux  événements  donnés,  b  et  d  ceux  des  cas 
défavorables,  et  il  en  déduit  par  extension  la  signification  des  termes 
du  développement  de  (a  +  6)".  Il  obtient  ainsi  un  procédé  méthodique 
pour  la  résolution  de  nombreux  problèmes.  C'est  principalement  à 
l'emploi  systématique  de  ce  procédé  qu'est  dû  l'enchaînement  de  son 
ouvrage*^). 

P.  5.  Laplace  réalisa  un  progrès  important  en  remplaçant  les 
nombres  des  cas  favorables  par  les  probabilités  correspondantes.  On 
obtient  alors  immédiatement  les  probabilités  des  différentes  combi- 
naisons» 

6,  Le  calcul  des  différences  finies  oonsidéré  comme  procédé 
méthodique  du  calcul  des  probabilités.  Lorsque  la  probabilité  cher- 
chée dépend  d'une  variable  entière  et  positive  x  (par  exemple  du 
nombre  de  coups  d'une  partie  ou  de  tirages  à  effectuer,  .  .  .),  les  di- 


(p.  486/500)   à  l'édition  hollandaise   des   Exercitationee   math.   [Mathematische 
oeffeningen,  Amsterdam  1669/60]  de  F.  van  Schooten.  (Note  de  G.  Enestrâm.)* 

28)  Encycl.  metrop.**)  2,  p.  398;  »voii  à  ce  sujet  D.André^  Ann.  Ec.  Norm. 
j(«)  6  (1876),  p.  155/98.*    . 

29)  The  doctrine  of  chances,  Londres  1718^  introduction  de  la  2*  éd.,  Londres 
1738,  n«  14;  (^S*  éd.),  Londres  1756,  p.  19/512. 

80)  M,  Cantar,  Voiles.*)  8,  p.  866. 
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yerses  valeurs  de  la  probabilité  forment  une  suite.  Si  Ton  est  par- 
venu, d'une  manière  quelconque,  à  établir  une  relation  entre  plusieurs 
termes  successifs  de  cette  suite,  la  détermination  du  terme  général  se 
trouve  ramenée  à  une  question  d'analyse. 

En  remplaçant,  dans  la  relation  considérée,  les  termes  de  la  suite 
par  leur  expression  en  fonction  du  terme  de  rang  le  moins  éleré  et 
de  ses  différences  successives,  on  obtient  une  équation  aux  différences 
finies  ordinaires. 

Si  la  probabilité  dépend  de  plusieurs  variables  entières,  a;,  y, .  . ., 
ses  diverses  valeurs  forment  une  multiplicité  discrète  à  plusieurs  di- 
mensions, et  toute  relation  entre  plusieurs  éléments  de  la  suite  con- 
duit de  la  même  façon  à  une  équation  aux  différences  finies  partielles. 

La  résolution  du  problème  de  probabilité  est  ainsi  ramenée  à  l'in- 
tégration d'une  équation  aux  différences  finies,  c'est-à-dire  à  la  représen- 
tation de  l'élément  général  de  la  multiplicité  en  fonction  des  va- 
riables. 

C'est  A.  de  Moivre^^)  qui  a  le  premier  appliqué  les  équations 
aux  différences  finies  ordinaires  au  calcul  des  probabilités.  Il  donne 
à  cette  méthode  le  nom  de  méthode  des  suites  récurrentes.  U  s'agissait 
d'équations  linéaires  aux  différences  finies  à  coefficients  constants. 

Plus  tard  J,  L,  Lagrarhge^^)  reprit  et  perfectionna  la  théorie  de 
ces  équations  et  en  signala  l'importance  pour  le  calcul  des  probabilités. 

La  résolution  des  équations  aux  différences  finies  partieUes  fut 
entreprise  à  peu  près  en  même  temps  par  J".  L,  Lagrange^  et  par 
P.  8,  Laplace^).  Plus  tard  P.  S.  Laplace  a  basé  l'intégration  des 
équations  aux  différences  sur  une  autre  méthode  dont  il  a  fait  un 
constant  usage  dans  son  grand  ouvrage  sur  le  calcul  des  probabilités: 
la  méthode  des  fonctions  génératrices*^). 

Soit  u  une  fonction  développable  suivant  les  puissances  d'une  ou 
de  plusieurs  variables  t,  v,  . , .  et  soit  P^^^y,...  le  coefficient  de  fv^.., 
dans  le  développement  de  ti;  on  dit  que  u  est  la  fonction  génératrice 
de  Px,y,...  et  que  P^^y,...  est  la  fonction  engendrée  par  u.  Comme  il 
est  facile  de  le  voir, 


31)  Doctrine  of  chances**),  p.  220/84. 

32)  Mise.  Taurinensia  1  (1769),  math.  p.  33/42;  Œuvres  1,  Paris  1867,  p.  28/36. 
88)  Nouv.  Mém.  Acad.  Beriin  6  (1776),  éd.  1777,  p.  183/272  [1776];  Œuvres  4, 

PariB  1869,  p.  161/261. 

84)  Mémoire  snr  les  suites  récuiio- récurrentes  .  ,  .  [Mém.  présentés  Acad^ 
BC.  Paris  (1)  6  (s.d.),  éd.  1774,  p.  368/71;  Œuvres  8,  Paris  1891,  p.  6/24]. 

86)  ffist.  Acad.  se.  Paris  1779,  H.  p.  28/29,  M.  p.  207/309;  Théorie  des  proba- 
biHtés*),  p.  8/177;  Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  1/180;   10,  Paris  1894,  p.  1^/89. 
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(}-') 


eet  la  fonction  génératrice  de  la  différence 

A  P  =  P  —  P 

différence   totale   dans  le  cas  d'une  variable,  différence  partielle  par 
rapport  à  a;  s'il  y  a  plusieurs  variables. 
Dans  le  cas  d'une  variable,  la  fonction 

F  =  aP,  +  &P,+i  +  cP,+,  +  •  • .  +  *P,^. 

eet  le  coefficient  àe^p"  dans  le  développement  de 

**(^  +  T  +  F  +  -"  +  f)5 

cette  dernière  expression  est  donc  la  fonction  génératrice  de  F.  On 
obtient  des  résultats  analogues  dans  le  cas  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

La  résolution  d'un  problème  quelconque  du  calcul  des  probabilités 
revient  à  former  la  fonction   génératrice   de   la  probabilité  cherchée, 

p,        (ou  P^,,..) 
en   partant   de    l'équation    aux  différences   finies   qui   correspond   au 
problème;  si  l'on  est  parvenu  à  former  cette  fonction  il  ne  reste  plus, 
en  effet,  pour  achever  la  solution  du  problème,  qu'à  effectuer  son  dé- 
veloppement suivant  les  puissances  des  variables  quelle  contient. 

La  théorie  des  fonctions  génératrices  est  aujourd'hui  à  peu  près 
oubliée  et  ne  présente  plus  guère  qu'un  intérêt  historique.  Pour 
intégrer  les  équations  aux  différences  finies,  en  particulier  celles  qui 
se  présentent  dans  le  calcul  des  probabilités,  on  emploie  aujourd'hui 
des  méthodes  plus  simples  que  celle  des  fonctions  génératrices.  Le 
développement  de  ces  méthodes  est  dû  aux  perfectionnements  apportés 
dans  ces  derniers  temps  au  calctd  des  opérations^  perfectionnements 
auxquels  les  anglais,  surtout  G,  Boole^%  ont  principalement  contribué. 

?•  Problème  des  partis.  Sous  sa  forme  première  le  problème 
des  partis  s'énonce  ainsi:  Deux  joueurs  également  habiles'*^  jouent 
l'un  contre  l'autre.  Ils  se  retirent  du  jeu  sans  achever  la  partie.  A  ce 
moment  il  manque  à  chacun  d'eux  un  certain  nombre  de   points;  on 

36)  A  treatise  on  the  calcnluB  of  finite  différences,  Cambridge  1860;  (2«  éd.) 
Londzes  1872;   (8*  éd.)  Londres  1880. 

37)  n  faut  entendre  ici  par  habiUté  la  probabilité  pour  chaque  joueur  de 
gagner  un  point. 
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demande  quel  est  le  parti  de  chaque  joueur,  c'est-à-dire  de  quelle 
manière  doit  être  partagé  l'enjeu*®). 

C'est  en  cherchant  à  résoudre  ce  problème  que  B.  Pascal  et  P. 
de  Fermât  ont  fondé  le  calcul  des  probabilités.  Ce  même  problème 
a  d'ailleurs  aussi  joué  un  rôle  considérable  dans  le  développement  de 
la  théorie  des  probabilités:  chacune  des  méthodes  introduites  succes- 
sivement dans  cette  théorie  a,  en  effet,  servi  à  en  perfectionner  1a 
solution.  Entre  tous  les  problèmes  que  Ton  envisi^e  dans  le  calcul 
des  probabilités  il  est  donc  naturel  d'assigner  aujourd'hui  encore  au 
problème  des  partis  une  place  à  part,  particulièrement  importante. 

La  solution  du  problème  des  partis  revient  à  déterminer  la  pro- 
babilité pour  chaque  joueur  de  gagner  la  partie.  B,  Pascal  n'a  d'abord 
traité  que  des  cas  particuliers.  Dans  l'étude  de  ces  cas  particuliers  il 
a  fait  usage  d'une  idée  qui  fut  utilisée  plus  tard  pour  obtenir  la 
solution  générale  du  problème  à  l'aide  du  calcul  des  différences  finies: 
il  suppose  que  la  partie  se  prolonge  encore  d'un  coup,  et  du  change- 
ment qui  en  résulte  dans  les  données  il  déduit  la  solution  du 
problème.  P.  de  Fermat^^)  se  borne  également  à  considérer  des  cas  par- 
ticuliers; pour  résoudre  le  problème  dans  les  cas  qu'il  envisage,  il 
utilise  cette  remarque  que  la  partie  devrait  nécessairement  se  terminer 
au  bout  de  w  -f  w  —  1  coups,  si  l'on  désigne  par  m  le  nombre  de 
points  qui  manquent  à  ^  et  par  n  le  nombre  de  points  qui  manquent 
à  B.  C'est  à  cette  méthode  que  s'en  tiennent  aussi  Ghr.  Huygens^)  et 
Jacques  Bemoulli^^)  pour  les  cas  qu'ils  ont  traités. 

Jacques  BemouUi  donne  une  table  ^^)  contenant  les  probabilités 
pour  A  de  gagner  la  partie,  pour  les  diverses  combinaisons  de  valeurs 
de  m  et  de  n  que  l'on  obtient  en  donnant  à  m  une  des  valeurs 
1,  2,  .  . ,,  9,  et  à  n  une  des  valeurs  1,  2,  . . .,  7.  Ckr,  Huygens 
étend  le  problème  au  cas  de  trois  joueurs  dans  quelques  hypothèses 
simples. 

A,  de  Moivre*^)  fit  un  pas  de  plus  dans  la  voie  de  la  générali- 
sation  du  problème  des  partis  en  supposant  différentes  les  habiletés 

88)  C'est  l'une  des  questions  posées  par  le  Qievalier  de  Méré  à  B.  Pascai 
et  communiquées  par  celui-ci  à  P.  de  Fermât**).  Voir  pour  plus  de  détails 
J.  ToâhunteTy  History  of  tbe  theory  of  probability,  Cambridge  et  Londres  1865, 
p.  7/16. 

89)  Lettre  de  B.  Pascal  k  P,  de  Fermât  datée  du  29  juillet  1664;  P.  de 
Fermât,  Œuvres")  2,  p.  289;  B.  Pascal,  Œuvres")  3,  p.  220. 

40)  De  ratiociniis  in  ludo  aleae.'^ 

41)  Ars  coi^jectandi  ^,  p.  16. 

42)  „De  mensura  sortis",  Philos.  Trans.  London  27  (1710/12),  p.  217  (pro- 
blème 2)  [1711];  Doctrine  of  chances  •")!  p.  26/29  (introd.  n*»  17). 
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des  deux  joneurs,  ce  que  n^avaient  fait  ni  B.  Paaccd,  ni  P.  de  Fermât, 
ni  Chr.  Huygens,  ni  Jacques  BemouUL  Dans  cette  hypothèse  le  pro- 
blème a  été  pour  la  première  fois  complètement  résolu  par  P.  Bémond 
de  Mantmort^)  qui  a  donné  le  résultat  sous  deux  formes  distinctes. 
Si  l'on  désigne  par  p  Thabileté'^)  du  joueur  A  et  par  q  Thabileté  du 
joueur  B,  en  sorte  que  p  +  9  "-"  1  ?  la  probabilité  pour  A  de  gagner 
la  partie  peut  être  représentée  par 

fm  +  n—  1\ 


ou  par 


2  (i'y*"-'-'^ 


<«»-! 


^2  ("+;-')«■• 


IbO 


La  première  de  ces  deux  expressions  s'obtient  en  partant  du  point 
de  Yue  auquel  s'était  placé  P.  de  Fermât]  elle  est  formée  de  la  somme 
de  tous  les  termes  du  développement  de  (p  +  q)^"^"'^  dans  lesquels 
l'exposant  de  p  n'est  pas  inférieur  à  m.  Dans  la  seconde  expression 
le  terme 


P 


rry 


indique  la  probabilité  pour  A  gagner  la  partie  au  (w  +  iY  coup. 
L'équivalence  des  deux  expressions  résulte  de  ce  que  Ton  a  p  +  g  =  1. 
Antoine  Meyer^)  a  donné  l'expression  de  cette  même  probabilité 
sous  forme  d'intégrale;  la  probabilité  pour  A  de  gagner  la  partie  est 
égale  à 


p 


0 

1 

fx'^-'^(l^xf^dx 

0 

CeUô   de  B  s'en   déduit   en  transposant   d'une   part  m  et  n,  d'autre 
part  p  et  ;. 

J.  L.  Lagrange^)  a  traité  le  problème  des  partis,  pour  le  cas  de 
deux  joueurs,  comme  première  application  du  calcul  des  différences. 
Mais   c'est   P.  8,  Laplace^^   qui   Ta  résolu   sous    sa    forme    la   plus 

43)  Ëssay  d'Analyse  sur  les  jeux  de  hazard,  Paris  1708,  [anonyme];  (2*  éd.) 
Paris  1713,  p.  232/48;  voir  en  pariicalier  p.  245. 

44)  Calcul  des  probabilités,  pnbl.  par  F.  Folie,  Bruxelles  1878,  p.  78. 

46)  Nonv.  Mém.  Acad.  Berlin  6  (1776),  éd.  1777,  p.  240  [1776];  Œuvres  4, 
Paris  18S9,  p.  216. 

46)  P.  S.  Laplace  s'est  occupé  pour  la  première  fois  de  ce  problème  dans 
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générale;  il  en  a  obtenu  la  solution  par  la  méthode  des  combinaisons, 
ainsi  que  par  le  calcul  des  fonctions^génératrices^^.  J,Trembley^  ayait 
déjà  résolu  le  problème  des  partis  par  la  méthode  des  combinaisons 
mais  pour  le  cas  de  trois  ou  de  quatre  joueurs  seulement.  De  nou- 
velles solutions  ont  été  données  il  y  a  quelques  années  par  E.  CcUalan^) 
et  par  P.  Mansion^). 

S.  Problème  de  Moivre.  Ce  problème  est  ainsi  nommé  parce 
que  A.  de  Moivre  en  a  le  premier  donné  une  solution  générale.  Mais 
il  a  pour  origine  une  question  relative  au  jeu  de  dés  traitée  par 
Chr.  Huygens  et  Jacques  Bemoulli^^):  „0n  donne  n  dés")  de  f  faces 
chacun,  numérotées  de  1  à  /*.  On  demande  de  combien  de  manières  on 
pourra  obtenir  une  somme  de  points  égale  à  p  en  un  seul  jet  des 
n  dés/' 

En  posant  p  —  w  =»  5,  la  solution  donnée  par  A,  de  Moivre  a 
pour  expression^*) 

n(n+l)...(n  +  g--l)        n     n(ti+ 1)  >  ♦  •  (n  +  g  — /-— 1) 
1-2    -'8     ~  1   ■  1.2-.. («  —  /•) 

.   n(n-l)     n(n+l)--(n  +  5^2/--l) 
"^      12       •  12...  («—2/)  "^  ' 

cette  suite  étant  arrêtée  dès  qu'on   arrive  aux  facteurs  négatifs.     La 


son  mémoire  „8iir  la  probabilité  des  cauBes  par  les  événements'^  [Mém.  présentés 
Acad.  se.  Paris  (1)6  (s.  d.),  éd.  1774,  p.  621/66;  Œuvres  8,  Paris  1891,  p.  27/66];  il 
Ta  résolu  ensnite  dans  ses  „Recherclie8  snr  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles anx  différences  finies**  [Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (1)  7  (1773),  éd.  1776, 
p.  37/168;  Œuvres  8,  Paris  1891,  p.  69/197];  voir  aussi  Théorie  des  probabi- 
lités*), p.  205/17;  Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  207/19.  Pour  le  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  joueurs  on  trouvera  les  résultats  dans  le  qwxtrième  supplément 
ajouté  à  la  3«  éd.  de  la  Théorie^,  p.  18/28;  Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  684/B9. 

47)  ^Yoir  les  développements  de  ces  solutions  dus  à  L.  Bangoni  dans  ses 
deux  mémoires:  Sulle  funzioni  generatrici  [Mem.  mat.  fis.  Soc.  ital.  délie  scienze 
(1)  19  (1821),  mat.  p.  241,  807,  669,  787]  <^ote  de  G.  Loria).* 

48)  Commentât.  Soc.  Gott.  12  (1798/4),   éd.  GOttingue  1796,  math.  p.  99/136. 

49)  Nouv.  Corresp.  math.  4  (1878),  p.  8/11. 

60)  Mém.  couronnés  et  autres  mém.  Acad.  Belgique  in  8^,  21  (1870),  mém. 
n^  8  [1868]  p.  1/11. 

61)  Ars  conjectandi '),  p.  80. 

62)  n  faut  ici  entendre  par  un  dé  un  corps  quelconque  ayant  f  faces 
numérotées  et  qui  a  d'égales  chances  de  retomber  sur  chacune  de  ces  faces. 

63)  Cette  expression  a  été  d'abord  donnée  par  A.  de  Moivre,  sans  démons- 
tration, comme  lemme,  entre  le  6*  et  le  6*  problème  de  son  mémoire:  De  men> 
sura  sortis^*)  [Phil.  Trans.  London  27  (1710/12),  p.  221];  il  a  ensuite  démontré  ce 
lemme  [Miscellanea  analytica  de  seriebus  et  quadraturis,  Londres  1730,  p.  191/7]. 
Doctrine  of  chances'^,  p.  86/43. 
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démonstration  de  A.  de  Moivre  est  basée  sur  ce  fait  que  le  nombre 
cherché  est  égal  au  coefficient  de  x^  dans  le  développement  de 

(x  +  X^  +  "'+  x^% 
ou  à  celui  de  rrf  "^  dans  le  développement  de 

{l  +  x  +  x^  + h  i»^"0"  "=  (1  -  ^"  (1  -  ^)""- 

La  même  formule  a  été  obtenue  par  P.  Bémond  de  Manùmort^),  mais 
par  une  méthode  plus  longue.  D.  André^^)  a  donné  quatre  procédés 
pour  calculer  le  même  résultat. 

T.  Simpson^%  à  Taide  de  quelques  transformations,  mit  le  résul- 
tat sous  la  forme  suivante: 

(p-l)(p~2)...(i?-n+l)  _  ti  (g-l)(g^a)...(g-,n  +  1) 
(n  — 1)!  1  (n—l)\ 

n(n^l)  (r  —  l)(r -  2)_— J>1— _n  +1)  __ 
"^       1-2  («— l)î         "  *  '  "' 

OÙ  l'on  a  posé 

a-p-fy    ^  =  «-A    •••• 

Il  en  déduisit  le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  obtenus 
en  un  seul  coup  de  n  dés,  au  lieu  d'être  égale  à  p  comme  dans  le 
problème  de  Moivre,  ne  dépasse  pas  p.     Ce  nombre  est  égal  à 

P(p-^)"'{p-n+l)        n  g(g-l)--(g~n+l) 
ni  1  ni 

n(n^l)r(r-l)..(r~ti  +  l) 
"^1-2  ni 

P.  fil.  Laplace^'^)  a  repris  le  problème  sous  une  autre  forme: 
,,Une  urne  contient  n  +  l  boules  distinguées  par  les  numéros 
0, 1,  2,  ...,n;  on  en  tire  une  boule  qu'on  remet  dans  l'urne  après 
le  tirage;  on  demande  la  probabilité  qu'après  i  tirages  la  somme  des 
nombres  amenés  sera  égale  k  8.^  U  parvient  par  un  calcul  très 
délicat  à  l'expression  du  résultat 

^  ^  (»  — 1)1  (n  +  l/ 

où  l'on  a  posé 

+  ^-(«~2n-l)(s-2n).-.(s  +  i-2n-3)- 


64)  Essaj  d'Analyse  ^'),  p.  4«. 

66)  Ann.  Ec.  Nonn.  (2)  6  (1876),  p.  176/92. 

66)  The  nature  and  laws  of  chances,  Londres  1740  (problème  22),  p.  49/65. 

67)  Théorie  des  probabilités^),  p.  258;  Œuvres  7,  p.  267. 
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Ce  résultat  a  été  ensuite  établi  plus  simplement  par  J,  TT.  Lubbock^, 
et  après  lui  par  A,  de  Morgan^^,  à  l'aide  de  la  méthode  que  nous 
avons  déjà  signalée. 

En  modifiant  légèrement  la  dernière  formule,  P.  S.  Laplace 
obtient  la  solution  du  problème  des  dés,  puis  il  passe  au  cas  où 
le  nombre  des  boules  de  Tume  qui  portent  le  même  numéro  n'est 
pas  égal  à  Tunité,  mais  yarie  suivant  une  loi  quelconque^).  Il  donne 
ensuite   la  valeur   limite   de   l'expression  (a)  quand  n  et  5  croissent 

indéfiniment,  mais  de  telle  façon  que  le  rapport  —  tende  vers   une 

limite  finie  déterminée  ^^),  et  en  déduit  par  intégration  la  probabilité 
que  la  somme  considérée  restera  comprise  entre  des  bornes  données. 
Enfin  il  rattache  à  la  même  formule  la  solution  d'une  question  de 
mécanique  céleste  dont  s'étaient  déjà  occupés  Daniel  BemouUi^^  et 
son  père  Jean  BemouUi^^)  à  l'occasion  d'un  problème  proposé  par 
l'Académie  des  sciences  de  Paris:  ^Reconnaître  si  la  disposition  des 
orbites  des  planètes  et  la  concordance  des  directions  de  leurs  mouve- 
ments doivent  être  regardées  comme  le  résultat  du  hasard  ou  comme 
l'effet  d'une  cause  primitive." 

Dans  ce  but  P.  S,  Laplace  détermine  la  probabilité  pour  que  la 
somme  des  angles  d'inclinaison  des  orbites  des  planètes  sur  l'éclip- 
tique  soit  comprise  entre  des  limites  données  et  qu'en  même  temps 
toutes  les  planètes  tournent  dans  le  même  sens  autour  du  soleil, 
en  supposant  également  possibles  toutes  les  inclinaisons  comprises 
entre  0  et  -  ,  ainsi  que  les  deux  sens  du  mouvement**). 


58)  J.  W.  Lubbock    et   J.  E.  Drinkwater,  Treatise   on   probabilitj  (Societj 
for  the  diffasion  of  usefiil  knowledge),  Londres  1830. 
69)  Encycl.  metrop.**^)  2,  p.  410/11. 
60;  Théorie  des  probabilités*),  p.  261;  Œuvres  7,  p.  265. 

61)  Le  passage  à  la  limite  est  aussi  traité  en  détail  par  A.  de  Morgan 
[Encycl.  metrop.")  2,  p.  411/12]. 

62)  ,,Bechercbe8  physiques  et  astronomiques  sur  le  problème:  Quelle  est  la 
cause  physique  de  rinclinaison  des  plans  des  orbites  des  planètes  .  .  .^*  [Recueil 
des  pièces  qui  ont  remporté  le  prix  de  TAcadémie  de  Paris  8  (1733/37):  Pièces 
qui  ont  remporté  le  prix  double  en  1734,  éd.  Paris  1735,  mém.  n^.  2,  p.  95/122; 
trad.  ^nçaise,  p.  125/144;  l'original  est  en  latin.] 

68)  „Essai  d'une  nouvelle  physique  céleste  servant  à  expliquer  les  prin- 
cipaux phénomènes  du  ciel,  .  .  ."  [Recueil  des  prix**)  3  (1733/37):  Pièces  qui  ont 
remporté  le  prix  double  en  1734,  éd.  Paris  1735,  mém.  n^.  1,  p.  1/91;  Opéra  S, 
Lausanne  et  Genève  1742,  p.  263/364J. 

64)  Pour  la  critique  de  cette  application  du  calcul  des  probabilités,  voir 
G.  Boole,  An  investigation  of  the  laws  of  thought,  Londres  1854,  p.  364; 
R.  L.  Ellis,  note  critique  dans  :  The  works  of  F,  Bacon  1,  Londres  1872,  p.  343. 
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Sous  la  forme  généralisée  où  Ton  attribue  aux  divers  numéros 
des  probabilités  différentes,  mais  déterminées  ;  le  problème  de  Moivre 
a  une  certaine  importance  pour  la  théorie  des  erreurs.  C'est  J.  L,  Lor 
grange^)  qui  a  le  premier  fait  ce  rapprochement  et  traité  le  problème 
à  ce  point  de  Tue. 

D.  Bierens  de  Hacm^  s'est  occupé  plus  récemment  du  problème  des 
dés,  point  de  départ  des  recherches  précédentes;  il  a  construit  une 
table  pour  diverses  valeurs  du  nombre  des  dés  et  de  la  somme  des 
points. 

9«  La  mine  des  joueurs  ^^).  Ce  problème  est  le  développement 
de  la  dernière  des  cinq  questions  que  Chr,  Huygens^)  a  posées  à  la 
jQn  de  son  mémoire  sur  le  jeu  de  dés,  en  donnant  d'ailleurs  l'indica- 
tion du  résultat  qu'il  avait  obtenu.  On  peut  l'énoncer  ainsi:  ,,Deux 
joueurs  A  et  B  possèdent  respectivement  m  et  n  jetons,  et  leurs 
chances  respectives  de  gagner  chaque  coup  sont  entre  elles  comme 
a  et  h.  Le  perdant  donne  un  jeton  à  son  partenaire.  Il  peut  arriver 
que  la  partie  ne  se  termine  jamais.  Elle  se  termine  lorsqu'un  des 
deux  joueurs  (le  gagnant)  a  m  +  n  jetons»  Déterminer  pour  chaque 
joueur  la  probabilité  de  gi^er  la  partie.^^ 

Jacques  Bemotdli^^)  %  le  premier,  donné  la  solution  générale  de 
ce  problème.  Par  la  méthode  des  combinaisons,  il  trouve  pour  la 
probabilité  p  qu'a  A  de  gagner  la  partie 

o"(a"*-6'") 

Le  même  résultat  s'obtient  plus  simplement  en  partant  de  l'équation 
aux  différences  finies  qui  correspond  au  problème;  cette  équation  aux 
différences  finies  est  la  suivante: 

P^  désigne  la  probabilité  pour  A  de  ruiner  son  adversaire  au  moment 
où  il  possède  u  jetons. 


66)  Mise.  Taurinensia  5  (1770/8),  math.  p.  167/282;  Œuvres  2,  Paris  1868, 
p.  173/234. 

66)  VerBlagen  Meded.  Akad.  Wetensch.  Afdeeling  Nataurk.  (2)  12  (1878), 
p.  371/400;  Archives  néerlandaises  se.  Harlem  14  (1879),  p.  370/92. 

67)  En  allemand  „Froblem  der  Spieldaner**;  en  anglais  „Problem  of  dura* 
tion  of  play.^* 

68)  De  ratiociniis  in  Indo  aleae'^. 

69)  Ars  coi^ectandi  ^,  p.  67/71. 

Xn^olop.  dos  seieno.  mathémat.    14.  2 
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Sous  cette  dernière  forme  le  problème  a  été  traite  par  A.  de  Moivre  ^^) 
et  par  P.  8.  Laplace''^), 

Mais  la  question  a  été  envisagée  sons  nn  antre  aspect  par  P.  Eémond 
de  Monimort'^^  et  par  A,  de  Moivre''*)  et  sous  ce  nouvel  aspect  elle 
peut  être  considérée  comme  Tun  des  problèmes  les  plus  difSciles  du 
calcul  des  probabilités.  Elle  consiste  à  chercher  ^^queUe  esi>  sous  les 
conditions  énoncées  ;  la  probabilité  pour  qu'au  bout  d'un  nombre 
donné  de  parties  l'un  des  joueurs  ait  gagné  tous  les  jetons  de  son 
adversaire?'' 

La  contribution  apportée  par  A.  de  Moivre  à  l'étude  de  cette  question 
peut  prendre  place  parmi  ses  plus  importants  travaux  sur  les  proba- 
bilités, n  résume  les  résultats  de  ses  recherches  dans  des  règles 
mécaniques,  dont  l'une  convient  au  cas  où  m  =  n,  une  autre  au  cas 
général;  deux  autres  enfin  au  cas  où  m  est  infini. 

L'exactitude  de  ces  règles  a  été  confirmée  par  divers  travaux  posté- 
rieurs. Ainsi  J.  L,  Lagr(mge''%  qui  applique  à  ce  problème  sa  méthode 
d'intégration  des  équations  aux  différences  finies,  démontra  la  justesse  de 
l'une  des  règles  relatives  à  m  infini,  et  déduisit  la  règle  pour  m^^^n 
de  la  solution  générale  qu'il  avait  lui-même  obtenue  par  deux  méthodes 
différentes.  Quant  à  l'autre  règle  relative  au  cas  de  m  infini, 
elle  peut  également  se  déduire  de  l'expression  suivante  donnée  par 
P.  8.  Laplace''^)  de  la  probabilité  que  A  ait  ruiné  son  partenaire  au 
bout  de  n  +  2x  parties  au  plus: 


70)  De  mensura  sortis  *^^  probl.  9;  Plul.  Tians.  London  27  (1710/â),  p.  227 
[1711]  ;  c'est  là  que  fat  publiée  pour  la  première  fois  la  formule  donnée  dans  le  texte. 
Yoir  aussi  Doctrine  of  chances  *»)j  probl.  58,  69,  63,  64;  (2«éd.),  p.  167/179;  (3«éd.)» 
p.  191/208. 

71)  ffist.  Acad.  se.  Paris  1778,  H.  p.  43,  M.  p.  227/»32  [1780];  Œuvres  9, 
Paris  1893,  p.  383/485.  C'est  danis  ce  mémoire  que  P.  8.  Laplaee  exposa 
pour  la  première  fois  les  méthodes  dont  il  a  fait  un  si  grand  usage  poux  le 
calcul  des  fonctions  qui  dépendent  de  très  grands  nombres.  Ces  méthodes  con- 
stituent la  seconde  partie  du  premier  livre  de  la  théorie  analytique  des  probabilités 
[Théorie  des  probabilités  <),  p.  88/177;  Œuvres  7,  p.  89/180]. 

72)  Essay  d'Analyse  *'),  p.  268/77. 
78)  Yoir  note  70. 

74)  Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin  6  (1775),  éd.  1777,  p.  261/70  [1776];  Œuvres  4, 
Paris  1869,  p.  238/49. 

76)  Déjà  dans  son  mémoire  sur  les  suites  récurro-récurrentes  ...**)  P.  8. 
Laplaee  avait  commencé  ses  recherches  sur  ce  problème,  en  se  plaçant  d'abord 
dans  les  hypothèses  les  plus  simples  m:==^n^  a  =»  5.  Plus  tard,  dans  ses  re- 
cherches sur  l'intégration  des  équations  différentielles  aux  différences  finies  *%  il 
introduisit  Thypothèse  qu'il  puisse  y  avoir  des  coups  nuls  qui  ne  soient  gagnés 
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a'h+nah  +  ^l\*h*  +  r^<^^±m^  a'b»  +  •  • 

(  !•«  1.2. o 

"^  1.2. ..a?  u,  u~  j 

On  suppose,  dans  cette  expression,  a  +  &  —  1- 

^A.M.  Ampère''^  a  fait,  par  la  méthode  des  combinaisons,  nne  étude 
très  détaillée  de  ce  problème.  Plus  récemment  E.  Bûuctié'^'^)  a  publié 
sur  diverses  questions  se  rattachant  au  même  sujet  des  solutions  très 
élégantes  qu'on  trouve  reproduites  dans  l'ouvrage  de  J^  Bertrand'^^).* 

10.  Antres  problèmes  oonoemant  les  Jeux  de  hasard.  Parmi 
les  problèmes  dont  la  loterie,  et  en  particulier  la  loterie  de  Gênes,  a 
été  l'occasion,  il  y  en  a  deux  qui  présentent  un  grand  intérêt  au  point 
de  vue  mathématique. 

Le  premier  concerne  la  probabilité  des  sé^Âences  (suites  de  numéros 
successifs)  dans  les  tirages.  A  cet  égard  L.  Euler'^^  considère  les 
numéros  de  la  loterie  comme  formant  une  série  linéaire  commençant 
à  1  et  finissant  à  90,  tandis  que  Jecm  III  BemovXli^)  considère  la 
série  comme  étant  circulaire.  Pour  L.  Euler^  par  exemple,  la  suite  8, 
9,  89,  90,  1  comprend  deux  séquences  à  deux  termes,  8,  9;  89,  90, 
et  un  terme  séparé;  pour  Jean  III  BemouUi  cette  même  suite  forme 
une  séquence  à  deux  termes  8,  9,  et  une  à  trois  termes  89,  90,  1. 


ni  par  A,  ni  pai  B,  ce  qui  donnait  à  considérer  trois  probabilités  différentes. 
Ces  résultats,  et  ][>artieUement  aussi  ceux  de  J.  L.  Lagrange^  se  trouvent  résumés 
dans  la  Théorie  des  probabilités  *\  p.  226/288;  Œuvres  de  P.  S.  Lapîace  7,  Paris 
1886,  p.  228/242.  On  y  rencontre,  en  outre  [Théorie  des  probabilités^),  p.  287; 
Œuvres  7,  p.  241]  une  valeur  approchée  de  Texpression  donnée  dans  le  texte 
pour  le  cas  des  valeurs  très  grandes  de  n  et  de  x;  en  posant 

cette  valeur  approchée  est 


{/'-'-,4. 


p.  S.  Laplace  fait  usage  de  cette  formule  pour  résoudre  la  question  suivante: 
Au  bout  de  combien  de  parties  pourra-t-on  attendre  la  ruine  de  B  avec  la  pro- 
babiUtéi? 

76)  ^Considérations  sur  la  théorie  mathématique  du  jeu,  Lyon  an  XI  (1802).'^ 

77)  ^C.  B.  Acad.  se.  Paris  106  (1888),  p.  47,  253,  838." 

78)  ^Probabilités»),  p.  104,  136.* 

79)  „Sur  la  probabilité  des  séquences  (c'est-à-dire  des  suites  des  nombres) 
dans  la  Lotterie  génoise"  [Hist.  Acad.  Berlin  21  (1765),  éd.  1767,  p.  191/230]. 

80)  Hist.  Acad.  Berlin  25  (1769),  éd.  1771,  p.  234/58  [1765]. 

2* 
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Dans  une  loterie  de  n  numéros^  et  en  supposant  que  les  tirages 
comprennent  successivement  2,  3,  4,  5  numéros,  L.  Eviter  trouve  les 
probabilités  suivantes  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  séquences: 

n  — 2       (n  -^Z){n^  4)        (n  —  4)(ti  — 6)  (w  — g) 
n     '  n(ti— 1)       '  ti(n  — l)(n  — 2)      ' 

(n  —  6)  (n  —  6)  (n  --  7)  (n  —  8) 
n(n  — l)(n  —  2)(n  — 8) 

Jean  III  BemouUi  observe  qu'il  suffit  de  remplacer  dans  ces  ex- 
pressions n  par  n  —  1  pour  obtenir  les  formules  relatives  à  son  point 
de  vue.  L'exactitude  de  cette  remarque  a  été  vérifiée  par  J.  Tad- 
hunter^^). 

L'objet  du  second  problème  est  la  probabilité  de  Vqmisement  de 
tous  les  numéros  dans  une  série  donnée  de  tirages.  Il  a  pour  origine 
le  problème  suivant  énoncé  par  A,  de  Maivre^^  ^^Trouver  la  proba- 
bilité d'amener  m  faces  désignées  d'avance  en  jetant  x  fois  un  dé  à  » 
faces^.  La  règle  que  donne  A.  de  Moivre  peut  se  traduire  algébri- 
quement par  l'expression 

;^  {n'- (7)  («- 1)'+ (;;)(»- 2)* -..  .  +  (-!)•»(« -m)-}. 

La  partie  placée  entre  accolades  est  le  développement  de  la  diffé- 
rence finie  d'ordre  m  de  (n  —  m)'  que  l'on  désigne  (I  21,  3)  par 
A'"(n  — m)*. 

En  transformant  l'énoncé,  L,  Euler^  et  P.  S.  Laplace^)  l'ont 
appliqué  au  problème  de  la  loterie. 

L.  Evier  trouve  par  la  méthode  inductive  la  probabilité  pour  qu'à 
une  loterie  de  n  numéros,  il  sorte  n^  v  numéros  désignés  d'avance 
quand  on  fait  x  tirages  de  r  numéros  chacun.  Cette  probabilité  a 
pour  valeur 

^.((:r-(^)C-rT+c+i)U.)r-rT 

1.8 


■u.)r"rT+-i- 


81)  Histozy  '^  p.  826/7.  Voix  aussi,  au  sujet  de  ce  problème,  N.  BégueUn^ 
Hisi  Acad.  Berlin  21  (1765),  éd.  1767,  p.  281/67. 

82)  Doctrine  of  chances  '^,  p.  89/42. 

88)  Hist.  Acad.  Berlin  21  (1765),  éd.  1767,  p.  191/230. 

84)  Dans  son  mémoire  sur  les  suites  récurro-xécuirentes'^),  P,S.Laplaoe 
aborde  déjà  le  problème  de  la  loterie.  Il  donne  la  formule  d'approximation 
citée  plus  bas,  dans  le  texte,  à  la  suite  de  son  mémoire  sur  les  approximations 
[Hist.  Acad.  se.  Paris  1788,  M.  p.  423/467;  Œuvres  10,  Paris  1894,  p.  295/^88]. 
Tous  ces  résultats  se  trouvent  résumés  dans  la  Théorie  des  probabilités^), 
p.  191/201;  Œuvres  7,  p.  19^203]. 
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A  Taide  de  méthodes  qni  concordent  avec  celles  de  A.  de  Moivre, 
P.  8,  Lapiaee  trouve  pour  la  probabilité  qu'en  {  tirages  tous  les  numéros 
sortiront,  une  expression  symbolique  de  la  forme 


\    [n(n- l)...(ti-^+l)]*   J,=o' 


Jk  en  calcule  une  valeur  approchée  afin  de  pouvoir  résoudre  le  problème 
inverse.  ^Trouver  le  nombre  de  tintes  nécessaires  pour  que  l'événe- 
ment considéré  puisse  être  attendu  avec  une  probabilité  donnée.^ 

H  y  a  tout  un  groupe  de  problèmes  se  rattachant  au  jeu  du 
treize^)  qui  a  été  traité  pour  la  première  fois  au  point  de  vue 
mathématique  par  P.  Bémond  de  Montmort^^)  et  au  jeu  de  rencontre 
qui  n'en  diffère  que  par  la  forme  donnée  à  l'énoncé. 

Le  problème  primitif  consistait  à  trouver  la  probabilité  pour 
qu'en  tirant  successivement  13  cartes  marquées  des  numéros  1, 2, 3, . . . ,  13 
il  y  ait  au  moins  une  carte  qui  sorte  au  rang  indiqué  par  son  numéro. 
Cette  probabilité  est  égale  à 

2!  ^  31  ^  18! 

Pour  n  cartes  marquées  des  numéros  1,  2,  . .  . ,  n  et  que  l'on  tire 
successivement,  la  probabilité  p  pour  qu'il  y  ait  au  moins  une  carte 
qui  sorte  au  rang  occupé  par  son  numéro  est  donnée  par  la  formule 

^  1.2  ^  1.2.3  ^  1.2. 3. ..n 

Dans  le  jeu  de  rencontre^  deux  joueurs  ayant  chacun  un  jeu  complet 
de  cartes  qu'ils  abattent  simultanément  une  par  une,  on  demande  la 
probabilité  p  pour  qu'ils  abattent  simultanément  la  même  carte;  cette 
probabilité  p  est  donnée  par  la  formule  précédente  si  l'on  y  remplace 
n  par  le  nombre  de  cartes  dont  se  compose  le  jeu.     Quand  n  croit 

indéfiniment,  la  probabilité  p  tend  vers  1 =  0,63212  . . .,  comme 

l'avait  déjà  remarqué  L.  Euler^''). 

A.  de  Moivre^),  Jl  K  Lambert^^),  surtout  P.  8.  Laplace^^)  ont 
résolu  le  même  problème   sous  une   forme  modifiée  ou  généralisée. 


85)  P.  Bémwid  de  Montmort  appelait  ce  jeu  „Jeii  du  treize**;  les  Anglais 
disent  encore  „game  of  treize**. 

86)  Essay   d'Analyse  ^^,   p.  180/143;    remarques  de  Nicolas  Bernoulli,  id. 
p.  301/2  [1710]. 

87)  Calcul  de  la  probabilité  dans  le  jeu  de  rencontre  [Hist.  Acad.  Berlin  7 
^1761),  (marqué  par  erreur  1752  sur  la  page  titre  du  volume),  éd.  1758,  p.  255/70]. 

88)  Doctrine  of  chances*»),  probl.  85/86;  (8«éd.),  p.  109/117. 

89)  „Ezamen  d'une  espèce  de  superstition  .  .  .**    [Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin 
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K  Oxtala/n^^)  transforme  l'énonce  de  la  manière  saiyante:  ^^Trouyer 
la  probabilité  pour  qn'en  tirant  d'une  orne  saccessiyement  à  deux  reprises 
m  boules  marquées  par  des  lettres  a,  1^, ...  il  y  ait  n  boules  qui  sortent 
les  deux  fois  au  même  rang.  E.  Lampe^)  a  donné  une  solution  simple 
d'un  problème  qui  se  ramène  au  fond  au  précédent.  Jf.  Andrade^^) 
s'est  aussi  occupé  de  la  même  question  un  peu  généralisée.* 

Le  problème  de  la  poule  a  été  également  l'objet  de  multiples 
trayaux.  H  fut  proposé  par  un  certain  Wcddegra/ve  à  P.  Bémond  de 
Montmort^)  dans  le  cas  de  trois  joueurs,  et  P.  Bémond  de  Montmort 
l'a  résolu  dans  ce  cas  particulier^).  On  pourrait  l'appeler  pour  cette 
raison  le  problème  de  Waldegrave,  En  yoici  l'énoncé,  d'après  P.  S.  La- 
pHace:  ^+  1  joueurs  jouent  ensemble  aux  conditions  suiyantes:  deux 
d'entre  eux  jouent  à  chaque  fois  à  chances  égales  l'un  ayec  l'autre; 
le  perdant  paye  un  franc  et  se  retire,  le  gagnant  joue  dans  les  mômes 
conditions  ayec  le  suiyant,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'un  d'entre 
eux  ait  yaincu  tous  ceux  qui  le  suiyent;  on  reyient  alors  au  perdant 
du  premier  coup  et  l'on  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'un  des  joueurs 
ait  yaincu  successiyement  tous  les  autres.  On  demande:  1°  la  proba- 
bilité pour  chaque  joueur  de  gagner  la  partie;  2^  la  probabilité  que 
la  partie  finira  au  coup  de  rang  x.^ 

La  première  solution  publiée  pour  le  cas  de  trois  joueurs  est  de 
A.  de  Moivre^.  P.  5.  Laplace^  a  traité  ce  problème  en  détail  sous 
sa  forme  généralisée,  pour  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  joueurs. 

^  côté  de  ces  questions  qui  tiennent  une  place  importante  dans 
l'histoire  du  calcul  des  probabilités  on  peut  citer  un  problème  plus 


2  (1771),  éd.  1778,  p.  411/20].  C'est  en  cherchant  à  déterminer  la  probabilité 
qne  peut  ofiiir  la  prévision  du  temps  faite  .  .  .  que  J.  H.  Latnbert  a  été  amené 
à  86  demander  quelle  est  la  probabilité  pour  que,  en  mettant  20  lettres  adressées 
à  20  personnes  distinctes  dans  20  enveloppes  portant  chacune  Tadiesse  d'une  de 
ces  20  personnes,  un  nombre  déterminé  a  ;^  20  de  ces  lettres  se  trouvent  placées 
dans  les  enveloppes  adressées  aux  mêmes  "personnes  que  la  lettre  elle-même. 

90)  Théorie  des  probabilités*),  p.  217/26;    Œuvres  7,  p.  219/28. 

91)  J.  math,  pures  appl.  (1)  2  (1887),  p.  469/82. 

92)  Archiv  Math.  Phjs.  (1)  70  (1884),  p.  439/48. 

93)  J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  64  (1894),  p.  226/82;  (2)  cah.  6  (1901),  p.  119/20.^ 

94)  Lettre  de  P.  Bémond  de  Montmort  à  Nicolas  Bemoulli  datée  du  10  avril 
1711;  Essay  d'Analyse  **),  p.  818/28;  lettre  de  Nicolas  BemoîOli  à  P.  Bémond 
de  Montmort  datée  du  10  novembre  1711;  Essay  d'Analyse*"),  p.  828/28. 

96)  Voir  J.  Todhunter,  History  »«),  p.  122. 

96)  De  mensura  sortis**),  problème  16;  Philos.  Trans.  London  27  (1710/12). 
p.  237/39  [1711]. 

97)  Théorie  des  probabilités*),  p.  288/47;  Œuvres  7,  p.  242/61. 
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11»  Extension  de  Ift  définition.  23 

récent:  le  problème  du  scriUin  proposé  par  J,  Bertrand^]  Z>.  André^ 
en  a  donné  nne  élégante  solution;  reproduite  dans  les  ouYzages  de 
J.  Bertrand"^)  et  de  K  Poincaré^'^y 

J.  Bertrand  a  fait  voir  comment  cette  question  se  rattache  au 
problème  historique  de  la  ruine  des  joueurs. 

Il*  Extension  de  la  définition.  Probabilité  géométijLque.  Jusqu'ici 
nous  n'ayons  enyisagé  que  la  probabilité  d'éyènements  incertains  pou- 
▼ant  se  présenter  chacun  un  nombre  fini  de  fois.  D  arrive  toutefois 
qu'un  éyènement  ou  un  état  de  choses  incertain  dépend  d'une  ou  de 
plusieurs  yariables  continues.  Dans  ce  cas^  on  peut  encore  le  particu- 
lariser en  attribuant  à  ces  yariables  des  valeurs  déterminées;  mais  le 
nombre  des  cas  possibles  et  .celui  des  cas  favorables  cessent  d'être  dé- 
nombrables,  ce  qui  modifie  profondément  le  caractère  des  problèmes  que 
l'on  peut  se  poser:  au  lieu  d'énumérer  les  cas  possibles  ou  favorables; 
il  7  a  lieu  de  comparer  entre  elles  des  variétés  continues  de  1,2,  ...,n 
dimensions;  le  nombre  qui  exprime  la  probabilité  d'un  événement  peut 
alors  être  aussi  bien  irrationnel  que  rationnel.  C'est  ce  qui  arrive 
fréquemment  lorsqu'on  demande  la  probabilité  pour  qu'une  figure 
géométrique  incomplètement  définie  par  les  données  de  la  question 
satisfasse  à  certaines  conditions.  D'autres  problèmes  qui  ne  sont  pas 
formulés  géométriquement  peuvent  d'ailleurs  souvent  être  ramenés  à 
la  forme  géométrique  par  une  interprétation  convenable  des  variables 
qui  J  figurent.  C'est  pourquoi  on  a  donné  à  la  branche  du  calcul 
des  probabilités  dans  laquelle  les  événements  dépendent  de  variables 
continues  le  nom^^')  de  ccdcul  des  probabilités  géométriques^^. 

L'égale  possibilité  dJans  un  intervalle  quelconque  donné  de  toutes  les 
valeurs  d'une  variable  continue  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  tous  les 
points  d'un  segment  quelconque  de  droite;  peut  s'exprimer  ^^)  en  disant 

98)  ^C.  R.  Acad.  bc.  Paris  106  (1887),  p.  3Gd.* 

99)  ^C.  B.  Acad.  bc.  Paris  106  (1887),  p.  436/7.  Voir  aussi  la  remarque  de 
J.  Bertrand  à  propos  de  cette  communication  [id.  p.  487/9]  et  la  généralisation 
du  problème  par  E.  Barbier  [id.  p.  407].* 

100)  ^Probabilités  "),  p.  18.* 

101)  ^Probabilités'),  p.  21.* 

102)  On  rappelle  aussi  probabilité  ïoeàk.  On  dit  en  anglais  soit  local  pro- 
bainUty  soit  geometrical  probabilUy. 

108)  «Les  concepts  fondamentaux  sur  lesquels  repose  cette  branche  des 
mathématiques  ont  été  analysés  par  E.  Cesdro  [Periodico  mat.  (1)  6  (1890/1), 
p.  1,  49,  116;  Reale  Ist.  Lombarde  Rendic.  (2)  24  (1891),  p.  101]  et  par  G.  Ft- 
vanti  [Bivista  mat.  1  (1891),  p.  68]  (Note  de  6r.  Loria).* 

104)  «La  définition  de  la  probabilité  dans  les  questions  de  ce  genre  présente 
en  général  un  haut  degré  d'arbitraire.    Elle   dépend   de  la  construction  d'un 
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que  des  segments  de  droite  de  même  longaeur  constituent  des  en- 
sembles équivalents  au  point  de  vue  de  la  probabilité^^). 

La  probabilité  pour  qu'une  valeur  x^  d'une  variable  x  comprise 
dans  un  intervalle  (a,  b)  fasse  partie  de  l'intervalle  (x^^  ^^  +  dx\ 
compris  dans  (a,  b),  est  alors  manifestement 

dx 

De  même  la  probabilité  pour  que  le  point  (x^^,  yj  d'un  rectangle  de 
Bommets  {a,  c\  (b,  c),  (Jby  d)y  (a,  d)  soit  situé  dans  le  rectangle  de 
sommets  {x^y  y^y  {x^  +  dx,  y^),  (x^  +  dx,  %  +  ^v),  (^o^  î^o  +  ^y), 
compris  à  l'intérieur  du  précédent,  est 

dxdy 

(p—^d-^  • 

D'une  façon  générale,  on  est  de  même  conduit  à  mesurer  YensenMe 
des  valeurs  associées  de  plusieurs  variables  x,  y,  0,  , , ,  qui  correspon- 
dent aux  points  de  coordonnées  x,  y,  0,  , . ,  d'une  variété  (k)  à  h  di- 
mensions, par  la  contenance  ou  l'étendue  de  cette  variété  limitée  ^^), 
c'est-à-dire  par  l'intégrale  multiple  d'ordre  k 


■# 


dxdyde , . . 


étendue  à  l'ensemble  des  points  envisagés.  Cette  intégrale  multiple 
étendue  à  l'ensemble  des  points  fournissant  une  réponse  favorable  à 
la  question  posée  mesurera  l'ensemble  des  cas  favorables. 

Si  donc  on  définit  (comme  dans  le  cas  des  événements  ne  se 
présentant  chacun  qu'un  nombre  fini  de  fois)  la  probabilité  mathé- 
matique p  d'un  événement  dépendant  de  variables  continues  comme 
le  rapport  de  la  mesure  de  l'ensemble  de  tous  les  cas  favorables  à 
la  mesure  de  l'ensemble  de  tous  les  cas  possibles,  supposés  égale- 
ment vraisemblables^®"^),  la  probabilité  p  sera  mesurée  par  le  rapport 

gronpe  d'invariance  qui  n'est  généralement  pas  déterminé  par  l'énoncé  géomé- 
trique du  problème.* 

106)  ^An  snjet  de  ces  questions  voix  H,  Poinearé,  Probabilités^),  p.  94  et 
suiv.,  ainsi  que  les  exemples  cités  par  J.  Bertrand,  Ptobabilités '),  p.  4  et  suiv.* 
Yoix  aussi  H.  Brunn,  Sitzgsb.  philos,  philol.  Classe  Âkad.  Mûnchen  1892, 
éd.  1893,  p.  692;  C.  Stumpf,  id.  p.  681. 

106)  E,  Czuber,  Geometrische  Wahrscbeinlichkeiten  und  Mittelwerte,  Leipzig 
1884,  p.  3/8;  trad.  par  H.  Schuermans,  Probabilités  et  moyennes  géométriques, 
Paris  1902,  p.  3/8. 

107)  A.  A.  Cournot  [Exposition  ^,  p.  35]  avait  déjà  reconnu  la  nécessité  de 
modifier  dans  ce  sens  la  définition  de  la  probabilité  pour  lui  faire  embrasser 
tous  les  cas. 
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11.  Probabilité  géométrique.  25 

des  deux  intégrales  précédentes  an  lien  d'être,  comme  dans  le  cas  des 
jeux  par  exemple,  mesurée  par  le  rapport  de  deux  nombres  naturels. 

^Outre  les  problèmes  rentrant  dans  ces  deux  cas  extrêmes,  on 
pourrait  en  envisager  d'autres  qui  conduiraient  à  des  ensembles  plus 
ou  moins  compliqués  de  points.* 

La  résolution  des  problèmes  de  probabilité  géométrique  tombe 
ainsi  dans  le  domaine  du  calcul  intégral  ^^).  Cependant  l'emploi  de 
ce  calcul  se  trouye  assez  limité,  à  cause  de  la  complication  des  inté- 
grations et  de  la  difficulté  de  la  fixation  des  limites.  Ce  qu'il  y  a 
de  plus  intéressant  ce  sont  les  multiples  artifices  à  l'aide  desquels  on 
a  cherché  à  tourner  les  difficultés  du  calcul.  L'un  des  plus  féconds 
consiste  à  rattacher  les  questions  de  probabilités  à  celles  des  valeurs 
moyennes  ^®^). 

On  entend  par  valeur  moyenne  d'une  grandeur  dépendant  du 
hasard  la  somme  des  produits  des  valeurs  possibles  que  peut  prendre 
la  grandeur  par  les  probabilités  correspondantes.  Soit,  par  exemple, 
y  une  grandeur  continue  dépendant  d'une  seule  variable  x  comprise 
dans  l'intervalle  (a,  b);  la  valeur  moyenne  de  y  sera  la  somme,  étendue 
à  tous  les  éléments  dx  de  l'intervalle  (a,  h),  des  produits  des  valeurs 

dx 
de  y  par  les  probabilités  ,  _     pour  que  y  soit  situé  dans  l'intervalle 

(Xf^,   ^0  +  ^^)   ^^^  arbitrairement  dans  (^r,  &);   cette  valeur  moyenne 
sera  donc  égale  à 


é-afy^'^- 


C'est  G,  L.  LederCy  comte  de  Buffon  ^^®)  qui  le  premier  proposa  et 
résolut  des  problèmes  de  ce  genre;  entre  tous,  le  {B,mexni  problème  de 
l'aiguille  attira  particulièrement  l'attention  des  mathématiciens.  „0n  jette 
une  aiguille  sur  une  table,  sur  laquelle  on  a  tracé  des  parallèles  équi- 
distantes;  quelle  est  la  probabilité  pour  que  l'aiguille  rencontre  l'une 


108)  Le  calcul  intégral  avait  d'abord  été  appliqué  aax  probabilités  par 
Daniel  Bemouïïi.  Il  s'agissait  cependant  de  questions  de  statistique  et  par 
conséquent  de  faits  discontinus;  mais  on  les  regardait  comme  continus  à  cause 
des  avantages  qu'ofi&ait  le  calcul  infinitésimal  [Hist.  Acad.  se.  Paris  1760, 
M.  p.  1/46  [introd.  datée  1766];  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  12  (1766/7),  éd.  1768, 
p.  87/98  et  p.  99/126]. 

109)  E.  Ceuber,  Geom.  Wahrsch.  *<»«),  trad.  p.  184/244;  W.  Crofton,  Proc. 
London  math.  Soc.  8  (1876/7),  p.  ZOé/d. 

110)  Arith.  morale*^,  p.  100/S.  Dès  1738,  Buffon  s'était  d'ailleurs  occupé 
de  questions  de  ce  genre:  jeu  du  franc  carreau,  .  .  .  [Hist.  Acad.  se.  Paris  1783, 
H.  p.  43/46]. 
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des  parallèles?^'  Si  a  est  la  distance  de  deux  parallèles  voisines  et  si 
2r  est  la  longaenr  de  Taigoille,  cette  probabilité  est^^^),  quand  2r<a^ 

na 

Dans  le  jeu  du  joint  couvert,  Taigaille  est  remplacée  par  une  pièce  de 
monnaie  assez  petite  ponr  ne  pouvoir  rencontrer  à  la  fois  plus  d'un 
des  traits  parallèles. 

P.  8.  Laplace^^^,  G.  Lamé  dans  ses  Cours  à  la  Faculté  des  sciences 
de  Paris,  E.  Barbier ^^),  W,  Orofton^^%  J.  J.  Sylvester^^^)  et  plusieurs 
autres  géomètres  se  sont  occupés  de  ces  problèmes  et  de  leurs  diverses 
généralisations  ^^•). 

Parmi  les  résultats  obtenus  par  W.  Crofton  citons  le  suivant"'): 
Soit  (C)  une  courbe  plane  fermée  convexe  quelconque  de  longueur  l 
enfermant  une  aire  a;  si  0  mesure  Tangle  des  deux  tangentes  menées 
à  la  courbe  (C)  par  un  point  (x,  y)  extérieur  à  (C)  mais  situé  dans 
son  plan,  on  a 

/   i  {6  —  BmO)dxdy  ^-^P—  xa, 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  toute  la  partie  du  plan  extérieure 
à  la  courbe  (C). 

Dans  cet  ordre  d'idées  un  des  problèmes  les  plus  intéressants  est 
le  problème  du  quadrilatère  de  Sylvester^^^):  trouver  la  probabilité 
que  quatre  points  pris  au  hasard  dans  une  figure  plane  formeront 
un  quadrilatère  non-convexe. 

Bien  d'autres  questions  du  même  genre  ^^^)  ont  été  proposées  et 


111)  Une  vérification  expérimentale  (60  séries  de  100  jets  chacune)  de  ce 
résultat  a  été  tentée  par  B.  Wolf  [Mittheil.  natorf.  Ges.  Bezn  1850,  p.  86/^]; 
ponr  a  =  46"™  et  r  =  18"*,  il  trouve  0,6064  alors  que  la  formule  donne  0,5098. 

112)  Théorie  des  probabibités  *),  p.  368/82;  Œuvres  7,  p.  364/9- 
118)  J.  math,  pures  appl.  (2)  6  (1860),  p.  273/86. 

114)  Encyclopaedia  britannica  (9*  éd.)  19,  Ëdinbourg  1885,  p.  787. 
116)  Acta  math.  14  (1890/1),  p.  186. 

116)  Voix  à  ce  sujet,  E.  Czuber,  Wahrsch.  %  p.  72  et  suiv.  ;  Geom.Wahr8ch.  *^), 
trad.  p.  84  et  suiv.  Pour  cette  formule  de  W.  Orofton,  on  peut  aussi  consulter 
J.  Bertrand,  Traité  de  calcul  différentiel  et  de  calcul  intégral  2,  Paris  1870, 
p.  483/91. 

117)  G.  B.  Acad.  se.  Paris  65  (1867),  p.  994/5;  démonstration  analytique  par 
J,  A.  Serret,  id.  68  (1869),  p.  1132/7;  Ann.  Ec.  Norm.  (1)  6  (1869),  p.  177/86. 

118)  Encycl.  brit.  "*)  19,  p  785;  Jahresb.  deutsch.  Math.-Ver.  7*  (1898),  p.  61. 

119)  On  trouve  un  grand  choix  de  problèmes  sur  la  probabilité  géométri- 
que avec  des  indications  bibliographiques  dans  Touvxage  de  E.  Czuber,  Geom. 
Wahrsch.  ^^%  traduit  par  E.  Schuermans.    L'Educational  Times  est  également 
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résolues  par  divers  géomèjares,  principalemeiit  par  des  géomètres 
anglais.  Il  conyient  de  citer  tout  particulièrement  les  recherches  de 
W,  Orofion^^)  sur  la  théorie  des  droites  menées  arbitrairement  dans 
un  plan;  elles  se  distinguent  par  leur  élégance  et  un  grand  degré  de 
généralité  ^*^).  ^Voici  le  sens  précis  qu'on  peut  donner  à  Tun  de  ses 
théorèmes: 

Soit  (C)  une  courbe  plane  quelconque  donnée,  fermée  et  convexe, 
enfermant  une  aire  a. 

Une  droite  située  dans  le  même  plan  est  supposée  définie  par 
une  équation  de  la  forme 

X  cos  0  +  y  sin  6  — jp  =  0; 

p  et  d  en  sont  les  coordonnées.  Soit  G  la  longueur  de  la  corde  dé- 
coupée sur  la  droite  par  la  courbe  (C).     On  a*") 


ffc^dpdd^Sa^, 


rintégrale  double  étant  étendue  à  l'ensemble  des  droites  qui  coupent 
la  courbe^*').* 

12.  Théorème  de  Jacques  Bemoulli.  Ce  théorème  concerne  les 
lois  de  la  probabilité  qui  résultent  de  la  multiplication  indéfinie  des 
événements. 

On  fait  un  nombre  très  grand  s  d'épreuves  semblables,  dont 
chacune  doit  amener  soit  l'un  soit  l'autre  des  deux  événements  A  et 
B  avec  les  probabilités  respectives  p  et  J  — 1— 1>;  les  mêmes 
dans  toutes  les  épreuves.  Soient  w  et  n  (w  +  »  =»  s)  les  nombres 
de  fois  que  les  événements  ^  et  J?  se  sont  produits.  Il  s'agit  de 
déterminer:    1^  les  valeurs  les  plus  probables  de  m  et  de  n   ou,  ce 

très  riche  en  problèmes  de  cette  nature.    Il  en  a  été  publié  un  recueil  détaillé 
par  G.  B.  M.  Zerr  [Math.  Quest.  Educ.  Times  66  (1891),  p.  187/192]. 

120)  Philos.  Trans.  London  168  (1868),  p.  181. 

121)  ^Quelques  questions  de  ce  genre^  en  dehors  du  problème  de  Taiguille,  ont 
été  étudiées  par  des  mathématiciens  firançais.  Citons  entre  autres  E.  Lemoine 
{Bull.  Soc.  math.  France  1  (1872/3),  p.  39],  C.  Jordan  [id.  p.  266],  L,  Laianne 
£J.  math,  pures  appL  (3)  6  (1879),  p.  107/30];  H,  Laurent,  Traité  du  calcul  des 
probabilités,  Paris  1873,  p.  61/69;  Théorie  des  jeux  de  hasard  (un  volume  de 
l'Encyclopédie  scientifique  des  Aide-Mémoire),  Paris  1893,  p.  112/114.* 

122)  Le  théorème  a  été  énoncé  par  W.  GrofUm  sous  une  forme  différente. 
Voir  C.  B.  Acad.  se.  Paris  68  (1869),  p.  1469;  démonstration  analytique  par 
J.  A.  Serrer,  Ann.  £c.  Norm  (1)  6  (1869),  p.  181. 

123)  ^Citons  aussi  parmi  les  mathématiciens  ayant  étudié  des  questions 
de  ce  genre  E.  Ceaàro,  Giom.  mat.  (1)  22  (1884),  p.  44;  (1)  24  (1886),  p.  124; 
Bendic.  Cire.  mat.  Palermo  1  (1887),  p.  203  (Note  de  G.  Loria).* 
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qui  revient  au  même;  de  —  et  de  —;  2°  la  probabilité  que  Y^rt, 
c'est-à-dire  la  différence  entre  les  valeurs  les  plus  probables  et  les 
valeurs  observées  de  —  et  de  —^  ne  surpassera  pas  une  quantité  donnée. 
Pour  résoudre  le  premier  de  ces  deux  problèmes,  il  suffit  de 
déterminer  le  terme  maxime,  c'est-à-dire  le  terme  du  développement 
de  (p  +  i)'  q^  a  la  pl^  grande  valeur  numérique,  ce  qui  peut  se 
faire  facilement ,  en  toute  rigueur;  les  exposants  de  |>  et  de  g  dans 
ce  terme  sont  les  nombres  cherchés  m,  n.  Ainsi  dans  le  développe- 
ment  de  /A  .  IV 

la  valeur  numérique  ^qo  du  terme  15  (~\  (-—)  ®^  P^^^  grande  que 
celle  de  tous  les  autres  termes  du  même  développement;  il  en  résulte 
que  si  Ton  tire  à  6  reprises  différentes  une  boule  d'une  urne  qui 
contient  2  boules  blanches  et  une  boule  noire,  le  résultat  le  plus 
probable  est  que  Ton  obtiendra  4  boules  blanches  et  2  boules  noires. 
Mais  pour  résoudre  le  second  problème  il  faut  former  la  somme 
d'un  groupe  de  termes  situés  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance 
du  terme  maxime. 

Ml  A. 

Ainsi  dans  l'exemple  précédent,  où  —  =  -;-,  si  l'on  demande 
quelle  est  la  probabilité  p  pour  que  le  nombre  de  boules  blanches 
obtenues  ne  dépasse  pas  5  et  soit  au  moins  égal  à  3  (en  sorte  que 
Yéc€irt  entre  la  valeur  la  plus  probable  et  y  ou  -r-  soit  -— j  il  suffira  de 

-  .      ,  ,  ,  .  .  240     192     160    ,      , 

faire  la  somme  des  valeurs  numériques  t^^,  -^^,  --  du  terme  maxime 

(  J<7  tau         i  i\) 

15  (yj  (  „-j    et  des  termes  voisins 

«(I)"t.    ^{i)'& 

Cun  de  chaque  côté  puisque  l'écart  doit  être  —j  î    ^^    obtient    ainsi 

•^  692 
•^  "^  729  ' 

Pour  de  grandes  valeurs  de  s,  le  calcul  exact  de  ce  nombre  p 
présente  des  difficultés  insurmontables.  On  a  alors  recours  à  des 
méthodes  d'approximation. 

Jacques  BemouUi^^)   avait   déjà  constaté  dans  le  développement 
de  (p  -f  qy  l'existence   d'un  terme  de  valeur  numérique  plus  grande, 
que  celle  des  autres  et  il  en  avait  indiqué  la  loi  de  formation.     H 
ne  chercha  pas,   il  est  vrai,  à  former  explicitement   la   somme   d'un 

124)  Atb  conjectandi  '),  p.  210/89. 
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groupe  de  termes  situés  de  part  et  d'autre  à  égales  distances  du 
terme  maxime,  mais  il  démontra  que,  si  l'on  prend  de  part  et  d'autre 
de  ce  terme  un  nombre  de  termes  proportionnel  à  5,  la  somme  des 
termes  du  groupe  ainsi  formé  peut  être  rendue  aussi  voisine  qu'on 
le  Teut  de  la  somme  de  Unis  les  termes  du  déyeloppement,  c'est-à-dire 
de  l'unité  puisque  p  +  q^^l,  quand  on  fait  croître  s  indéfiniment. 
Cette  propriété  suffisait  pour  le  but  qu'il  avait  en  vue***). 

La  détermination  de  la  probabilité  que  Vécart  ne  dépassera  pas 
un  nombre  donné  a  a  été  abordée  et  en  partie  résolue  par  A.  de 
Moivre,  J.  Stirling,  C.  Madau/rin  et  L,  Euler.  Les  travaux  de  ces 
géomètres  sur  ce  sujet  sont  de  la  plus  haute,  importance  pour  l'en- 
semble de  l'Analyse. 

En  étudiant  la  représentation  approchée  du  terme  ayant  la  plus 
grande  valeur  numérique  dans  le  développement  de  (jp  +  $)'  ^t  celle 
d'un  terme  qui  en  est  situé  à  une  distance  déterminée,  A.  de  Moivre^^) 
fut  amené  à  se  poser  le  problème  de  la  représentation  approximative 
du  logarithme  d'une  factorielle  quelconque  1 . 2 ...  5.  Il  réussit  à  en 
obtenir  l'expression  approchée,  au  facteur  constant  y27t  près  qui  y 
figure.    J.  Stirling  ^^^)  compléta  la  lacune. 

(y est  sous  le  nom  de  formule  de  Stirling  que  l'on  fait  actuelle- 
ment usage  de  la  formule  approchée*^) 

1.2...«-s-e-l/2^(l  +  jf,  +  ^  +  -..). 
La  formule 
log(1.2...5)  =  -î-log(2;r)+(.  +  |)logs-5.f.j^4- 

3  .  4    «»     "^  6  .  6    «» 

a  été  donnée  et  démontrée  par  A.  de  Maivre^^). 

126)  Jcieques  BerfumUi  oheichait  les  conséquences  que  Ton  pent  tirer  de  la 
répétition  indéfinie  des  épreuves  pour  la  détermination  des  probabilités  supposées 
inconnues.  Il  a  donné  le  nom,  conservé  depuis,  de  probabilité  a  posteriori,  à 
une  probabilité  déduite  de  Texpérienoe  [Ars  coigectandi  ^),  p.  224]. 

126)  Doctrine  of  chances  *^),  p.  243/64.  Les  développements  analytiques 
relatifs  aux  résultats  qui  y  sont  présentés  se  trouvent  dans  les  Mise,  analyt.*'), 
snppL  p.  1/22. 

127)  Methodus  differentîalis,  sive  tractatus  de  summatione  et  interpolatione 
aerierum  infini tamm,  Londres  1730,  p.  136. 

128)  A.  B.  Forsyth  [Report  Brit.  Assoc.  63,  Southport  1883,  éd.  Londres 
1884,  p.  408]  a  donné  de  si  une  expression  plus  approchée 

i.2...*=i/2^(-j-y««+s+iy   . 

129)  Mise,  analyt^")  suppl.  p.  1/22.  Voir  à  ce  8i:get  G,  EnesMm,  Bibl. 
math.  (3)  6  (1904),  p.  207,  209. 
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Ces  formules  approchées  sont  très  maniables;  il  suffît  sonyent  pour 
les  besoins  pratiques  de  remplacer,  dans  la  première,  la  parenthèse 
par  son  premier  terme  1. 

n  restait  cependant  à  former  la  somme  des  termes  dont  on  ayait 
les  expressions  approchées  et  à  la  transformer  en  une  intégrale.  Cette 
partie  du  problème  n'a  pas  été  correctement  traitée  par  A.  de  Mdvre. 
La  méthode  analytique  propre  à  la  résoudre  n'a  été  inventée  qu'après 
lui:  elle  est  due  à  C.  Madaurin^^)  et  à  jLjBwfer"^).  Cette  méthode 
consiste  à  faire  usage  d'une  formule  de  sommation  qui  porte  le  nom 
de  formule  éCEuler  (I  21, 18)  et  qui  permet  d'exprimer  la  somme 

5  -=  yo  +  yi  +  •  •  •  +  y,-i 

de  l  nombres  donnés  y^,  y^,  . .  .,  y,.^  au  moyen  d'une  intégrale  définie 


/ 


ydx 

dans  laquelle  y  est  une  fonction  de  x  qui  prend  les  valeurs  y^ 
Vi}  '"f  Vi^i  pour  l  valeurs  de  x  comprises  dans  les  limites  d'intégration. 
Si  l'on  désigne  par  y',  y",  y'",  ...  les  dérivées  de  y  prises  par 
rapport  k  x  et  par  y„  y/,  y/",  . . .,  yo,  yo',  Vo",  ...  les  valeurs  de 
y,  y',  y"',  . . .  pour  ic  «=  Z  et  a?  =-  0;  si  enfin  JB^,  JB^,  JB,,  JB^,  JBg,  . . . 

désignent  les  nombres  de  BemouUi  (y,  j^,  j^,  Jq»  gg^  •  •  •);  on  a 
5  =  Jyrfa;-l(y,-yo)  +  A(y;.-y^^-A(y;''^y;'')  +  ... 

0 

A  l'aide  de  tous  ces  résultats  qu'il  déduisit  d'ailleurs  à  nouveau 
d'une  source  commune,  la  théorie  des  fonctions  génératrices,  P.  S.  Lor 
place  donna  enfin  au  théorème  de  BemouUi  sa  forme  définitive^**).  On 
peut  l'énoncer  ainsi:  Lorsque  les  probabilités  p  et  q  de  deux  événe- 
ments ji  et  JB  qui  s'excluent  mutuellement  sont  constantes  et  que 
l'on  fait  s  épreuves  semblables,  la  combinaison  la  plus  probable  parmi 
celles  qui  peuvent  se  présenter  est  celle  dans  laquelle  le  rapport  des 
nombres  m  et  n  des  répétitions  des  événements  J.  et  JB  est  égal  à 
celui  de  leurs  probabilités  respectives  p  et  g,  ou  s'en  approche  le  plus 
possible.     De  plus  la  probabilité  que  Vécart 


180)  A  treatise  of  fluxions  (2  vol.  mais  nne  seule  pagination)  2,  Edin- 
bourg  1742,  p.  672;  (2*  éd.)  Londres  1801;  tiad.  française  par  E.  Pesenas, 
Traité  des  flnzions  2,  Paris  1749,  p.  248. 

181)  Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1782/8),  éd.  1738,  p.  68/97, 

182)  Théorie  des  probabilités*),  p.  276/84;  Œnvres  7,  p.  280/9. 
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I  ♦* 


m 

I « 

l  «       ^ 


s      •« 


ne  surpassera  *pas  une  limite  donnée  9  y-~  a  pour  valeur  très  ap- 
prochée 

e 

Des  deux  termes  de  l'expression  (a)  les  ouvrages  récents  ^^)  ne  con- 
servent en  général  que  le  premier,  dont  la  valeur  est  de  beaucoup 
prépondérante  dès  que  0  >  4. 

Le  ffiéorème  de  JBemonUi  permet  inversement  d'évaluer  approxi- 
mativement 0,  donc  une  limite  supérieure  de  Vécart,  pour  une  pro- 
babilité donnée. 

La  plupart  des  traités  importants  sur  le  calcul  des  probabilités 
contiennent  des  tables  numériques  pour  le  calcul  de  l'intégrale 

0 


hf^'" 


^      0 

On  les  a  calculées  à  l'aide  des  tables  des  intégrales  ^^) 

/  e"^  dt    ou  bien     j  e^^dt 
0  e 

dont  la  somme  est  égale  à  ^V^'^^) 

J.  Eggenberger^  a  montré  que  l'on  peut  réunir  facilement  le 
second  terme  de  la  formule  (a)  au  premier  en  modifiant  seulement 
dans  ce  premier  terme  la  limite  supérieure  d'intégration. 


188)  J.Bertrand,  Probabilités»),  p.  78,  88;  E.  Poincaré,  Probabilités»), 
p.  69/70. 

184)  La  plus  ancienne  de  ces  Tables  est  celle  qui  fut  publiée  par 
C^MT.  Kratnp  [Analyse   des  réfractions  astronomiques  et  terrestres,  Strasbourg  et 

00 

Leipzig  an  VllJ  pour  les  valeurs  de  l'intégrale  Je"" '*d  t. 

X 

186)  Des  Tables  très  précises  ont  été  publiées  par  JB.  Badau  [Ann.  Observ. 
Paris,  Mémoires  18  (1886),  mém.  n°  2]  et  par  A,  A.  Markov  [Table  des  valeurs 

00 

de  l'intégrale /c""^  de,  S*  Pétersbourg  1888].    Voir  aussi  H,  Opits,  Die  Kraanp- 

X 

Laplace'sche  Transcendente  und  ihre  Umkehrung,  Progr.  Realschule  Berlin  1900. 
136)  Diss.  Berne  1898;    Mittheil.   naturf.   Ges.   Bem  60  (1893),   éd.  1894, 
p.  110/82.    Ce  mémoire  est  une  monographie  du  déreloppement  '  historique- du 
théorème  de  Bemoulli. 
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La  hi  de  BemauUi  a  été  fréquemment  soumise  à  des  yérifications 
expérimentales;  afin  de  constater  que  les  événements  arrivent  effective- 
ment à  très  peu  près  conformément  aux  prévisions  indiquées  par  le 
calcul  des  probabilités"*^). 

13«  Iioi  des  grands  nombres  de  Poisson.  8,  D,  Poisson^^)  s'est 
occupé  de  la  probabilité  relative  aux  résultats  d'un  nombre  très  grand 
d'épreuveS;  en  supposant  que  les  probabilités  des  événements  A  et  B, 
dont  l'un  doit  se  produire  à  l'exclusion  de  l'autre^  varient  à  chaque 
épreuve.  H  a  donné  au  résultat  de  ses  recherches  le  nom  de  loi  des 
grands  nombres  ^^^)  et  il  considère  cette  loi  comme  une  généralisation 
de  la  loi  de  BernouUi. 

Soient  p^  la  probabilité  de  J.  à  la  i*  épreuvre^  q^  la  probabilité 
correspondante  de  B,  m  et  n  les  nombres  respectifs  de  fois  que  ces 
événements  se  produisent  réellement  dans  s  épreuves,  |>  et  q  les  moyennes 
arithmétiques 

Pi+Pf  +  '-'+P, 

^  8 

gl+g»  +  --  +  gt 
^  8 

des  Pf  et  q^y  en  sorte  que 

m  +  w  =-  s,    ft  +  g<  =  1,    1?  +  î  =  1. 
La  probabilité  que  Vécart 

ne  dépassera  pas,  en  valeur  absolue,  une  limite  donnée  -7=  est  égale  à  ^^) 


ht 


ky^8' 


187)  G.L.Leclerc,  comte  de  Buffon,  Arith.  moiale*^,  p.  84;  S.D.Poi88on, 
Becberches  sur  la  probabilité  des  jugements,  Paris  1837,  p.  13S^5;  W.  Stanley 
Jevons,  The  principles  of  sciences  1,  Londres  1874,  p.  886;  E,  Cetiber,  Zum  Geseis 
der  grossen  Zahlen,  Prague  1888;  JB.  Wolf,  Mittheil.  naturf.  Ges.  Bem  1849,  p.  97, 
188;  1860,  p.  85,  209;  1851,  p.  17;  1852,  p.  188;  1858,  p.  25;  Yiertolj.  Natuxf. 
Ges.  Zurich  26  (1881),  p.  126,  201;  27  (1882),  p.  241;  28  (1888),  p.  118;  38 
(1893),  p.  10;  39  (1894),  p.  147. 

188)  Probabilité  des  jugements  ^^^,  p.  246  et  suiv. 

189)  On  donne  aussi  bien  souvent  ce  nom  à  la  loi  de  BemouUi, 

140)  De  la  suite  de  résultats  donnés  par  S,  D.  Poisson,  c'est  générale- 
ment celui  qui  figure  dans  le  texte  que  Ton  prend  comme  Texpression  de  la  loi 
des  grands  nombres  [Probabilité  des  jugements  ''^,  p.  811/2].  Cf.  H,  Laurent, 
Probabilités"*),  p.  97/106;  Antoine  Meyer,  Probabilités"),  p.  95/105;  E.  Czuber, 
Wahrsch.*),  p.  127. 
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h  désigne  ici  la  racine  carrée  positive  de  Texpression 


ft 


m 
T-P 


ne  surpassera 


dans  laquelle  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i. 

Inversement  ce  théorème  permet  d'évaluer  approximativement  0^ 
donc  une  limite  supérieure  de  Fécart  pour  une  probabilité  donnée. 

De  la  loi  des  grands  nombres  on  déduit;  en  particulier^  le  résultat 
suivant: 

En  multipliant  le  nombre  s  des  épreiwes,  on  peut  rendre  aussi  voi- 
sine de  1  qu'on  le  veut  la  probabilité  que  V écart 
pas  un  nombre  positif  E  arbitrairement  choisi. 

Si  dans  la  loi  des  grands  nombres  on  prend  tous  les  p^  égaux  à 
Py  donc  tous  les  q^  égaux  à  $,  on  retombe  sur  le  théorème  de  Ser- 
noutli. 

Sous  la  forme  énoncée  plus  haut^  le  théorème  de  Poisson  est 
d'une  application  difficile.  Il  ne  permet  de  comparer  les  résultats 
de  deux  séries  d'épreuves  que  si  lés  probabilités  de  J.  et  de  J?  par- 
courent dans  les  deux  séries  les  mêmes  suites  de  valeurs ,  ou  biea 
si  l'une  d'elles  peut  être  considérée  comme  une  multiple  répétition 
de  l'autre. 

On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue  différent  qui  a  l'avantage 
de  mieux  s'adapter  à  la  réalité:  ce  point  de  vue  consiste  essentielle- 
ment à  regarder  la  probabilité  de  A  dans  une  épreuve  non  plus 
comme  déterminée  d'avance,  mais  comme  dépendant  elle-même  du 
hasard. 

Soit;  par  exemple,  œ^  la  probabilité  que,  dans  l'une  quelconque 
des  épreuves,  la  probabilité  de  A  soit  égale  à  jp^  et  supposons  qu'il 
existe  v  couples  de  nombres  œ,-,JPiî  ^  moyenne  arithmétique  des  p^, 
c'est-à-dire  le  nombre 


IsrV 


p=^^a}iPi, 


»=i 


possède  alors  une  signification  indépendante  des  circonstances  de  la 
série  d'épreuves:  c'est  la  possibilité  totale  ^*^)  de  l'événement  A  dans 
chaque  épreuve  particulière.  La  différence  1  —  j)  a  la  signification 
analogue  relativement  à  B. 

Si  l'on  se  place  à  ce  point  de  vue,  le  théorèvne  de  Poisson  s'applique 


141)  TotalmôgUchkeit,  tenne  proposé  par  J.  von  Kries  [Wahrsch.  %  p.  106] 
pour  ce  genre  de  probabilité. 

Encjolop.  des  loieno.  mathémat.    14.  3 
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encore^  mais  à  condition  d'y  supposer  k  remplacé  par  la  racine  carrée 
positive  de***) 

Auz  deux  points  de  vue  où  nous  venons  de  nous  placer 
successivement^  |>  a  le  sens  d'une  probabilité  moyenne,  mais  la 
signification  en  est  cependant  bien  différente.  Quand  on  se  place 
au  premier  point  de  vue,  la  probabilité  p  peut  varier  d'une  série 
d'épreuves  à  une  autre;  dans  le  second^  la  probabilité  p  conserve  sa 
valeur.  Quand  on  se  place  au  second  point  de  vue,  la  loi  des  grands 
nombres  coïncide  donc  avec  la  hi  de  BemouMi^^^). 

On  a  donné  le  nom  de  probabilités  élémentaires  aux  probabilités 
qui  ne  varient  pas  d'une  série  d'épreuves  à  une  autre.  L'ensemble 
des  conditions  dont  dépend  une  probabilité  élémentaire  doit  être  en- 
visagé comme  constant. 

Au  premier  des  deux  points  de  vue  précédents,  la  probabilité 
moyenne  p  se  comporte,  non  comme  une  probabilité  élémentaire, 
mais  comme  une  probabilité  intermédiaire  entre  les  probabilités  effec- 
tives. Au  second  de  ces  deux  points  de  vue,  la  probabilité  moyenne 
p  se  comporte,  au  contraire,  comme  une  probabilité  élémentaire. 

Les  recherches  de  S.  D.  Poisson  n'ont  pas  été,  en  général,  très 
favorablement  accueillies.  Elles  ont  même  été  de  divers  côtés  l'objet 
de  critiques  assez  vives  *^).  Toutefois  il  y  a  quelques  années,  en 
cherchant  à  appliquer  le  calcul  des  probabilités  aux  questions  de 
statistique  mathématique,  on  a  été  conduit  à  des  notions  qui  présentent 
quelque  rapport  avec  les  idées  de  S.  D.  Foisson^*^). 

Probabilité  a  posteriori. 

14.  Probabilité  des  causes  déduite  de  Tobservation.  Supposons 
qu'on  ait  observé  un  événement  E  pouvant  résulter  de  Tune  ou  de 
l'autre  des  causes  distinctes  Q;  C^, . . .,  C^  qui  s^excluent  mutuellement. 

Soit  Pi  la  probabilité  de  l'événement  E  quand  la  cause  C^  existe; 
ce  nombre  p^  est  appelé  par  P.  S.  Lapla^e  la  probabilité  résultante  de 
la  cause  C^.     Si  les  diverses  causes  considérées  sont  également  pro- 


142)  S,  D.  Poisson,  Probabilité  des  jugements  "^,  p.  294. 

148)  Voir  E,  Czuber,  Wahrach.  «),  p.  133. 

144)  J.  Bertrand,  Probabilités»),  p.  XXXI  et  p.  94;  ^voix  d^à  LJ.Bienaym€\ 
Séances  et  travanz  Acad.  se.  morales  et  politiques  (3)  11  (1866)  (premier  trimestre  \ 
p.  379  (Note  de  D.  André).* 

146)  L.  von  Borikewitsch,  Jahrbûcher  fcir  Nationalôkonomie  und  Statistik 
(8)  8  (1894),  p.  641;  (3)  10  (1896),  p.  321. 
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bables  apriori^y  la  probabilité  a  posteriori  P^  que  réyènemeiLt  obeerré 
j&  est  dû  à  la  canse  (7|  est  donnée  par  la  formule 


^i». 


Si  la  probabilité  a  priori  de  la  cause  C^  est  égale  à  (D|;  la  probabilité 
a  posUriûri  P,.  que  l'éYènement  considéré  est  dû  à  cette  cause  est 

Ce  sont  là  les  deux  formes  de  la  règle  de  Bayes  ^^''),  pour  le  cas  d'un 
nombre  limité  de  causes.  La  première  est  d'ailleurs  comprise  dans 
la  seconde;  elle  s'en  déduit  pour  a>]^  »  ai,  »  •  •  •  »  œ^, 

P.  8.  Laplace,  qui  a  le  premier  formulé  des  principes  clairs  et 
précis  pour  cette  partie  du  calcul  des  probabilités  ^^^)^  s'appuie  sur 
une  proposition  particulière  **•)  pour  établir  la  première  formule  de 
Bayes. 

D'autres  auteurs  ^^)  ont  cru  qu'il  était  nécessaire  pour  établir  la 
règle  de  Bayes  d'introduire  l'hypothèse  que  les  probabilités  a  posteriori 
dues  aux  différentes  causes  sont  proportionnelles  aux  probabilités  a 
priori  qui  en  résultent  pour  l'événement  observé.  S.  D.  Poisson^^^)  et 
A.  de  Morgan^^^  ont  les  premiers  montré  à  l'aide  d'urnes  schématiques 
qu'il  n'est  besoin  ni  de  cette  hypothèse  ni  d'aucun  principe  parti- 
culier pour  établir  la  règle  de  Bayes:  la  définition  seule  de  la  pro- 
babilité suffit. 

La  forme  de  la  règle  de  Bayes  qui  convient  au  cas  où  l'événe- 
ment observé  E  dépend  d'une  infinité  de  causes  représentées  par  une 
variable   continue  x  (probabilité  d'un  événement  élémentaire  s)  a  été 


146)  «Sni  remploi  des  locutionB  probabilité  a  priori  et  probdbilité  a  poste- 
riori, cf.  M.  Cantor,  Vorles.")  3,  p.  848  et  suiv.* 

147)  Ainsi  nommée  du  nom  de  T.  Bayes  qui  s'est,  le  premier,  occupé  de 
la  probabilité  des  causes  dans  un  mémoire  qui  fut  publié  après  sa  mort  pax 
R.  Pries  BOUS  le  titre:  An  essaj  towards  solying  a  problem  in  the  doctrine  of 
chances  [Philos.  Trans.  London  63  (1763),  p.  370/418];  le  mém.  de  T.  Bayes  se 
trouve  p.  876/09. 

148)  Mém.  sur  la  probabilité  des  causes  pax  les  événements  ^% 

14»)  Essai  %  p.  17, 18;  Théorie  des  probabilités,  p.  EX,  X;  Œuvres  7,  p.  XIV. 

160)  Par.  ex.  J.  F.  Fries^  Versuch  einer  Eritik  der  Principien  der  Wahr- 
scheinlichlceitBrechnung,  Brunswick  1842,  p.  74. 

161)  Probabilité  des  jugements  "^,  p.  82,  94. 

162)  Encyd.  metrop.'*)  2,  p.  401. 

3* 
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donnée  par  P.  S,  Laplace  an  commencement  du  Chapitre  YI  du  lirre  S 
de  sa  théorie  analytique  des  probabilités^^.  Si  y  est  la  fonction  de 
X  qui  représente  la  probabilité  de  révènement  E,  la  probabilité  P^ 
que  la  valeur  de  la  yariable  x  tombe  dans  un  intervalle  (x,  x  -f  dx) 
compris  dans  l'intervalle  (0,  1)  est^  quand  toutes  les  valeurs  de  x  sont 
également  possibles  ^ 

Syàx 

0 

Plus  généralement;  quand  la  probabilité  a  priori  que  x  ait  une 
valeur  déterminée  est  «c^^  la  probabilité  P^  que  x  tombe  dans  un 
intervalle  (rc,  x  +  dx)  est 

Jwydx 

0 

y  continuant  à  désigner  la  fonction  de  x  qui  représente  la  probabi- 
lité de  Févènement  E.  Si  dans  chacune  des  deux  expressions  précé- 
dentes on  remplace  le  numérateur  par  ce  même  numérateur  intégré 
entre  deux  limites  quelconques  6  et  d\  on  a  la  probabilité  corres- 
pondante P  pour  que  x  soit  compris  entre  ces  deux  limites.  La 
valeur  de  x  pour  laquelle  y  ou  wy  est  maximée  s'appelle  la  valewr 
la  plus  probable^  ou  la  probabilité  de  e  d'après  la  cause  la  plus  pro- 
haUile. 

On  a  reproché^  à  la  règle  de  Bayes  qu'en  l'absence  de  toute 
connaissance  a  priori  on  y  regarde  les  différentes  valeurs  de  x  comme 
également  probables;  J!  von  Kries^^^)  a  fait  voir  que  malgré  cela  elle 
mène  à  des  résultats  corrects  quand  on  l'applique  avec  les  précautions 
convenables. 

De  la  forme  infinitésimale  de  la  règle  de  Bayes  on  peut  déduire 
la  réciproque  du  théorème  de  BemouUi.  P.  8,  Lapiace^)  a  établi 
cette  réciproque  immédiatement  après  avoir  démontré  le  théorème  de 
BemouMij  et  il  a  obtenu  ainsi  le  résultat  suivant:  Soit  x  la  facilité^') 


163)  Théorie  des  probabilités*),  p.  863;  ŒnvreB  7,  p.  370/1. 

164)  Cf.  F.  Bing,  Tideskrift  math.  Edbenhayn   [Copenhague]  (4)  8  (1879), 
p.  1/22;  et  la  polémique  de  F.  Bing  avec  X.  Lorem,  id.  p.  67/66,  118/82. 

156)  WahMch.  %  p.  122/27;  cf.  E.  Czuber,  Jahiesb.  deutech.  Math.- Ver.  7* 
(1898),  p.  101;  ^J.  Bertrand,  Probabilités  %  p.  166/7.* 

166)  Théorie  des  probabilités  *),  p.  281^;  Œuvres  7,  p.  286/7. 

167)  P.  S.  Laplace  appelle  fttciîité  d'un  événement  la  probabilité  pour  que 
cet  événement  arrive. 
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ilicoimue  d'un  éyènement  qui  a  été  observé  m  fois  sur  s  épreuves;  la 

probabilité  que  Técart 

m 
X 

est  compris  entre  les  deux  limites 

où  Ton  a  écrit  pour  abréger 

»  =-  5  —  m, 
est  égale  à 

0  ^ 

Si  Ton  applique  à  cette  question  la  règle  de  Bayes,  on  obtient 
d'une  part  -  comme  la  valeur  la  plus  probable  de  x  et  Ton  trouve, 
d'autre  part,  pour  la  probabilité  que  x  tombera  entre  les  deux  limite 


l'expression 

2 


Ce  nouveau  résultat,  qui  diffère  du  premier  par  le  terme -     , 

y2mnff 

est  dû,  comme  le  premier,  à  P.  S.  Laplace^^^,     On  le  retrouve  dans 
S.  B.  Paisson^^^), 

Parmi  les  analyses  et  critiques  des  deux  résultats  précédents, 
nous  signalerons  celles  de  A,  de  Morgan  ^^),  celles  de  /.  Todhunter  ^^'^)f 
et  celles  de  C.  J.  Monro  ^•^). 

16.  Probabilité  des  évônements  futurs  déduite  de  l'observa- 
tion***). La  règle  de  Bayes,  combinée  avec  les  théorèmes  sur  la  proba- 
bilité totale  et  la  probabilité  composée,  permet  d'évaluer  la  probabilité 


168)  Théorie  des  probabilités  0,  P-  366/7;  Œuvres  7,  p.  878/4. 

159)  Probabilités   des  jugements  ^'^,   p.  210/4.     Le    premier  résultat   de 
JP.  S.  Laplace  se  trouve  également  dans  le  même  ouvrage  de  S.  D.  Poisson,  p.  209/10. 

160)  Trans.  Cambr.  philos.  Soc.  6  (1888),  p.  428/30  [1887]. 

161)  History  »«),  p.  56^8. 

162)  Proc.  London  math.  Soc.  6  (1873/4),  p.  74/8,  146/6. 

168)  C'est  l'expression   usuelle.    Il  s'agit   cependant   quelquefois  d'événe- 
ments déjà  accomplis  mais  non  encore  connus. 
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de  noQYeaux  événements  en  s'appnyant  sur  les  résultats  d'obserrations 
déjà  faites. 

Soit  P^  la  probabilité  a  posteriori  de  la  cause  C^  (i  =  1,  2, . . . ,  n); 
q^  la  probabilité  que,  cette  cause  existant,  un  certain  éyènement  F 
aura  lieu.  On  a  alors  pour  la  probabilité  totale  de  F,  déduite  de 
robserration,  l'expression 

Si  Ton  remplace  P^  par  sa  valeur  tirée  de  la  règle  de  Ba/yeSj  on  trouve 
pour  n  la  valeur 


ou  bien 


•  si 

•  sn 

n^^^ ' 

1  =  1 

suivant  que  les  diverses  causes  C^  possèdent  elles-mêmes  une  proba- 
bilité a  priori  indépendante  de  l'indice  i,  ou  variant  avec  cet  indice 
et  ayant  alors  la  valeur  œ^  pour  l'indice  i. 

Si  un  événement  observé  E  ainsi  que  l'événement  futur  -F  dé- 
pendent tous  deux  de  la  probabilité  x  d'un  événement  élémentaire 
Sf  en  d'autres  termes  si  les  causes  de  ces  événements  E  et  F  sont 
toutes  deux  représentées  par  une  variable  continue  x  variant  dans 
l'intervalle  (0, 1),  les  formules  précédentes  doivent  être  remplacées  res- 
pectivement par  les  formules 

1  1 

Jyedx  Jwyzdx 

n  =  \ —     ou        n^'— — , 

fydx  fwydz 

0  0 

suivant  que  toutes  les  valeurs  de  x  ont  la  même  probabilité;  ou 
qu'on  leur  attribue  des  probabilités  différentes ,  désignées  par  w. 
Dans  ces  formules  ^  y  est  une  fonction  de  x  qui  représente  la  proba- 
bilité de  l'événement  E,  z  est  une  fonction  de  x  qui  représente  la 
probabilité  de  l'événement  F, 

Le  problème  principal  des  probabilités  dites  a  posteriori  con- 
siste  à    chercher   la   probabilité   pour   qu'un  certain  événement  e  m 
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produira  p  fois  dans  p  +  q  épreuves  ^  sachant  qu'il  a  déjà  été  ob^ 
serve  m  fois  dans  m  +  n  épreuves. 

n  a  été  résolu  par  P.  8.  Laplace^^)  et  par  J.de  Condorcet^^^)  qui 
se   sont   placés   à   des   points  de  vue  différents.     Le  premier  donne 
pour  la  probabilité  cherchée  l'expression 
1 

(m  +  n  +  l)!(w  +  p)!(n  +  g)! 

^1  m!  n!  (w  +  n  +  jp  +  g+l)I    ' 

ô 

et  il  la  transforme  à  l'aide  de  la  formule  de  Stirling  en  vue  du  calcul 
pratique.    La  formule  de  J.  de  Condorcet  diffère  de  la  précédente  en  ce 

que,   dans  son  second  membre,   figure  en  outre  le  facteur       !    i 

Dans  la  formule  de  P.  8.  Laplace  on  suppose  un  arrangement  dé- 
terminé des  événements,  dans  celle  de  J.  de  Condorcet  cet  ordre  reste 
arbitraire. 

Si  dans  ces  formules  on  feit  jp  =  1,  5  =-  0  on  obtient  l'expression 
de  la  probabilité  a  posteriori  de  Tévènement  E]  elle  est  égale  à 

et  diffère  donc  d'autant  moins  de  la  probabilité  résultant  de  l'hypo- 
thèse la  plus  probable  (qui  est  manifestement  égale  à     ^r")   V^^   1^ 

nombre  d'observations  de  l'événement  E  est  plus  grand. 

Le  résultat  de  J.  de  Condorcet  a  été  retrouvé  par  J,  Trembley  *^) 
par  la  méthode  des  combinaisons. 

P.  Prévost  et  Simon  U Huilier  ^^'^)  se  sont  occupés  d'une  modi- 
fication remarquable  du  problème  principal**®). 

Des  bénéfices  et  des  pertes  qui  dépendent  du  hasard. 

16.  Espérance  mathématique**^).  Pour  évaluer  d'une  façon  ob- 
jective l'attente   d'un  gain   (ou  d'une  perte)   attaché   à  la  réalisation 


164)  Mém.  sur  la  piobabilité  des  cauBes  par  les  événements  *^), 
166)  Essai  «),  p.  187;  Hist.  Acad.  se.  Paris  1783  M.,  p.  589/53. 

166)  Commentât.  Soc.  Gott.  13  (1795/8),  éd.  Gôttingfue  1799,  math.  p.  64, 86/11» 
(dans  ce  Yolmne  la  p.  86  snit  immédiatement  la  p.  64). 

167)  Mém.  Acad.  BerUn  1796,  éd.  1799,  math.  p.  117/42  [1795]. 

168)  Voir  L  Todhunter,  History  "),  p,  456. 

169)  En  anglais  „mathematical  ezpectation''. 
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d'un  éyènement  incertaiiL;  on  a  introduit  la  notion  de  redpérance 
mathématique. 

1a  espérance  mcLihémaMque  est  par  définition  le  produit  de  la  somme 
espérée  ^  par  la  probabilité  p  de  l'obtenir. 

On  peut  d'ailleurs  donner  à  l'espérance  mathématique  différentes 
significations  réelles  ^  objectives ,  suivant  les  questions  concrètes  dont 
on  s'opcupe. 

C'est,  si  l'on  veut,  le  prix  que  devrait  régulièrement  payer  une 
personne  afin  d'acquérir  un  droit  éventuel  sur  une  somme  6  qui  ne 
sera  obtenue  qu'avec  une  probabilité  jp;  dans  un  jeu  de  hasard  c'est 
aussi  la  part  de  l'enjeu  qui  doit  revenir  régulièrement  à  un  joueur 
ayant  la  probabilité  p  de  gagner,  si  les  joueurs  conviennent  de  renoncer 
à  la  décision  du  sort.  Mais  en  aucun  cas  on  ne  saurait  donner  à 
l'espérance  mathématique  la  signification  que  lui  attribuait  S.  D. 
Poisson  ^''^):  celle  d'une  somme  qu'une  personne  possède  réellement 
avant  que  ne  soit  intervenue  en  sa  faveur  ou  en  sa  défaveur  la  dé- 
cision du  hasard. 

On  donne  à  la  notion  de  l'espérance  mathématique  un  fondement 
plus  solide  lorsque,  au  lieu  d'une  seule  épreuve,  on  considère  avec 
«7.  de  Condorcet  un  grand  nombres  d'épreuves  semblables.  Le  nombre 
pô  qui  mesure  l'espérance  mathématique  représente  alors,  en  vertu 
du  théorème  de  Bemoulli,  la  valeur  moyenne  la  plus  probable  du 
gain  aux  différentes  épreuves  *^^).  Lorsqu'une  suite  d'événements  JBj, 
E^,  . .  . ,  E^,  qui  s'excluent  mutuellement  et  dont  les  probabilités 
respectives  sont  Pxy  p^,  -  - -y  p^y  donnent  droit  aux  sommes  a,, 
^ï7  ••  ?  ^«  (positives  pour  le  gain,  négatives  pour  la  perte),  l'espé- 
rance mathématique  qui  correspond  à  l'arrivée  d'un  de  ces  événe- 
ments est  mesurée  par  la  somme 

Quand  on  a  déterminé  les  probabilités,  l'espérance  mathématique 
est  connue;  mais  il  est  souvent  plus  aisé  de  la  calculer  directement 
sans  passer  par  le  calcul  préalable  des  termes  qui  la  composent  ^^*). 


170)  Probabilité  des  jngementfl"^,  p.  71;  cf.  lea  remarques  de  J,  Bertrand, 
Ptobabilités  «),  p.  60. 

171)  J.  â^  Condorcet,  Hist.  Acad.  se.  Paris  1781,  M.  p.  707.  Cf.  H.  LaurefU, 
Théorie  des  jeux  de  hasard**^),  p.  19. 

172)  On  trouve  dans  P.  S.  Laplace  [Théorie  des  probabilités*),  p.  419; 
Œuvres  7,  p.  428]  un  remarquable  exemple  de  cette  espèce;  on  en  trouve  d'autres 
dans  J.  Bertrand,  Probabilités'),  p.  61/6.  Voir  aussi  D.  E.  Mayer^  J.  Ec.  polyt. 
(2)  cah.  8  (1897),  p.  163. 
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Au  liea  de  dire:  ^mesure  de  V espérance  mathématique  que  Ton  a  d'ob- 
tenir les  sommes  a^^^  on  dit  souvent:  „valeur  probaUe  des  sommes  a/^ 
Si  Ton  fait  usage  de  cette  dernière  locution  il  faut  bien  prendre 
garde  de  ne  pas  la  confondre  avec  cette  autre  locution  ^valeur  la 
plus  probable  des  sommes  a^^  dont  le  sens  est  tout  autre.  La  valeur 
la  plus  probable  des  a^  est  celle  de  ces  quantités  a^  dont  la  proba- 
bilité p^  est  la  plus  grande. 

P.  L.  Céby^ev  ^^^)  a  démontré  par  une  méthode  élémentaire  un 
théorème  d'une  très  grande  portée  concernant  l'espérance  mathémati- 
que et  les  valeurs  moyennes.     Voici  ce  théorème: 

Soit  X  une  quantité  pouvant  prendre  les  valeurs  distinctes  x^ 
avec  la  probabilité  j?^,  x^  avec  la  probabilité  p^j  . .  .,  Xj^  avec  la  pro- 
babilité pj^y  en  sorte  que 

Soit  aussi  y  une  quantité  pouvant  prendre  les  valeurs  distinctes  y^ 
avec  la  probabilité  q^y  y^  avec  la  probabilité  q^y  . .  .^  y^^  avec  la  pro- 
babilité g^,  en  sorte  que 

îi  +  &  +  •••  +  3^*  =  1- 
Envisageons  de  même  d'autres  quantités  z,  t,  u,  . .  .  pouvant  prendre 
des  valeurs  distinctes  chacune  avec  une  probabilité  déterminée.  Les 
valeurs  moyennes  a^  b,  c,  .  . .  des  quantités  x,  y,  e^  . , .  et  les  valeurs 
moyennes  a^,  b^,  c^,  .  . .  àe  leurs  carrés  sont  définies  (n^  11)  par  les 
expressions 

»  ^Pi^i  +PiXf  +  •"  +Pk^kf 

6  =»  qiVi  +  fty.  +  •  •  •  +  g^y*, 


(h  =ft  V  +  A^2*  +  •      •  +Pk^k^> 


Ceci  posé^  le  théorème  de  P.  L.  Cebyiev  consiste  en  ce  que  si  t  désigne 
un  nombre  quelconque  >  1^  la  probabilité  P  pour  que  la  somme 

^x  +  y^  +  ^v  +  '"> 

où  A  est  un  des  indices  1^  2^  .  . . ,  A:,  où  ft  est  un  des  indices  1^2,  ...,hy 
etc.;  soit  comprise  entre  les  limites 

a  +  b  +  €+ t  VV+  *i  4-"^'+^^^  a*  -  i'  -  c^  -"^^ 


178)  Math.  Sbomik  [recueil  Soc.  math.  Moscou]  2  (1867),  p.  1/8;  J.  math. 
pures  appl.  (2)  12  (1867),  p.  177/84;  (EuTres  pnbl.  par  A.  A.  Markoc  et  N.J.  Sonin  1, 
8*  Pétersbourg  1899,  p.  687,^94  (trad.  par  .V.  de  Khanikav), 
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et 
a  +  h  +  c-{ h  ^  Voi  +  61  +  Cl  H a*  —  6*-  c*—  — , 

est  pins  grande  qne  1-^ 

De  cette  proposition  on  peut  déduire  comme  cas  particuliers  les 
théorèmes  de  Poisson  et  de  BemoulU^''^). 

Les  opérations  qui  dépendent  du  hasard  doivent  se  diviser  en 
deux  catégories:  ceUes  où  le  sort  intervient  une  seule  fois  (paris, 
jeux,  etc.)  et  ceUes  où  on  grand  nombre  de  cas  semblables  sont  soumis 
simultanément  ou  successivement  à  la  décision  du  sort  (affaires  com- 
merciales ou  financières,  assurances  etc.^''*).  La  théorie  de  ces  der- 
nières opérations  est  basée  sur  la  loi  des  grands  nombres  ^^*). 

17.  Espérance  morale.  ^Nicolas  JBertwuUi  proposa  d'abord  à 
P.  Rémond  de  Montmort  ^''),  puis  à  Daniel  BemmUUy  le  problème  sui- 
vant qui  est  connu  sous  le  nom  de  problème  de  S*  Pétersbourg*: 

Pierre  et  Paul  jouent  à  pile  ou  face.  Si  face  tombe  au  premier 
coup,  Pierre  donne  un  franc  à  Paul;  . . .;  si  face  tombe  seulement  au 
n®  coup,  Pierre  donne  2""^  francs  à  Paul.  Quelle  est  Tespérance 
mathématique  de  Paul? 

Si  le  jeu  continue  indéfiniment,  cette  espérance  mathématique  est 
définie  par  la  série 

JL.  1  4,  J-.2  +  i-.4H 

qui  est  divergente]  Tenjeu  de  Pa^d  devrait  donc  être  infini,  ce  qui  n'est 
pas  admissible.  Ce  paradoxe  donna  lieu  à  de  nombreux  essais  d'ex- 
plication"®); en  réalité,  l'origine  du  paradoxe  est  dans  l'imprécision 
des  termes  dans   lesquels  on  formule  le   problème:   un  jeu  ne  peut 


174)  «Voir,  sur  la  même  question,  A.  Liapaunov,  Bull.  Acad.  Péteisb.  (5) 
18  (1900),  p.  359/86;  C.  R.  Acad.  se.  Paris  182(1901),  p.  126,814;  RA.Nékrasov, 
Math.  Sbornik  [recueil  Soc.  math..  Moscou]  21  (1900/1),  p.  679/763;  22(1901), 
p.  1/142,  225/238,  323/498;  23  (1902),  p.  41/462.* 

176)  A,  de  Morgan,  Encycl.  metrop.*^^)  2,  p.  404/6. 

176)  P.  S.  Laplace  présente  quelques  recherches  de  cette  nature  [Théorie 
des  probabilités^,  p.  419;    Œuvres  7,  p.  428]. 

177)  4,Lettre  de  Nicolas  Bemotdîi  à  P.  Bémond  de  Montmort  datée  du 
9  septembre  1718;  Essay  d'Analyse**),  p.  402.* 

178)  ^Voir  {Jean  le  Rond)  d'Alembert,  Opusc.  math.  2,  Paris  1761,  p.  1; 
4,  Paris  1768,  p.  78;  7,  Paris  1780,  p.  39;  G.  L,  Leclerc,  comte  de  Buffon,  Arith. 
morale  ^^,  p.  74  et  suiy.;  G.  Cramer  (lettre  écrite  en  1728  à  Nicolas  BemouU€)^ 
Comm.  Acad.  Petrop»  6  (1730/1),  éd.  1738,^  p.  190/2;  S.  D.  Poisson,  Probabilité 
des  jugements  "'),  p.  73.* 
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être  supposé  durer  indéfiniment  et  exiger  le  payement  d'une  somme 
plus  grande  que  tout  nombre  donné  aussi  grand  que  Ton  veut^''*). 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  paradoxe  soulevé  par  le  problème  de  Saint- 
Pétersbourg  fat  l'origine  d'une  théorie  nouyeUe  créée  par  Daniel  Ber- 
nûîdli^^)  et  adoptée  ensuite  par  P.  S.  Laplace^^),  A  la  valeur  maté- 
rielle (absolue)  d'une  somme  d'argent,  Daniel  BemouUi  oppose  la  valeur 
morale  de  cette  somme  d'argent.  Cette  valeur  morale  correspond  aux 
avantages  que  l'on  peut  tirer  de  la  somme  d'argent:  la  fortune  de  la 
personne  qui  possède  cette  somme  d'argent  influe  sur  cette  valeur 
morale. 

Tandis  que  dans  la  théorie  de  l'espérance  mathématique  n'inter- 
viennent que  les  gains  ou  pertes  possibles  et  le  degré  de  probabilité 
de  ces  gains  et  de  ces  pertes,  c'est-à-dire  des  éléments  que  l'on  peut 
regarder  comme  objectifs  relativement  à  la  personne  en  cause,  la  théorie 
nouvelle  créée  par  Daniel  BemouUi  fait  intervenir  dans  l'appréciation 
de  l'espérance  un  élément  subjectif  relativement  à  la  personne  en  cause: 
la  fortune  de  cette  personne.  Il  est,  en  effet,  bien  clair  qu'un  gain 
(ou  une  perte)  est  d'autant  moins  ressenti  par  une  personne  que  la 
fortune  de  cette  personne  est  plus  grande.  / 

Daniel  BemouUi  fait  reposer  toute  sa  théorie  sur  le  principe 
fondamental  suivant:  la  valeur  morale  d'une  variation  infinitésimale 
de  la  fortune  d'une  personne,  c'est-à-dire  l'avantage  que  cette  personne 
peut  tirer  d'une  variation  infinitésimale  de  sa  fortune,  est  proportion- 
nelle à  cette  variation  et  est  en  raison  inverse  de  la  fortune  qu'elle 
possède.  Pour  une  personne  dont  la  fortune  matérielle  est  x  la 
valeur  morale  de  l'accroissement  dx  de  cette  fortune  est  donc  supposée 
égale  à 


179)  Voir  aussi  E.  Czuber,  Axchiy  Math.  Phys.  (1)  67  (1882),  p.  1.  Lire  eu  partie. 
la  critique  des  diverses  ezplicatious  proposées,  que  A,  Pringaheim  a  formulée 
dans  Téd.  allemande  du  Spécimen  ^^^)  de  Daniel  BemouUi,  p.  46/62,  ^et  celle  de 
J.  Bertrand,  ProbabiUtés  »),  p.  JX/XII  et  p.  65/7.* 

180)  Spécimen  theoriae  novae  de  mensura  sorids  [Comm.  Acad.  Petrop.  5 
(1730/1),  éd.  1738,  p.  176/92];  trad.  allemande  avec  notes  par  A,  Pringsheim, 
préface  de  L.  Fick^  Leipzig  1896,  dans  la  collection  intitulée  „Sammlung  âJterer 
und  neuerer  staatswiss.  Schriften,  n*"  9.^^ 

181)  Théorie  des  probabilités^,  p.  432/46;  Œuvres  7,  p.  441/54.  ^P.  S,  La- 
place  [Essai  ^),  10*  principe,  p.  29/80]  fait  cependant  observer  que  les  résultats 
conformes  aux  indications  du  sens  commun  et  que  Ton  déduit  de  la  théorie  de 
Tespérance  morale  „8ubsistent  quelle  que  soit  la  fonction  de  la  fortune  physique 
qui,  pour  chaque  individu,  exprime  sa  fortune  morale.  Il  suf&t  que  le  rapport 
de  l'accroissement  de  cette  fonction  à  raccroissement  de  la  fortune  physique 
diminue  à  mesure  que  celle-ci  augmente.^** 
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,         kdx 

k   étant  une  constante. 

La  yaleuT  morale  y  d'une  fortone  matérielle  x  sera  donc  de  la 
forme 

y  =  A;logâ;  +  logA, 

}i  étant  une  nouvelle  constante. 

Pour  un  individu  dont  la  fortune  matérielle  est  a  et  qui  attend 
les  accroissements  algébriques  a^  fi,  y^  .  .  .  de  cette  fortune  avec  les 
probabilités  respectives  p,  q,  r,  ...  (où  p  +  q+r-l —  —  l),  la  fortune 
morale;  évaluée  conformément  aux  hypothèses  faites  par  Daniel  Ber- 
noullij  sera  égale  à 

h  log(a  +  ay(a  +  /î>(a  +  y/  •  •  •  +  log  A, 
où  A;  et  A   continuent  à  désigner   des  constantes;  Taccroissement  de 
fortune    physique    qui    procurerait    à    l'individu    le   même    avantage 
moral  est  donc 

(a  +  ayia  +  /J)?(a  +  yY a. 

C'est  cette  expression  que  P.  S.  Lapl<zce  ***)  a  prise  pour  mesure 
de  V espérance  moraie^^^). 

n  n'a  guère  été  fait  jusqu'à  présent  d'applications  pratiques  de  cette 
notion  d'espérance  morale;  cependant  l'idée  sur  laquelle  Danid  BemouUi 
a  basé  sa  théorie  de  la  valeur  morale  d'une  fortune  sert  de  fondement 
à  la  théorie  moderne  des  valeurs  ***),  dans  laquelle  la  valeur  d'un  bien 
est  envisagée  dans  son  rapport  avec  les  moyens  d'exploitation  dont 
dispose  un  individu  déterminé,  et  non  au  point  de  vue  de  sa  valeur 
intrinsèque. 

18.  Le  risque  mathématique.  Supposons  que,  dans  une  opéra- 
tion fondée  sur  le  hasard,  on  considère  l'arrivée  éventuelle  d'une  suite 
d'événements 

E^,  E^y  •. .,  E^ 

qui  s'excluent  les  uns  les  autres.  Soit  j9^.  la  probabilité  de  l'arrivée 
de  l'événement  E^.  L'une  des  parties,  le  banquier  ou  entr^[>reneur, 
propose  des  hts 

182)  ^On  prend  aussi  pour  mesure  de  Tespérance  morale  la  valeui  de 
Texpression 

^^^(a  +  a)Pia  +  py(a  +  yf,..  ^ 

[Voir  H.  Poincaré,  Probabilités  »),  p.  48].* 

18d)  Voir  la  préface  de  L.  Fick  à  Téd.  allemande  du  Spécimen  ^^^  et 
JET.  KJTimerding,  Z.  Math.  Phys,  47  (1902),  p.  821/64. 
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correspondant  aux  diverses  éventualités  de  même  indice;  en  échange 
de  ces  lots^  il  demande  des  mises 

M^,  M^,  ...,  M^ 
à  l'autre  partie^  le  joueur  ^^). 

Le  joueur  se  trouve  ainsi  exposé  à  des  variations  de  fortune 
x^^L^-M^         (i-1,  2,  ...,n) 
avec   les   probabilités    correspondantes  p^   (i  «-  1,  2,  . . . . ,  n)   et   son 
espérance  mathématique  est  égale  à^^^) 

On  trouve  de  la  même  manière 

comme  espérance  mathématique  du  banquier^  puisque,  pour  le  banquier^ 
la  mise  du  joueur  joue  le  rôle  d'un  lot^  et  le  lot  du  joueur  le  rôle 
d'une  mise^  de  sorte  que  le  banquier  se  trouve  exposé  à  une  varia- 
tion de  fortune 

—  Xi^Mf  —  Li. 

Si  les  lots  et  les  mises  sont  réglés  de  façon  que  l'espérance  mathé- 
matique du  joueur  soit  égale  à  celle  du  banquier^  on  a 

Pl^l+Pi^i  +  '-'  +Pn^n-^- 

En  séparant;  dans  le  premier  membre  de  cette  égalité^  les  termes 
positifs  et  les  termes  négatifs^  on  trouve  évidemment  deux  sommes 
partielles  égales;  leur  valeur  commune  D  est  manifestement  égale  à 

Cette  quantité,  qui  représente  l'espérance  mathématique  du  gain 
pur  ou  de  la  perte  pure  du  banquier  et  du  joueur,  peut  être  regardée 
comme  la  mesure  du  risque  de  l'opération  pour  les  deux  parties.  On 
l'appelle  le  moyen  risgue^^^). 

Outre  cette  expression,  on  considère  une  autre  quantité  fi  définie 
par  la  formule  ^®^ 

184)  Le  mot  joueur  est  pris  ici  dans  un  sens  figuré  très  général.  L'assuré, 
par  ex.,  doit  être  regardé  comme  un  joueur. 

185)  T.  Wittstein,  Das  mathematische  Risiko  der  Versiclierungs-Gesell- 
schafben,  Hanovre  1886,  p.  4. 

186)  F.Hausdorff  [Ber.  Ges.Lpz.  49  (1897),  math,  p.  601]  dit  „durchschnitt- 
liches  Bisico"  ^.ce  qu*on  pourrait  peut-être  rendre  en  français  par  risque  général 
afin  d'éyiter  toute  possibilité  de  confusion  avec  le  risque  moyen  *^*).* 

187)  Voir  F.  Hausdarff,  Ber.  Ges.  Lpz.  49  (1897),  math.  p.  606. 
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et  qu'on  appelle  le  risque  moyen^^).  On  peut  attribuer  à  l'expression 
D  une  signification  facile  à  interpréter  pratiquement.  C'est,  en  effet^ 
si  l'on  yeut^  la  prime,  c'est-à-dire  la  somme  que  l'une  ou  l'autre  des 
parties  en  cause  devrait  verser  à  un  troisième  individu  qui  s'engage- 
rait à  rembourser  la  perte  éventuelle. 

A  cet  ordre  d'idées  se  trouve  liée  la  question  de  savoir  de  quelle 
manière  il  est  possible  d'assurer  les  entreprises  qui  dépendent  du 
hasard  contre  les  suites  de  l'écart  entre  le  cours  réel  des  événements 
et  le  cours  le  plus  probable  de  ces  événements  (sur  lequel  repose  le 
principe  de  l'espérance  mathématique).  Cette  question  est  d'ailleurs 
loin  d'être  entièrement  résolue  et  les  recherches  qui  s'y  rattachent 
n'ont  même  pas  encore  fourni  de  résultats  donnant  lieu  à  des 
applications  pratiques*^). 

188)  Les  désignationB  de  F.  Hausdorff  offirent  Tavantage  d*être  complète- 
ment parallèlcB  à  celles  de  ,,durch8chnittlicher  Fehler^*  et  de  „mîttlerer  Fehler** 
dont  on  fait  nsage  dans  la  théorie  des  erreuis.  ^11  semblerait  tontefois  préfé- 
rable, afin  d'éviter  tonte  possibilité  de  confusion,  de  ne  pas  faire  nsage  des  loca- 
tions presque  identiques  de  ^^mojen  risque^^  et  de  ,^8que  moyen^^  pour  désigner 
deux  quantités  essentiellement  distinctes  Tune  de  rautre.*^ 

189)  L'ouvrage  de  K,  Wagner,  Bas  Problem  vom  Eisiko  in  der  Lebens- 
versicherung,  léna  1898,  contient  un  exposé  de  la  théorie  du  risque  mathéma- 
tique qui  est  loin  d'être  satisfaisant.  On  y  trouvera,  par  contre,  un  très  grand 
nombre  de  renseignements  bibliographiques  et^  à  ce  titre,  il  convient  de  le 
citer  ici. 
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1 21.    CALCUL  DES  DIFFÉRENCES 
ET  INTERPOLATION. 

Exposi,  d'après  les  abticlbs  allemands  de 

D.  SEIilVANOV  (s*  péTERSBOURo)  ET  J.  BAUSOHIKGEB  (berlih); 

PAR  H.  ANDOYEB  (paris). 


Introdnetion. 

1.  Le  problème  général  de  VinterpoUxtion  consiste  à  trouver  une 
formule  se  prêtant  facilement  aux  calculs  numériques,  et  permettant 
de  calculer  la  yaleur  d'une  fonction  pour  une  valeur  quelconque  de 
la  variable,  quand  on  connaît  seulement  ce  que  devient  cette  fonction 
pour  une  série  de  valeurs  particulières  attribuées  à  la  variable^). 

D'autre  part,  le  calcul  des  différences  est  l'étude  des  relations 
qui  existent  entre  les  valeurs  que  prend  une  fonction,  lorsque  la 
variable  indépendante  reçoit  une  série  de  valeurs  en  progression  arith- 
métique. 

^L'interpolation,  dans  le  cas  si  fréquent  où  les  valeurs  de  la 
variable  pour  lesquelles  on  connaît  la  fonction  sont  en  progression 
arithmétique,  se  trouve  donc  être  dans  un  rapport  intime  avec  le  calcul 
des  diflTérences.  Mais,  il  est  clair  aussi  que  ces  deux  théories  com- 
portent des  questions  propres  à  l'une  et  à  l'autre  et  sont  susceptibles 
d'extensions  diverses  qui  les  éloignent  de  plus  en  plus.  C'est  pour 
ces  raisons  qu'elles  se  trouvent  ici  réunies,  mais  traitées  séparément, 
de  façon  cependant  à  éviter  tout  double  emploi.* 

En  laissant  de  côté  ce  que  les  Grecs,  les  Hindous'),  les  Arabes,  et  les 
auteurs  du  seizième   siècle  pouvaient  savoir  sur  les  différences  et  les 


1)  Sur  Tapplication  de  Tinterpolation  à  la  théorie  des  erreurs  et  de  leur 
compensation,  voir  Varticle  I  22. 

2)  4,A  propoB  de  Tinteipolation  chez  les  Hindous,  voir  A.  von  Braimmiihl, 
Vorlee.  fiber  Geechichte  der  Trigonométrie  1,  Leipzig  1900,  p.  86.* 
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sommes  de  quelques  fonctions  très  simples  (nombres  carrés  ou  cubes, 
nombres  triangulaires^  par  exemple),  on  peut  dire^)  que  l'interpolation  et  le 
calcul  des  différences  ont  leur  origine  commune  dans  la  construction 
des  premières  tables  numériques:  tables  de  logarithmes  par  H,  Briggs% 
table  des  déclinaisons  du  soleil  par  G.  Mouton^). 

Les  principaux  auteurs  qui  donnent  ensuite  la  première  impulsion 
aux  théories  qui  vont  nous  occuper  sont  J,  Wallis%  qui  emploie  pour 
la  première  fois  le  mot  interpolation'^  G,  W.  Leibnvs'^)^  L  Newton^), 
Jacques  Hermann^),  Jacques  BemouUi^^),  Brook  Iaylor^^\  P.  Bémond 
de  Montmort^^),  F.  Nicole'^),  R,  Gotes^*),  J.  Stirling^),  A.  de  Moivre^% 
T,  Fantet  de  Lagny^'^,  en  s'arrêtant  à  1730. 


3)  J.  L.Lagrange,  Astron.  Jahrb.  fur  1788,  éd.  Berlin  1780,  p.  35  [1778]; 
Œuvres  7,  Paris  1877,  p.  636/37. 

4)  Arithmetica  logarithmica,  Londres  1624,  p.  27  et  suiv.;  Trigonometria 
britannica  publiée  et  complétée  par  JET.  GeUibrand^  Gouda  1638,  p.  36  et  suiv. 

6)  Obseryationes  diametromm  Solis  et  Lunae  apparentium,  Lyon  1670, 
p.  868/96. 

6)  Arith.  infin.,  Oxford  1656  (préface  juillet  1666).  Le  mot  „inteipolare'' 
se  trouve  d'abord  dans  la  dédicace  de  cet  ouvrage  [Opeia  1 ,  Oxford  1696,  p.  859]  ; 
on  le  retrouve  dans  le  cours  de  Touvrage  où  J.  WaUis  s'occupe  de  Tinterpolation 
des  suites. 

7)  Lettre  à  H.  Oldenbourg  (Oldenburg)  datée  du  3  février  1673;  Werke, 
éd.  C.  L  Gerhardt,  Math.  Schr.  1,  Berlin  1849,  p.  27/31;  Comm.  epist.  J.  CoUins 
et  aliorum,  Londres  1712,  p.  82/7;  éd.  J,  B.  Biot  et  F.  Lefort,  Paris  1866,  p.  86/91. 

8)  Philos,  naturalis  principia  math.,  Londres  1687  [préface  1686]  ;  (2*  éd.)  Cam- 
bridge 1713;  (3«éd.)  Londres  1726;  [livre  8,  lemme  6];  trad.  par  G.E.de  BreteuU, 
marquise  du  ChasteUt  2,  Paris  1769,  p.  120/1;  Opéra  8,  Londres  1782,  p.  128; 
Methodus  differentialis,  Londres  1711;  Opéra  1,  Londres  1779;  p.  621/8;  Opuscula, 
éd.  J.  Castilîon  1,  Lausanne  et  Genève  1744,  Opusc.  V,  p.  278/82;  lettre  à  H.  Olden- 
bourg, datée  du  24  octobre  1676  (epistola  posterior);  Opéra  4,  Londres  1782, 
p.  540/58;  Opuscula,  éd.  /.  Castilîon  1,  Opusc.  XI,  p.  328/57;  Comm.  epist.  J.  CoUins 
et  aliorum,  Londres  1712,  éd.  J.  B.  Biot  et  F.  Lefort,  Paris  1856,  p.  122/46. 

9)  ^.Phoronomia,  Amsterdam  1716,  p.  389.* 

10)  Ars  conjectandi,  Opusposth.  publ.  par  i^tcoZos  BemotUli,  Bâle  1713;  voir 
en  partie,  p.  96  ;  [trad.  par  L.  G.  F.  Vastél,  Caen  an  X]. 

11)  Methodus  incrementorum  directa  et  inversa  Londres  1715.  ^.Les  titres 
de  B.  Taylor  comme  créateur  d'une  véritable  théorie  du  calcul  aux  différences 
finies  ont  été  mentionnés  d'une  façon  détaillée  par  G,  Enestrôm^  Upsala  Univ. 
Arsskrift  1879,  matematik  och  naturvetenskap,  mém.  n*"  1  [1878];  voir  aussi  Re- 
pertorium  der  literarischen  Arbeiten  Math.  2,  Leipzig  1879,  p.  340/2  et  une 
courte  analyse:  Bull.  se.  math.  (2)  3  (1879),  p.  881/2;  cf.  Bibl.  math.  (2)  10  (1896), 
p.  18/19.* 

12)  ^Philos.  Trans.  London  30  (1717/9),  éd.  Londres  1720,  p.  638/75  [1717J. 
Ce  mémoire  intitulé  „de  seriebus  infinitis  tractatus**  contient  (p.  664/7)  un  ex- 
trait d'une  lettre  intéressante  de  G.  W.  Leibniz  à  P.  Bémond  de  Monimori^  datée 
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A  partir  de  ce  moment^  rintorpolation  et  le  Cfdcul  des  différence 
sont  solidement  fondés,  et  ne  font  plus  que  se  déYelopper  sous 
rinfluence  des  plus  grands  mathématiciens  parmi  lesquels  L.  Euier, 
«71  L.  Lagrange,  P.  S.  Lojûlaee,  C.  F.  Gauss,  A.  L.  Ca/uehy,  C.  6r.  J,  Jacobi, 
J.  F.  JEndce,  U.  J.  J.  Le  Verrier,  P.  L.  (Mysev. 

Le  but  de  cet  article  est  d'exposer  les  progrès  accomplis  et  de 
résumer  l'état  actuel  des  connaissances  ainsi  acquises. 


Calcul  de$  difFérenees. 

2«   Définitions   et    généralités.   —   Notation   symbolique,     ^e 

Calcid  des  différences  est  fondé  sur  l'étude  des  relations  qui  existent 
entre  les  valeurs  que  prend  une  fonction  d'une  ou  plusieurs  yariables, 
lorsqu'on  donne  à  cette  ou  ces  variables  des  valeurs  en  progression 
arithmétique. 

Considérons  spécialement  d'abord  une  fonction  f(x)  d'une  seule 
variable  x,  définie  et  finie  dans  le  domaiiie  où  on  l'envisage,  domaine 
qui  peut  d'ailleurs  être  discontinu.  Nous  donnons  à  x  des  valeurs  x^ 
de  la  forme  Xq+ nh,  Xq  et  h  étant  des  quantités  fixes,  n  un 
nombre  quelconque  dont  la  nature  sera  spécifiée  suivant  les  cas;  et 
si  y  =  f(pc:)j  nous  ferons  souvent  Vn'^fix^. 

Une  étude  très  importante  est  celle  des  relations  Hnéaires  et 
homogènes,  indépendantes  de  la  fonction  f{pc),  qui  existent  entre  les 
y^;  si  l'on  développe  complètement  une  telle  relation,  elle  ne  peut  que 
se  réduire  à  une  identité:  mais  la  façon  dont  les  termes  y  sont 
groupés  peut  conduire  à  d'importantes  conséquences.  Il  est  évident 
que  si  l'on  remplace  partout  y^  par  ç>",  toute  relation  entre  les  y^  de 


de  mai  1716,  et  est  suivi  (p.  676/89)  d*an  appendice  important  sni  le  même  sujet 
par  Brook  Taylor* 

13)  ^Hist.  Acad.  se.  Paris  1717,  M,  p.  7/21;  1723,  M.  p.  20/37,  181/98; 
1724,  M.  p.  138/68.* 

14)  Les  Œuvres  de  Boger  Cotes  sont  publiées  en  un  volume  renfermant 
„Harmonia  mensurarum^^  et  „Opera  miscellanea^^  Cambridge  1722.  Parmi  les 
derniers,  il  faut  citer  ici:  „de  methodo  differentiali  Newtoniana"  (p.  23/33)  et 
^Canonotechnia,  sive  constructio  tabularum  per  differentias*^  (p.  36/71). 

16)  Methodus  differentialis,  sive  tractatus  de  summatione  et  interpolatione 
serierum  infinitarum,  Londres  1730;  voir  aussi  le  mémoire  de  J.  Stirling:  Metho- 
dus differentialis  Newtoniana  illustrata  [Philos.  Trans.  London  30  (1717/9),  éd. 
Londres  1720,  p.  1060/70  [1719]]. 

16)  4,Misoellanea  analjtica  de  seriebus  et  quadraturis,  Londres  1730;  voir 
déjà  Philos.  Trans.  London  32  (1722/3),  éd.  Londres  1724,  p.  162/78  [1722].* 

17)  ^Hist.  Acad.  se.  Paris  1706,  M.  p.  277/300;  id.  1722,  M.  p.  264/320.* 
EnQjclop.  des  tcieno.  mathémat.    14.  4 
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la  nature  Busdite  conduira  à  une  identité  de  mâme  fonne  entre  les 
puissances  de  9;  et  réciproquement.  Ceci  nous  suggère  une  notation 
symbolique  ^^  dont  nous  ferons  constamment  usage^  et  qu'on  peut 
encore  justifier  en  remarquant  que,  dans  le  cas  particulier  où  la  fonc- 
tion y^^  est  de  la  forme  a"  (a  étant  une  constante);  y„  coïncide  avec 
sa  représentation  symbolique  (9  étant  remplacé  par  a)^^.* 

La  théorie  des  fonctions  génértUrices  due  à  P.  8,  LapUice^)  con- 
duit encore  au  même  résultai  D'une  façon  précise,  en  voici  le 
principe: 

Appelons  fonction  génératrice  de  f(x)  ou  y^  la  fonction  d'une 
variable  auxiliaire  t 

p  prenant  les  valeurs  entières  successives  Je,  k  +  1,  ...  jusqu'à  k' 
et  le  signe  S  indiquant  une  somme  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  p. 
P.  8.  Laplace  feit  A;  =  0,  *;'=  +  cx>. 

^La  fonction  génératrice  de  f(x  +  ih)  ou  y^^^  sera  par  suite 

G^n4-i(0  =  Sy.^it^      (i)  =  *,  ft  + 1, . . .,  t'). 

Une  fonction  linéaire  et  homogène  des  y^  aura  pour  fonction 
génératrice  la  même  fonction  des  G^]  la  fonction  Gf^(t)  est  identique- 
ment nulle  en  même  temps  que  f(x). 

Ces  propriétés  subsistent  si,  faisant  ft  =  —  cx>,  jfc'«  +  00,  Gr^^t) 
se  réduit  à  un  développement  formel  en  série;  mais  alors  on  a 

et  par  suite  on  voit  que  toute  relation  identique  entre  les  y^^^  entraîne 
la  même  relation  entre  les  puissances  t"*  de  -ri  ce  qui  nous  ramène 
à  ce  qui  précède.* 

^Un  procédé  général  pour  obtenir  des  relations  identiques  entre 
les  puissances  entières  (positives  ou  négatives)  de  9  est  celui  de  la 

18)  ^La  première  origine  d*tine  notation  symbolique  pour  les  différentielleB 
(an  moins),  par  analogie  avec  les  puissances,  se  trouve  dans  G.  W.  Leibniz,  Sym- 
boliEmus  mirabilis  . . .  [Mise.  Berolin.  1  (1710),  p.  160/6;  Werke,  éd.  C.  L  Gerhardt, 

Maih.  Schr.  5,  HaUe  1868,  p.  377/82].* 

19)  4,Bans  sa  correspondance,  G.  W.  Leibniz  avait  abordé  le  même  stget 
plusieurs  années  auparavant  [voir  par  ex.  sa  lettre  à  Jean  BemouUi  datée  du 
28  février  1696;  Werke,  éd.  C.  I.  Gerhardt,  Math.  Schr.  8,  Halle  1866/6,  p.  168,  et 
sa  lettre  à  J.  Wàlîis,  datée  du  28  mai  1697;  Math.  Schr.  4,  Halle  1869,  p.|25] 
(Note  de  G.  Enestrôm).* 

20)  Hist.  Acad.  se.  Paris  1779,  M.  p.  207/309;  Œuvres  10,  Paris  1894,  p.  l/Sd; 
Théorie  analytique  des  probabilités,  Paris  1812;  (2«  éd.)  Paris  1814;  (8*  éd.) 
Paris  1820;  Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  7  et  suiv. 
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diyûion  algébrique.  Soit  g(jip)  une  fonction  rationnelle  entière  de  % 
de  degré  Pj  dont  le  terme  constant  n'est  pas  nnl,  et  [soit  F(fp)  une 
fonction  linéaire  des  puissances  entières^  positiyes  ou  négatives^  de  9; 
on  peut  toujours^  et  d'une  seule  façon^  mettre  F{(ip)  sous  la  forme 

JP\  étant  analogue  à  F,  et  g^  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de 
fPf  de  degré  inférieur  à  jp;  Fj^  et  g^  seront  toujours  pour  nous  le  quo- 
tient et  le  reste  de  la  dirision  de  F  par  g.  On  peut  les  obtenir 
Bis^fi:  soit 

F'  étant  la  partie  entière  de  J?'  et  —5  étant  irréductible  (g  >  0);  la 
division  algébrique,  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes,  puis 
croissantes  de  9,  permet  d'écrire 

g^  étant  de  degré  inférieur  à  p,  F^'  de  degré  inférieur  à  g;  on  a  alors 
F,^F^+^,     g,-g^^g^'. 

L'application  réitérée  du  procédé  permettra  de  développer  aussi  loin 
qu'on  voudra  F{q>)  suivant  les  puissances  de  9(9)),  et  plus  générale- 
ment de  q>*g(v)}  ^  étant  un  entier  quelconque. 

C'est  ainsi  qu'on  aur%  n  et  s  étant  des  entiers  positift, 

9-  -  1  +  î[9>-(9'  -  1)]  +  ''("  +  ^^'-^)[y-«(y  _  l)]t 

Q  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de  9  qu'il  est  inutile  d'écrire. 
En  faisant 

9)-(9-l)«^,    d'où     9-1  +  9'^, 

la  formule  de  Lagrange  donnerait  immédiatement  la  loi  des  coefficients^^). 
Considérons   la  fonction  Fy   (F  étant  simplement   un   symbole 
d'opâration)  telle  que 

-p'y»-  «oyi.+  %y„+i  +  »,y«+f  +  •••  +  «p^n+p, 

les  a^  étant  des  constantes,  et  p  un  entier  positif;  c'est  une  fonction 
dérivée^  de  y  et  il  est  clair  que  si  l'on  fait 

^  — ao+^i9>H ^-«l,9^ 

21)  ^.  8.  Laplace,  Théorie  des  probabiliiéB  '^;  ŒiiYxes  7,  p.  13.* 

22)  ^.Théorie  des  probabiliiéB '<0;  CEuYies  7,  p.  43.* 
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sa  représentation  symbolique  sera  9ç>";  si  de  même  F\Fy)  ou  sim-^ 
plement  F'Fy  est  une  fonction  dérivée  de  Fy^  telle  que 
F'Fy,  =  a^Fy,  +  a^Fy,^,  +  . . .  +  a^  J'y,^^ , 

les  a/  et  j?'  étant  analogues  aux  a^  et  à  j),  c'est  une  dérivée  du  second 
ordre  de  j^,  et  en  faisant 

sa  représentation  symbolique  sera  Offqf^*^  et  ainsi  de  suite.  En  parti- 
culier on  peut  considérer  la  fonction  dérivée  d'ordre  g,  F^Vny  ©*  ^^ 
représentation  symbolique  sera  6^9". 

Ceci  nous  conduit  à  envisager  aussi  des  fonctions  dérivées  inverses 
de  y,  telles  que  F'^y^y  définies  par  ce  fait  que 


« 


la  représentation  symbolique  correspondante  sera  ©"^9";  comme  ~. 
n'est  pas  exprimable  en  £pnction  linéaire  des^  puissances  de  ip,  F'^y^ 
n'est  pas  non  plus  une  fonction  linéaire  homogène  des  y^j  contraire- 
ment à  ce  qui  arrive  pour  les  fonctions  dérivées  directes;  et  ceci  est 
d'ailleurs  évident.     Mais  si^  n  étant  entier^  on  a  par  division 

on  aura 

de  sorte  que  F'^y^  est  exprimable  linéairement  à  l'aide  des  y^  et  des 
p  quantités  F^^yj. 

En  continuant  et  observant  les  mêmes  principes  ^  on  arrive  à  la 
notion  générale  des  fonctions  dérivées  directes  ou  inverses  de  y,  et  à 
leur  représentation  symbolique. 

L'étude  des  relations  entre  une  fonction  et  les  fonctions  qui  en 
dérivent  est  l'objet  essentiel  du  calcul  des  différences.'^ 

3.  Différences.  Sommes.  —  La  fonction  dérivée  de  y  la  plus 
importante  est  sa  différence  Ay  (A  étant  simplement  un  symbole 
d'opération),  définie  par  l'égalité^) 

^''y«(î>0)  est  la  différence  ^**"*«,  ou  d'ordre  q,  relative  à  y„. 
L'opération  inverse  de  A  se  désigne  par  2J,  de  sorte  que^) 

28)  Cette  notation  est  celle  de  L.  EuUr  [Institutiones  calcul!  differ., 
S*.  Péterab.  1755,  p.  6].  Cf  M,  Cantor,  Vorles.  Gesch.  Math.  (2^  éd.)  8,  Leipzig 
1901,  p.  750;  ^voir  aussi  G.  Enestrôm^^)  au  sujet  des  notations  pour  les  diffé- 
rences et  pour  les  sommes  introduites  par  Brook  Taylor.*  ' 

24)  Sur  le  calcul  symbolique  dans  la  théorie  générale  des  différences,  voir 
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Vn^  ^Vn^i-  ^Vn'^ 


èS 


2;»y,(g>  0),  ou  A'^y^,  est  la  somme  g**"',  ou  Sordrp  g^  iitdqiîniç  relative 
à  y^;  calculer  2^f{x)y  c'est  encore  faire  une  intégroMon  finie, 

JEci  d»9— ly  et  les  représentations  symboliques  de  A^y,  et 


2:«y^  sont  (9  — 1)«9)"  et 


9- 


-.«5 


0 


n  est  clair  que  si  l'on  connaît  la  fonction  f{x)y  la  fonction 
2^f{x)  sera  arbitraire  dans  un  interralle  quelconque  d'étendue  hy  une 
seule  des  limites  comprise,  et  en  ne  considérant  que  les  valeurs  de  x 
pour  lesquelles  f{x)  est  définie.  De  même,  on  pourra  prendre  arbi- 
trairement 2J^f(x)  dans  un  intervalle  analogue;  et  ainsi  de  suite.* 

Si  l'on  connfdt,  pour  n  entier,  les  valeurs  des  y^,  puis  les  quan- 
tités Ufff^,  ^^yo^  *  -  '  P^  exemple,  on  pourra,  par  de  simples  sous- 
tractions et  additions,  dresser  le  tableau  suivant,  dont  la  disposition 
s'explique  s'elle-mème: 


(A) 


^'y-s 

^y-s 

• 

■  • 

£'9-, 

^y-. 

y-. 

Ay_, 

■    ^*y-i 

^y-t 

y-i 

Ay_, 

A»y_, 

A'y_, 

£*9o 

^yo 

y-i 

Ay_. 

AV-, 

A»y_, 

^'Vi 

^Vi 

yo 

Ay„ 

A*y-i 

A'y_i 

■£*y, 

sy. 

yx 

Ay» 

A»yo 

A'yo 

£'yz 

^y, 

• 

y» 

Ay, 

A*y, 

A»y, 

C'est    ainsi    que,    pour   f(x)  ^  a^y    rr^  =  0,    A  ==  1,    2y^  =  0, 
27*y<,=  0,  on  a 


J.  L.  Lagrange,  Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin  3  (1772),  éd.  1774,  p.  186/221;  Œuvres  3, 
Paris  1869,  p.  489/76;  Mém.  Acad.  Berlin  1792/8,  éd.  1798,  math.  p.  271/88; 
Œuvres  6,  Paris  1870,  p.  661/84. 

25)  ^Bmx  le  calcul  symbolique  dans  la  théorie  des  différences  voir  encore 
P.  S.  Laplace,  notes  précédentes  et,  en  outre,  Hist.  Acad.  se.  Paris  1777,  M. 
p.  99/122;  Œuvres  9,  Paris  1893,  p.  811/36;  X.  F,  A.  Arbogast,  Du  calcul  des 
dérivations,  Strasbourg  an  YIII  (1800),  p.  376  et  suiv.;  E.  MeClintodc^  Amer. 
J.  math.  2  (1879),  p.  101/61;  F.  f,  Studnicka,  Giom.  mat.  (1)  10  (1872),  p.  76/^; 
Sitzgtb.  bOhm.  Ges.  Prag.  1871,  p.  39/43.* 


Digitized  by  VjOOQIC 


54 


D.  /SSdteianoe.    I  81.   Cklcol  dei  diffirencM.    H.  Ai^doyer. 


X    • 

•  •  -SYW 

Sf{x) 

f{X)à 

^f¥) 

A'ax) 

AY(»)  A'/ 

W  •• 

-6 

-146 

100 

■ 

■ 

-4 

-46 

36 

-64 

37 

-3 

-10 

9 

-27 

19 

-18 

6 

-2 

-1 

-8 

-12 

0 

1 

7 

6 

-1 

0 

-1 

-6 

0 

0 

1 

6 

0 

0 

. 

0 

. 

0 

0 

0 

1 

6 

1 

0 

1 

6 

0 

1 

7 

6 

2 

1 

8 

12 

0 

9 

19 

6 

3 

10 

36 

27 

37 

18 

4 

46 

100 

64 

• 

5 

146 

• 

• 

Les  Yaleurs  f(x)  seules  ont  pour  argument  correspondant  les  valeurs 
de  X  placées  sur  la  même  ligne  horizontale^  et  les  valeurs  de  . . .  2f{x), 
f{x)y  Af(x)  *  •  •  situées  sur  une  même^diagonale  allant  de  haut  en  bas 
et  de  gauche  à  droite  ont  même  argument. 

^Pour  exprimer  A'y^(g  >  0)  à  Taide  des  y^,  on  a  la  formule 
symbolique 

09g,n  =  (ç,  -  l)9ç)". 

Faisant  généralement  pour  toute  valeur  de  q 

CP^  iii-m-^^y-(9-P+^),     (p  entier  >  0  et   (7,«-  1). 
on  a  donc 

(1)     A^y«= y«+,-  c.'Vn^,-!  +  <?/yn+9-2-  G/y«+,-8+  •  •  -, 

la  formule  se  terminant  au  terme  en  y^.^)* 

^Considérons  maintenant  27y^;  pour  n  entier  et  positif,  on  a 

ç,»«  e(ç)«-i+  ç>— H- . .  +  9  + 1)  + 1 

et  par  suite 

26)  ^En  transfoimant  cette  formule,  A.  M.  Legendre  caloule  d'une  fihçon 
approchée  les  diffézencefi  d'ordre  élevé  de  a^^  où  k  désigne  un  nombre  quel- 
conque.   [Exercices  de  calcul  intégral  2,  Paris  1817,  p.  181  et  snir.]* 
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(2)  -sy,-  -£yo+yo+»i  +  ys+  •  •  •  +  y»-«  +  y..i; 

de  même  pour  n  entier  et  négatif 

(20         ^y,=  ^vo-y-i-y-^-y^n y«+i-  y«- 

Ces  formules  justifient  le  mot  somme,* 

D'une  fsEiçon  générale,  n  et  n'  étant  quelconques^   la  différence 

JSy^  —  £y^  ^de  représentation  symbolique  ^  ^^       s'appelle  somme 

n 

définie  et  se  représente  par  ^y;  a:,  et  a;^  (ou  n  et  n')  en  sont  les 

limites  supérieure  et  inférieure.  L'échange  des  limites  change  le  signe 
de  la  somme  définie;  la  différence  n  ^n  étant  un  entier  positif,  on  a 

(3)  -Sy-y-'  +  yv+i  +  y^'+i  +  '-'  +  y,-!, 

h' 

l'arbitraire  £yQ  disparaissant. 

,Si  la  série  y^+y^+i  +  Vn^+t  +  •  •  •  est  convergente,  sa  somme 

+  00 

est  égale  à  ^y,   et  l'on  prévoit  ainsi   l'application    du    calcul   des 

m* 

diffârences  à  la  sommation  des  séries. 

On  aurait  de  même,  n  étant  un  entier  positif, 

ç,*=-e»[ç)— «+2ç)"-»+3  9»-*  + -..  +  (»»- 2)ç)  +  n-l]  +  n(9- 1)  +  1 

et  par  suite 

(4)  ^y,  =  ^yo+nJ'yo  +  (n-l)yo+(n-2)y,+  (n-3)y,  +  .. 

+  3y-4+2y«,5  +  y-»- 

Une  somme  double  définie  sera  de  la  forme  ^^t/]  c'est  la  somme 

n'     n" 

n 

simple  définie  J^js,  en  appelant  sf  la  fonction  ^y  —  ^y^»]  ^  re- 

I»' 
présentation  symbolique  est  y  --y   —  (w---n;y    (y—  ;^  ^  ^  donne 

facilement  sa  yéritable  valeur,  indépendante  des  arbitraires  qui  figurent 
dans  ^y  et  ^^y,  quand  n  —  n'  et  n"  sont  des  entiers. 

On  continue  sans  peine  de  la  même  façon. 

On  exprime  facilement  y^^^  (p  entier  >  0)  en  fonction  de  y,  et 
de  ses  différences,  à  l'aide  de  la  relation  9"+^  =»  9)'»(1  +  Oy,  d'où 

(5)  Vn^p-Vn^  C5Ay,+  Clù?y,+  Clù?y^+  •  •  - , 

la  formule  se  terminant  au  terme  en  A^y„. 

On  généralise  en  appliquant  aux  deux  membres  de  (5)  l'opéra- 
tion A«  ou  ^.* 
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D  faut  observer  que  cette  formàlé,  de  inênie  que  ki  formule  (1)^ 
s'obtiendrait  directement  sans  peine  en  remarquant  qu'on  a 

^^yo-yt-^Vi  +  y^y        ^  'yi^-yo  +  ^^yo  +  ^^yo^ 

^\  ="  y«  -  Sys  +  3yi-  yax    ys  -  y©  +  s^y©  +  SA^y^  +  ^'yo. 

et  généralisant  par  induction.     On  est  ainsi  encore  conduit  naturelle- 
ment à  la  représentation  symbolique.     Enfin,  si  G„(t)  est  la  fonction 

génératrice  de  y^,  celle  de  Ay,  est  évidemment  (——l\Q^(t)  [en 
supposant  Z*  »  —  cx),  k'—  +  <x>  dans  la  définition  donnée  plus  haut], 
et  celle  de  A^y^  est  (y  —  l\  G^(t)^  ce  qui  conduit  à  la  formule 
(1);  on  parvient  de  même  à  la  formule  (5)  en  développant  dams 
W^nif)r  fonction  génératrice  de.y^^j,,  le  facteur  -^p  suivant  les  puis- 
sances de  —  —  1 . 
t 

4.  Introduction  des  moyennes  arithmétiqueB  '^).  Au  lieu  d'ex- 
primer y„^^  à  l'aide  de  y„  et  de  ses  différences,  cherchons  à  l'exprimer 
au  moyen  de  y„  et  des  nombres  qui,  dans  le  tableau  (A),  sont  situés 
sur  la  même  ligne  horizontale  que  y^  et  dans  la  ligne  immédiatement 
au-dessous  ou  au-dessus. 

On  a  (j>  entier  >  0) 

à  partir  du  troisième  terme  divisons  par  9?  et  multiplions  par  1  +  d; 
il  vient 

faisons   de   même   à   partir   du   cinquième   terme,   et  ainsi  de  suite; 
finalement 

d'où 

27)  On  trouve  ces  moyennefl  dans  /.  Newton,  MethoduB  differ.  ^,  dans 
B.  Cotes  ^*)  et  dans  J.  SUrUng  ^^)  ;  J.  F,  JEncke  les  introduit  systématiquement 
(d*aprèB  C,  F,  Gaues  probablement)  dans  Bon  mémoire:  Qeber  mechanische  Qna> 
^rator  [Berliner  Astron.  Jahrb.  f&r  1887,  p.  261/87;  Gesammelte  math,  nnd  astron. 
Abhandlnngen  1,  Berlin  1888,  p.  21/60].  «C'est  aussi  J,  F,  Fncke  qni  construit 
(avec  des  différences  de  notation)  le  tableau  (B)  qni  suit  dans  ce  n«  4. 
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;  +  CpV.A»y,_,  +  •  •  • , 

la  formule  se  terminant  à  ^*'~^yn-,+i- 
On  a  de  même 

<7)    y«+^  =  »«  +  QAy,_,  +  C,Vi A»y,.,  +  C^i A»y,.,  +  C^V, A*»,., 

+  (7^,A^y,.3  +  ..., 
la  formule  se  temûnant  à  A^^'y^^^.        « 

Ces  formules  subsistent  pour  |?  entier  et  n^tif.  En  les  combi- 
nanty  on  a 

(8)  ».^,  =  y.+  Q -^^-^--i  +  î  QAV,_, + gpVx-^'-^t '"''''-"-- 

OU  bien  (après  changement  de  n  en  n  +  1  et  de  |?  en  p  —  1  dans 
la  iïcconde) 

(9)  y«+,  =  H—"  +  (p  -  y)  ^yn  +  oi—'-Y-~ 

Ces  formules^)  conduisent  à  modifier  et  compléter  le  tableau  (A) 
de  la  façon  suivante:  posons 

^On  a,  symboliquement, 

*»»+!,,-  =  A««+»y,_,_^,        ^d'îç)-  =  i[A»»y,_,^.^  +  A»»y,_,_^], 

q  étant  un  entier  positif  on  négatif;*  et  les  formules  (8)  et  (9)  de- 
Tiennent,  après  quelques  modifications  immédiates"), 

(10)    y.+,  =  y«+  Q;i%,+  |-Q<î»y.+  C;+„**«y.+  {  C,V,d*y,+  -.., 

(11)  y.+,-fty.+f*y.+c?H,td«y.+fc,v^*«y,+cf,M*»**y.+  --; 

28)  Ces  foimnles  qne  Ton  tronye  dans  /.  NewUm%  J.  Stirling^%  R,  Ck>te8^*) 
sont  appelées  souyent: 

la  foimnle  (6),  formule  de  Newton; 

les  formnles  (6),  (7)  et  celle  qne  Ton  dédnit  de  la  fonnnle  (7)  en  changeant  n  en 
«  +  1  et  p  en  p  ^  1,  formules  de  Gauss; 
la  fozmnle  (8),  formtde  de  Stirling; 
la  formnle  (9),  formule  de  Bessél. 

29)  J.  L.  Lcigrange,  le  piemier,  rappelle  l'attention  snr  la  formule  de  Stir- 
Kng  dans  le  mémoire  snr  les  interpolations,  In  en  1778  [Âstron.  Jahxb.  fOr  1783, 
éd.  Berlin  1780,  p.  35/61;  (Entres  7,  Paris  1877,  p.  589/58]. 
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dans  068  formuleB  on  a  conservé  les  lettres  [i  et  d  comme  symboles 
des  opérations  correspondantes ,  mais  il  n'en  peut  résulter  aucune  con- 
fusion; dans  la  première,  p  est  entier;  dans  la  seconde,  c'est  un  mul- 
tiple  impair  de  ^. 

^On  trouverait  d'une  façon  analogue 


(12) 


(13) 


Mn^,  =  t^Vn  +  {-  «y.  +  f  Q^*»y.  +  T^3*  «^^^'y. 


jp  étant  entier  dans  (13)  et  un  multiple  impair  de  ^  dans  (12). 

On  généralise  en  multipliant  l'une  ou  l'autre  des  quatre  formules 
précédentes  par  une  puissance  quelconque  de  d.* 

Si  l'on  connaît  les  valeurs  des  y^  pour  n  entier,  le  tableau  (A) 
contient  les  d^^y^  et  les  à^^'^^Vn+Xy  "i  de  plus  on  écrit  entre  deux 
termes  consécutifs  du  tableau  leur  moyenne  arithmétique,  on  obtient 
un  nouveau  tableau  qui  contient  en  outre  les  ^à^^'^^tf^  ®t  1®» 
l^^^^Vn+l*     ^^  nouveau  tableau  aura  la  disposition  suivante: 


(9) 


*-'y_, 

tts-^y-i 

y-» 

ft*y-f 

**y-,  •   • 

ltS-*9_^ 

*-*y-i 

i^y-i 

*y-t 

»t**y-i  •   • 

*-*y-t 

M*-^y-i 

y-i 

.«*y-i 

à'y-i  ■   ■ 

/**~*y-i 

à-'y-^ 

/ty-i 

*y-i 

iii'y-i  ■    ■ 

*-*yo 

f^à-% 

yo 

f»*yo 

à'y.    •    • 

•  (^s-\ 

sr% 

fty^ 

^y* 

Hd*y^     ■     ■ 

s-'yt 

M*-^yi 

yi 

«*yi 

S'y,      .     . 

i^s-'n 

*-^yi 

<»yi 

*yi 

,id%     .     . 

s-'v. 

p*~'yï 

y* 

/t*yj 

S'y,    ■   • 

La  parfaite  symétrie  des  formules  obtenues  en  dernier  lieu  nous 
montre  les  avantages  de  l'emploi  de  ce  tableau  dans  lequel  les 
nombres  placés  sur  une  même  ligne  horizontale  ont  tous  même  ar- 
gument. 

^On  voit  encore  qu'avec  les  notations  nouvelles  on  a 
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JJ-y - *-*y.-i - *-*y.-i - (« - '•')l«ï-'y.-i;  «te.* 

»'     m" 

5.   BifTérenoes  et  sommes  de  quelques  fonotions.    ^Enyisageons 
d'abord")  la /actoridfe  \fix)J^^  ainsi  définie'*):  pour  p  entier  >  0,  on  a 

pour  P  «  0,  on  a 

pour  |>  entier  <  0,  on  a 

de  sorte  que,  toujours, 

[nx)JP)[f(x^ph)J'^)  -  [f(x)J'^^) . 
Quel  que  soit  l'entier  p,  on  a  alors 

A[/-(a:)F  =  [/^(^)p-*MA^  +  A)-/"(^-(l>-l)A))-* 
En  particulier,  soit  f(x)  ^  ax  +  b,  a  et  6  étant  des  constantes; 

on  a 

A  {ax  +  &)<')  =  pah  (ax  +  b^-^^ , 

d'où  généralement 

A^^iax  +  bJ^)  ^ p(p--l)(p-2)  '  '  '  (p--q  +  l)(ahy{ax  +  hyp-^\ 

q  étant  entier  >  0. 
Inversement,  on  a 

^(ax  +  &)(')  -  (-^^j^  {ax  +  6)C+^)  +  C, 

JC  étant  une  fonction  arbitraire  admettant  la  période  A,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  plus  haut.    Nous  dirons  d'une  telle  fonction  qu'elle  est 
constante  relativement  à  l'intervalle  A.* 
De  même 


30)  «An  Biget  dea  fiustorielleB  et  de  leurs  analogies  avec  les  pmssances,  on 
peut  consulter  A.  T.  Vandermande^  Hist.  Acad.  se.  Paris  1772  I,  M.  p.  489/98;  ce 
mém.  a  été  publié  en  allemand  dans  A.  T.  Vandermande^  Abhandlungen  aus  der 
reinen  Mathematik,  Berlin  1888,  p.  66/81  <cf.  I  2,  15).  Quant  aux  propriétés  des 
iSftctorielles  indiquées  dans  le  texte  on  les  trouvera  dans  P.  Bémand  de  Monimort  ^*), 
F.  Nicole  *»),  Brook  Taylar  "),  X  Stirlvng  ")  etc.* 

31)  4,Au  stget  des  factorielles  on  peut  aussi  consulter  A.  GapeUi,  Qiom. 
mat.  (1)  81  (1898),  p.  291/^13,  840/63;  (2)  2  (1896),  p.  361/70;  G.  ToreUi,  Giom. 
mat.  (2)  2  (1896),  p.  179/82  (Note  de  G.  VivanU)* 
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60  2). /S^twmor.    121.   Galonl  des  différenoes^    H.Andoyer. 

C  étant  analogue  à  C 

Et  ainsi  de  suite. 

Toutefois  ces  formuled  ne  s'appliquent  pas  pour  p  =  —  1. 

En  considérant  la  fonction  r(x),  intégrale  eîdérienne  de  seconde 
çspèce^  qui  jouit  des  propriétés 

r{x+i)  =  xr{x),      r(i)-i, 

on  a") 

et  en  intégrant  et  différentianf  ) 

2'i»g»-iog[»*r(f)]  +  c, 

mais  ces  formules  sont  d'un  emploi  peu  pratique. 

Une  fonction  rationnelle  entière  f(x)  de  degré  k  peut  toujours  et 
d'une  seule  façon  se  mettre  sous  la  forme 

f(x)  =  ^  +  A,{ax  +  bJ')  +  J,(arr  +  6)W  +  •  •  •  +  ^,(aa;  +  6)<*); 
sa  différence  q^^^^  {q  ^  k)  est  donc  une  fonction  rationnelle  entière  de 
degré  k  —  q,  dont  le  premier  terme  est 

k(k-l)'"  {k-q  +  l)(ahyAi,{ax  +  6)(*-«), 
et  qui  est  facile  à  former.     La  différence  A^^™®  est  constante  et  égale 
à  k\(ahyA^]  les  suivantes  sont  toutes  nulles^). 
La  sommation  de  f{x)  est  immédiate  ^^). 

En  faisant  ^  » ,  on  a  pour  déterminer  les  A^  les  relations 

ce  qui  résulte  aussi  de  (ô). 


82)  Voir  l'article  du  tome  II  vol.  1  consacré  aux  ,,intégzale8  définies^S 

83)  ^N.  H.Ahd  (mém.  poBth.);  ŒuyresY  ^d-  ^'  SyUno  et  iSf.  Lie  2,  Chiistia- 
nia  1881,  p.  1/6.* 

84)  M,  Bemegger  [Mannale  mathematicum ,  Strasbotirg  1619]  remarque 
la  oonitance  de  zf>(a;');  de  même  G.  W,  Leibniz  [lettre  à  H,  Oldenbourg  ^]; 
J.  Fa/uXhaber  [Academia  algebzae,  Angsboarg  1631]  remarque  la  constance  de 
^w^gAv^  Du  reste  toutes  ces  propriétés  des  différences  des  puissances  se  troa- 
yent  dans  H.  Briggs,  Arith.  log.  *),  p.  29/30. 

36)  ^Pour  les  différences  et  sommes  des  fonctions  entières,  voir  E.  Bésaut^ 
Théorie  des  équations  algébriques,  Paris  1779,  Introd.  p.  ]/19.* 
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Exemples: 

n 

1»)      ^a;  -  «0  +  (a^o  +  fc)  +  (x„  +  2h)+-+  {x^  +  (n-l)A) 

0 

c'est  la  somme  des  termes  d'nne  progression  a/riihmétique, 
2®)  Faisant  ic^j  =-  0,  A  =- 1,  on  a 

a;»  =  a?  +  3â;(a;-l)  +  a:(a;  — l)(a;  — 2), 
et  par  suite 

en  particulier  *•) 

0  L  0     -I 

3°)  ^Plus  généralement'^  proposons-nous  de  calculer  2^ y  a-vôc 

0 

A  =  1,  x^^O]  faisant  a  =  1,  6  «  0,  désignons  par  A*0*  la  différence 
i^*"*  de  a:*  pour  a?  =«  0,  on  aura  **) 

d'après  la  formule  (1),  on  a  d'ailleurs 

A'0*=  i* --;:(.•-!)*  + ^(•-7:l)(i-2)* -...  ; 

et  Ton  peut  ainsi  calculer  ces  nombres  que  nous  retrouTerons  plus 
loin.* 

^On  résoudra  de  même  les  problèmes  relatifs  aux  différences  et 

sommes  des  fonctions  qui  peuTent  se  mettre  sous  la  forme  — -^  -,  , , 

(p  >  0),  f{x)  étant  une  fonction  rationnelle  entière;  en  écriyant  en 
effet  cette  fonction  rationnelle  entière  sous  la  forme  indiquée  plus  haut; 
l'expression  sera  une  somme  de  factorielles  simples. 

n 

Exemple:  ^  x{xA-zy  *^^^  A  =  1,  a^o  «  0.     On  a 


36)  Sur  la  connaissance  de  ^(xî^  par  les  arpenteurs  romains   et  par  les 

0 

Arabes,  au  11*  siècle  (Alkarkhî),  voir  Jf.  Cantor,  Vorles.  Gesch.  Math.  (2"  éd.)  1, 
Leipzig  1894,  p.  519,  724. 

37)  Voir  I  16,  80. 

88)  «Pour  le  développement  de  oi^  en  factorielles,  voir  J.  Stirling,  Metho^ 
dns  diflFer.**^  (1780),  p.  8.* 
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62  B.  Séiivanav.    I  21.   Gftlcal  des  difEéronces.    H.  Andayer, 

i  (g  +  l)(x+2)  2-2(a?  +  3)  +  (a?  +  8)(g  +  2) 

x(x  +  B)^  x(x  +  l){x  +  2)ix+B)^        x(x+l)(x+f)(x  +  S)       ' 

d'où 

y        1  11  8n'+6n+2 

J^  x(x  +  Z)^  18       3n(n-j-l)(n+2)' 

en  particulier 

^       1       _  11 

^  «(«  +  8)""  18* 

Dans  Tapplication  de  cette  méthode^  on  n'aura  jamaiB  de  difficultés 
tant  que  f(x)  ne  contiendra  pas  de  terme  en  {ax-{-  bj^'''^^  ce  qui 
arrivera  en  particulier  si  f(x)  est  au  plus  de  d^;ré  p  —  2.* 
Considérons  maintenant  la  fonction 

où  c  est  une  constante  différente  de  Tunité;  on  a 

A/-(a;)-/'(a:)(c^^p(*)~l). 

En  particulier  soit  ç?(a:)  «oa?  +  &,   de  sorte  que  /■(«;)■=<:•*■*■*; 
on  a 

d'où 

AY(a^)-/-(x)(c-*-l>, 

Hn^^-J&.  +  o,^^ 

C'est  ainsi  qu'on  aura,  en  ramenant  les  sinus  et  les  cosinus  à  des 
exponentielles^ 

q>(x)  étant  quelconque^  on  aurait  de  même,  ou  directement 
A  8in  Kar)  -  2  Bin  ^  C08  (9>(a;)  +  ^) , 

A  coB  9>(«)  -  -  2  8in ^  8in (ç^C»)  +  ^^^  ■ 
Faisant  encore  Xq  =  0,  h=^l,  il  rient: 


H^'-^^r:;:- 


formule  donnant  la  somme  des  termes  d'une  progression  géoméiriquey 
puis'^  les  deux  formules*®) 


89)  ^a  première  de  ces  formules  est  une  conséqnence  immédiate  d'un  théorème 
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6«  DiiféreBCM  et  aonmieB  de  quelques  fonctione. 

a 


^  C08  aa;  = -^ , 

0  28ill~ 

-  -ooB(n--i)a  +  coB-J 

y,  8111  ax  =- ^ 

0  8  BÎn  - 

2 

Enyis^eons  un  produit  de  deux  fonetions  f{x)  et  g{(C)y  dont  les 
yaleurs  pour  x^x^  +  nh  seront  y^  et  y/,  celle  du  produit  étant  j^„; 
à  y,  y'  et  z  faisons  correspondre,  comme  précédemment  à  y  seul,  les 
symboles  y,  ç?',  ^,  puis  ô,  fl',  35,  de  sorle  que 

A  toute  relation  entre  ces  lettres  correspond  une  relation  entre 
les  yaleurs  de  fÇy  de  /*,  de  g  et  de  leurs  différences,  facile  à  former. 
Ainsi  l'on  a 

d'où 

A(fg)^fAg  +  gAf+Af'lig. 

^Ecrivons  en  particulier 

d'où 

et  par  suite  ^^) 

(14)   A%„y'.)  =  y„A«y;+  G?Ay.- A«- ^^+1+  C»A»y»- A»-»yUï  +  •  •  •• 


indiqué  par  TT.  jSn«22»fW  [voir  „Doctrinae  trîangulorum  c&nonicae  libri  quatuor'', 
ouvrage  publié  en  1627  après  la  mort  de  l'auteur,  p.  44]  (Note  de  G.  Enestrôm).* 

40)  La  seconde  de  ces  formules  est  déjà  dans  Arehimède  [ucsqï  ûq>aiçaç  %aï 
nLvllvâçav;  de  la  sphère  et  du  cylindre,  prop.  22,  23;  Opéra,  éd.  J.  L.  Heiberg  1, 
Leipzig  1880,  p.  99/105];  on  la  retrouve  dans  F.  Viète,  Ad  angiilarium  sectio- 
nxun  analyticen,  publiés  par  A.  Andersen,  Paris  1615;  Opéra  éd.  F.  van  Schooten, 
Lejde  1646,  p.  800,  808;  on  la  retronye  ensuite  dans  J*.  K^ler  [Astronomia  noya 
seu  de  motu  stellae  Martis,  Heidelberg  1609  ;  Opéra,  éd.  C.  Frisch^  3,  Francfort 
et  Erlangen  1860,  p.  835,  390]. 

Les  deux  formules  sont  données,  à  Taide  de  séries  divergentes,  par 
X.  Evier  ^  Mise.  Berolin.  7  (1748),  p.  183/4,  142/S;  Introd.  in  analysin  infin.  1, 
Lausanne  1748,  p.  217/9;  trad.  J.B.Labey  1,  Paris  an  IV,  p.  203/4.  Voir  aussi 
à  ce  sujet  et  au  sujet  de  sommations  analogues  Ch.  Bosaui,  Hist.  Acad.  se. 
Paris  1769,  M.  p.  458/66;  Daniel  Bemoulli,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  18 
(1778),  éd.  1774,  p.  3/28;   L.  Erder,  id.  p.  24y^6;  A.  J.  Lexdl,  id.  p.  87/70. 

41)  ^  Cette  formule  et  la  suivante  sont  données  par  Brook  Taylor  dans 
Tappendice  au  mémoire  de  P.  Bémond  de  Mantmort:  De  seriebus  infinitis 
tractatuB*")  [Philos.  Trans.  London  80  (1717/9),  p.  676/89].* 
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On  peut  aussi  écrire 

j_  _  j_  _  eqp'     ey  _  (—  if^<p'* 

x~e'      e'*+  e"       '  '  '  +      <,'*y  • 

ou  bien,  puisque  aussi  %=•  &  +  6'q> , 

j^    "  1         e  e»  (—  i)*o* 

donc 

(15)     ^y„y;  =  yn^y'n  -  Ay,  •  ^yi+i  +  A»y,  •  ^yU,  +  •  •  •     ^ 

=  y»-i^y»- Ay»-2^y;  +  A»y«-3^''y;+  •  •  • 

C'est  la   formule   de   samnuxHon  par  parties   sous  sa  forme  la  plus 
générale-,  elle  appelle  les  mêmes  remarques  que  la  formule  analogue 
du  calcul  intégral^  quand  U  s'agit  de  sommes  définies* 
En  particulier  on  a  les  formules  simples 

^lf(^)9(^yi-fl^)  •  ^9{^)  +9{x  +  h)  .  ù.f{x), 

JLes  formules  précédentes  acquièrent  un  intérêt  spécial  dans  le  cas 
où  Ton  peut  faire  ffn'^c^f  c  étant  une  constante;  alore^  en  effet^  en  faisant 
9?'  =  c,  la  fonction  y«  et  celles  qui  en  dérivent  coïncident  avec  leurs 
représentations  symboliques;  en  particulier  ^c"y»  aura  pour  représen- 

tation  -  -^-T,  et  l'on  aura*')  d'après  (15) 

(16)  2i  "^y*  -  y* ^^i  -^y»  (^rn)-. + A»y,  j^^—^y.  — 

+  (-i)*2'A*y.(^ 

c**  c"  c" 

.+  (-l)*2'A*y..,^, 

formule  utile  pour  la  sommation  des  séries  dont  le  terme  général 
est  de  la  forme  (f*y„. 

On  pourrait  sans  peine  multiplier  les  formules  analogues,  en 
envisageant  ,2^(fy„y  q  étant  un  entier  positif. 

La  formule  (16)  fournit  immédiatement  ^(fy^  dans  le  cas  où 

42)  «C'est  la  transformation  de  L.  Evier  [Cale,  differ.  "),  p.  281  et  suiv.].* 
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5.  Différences  et  sommes  de  quelques  fonctions.  65 

f{x)  est  une  foncidon  rationnelle  entière  de  degré  i  —  1,  car  alors  A*y„ = 0, 
et  le  dernier  terme  se  réduit  à  une  constante  arbitraire  C  relativement 
à  rintervaUe  Jt,  c'est-à-dire  d'une  façon  plus  précise  à  une  fonction 
arbitraire  admettant  la  période  h^  ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit  C'est 
ainsi  que  pour  â;o  »  0,  A  »  1,  on  a 

0 

^CTT  COSl 

On  calculera  sans  peine  de  la  même  façon  x,  Ç^f(^)  a;«  1  (^^  +  &)> 

où  f(x)  est  toujours  une  fonction  rationnelle  entière  et,  si  \ç\<  1,  on 
pourra  obtenir  ainsi  des  sommes  de  séries  conyergentes. 

Nous  venons  de  passer  en  revue  les  cas  généraux;  il  est  évident 

qu'on  peut   trouver  une  infinité  de  cas  particuliers  ne  rentrant  pas 

dans  les  précédents,  et  pour  lesquels  cependant  l'intégration  finie  est 

possible  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires.    En  voici  deux  exemples: 

On  a 

.   é'(ax+b)       (f[a{e  —  l)x*+  (gh  +  h)  {c  —  1) x -- bh] 
^         X         ^  xix  +  h)  ' 

et  par  suite  l'expression 

(fiax^+yx  +  c') 
xix-^-h) 

est  intégrable  si  l'on  a  la  relation 

a'A8-&'A-c'(c-l)  =  0; 

la  somme  est  — ^ ■ — - ,   avec  a  «= r ,    6  =  — r-  • 

De  même  on  a**) 

A  arc  tff(afl?  +  &)  =  arc  tg  .  .  , 7-v-j — ,.,,.,,    , — rv? 

Texpression  arc  tg   .  ,  ,  .. — j— ?  est  donc  intégrable  si  Ton  a 

a'^hf^  +  (4a'c'  -  fc'»)  /i»  -  4  -  0  ; 
la   somme    est**)    arc  tg  (ax  +  6),    avec  a  =  a' A,    h  =  ^   '^^        •* 

48)  ^X.  EuUr,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  9  (1762/8),  éd.  1764,  p.  40/62.* 
44)  On  trouvera  d'autres  exemples   dans  les  traités  de   calcul  des  diffé- 
rences, en  partie,  dans  J,  F,  W.  Herschél^  A  collection  of  exemples  of  the  ap- 
plication  of  the   calcxdos   of   finite   différences,   Cambridge  1820.     Voir  aussi 
TT.  H.  X.  JBimmK,  Messenger  math.  (2)  11  (1881/2),  p.  33/6. 

Snoyclop.  dM  soieno.  m*thém»t.    14.  6 
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66  i>.  SeUvanov.    I  21.    Calcul  des  différences.    H.  Andoyer. 

6.  ÉqnationB  aux  différenoes.  Une  équation  aux  différences 
est  une  relation  entre  les  yaleurs  successiTes  d'une  fonction  f(x)  et  de 
la  yariable  x,  pour  des  valeurs  de  x  en  progression  arithmétique  de  la 
forme  Xq  +  nh.  On  peut  y  faire  figurer,  soit  les  yaleurs  y^  de  la 
fonction  f(x)  pour  a?  =-  a?o  +  ihy  soit  Tune  de  ces  yaleurs  et  les  diffé- 
rences correspondantes.  Nous  écrirons  en  général  une  équation  aux 
différences  en  y  faisant  figurer  la  yaleur  x  ou  x^^  x^+  nh  de  la 
yariable^  et  les  yaleurs  successiyes  de  f(x)  depuis  y^  jusqu'à  y^^p 
{P  >  ^)f  ^  4^  ^^^  toujours  possible.  L'équation  sera  donc  de  la 
forme 

Fdfn^pf  y«+p-i;  •  •  •  >  y«+n  Vny  ^)  =  0; 

résoluble  à  la  fois  par  rapport  à  y^  et  y^^+p-  Une  telle  équation  est 
dite  ai  ordre  p. 

Il  est  clair  qu'on  peut  choisir  arbitrairement  p  yaleurs  consé- 
cutiyes  de  y;  les  autres  en  résultent,  en  supposant  bien  entendu  les 
calculs  possibles.  Si  n  peut  prendre  des  valeurs  quelconques,  on 
pourra  d'une  façon  générale  choisir  arbitrairement  toutes  les  valeurs 
de  y  qui  correspondent  aux  yaleurs  de  x  comprises  dans  un  intei^ 
yalle  d'étendue  ph. 

Une  solution  générale  de  l'équation  est  celle  qui  dépend  de  p 
constantes  arbitraires  (par  rapport  à  Imteryalle  A);  il  faut  d'ailleurs 
pouvoir  déterminer  ces  constantes  de  façon  que  S^o;  9i>  *  -  -;  $!p-i^  P^ 
exemple,  aient  des  valeurs  quelconques  données  à  l'avance;  il  faut  de 
plus  qae,  ceci  étant  fait,  la  solution  générale  fournisse  pour  y^  pré- 
cisément les  mêmes  valeurs  que  Téquation  elle-même. 

Réciproquement,  toute  fonction  qui  dépend  de  p  constantes  vérifie 
une  équation  aux  différences  d'ordre  p,  facile  à  former  par  élimination. 

Un  solution  particulière  d'une  équation  aux  différences  est  une 
solution  qui  ne  contient  rien  d'arbitraire;  ^eUe  résulte  nécessairement^ 
d'après  ce  qui  précède,  d'une  solution  générale  dans  laquelle  on  a  fixé 
les  constantes,  en  remarquant  toutefois  que  les  yaleurs  données  aux 
constantes  peuvent  subir  des  changements  successifs  lorsque  la  con- 
tinuité n'intervient  pas;  et  cette  non -intervention  de  la  continuité  sera 
pour  nous  une  hypothèse  essentielle,  conformément  à  l'esprit  du  cal- 
cul des  différences").* 


45)  Voix  SUT  ce  sujet  délicat  (stutont  lonqu'on  cherche  des  solations  géné- 
rales de  forme  analytique)  8.  F,  Lacroix,  Traité  du  calcul  différentiel  et  du 
calcul  intégral  8,  (1*  éd.  Paris  an  YHI);  (2«  éd.)  Paris  1819,  p.  196  et  suiv.  (chap.  Z\ 
et  la  bibliographie  correspondante  (S*  éd.)  3,  p.  XU/XY;  et  en  particulier  8.  D. 
Poisson,  J.  Ec.polyt.  (1)  cah.  11  (anX),  p.  173/81;  id.(l)  cah.  18  (1806),  p.  60/126. 
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^L'exemple  sniyant  fera  comprendre  ce  qui  précède.    L'équation 

admet  la  solution  générale  évidente  (pour  %  »  1) 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Soit  Xq^O,  Vo^^lf  ©t  prenons  C=l,  d'où  yi=2;  or,  pour 
avoir  y^  »  2,  on  peut  encore  prendre  C  »  —  2;  en  conservant  cette 
valeur,  on  obtient  yt  »  0;  pour  avoir  y,  »  0,  on  peut  prendre  aussi 
C  s»  0,  ce  qui  conduit  à  y,  »  0;  pour  avoir  y,  »  0,  on  peut  prendre 
C  «  —  3^  ce  qui  donne  y4  -=  —  3;  etc.  L'ensemble  des  valeurs  succes- 
sives yo  =  1,  y^  «  2,  y,  =-  0,  y,  =  0,  y^  =«  —  3,  . . .  forme  une  solu- 
tion particulière  de  l'équation  proposée,  et  Ton  voit  comment  on  l'ob- 
tient en  partant  d'une  solution  générale.  On  pourrait,  il  est  vrai,  ne 
considérer  que  les  solutions  fournies  par  une  forme  analytique  unique; 
mais  ce  serait  un  problème  fort  difficile,  et  ne  rentrant  pas  d'ailleurs 
dans  le  véritable  calcul  des  différences* 

7.    Équations  linéaires.     Les  équations  aux  différences  les  plus 
importantes  sont  les  équations  linéaires  y  c'est-à-dire  celles  qui  con- 
tiennent Vnf  Vn-^iy  "f  Vn+p  ^^  premier  degré  dans  leur  ensemble,  et  qui 
par  conséquent  sont  de  la  forme 
(17)  a^y,+p+  a,_iy^^,_i-h  .  •  •  +  a^y^^i-f-  aoy,-  6, 

^pf  ^p^i9  "  '9  <hf  %  ^^  ^  étant  des  fonctions  de  X]  b  est  le  second 
membre  de  l'équation;  si  6  »  0,  l'équation  est  homogène,  ou  bien  sans 
second  membre. 

Si  y'  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (17),  et  si  l'on 
pose  y^y'  +  ^f  on  est  ramené  pour  déterminer  0  à  intégrer  l'équation 

(17)  privée  de  second  membre,  soit 

(18)  «,*!•+,+  S-iVii+P-i  +  '  •  '  +  «i»«+i  +  «oy«  -  0. 

Si  t,  Uy  V,  . . ,  sont  p  solutions  particulières  de  l'équation  (18) 
indépendantes,  c'est-à-dire  telles  que  le  déterminant 

^«  +  1  **«  +  !  ^«  +  1  •  •  •     I 


K-k-p-l       **n  +  ii-l       *^«+p-l 


ne  soit  pas  identiquement  nul,  la  solution  générale  de  l'équation  (18)  est 
(19)  y  -  C^  -f  C'w  +  C"v  -f-    .    , 

Voir  auMi  O.  Book^  A  treatise  on  the  calcalas  of  finite  différences,  (1*  éd.  Cam- 
bridge 1860),  (2*  éd.)  Londres  1872,  p  145,  185. 

6* 
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C,  C,  C'\  . . .  étant  des  constantes*,  et  tonte  solution  de  l'équation 
(18)  est  de  cette  forme**). 

^La  connaissance  d'une  solution  particulière  t  de  Téquation  (18) 
simplifie  la  recherche  de  la  solution  générale  de  cette  équation; 
posant  en  effet  y  =  t2^y\  on  voit  tout  de  suite  que  y'  yérifie  une 
équation  de  même  forme  que  Féquation  (18),  mais  d'ordre  p  —  1.* 

Pour  passer  de  la  solution  générale  de  l'équation  (18)  à  celle  de  l'é- 
quation (17),  on  peut  appliquer  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires,  due  kJ.L.Lagrange^'^.  On  prend  la  solution  cherchée  sous  la 
forme  (19),  C,  C\  C",  . . .  n'étant  plus  des  constantes  mais  des 
fonctions  inconnues,  et  l'on  suppose  que  y„,  ^n+i?  •  •  •  ;  Vn^-p-x  s'®^" 
priment  comme  si  C,  C\  C'\  ...  restaient  des  constantes,  ce  qui 
donne  les  conditions 

*,^,AC  +  «.^,  AC"+  r,H.,AC"+ 0, 


«,+,_iAC  +  «,^,_,AC'+  «.^,_,A(7"+  •  • .  -  0; 
il  faut  y  joindre  la  relation 

<.^,A(7+  «.^,AC'+  ^^,AC"+  . .  ■  -  I; 

qui  exprime  que  l'équation  (17)  est  vérifiée.  Ces  p  équations  dé> 
terminent  complètement  AC,  AC,  . .  .;  par  suite  C,  C,  . . .  sont 
données  par  des  intégrations  finies,  qui  peuvent  être  ramenées  à 
une  seule. 

^C'est  ainsi  que  pour  l'équation  A^y  «  fc,  (A  =  1),  on  trouve 

C,  C'y  C"  étant  des  constantes,  et  t  étant  remplacé  par  x  dans  le 
dernier  terme,  une  fois  la  sommation  faite. 

D'autre  part,   on  a  évidemment  y  =  S^h,   et  l'on  voit  ainsi  la 
transformation  facile  à  généraliser,  pour  un  ordre  quelconque,  d'une 


46)  A.  A.  Markov,  Is&iBlenije  koneânych  laznostej,  I  8*  Pétersb.  1889,  II 
S'Péterab.  1891,  trad.  par  T.  Friesendorff  et  JE.  Prûmm,  boub  le  titre:  Diffe- 
renzenrechnnng,  Leipzig  1896,  p.  146  et  suiv.  Ponr  Tanalogie  avec  leB  équations 
différentielleB,  voir  tome  II  Tarticle  sur  les  méthodea  d'intégration  de  ceB  équations. 

47)  Nonv.  Mém.  Acad.  BerHn  6  (1776),  éd.  1777,  p.  188/^72  [1776];  Œuvres  4, 
Paris  1869,  p.  161/^61.  Poux  Tanalogîe  avec  les  équations  différentielles .  voir 
tome  II  Tarticle  cité"). 
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somme  triple  en  une  somme  simple.     En  particulier^   avec  Xq  »  0, 
on  a 

0         0         0  0 

résultat  que  fourniraient  aussi  les  formules  (15).* 

8.    équationa  linéaires  à  ooeffiolents  constants^).     ^Dans  une 
telle  équation  ^^^  les  coefficients  a,,  sont  indépendants  de  x. 

En  employant  la  notation  symbolique  et  faisant  comme  au  n^  1 

e  =  a^q)P  +  a,_i9>P-*  + h  «19  +  »o> 

on  a  sans  ambiguïté^  malgré  la  présence  de  purs  symboles^ 

en  désignant  par  b^  la  valeur  de  b  pour  Xq  +  nh,  ou  x. 
Divisons  ç?"  (n  entier  >  0)  par  0,  et  soit 

ayec 

Q  -  d^-p^''  +  d«-p-i9"-''"'  +  •  •  •  +  diç?  +  do, 

R  =-  Cp-i^^'^  +  v«9>^"*  +  — ^-  ^9  +  <^o; 

il  est  clair  qu'on  aura 

Vn  -  d^-pK-p+  eï,^p_i^_p.i  +'"  +  d^h  +  dob^ 

+  <^p-iy|,-i+  V»yp-2  +  •  •  •  +  c,y^+  CoVo, 
solution  générale^  où  y^,  y^  •  -  •  y  Vp-i  sont  les  constantes  arbitraires. 
Mais  il  faudrait  exprimer  les  c,.  et  d^  en  fonction  de  n.     Afin 
d'éviter  cette  détermination  et,  en  même  temps,  pour  trouver  des  for- 


és) Ce  Hi^'et  est  celm  des  séries  récurrentes,  ^Le  premier  exemple  connu 
d'une  eérie  récurrente  se  trouve  dans  Léonard  de  Pise  [Liber  abbaci  (1228) 
Scritti  di  Leontvrdo  Pisano,  pnbb.  da  B.  Boncompagnt  1,  Rome  1857,  p.  288/4]; 
c'est  la  série  Wn+8°^^«+i  +  **n  (^^-  ^  ^^»  ^^^  ^*^)'  ^^  rencontre  ensuite  des 
séries  récurrentes  dans  J.  Kepler,  Daniel  BemouUi,  P.  Eémand  de  Montmort,  Chr. 
Qoldbaéh,  etc.  (Note  de  G.  Enestr(m)*  ^Jean  Dominique  Cassini  parle  aussi  d'une 
série  récuirente  [Hist.  Acad.  se.  Paris  1  (1666/86),  éd.  1733,  p.  309/10  [1680]]; 
voir  encore  A.  de  Moivre,  Mise,  analyt.  *^,  en  partie,  p.  83  et  suiv.;  L.  EuUr^ 
Introd.")  1,  n^  211/38;  trad.  J.  B.  Labey  1,  p.  168/87;  et  cf.  M.  Cantor,  Vorles.  «^  3, 
p.  390  et  suiv.* 

«Sur  ce  sujet  des  séries  récurrentes,  on  peut  consulter  2>.  André ^  Ann. 
Ec.  Norm.  (8)  7  (1878)  p.  376/408.  Ce  géomètre  a  publié  beaucoup  d'autres 
travaux  intéressants  pour  la  théorie  exposée  dans  ce  n?  8  [voir  Liste  et  résumé 
des  principaux  travaux  mathématiques  de  D.  André ^  Paris  1904].*  Voir  aussi 
M.  d'Ocagne,  J.  Ec.  polyt  (1),  cah.  64  (1894),  p.  161/^24. 

49)  ^J.L.Lagrange^  Mise.  Taurinensia  1  (1759),  math.  p.  33/42;  Œuvres  1,  Paris 
1867,  p.  28/36;  Mém.  Acad.  Berlin  1792/3,  éd.  1798,  math.  p.  247/67;  Œuvres  ô, 
Paris  1870,  p.  624/41;  voir  aussi**)  et  les  extraits  de  P.  S.  Laplace  mentionnée").* 
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mules  yalablei 
de  sorte  que 


mules  valables  quel  que  soit  n,  décomposons  -^  en  éléments  simples. 


les  a,,  étant  les  racines  distinctes  de  0^  et  i  variant  depuis  1  jusqu'à 
l^,  si  A{  est  l'ordre  de  multiplicité  de  a^.     Alors 

et^  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n^  4^  il  en  résulte 

Telle  est  la  solution  générale  de  l'équation  proposée,  les  constantes 
étant  celles  qui  proviennent  des  sommations.* 
Pour  &  =  0,  on  peut  écrire 

les  Ci^j^  étant  des  constantes,  car  Z^O  est  égale  à  une  fonction  ration- 
nelle entière  arbitraire  de  degré  A;  —  1  en  a;  (ou  en  n);  on  peut 
d'ailleurs,  en  changeant  les  constantes,  remplacer  la  puissance  9i*~^ 
par  la  factorielle  »  (n  —  1)  •  •  •  (n  — -  i  +  2),  par  exemple. 

Les  constantes  se  déterminent  sans  peine  quand  on  connaît  y^, 
yi>  '  *  •  7  Ifp-ii  ^^  écrivant,  ce  qui  est  permis, 

et  faisant 

les  c^  étant  arbitraires,  on  a  l'identité 

Coyo  +  ciyi  +  c,y,+  •  •  •  +  0,-iyp-i-  SC^t^*-'>(ai), 

où  ^(*-*)(^)  est  la  dérivée  (À;--iy*"«  de  ^(^);  en  déterminant  les  c^  de 
façon  que  le  second  membre  se  réduise  à  C^j^,  on  aura  l'expression 
de  cette  constante. 

On  peut  ensuite  passer  au  cas  de  h  non  nul  par  la  méthode  de 
J,  L.  Lagrange. 

Quand  deux  racines  a^  sont  imaginaires  conjuguées,  les  a^  étant 
réels,  il  est  facile  de  remplacer  les  exponentielles  correspondantes  par 
des  fonctions  trigonométriques  réelles. 

Si,  par  exemple, 

^1  ^  ^(eosa  +  i  sina), 

a,  «  r  (cos  a  —  i  sin  a) , 
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la  yaleur  commune  de  Je  correepondante  étant  3^  la  partie  de  y.  qui 
provient  de  ces  racines  sera 

r«  co8na(Ci  +  C^x  +  G^'x^) 
+  r"  sin  «a  (C,  +  G^x  +  G^'x^ , 

les  G^j  , . ,  y  C'^  étant  des  constantes  arbitraires. 

Lorsque  h  est  de  la  forme  (fg{x)y  où  gix)  est  une  fonction 
rationnelle  entière  de  degré  g,  l'équation  possède  une  solution  particu- 
lière de  forme  analogue, 

y^(f^{x), 

g'  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  q'  telle  que 
e{é)g'(x)  +  ^  ff{i*)ù.g\x)  + 1|^  r(c»)Ay («)  + .  -  • 

OÙ  6' y  B'\  . .  .  désignent  les  dérivées  successives  de  la  fonction  ration- 
nelle entière  0. 

Si  d(c*)  est  différent  de  0,  on  a  g'=g,  et  l'identification  déter- 
mine facilement  g'ip)'^  si  c*  est  racine  d'ordre  k  de  l'équation  d  =  0, 
g'ipc)  est  de  degré  9  +  A  et  se  détermine  comme  précédemment;  mais 
les  coefficients  des  X  termes  du  plus  bas  degré  7  sont  arbitraires. 

A  l'aide  de  cette  solution  on  est  ramené  à  Téquation  sans  second 
membre;  il  en  est  de  même  si  h  est  une  somme  de  termes  de  la 
forme  (fg{x). 

9.  Équations  diverses.     ^Les  équations  de  la  forme 

«,y.+,+»p-i[/(«)Fy.+p-i+«,-,[/'(^)Fy.+,-»+---+aol/(«jFy.-&, 

OÙ  les  a^  sont  des  constantes  et  où  \f{x)Y>  désigne  une  factorielle^ 
se  ramènent  aux  équations  du  n^  8,  en  posant 

Vn  -  ^nlfiP^-P^W^'^  (^  =  ^0  +  »»*), 

q  étant  un  entier  quelconque.     En  effet,  on  a  alors. 

Ceci  s'applique  sans  peine  encore  aux  équations  de  la  forme 

car  c'*  =-  (f  •  c*"*  •  c*-**  .  c«*,  par  exemple.* 
L'équation  linéaire  du  premier  ordre 
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OÙ  a  et  6  sont   des  fonctions  de  x,   rentre  dans  la  classe   qui  vient 
de  nous  occuper.     La  solution  générale  est  par  suite 


y. -[«(«-*)]<-'' x2^^ 


^L'équation  analogue  à  V équation  différentielle  de  Biccctti: 

où  a,  by  c  sont  des  fonctions  de  x^  se  ramène  à  une  équation  linéaire 
du  second  ordre,  en  faisant  y,  =»  -^^  —  a;  on  obtient 

^n+2  +  (&  -  ai)^«+i  +  (c  -  aV)z^  =  0, 
où  a^  désigne  la  valeur  de  a  pour  x  +  h. 

La  solution  générale  y  est  donc  une  fraction  dont  les  deux  termes 
sont  du  premier  degré  par  rapport  à  la  constante,  de  sorte  que  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  particulières  est  constant. 

Si  c  —  0;  en  posant  y  »=  -  ,  jer  est  donné  par  une  équation  linéaire 
du  premier  ordre;  on  est  ramené  à  ce  cas  particulier  quand  on  connaît 
une  solution  particulière  t  de  l'équation,  en  posant  y  =  t  +  g.* 

^Les  équations  que  nous  ayons  examinées  jusqu'ici  ont  une  seule 
solution  générale;  il  n'en  est  pas  de  même  de  celles  qui  fournissent 
plusieurs  valeurs  pour  y^+p,  connaissant  y,,  y,+i,  . . .,  y,+p_i,  et 
ceci  est  à  rapprocher  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n^  6.^) 

L'équation  analogue  à  ceUe  de  Véquation  différentielle  de  Clairaut^ 

y  -  xà.y  +  /"(Ay), 

admet  (pour  A  =»  1)  la  solution  générale  y  =  (7a;  +  f{C)\  mais  elle 
en  admet  une  infinité  d'autres,  comme  nous  allons  le  voir  sur  l'exemple 

y  «  rr  Ay  +  (Ay)S 
qui  nous  a  déjà  servi. 

Supposons  que  G  ne  soit  plus  une  constante,  mais  une  fonction 
inconnue  de  x\  de  la  solution  générale  y  ^  Cx  -\-  G^  on  déduit 

£,y^C  +  {x  +  2C+  1)AC  +  (AC)«, 
et,  en  portant  cette  valeur  dans  la  proposée,  on  a 

ACrAC+ 1)  (AC  + 2C+ a;)  (AC+ 2C+ a;  +  1)  «  0; 

on  peut  donc  supposer  que  C  annule  l'un  ou  l'autre  des  facteurs  du 
premier  membre  de  cette  équation.  Supposons  par  exemple  que, 
faisant  x^  =  0,  on  veuille  avoir  AC  =-  —  1  pour  les  valeurs  paires  do 
X  et  A  (7  =  —  (2(7  +  a;)  pour  les  valeurs  impaires  de  x.  On  exprimera 
ce  fait  en  écrivant 
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ce  qni  conduit  à  Téqaatioii 

C,+x -(-l)»C7.--i(a;+ !)  +  *(- !)*(«- 1), 
admettant  la  solution  générale 

C,  =  (-  1)'-^C'- 1  +  1  (1  +  (-  ir); 

portant  cette  valenr  dans  y  =  Cx  +  C*,  on  a  une  nouvelle  solution 
générale  de  l'équation  proposée.  On  peut  de  même  en  obtenir  une 
infinité  d'autres  en  se  donnant  la  loi  suiyant  laquelle  yarie  A  (7.* 

10.  Équations  linéairea  à  ooelfioientB^)  variables  ^^).     ^On  peut 
souyent   réussir  à   intégrer   de  telles  équations ,  par  l'application  de 


50)  Les  travaux  particuliers  sur  les  équations  linéaires  à  coefficients  variables 
sont  nombreux. 

Outre  les  ouvrages  didactiques  (en  particulier  G.Booîe,  A  treatise...*^),  qui 
fait  un  emploi  très  étendu  des  opérations  symboliques)  et  les  mémoires'^  de 
P.S.Laplace*^),  on  peut  voir  P,  S.  Lapîace^  Mécanique  céleste  4,  Paris  1806« 
livre  10;  Œuvres  4,  Paris  1880,  p.  266;  J.  P.  M,  Binet^  Mém.  Acad.  se.  Institut 
France  (2)  19  (1845),  p.  639/754  [lu  en  1843];  G.  Zéhfuss,  Z.  Math.  Phys.  8  (1868), 
p.  175/7;  S,  Spitzer,  Arcbiv  Math.  Phys.  (1)  32  (1869),  p.  384/48;  id.  (1)  33  (1869), 
p.  415/7;  J.J.Sylvester,  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  24  (1862),  p.  486/41; 
id.  (4)  37  (1869),  p.  226/7;  Amer.  J.  math  4  (1881)  p.  260/6,  321/6;  Messenger^ 
math.  (2)  18  (1888/9),  p.  113/22;  Math.  Quest.  Educ.  Times  68  (1892),  p.  97/8* 
J.  Thomae,  Z.  Math.  Phys.  14  (1869),  p.  849/67;  id.  16  (1871),  p.  146/58,  428/39; 
A.  Cayley,  Quart.  J.  pure  appl.  math.  14  (1877),  p.  28/5;  Papers  10,  Cam- 
bridge 1896,  p.  47/9;  ^F.  Ca8or<Ui,  Atti  R.  Accad.  Lincei,  Memarie  mat.  (8)  5 
(1879/80),  éd.  1880,  p.  196/208;*  T.  Muir,  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (6)  17 
(1884),  p.  115/8;  S.  Pincherle,  Reale  Ist.  Lombardo  Bendic.  (2)  19  (1886),  p.  559/62; 
m,  Mellin,  Acta  math.  9  (1886/7),  p.  187/66;  15  (1891),  p.  817/84;  25  (1902), 
p.  189/64;  ^M,  Lerch,  Casopis  math.  fys.  (Prague)  21  (1892),  p.  69/76;  G.  Vi- 
vantij  Jomal  sciencias  math.  astr.  (CoTmbre)  11  (1892),  p.  167/72.* 

^C.  Guichardy  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  4  (1887),  p.  861/80  [ce  mémoire  étudie 
la  question  des  équations  aux  différences  au  point  de  vue  analytique;  on  y  trou 
vera  d'utiles  références].* 

^G,  A.  A.  Plana,  Memorie  Accad.  Torino  (1)  25  (1820),  p.  403/18;  N.  H.  Abel, 
Magazin  for  Naturvidenskabeme  (Christiania)  1'  (1823),  3'  (1825);  Œuvres,  éd. 
L.  Sylùv  et  S.  Lie  1,  Christiania  1881,  p.  11/27,  34/9;  JET.  Weber  (d'après  N- 
H.  Abel),  Acta  math.  27  (1903),  p.  225/33;  E.  Lindelôf,  id.  p.  305/11.* 

,ToT:gours  au  point  de  vue  analytique,  S.  Pincherle,  Atti  R.  Accad.  Lin- 
cei Bendic,  (4)  5  I  (1889),  p.  8/12,  823/7;  (6)  3  I  (1894),  p.  12/17,  99/135; 
(5)  4  n  (1896),  p.  228/32;  (6)  7  I  (1898),  p.  230/4;  Rend.  Cire.  mat.  Palermo  14 
(1900)^  p.  142/4;  Giom.  mat.  (2)  1  (1894),  p.  209/91;  W.  Heymann,  Studien 
ilber  die  Transformation  und  Intégration  der  Differential-  und  Differenzen- 
gleichungen,  Leipzig  1891;  A.  Tagiuri,  Giom.  mat.  (1)  81  (1898),  p.  95/118; 
G.  ToreUi,  Rendic.  Accad.  Napoli  (3)  1  (1895),  p.  226/39;  (8)  2  (1896),  p.  238/60; 
E.  BortohUi,  Atti  R.  Accad.   Lincei  Bendic.  (6)  5  I  (1896)  p.  264/61,   849/56; 
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procédés  spéciaux:  nous  en  examinerons  quelques-uns.  Dans  tous  les 
cas,  l'emploi  de  ces  méthodes  transforme  le  problème  et  le  rattache 
à  d'autres  théories  non  moins  importantes. 

Dans   tout  ce    qui  suit,   il   est   entendu   que  nous    supposerons 
toujours  Xq^O,  h^l,  de  sorte  que   a;  «■  n,  et   que  nous  H'enyisa- 


(6)  7 1  (1898),  p.  257/66;  (6)  7  II  (1898),  p.  46/66;  Ann.  mat.  pura  appl.  (2)  28  (1896), 
p.  809/44;  A.  Hwrmtz,  Acia  math.  20  (1896/7),  p.  286/312;  W,  Heymann,  J.  reine 
angew.  Math.  109  (1892),  p.  112/7;  122  (1900),  p.  16^71.*  A.  Guldberg,  C.  B.  Acad. 
6C.  Paris  137  (1903),  p.  466,  660,  614,  689;  J.  reine  angew.  Math.  127  (1904), 
p.  176/8;  Ann.  mat.  pnra  appl.  (3)  10  (1904)  p.  201/9;  Prace  matematyczno-fizy- 
csne  (Varsovie)  16  (1904),  p.  28/8;  16  (1906),  p.  36/43;  Archiv  for  Math,  og 
Natnrvidenskai)  26  (1903),  mém.  n°  11,  p.  1/11;  26  (1904),  mém.  n«  1,  p.  1/11 
et  mém.  n^  14,  p.  1/8;  Nyt  Tîdsskrift  mat.  16  (1904),  p.  25,^28,  76/86;  Archiv  Math. 
Phys.  3  (8)  (1906),  p.  278/81;  Rend.  Cire.  mat.  Païenne  19  (1906),  p.  291/6;  Ver- 
handl.  des  3^  internat.  Math.  Congresses  Heidelberg  1904,  éd.  Leipzig  1906, 
p.  167/163;  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  22  (1906),  p.  309/348;  Monateh.  Math.  Phys.  16 
(1006),  p.  204/10;  Messenger  math.  (2)  35  (1906/6),  p.  70/2;  S.  Epgtem,  BuU. 
Amer.  math.  Soc.  10  (1903/4),  p.  499/604. 

61)  ^Snr  les  équations  anx  différences  finies,  yoir  anssi  A.  M.  Lorgna,  Mem. 
mai  fis.  Soc.  ital.  délie  scienze  (1)  1  (1782),  mat.  p.  373/430;  G,  F.  MalfcUH,  id.  (1) 
3 (1786), mat. p. 671/663;  P. JFVa«cfcim,id. (1)11  (1804), mat. p. 264/284;  V.Brunacci, 
id.(l)  141  (1809),  mat.  p.176/96;  i.JBanflfont^id.  (1)19 (1821),  mat.  p. 241/^07, 669/T37; 
P.  Paoli,  id,  (1)  2  n  (1784),  mat.  p.  787/846;  (1)  4  I  (1787),  mat.  p.  466/72;  (1)  8  H 
(1799),  mat.  p.  675/657;  (1)20(1827),  mat.  p.  265/71;  D.  Piani,  Novi  Comm.  Acad. 
se.  Bononiensis  10  (1849),  p.  670/607;  N.  Trudi,  Œom.mat.  (1)  7(1869),  p.  76/97; 
Bendic.  Accad.  Napoli  (1)  3  (1864),  p.  147/64,  176/7;  Atti  Accad.  se.  fis.  mat. 
(Naples)  (1)  2  (1866),  mém.  n*»  8,  p.  1/26;  G,  Mainardi,  Giom.  L  B.  Ist.  Lom- 
barde (2)  7  (1865),  p.  19/24;  Mem.  Ist.  Lombarde  6  (1866),  p.  306/10;  G.  Piola,  Ann. 
se.  mat.  fis.  1  (1860),  p.  263/81;  P.  Tardy,  id.  1  (1860),  p.  337/41;  G.  Mainardi, 
id.  6  (1864),  p.  6/10;  B.  Tortolini,  id.  4  (1863),  p.  209/31;  Ann.  mat.  pnra  appL 
(1)  6  (1863),  p.  181/4;  G.  Mainardi,  Atti  Accad.  pontif.  Nnovi  Lincei  20  (1866/7), 
p.  167/9;  D.  Besso,  Atti  B.  Accad.  Lincei  Bendic,  (4)  1  (1884/6),  p.  881/8;  E.  Ca- 
talan, Ann.  mat.  pnra  appl.  (1)  2  (1869),  p.  239/43;  E.  Ceadro,  Nony.  Ann.  math. 
(3)  4  (1886),  p.  36/41;  G.  Oltramare,  Ass.  fr.  avanc.  se.  24  (Bordeaux)  1896% 
p.  175/86;  J.  Hom,  Math.  Ann.  63  (1900),  p.  177/92;  E.  Combescure,  C.  B.  Acad. 
se.  Paris  74  ^872),  p.  464/8,  971^/80;  C.  Le  Paige,  Nonv.  Corresp.  math.  2  (1876), 
p  301/2;  3  (1877),  p.  46/7;  P.  Manaion,  Mém.  conronnés  et  antres  mémoires 
Acad.  Belgique  in  8^  22  (1872)  mém.  n°  1,  p.  1/32;  E,  Combescure,  Ann.  Ec. 
Norm.  (2)  3  (1874),  p.  305/62;  F.  J.  Studnicka,,  Giom.  mat.  (1)  10  (1872),  p.  76,/8; 
/.  /.  Sylvester,  John  Hopkins  Univ.  Circul.  1  (1879/82),  p.  178  (Note  de  G.  Vi- 
vanti),* 

«Yoir  encore,  au  siget  des  équations  aux  différences  finies,  S.  Pineherle  et 
U.  Amaldi,  Le  operazioni  distributive  e  le  loro  applicazioni  ail'  analisi,  Bologne 
1901,  chap.  10,  p.  196/260  et  une  note  de  Thora  Groth  [Nyt  Tidssknft  mai  16 
(1905),  p.  1/6]  sur  la  décomposition  des  expressions  linéaires  aux  différences 
finies  (Note  de  A.  Guldberg).* 
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gérons  qae  les  yaleurs  de  n  entièree,  positives  oa  nalles,  ce  qui  ne 
diminue  pas  la  généralité. 

Soit  une  équation  linéaire  sans  second  membre,  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  x,  et  appliquons-lui 
la  méthode  des  fonctions  génératrices  ^^,  la  fonction  génératrice  de  y, 
étant  prise  sous  la  forme 

q  étant  fixe,  supérieur  aux  valeurs  de  n  à  considérer.  La  fonction 
génératrice  de  y^^i  sera  alors 

celle  de  y,^,  sera 

».-— '•-''■'+V"+'''«''",  ^ 

La  fonction  génératrice  de  ny^  sera  évidemment  ^^,  celle  de  n*y, 
sera  ^^Ujt);  «te.;  celle  de  ny^^^  sera  t-^y  celle  de  n^y^+i  sera 

^diV~3t)'  et  ainsi  de  suite.  En  écrivant  alors  que  la  fonction  géné- 
ratrice du  premier  membre  de  l'équation  donnée  est  nulle,  on  obtient 
une  équation  différentielle  linéaire,  propre  à  déterminer  u,  et  dont 
Tordre  est  égal  au  plus  haut  degré  des  coefficients  de  l'équation  donnée 
par  rapport  à  a;.  Le  problème  revient  à  déterminer  une  solution  de 
cette  équation  sous  la  forme 

yo  +  yJ+"  +  y,^î 

si,  d'une  façon  ou  d'une  autre,  on  peut  déterminer  cette  solution,  le 
coefficient  de  f*  y  sera  la  valeur  cherchée  de  y,.  On  est  ainsi  ramené 
à  effectuer  le  développement  en  série  entière  d'une  fonction  connue 
Boit  explicitement,  quand  on  peut  intégrer  l'équation  diiSérentieUe, 
soit  implicitement  par  Tintermédiaire  de  l'équation  même,  dans  le 
cas  contraire. 

Si  l'on  peut  faire  q  infini,  on  aura  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

yo  +  yi^  +  ys^  +  '-'î 

en  général,  on  aura^  explicitement  ou  non,  la  somme  des  q  +  1  pre- 
miers termes  de  cette  série  sous  la  forme 

A)  +  ^l^g+l  +  ^iVî+f  +  •  •  •  +  ^pyçi-p7 

p  étant  l'ordre  de  l'équation  aux  différences  donnée,  et  A^  étant  une 
62)  P.  8.  Laplace,  Théorie  des  probabilités  *%  livre  I;  Œayres  7,  p.  80  et  sniv. 
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fonction  indépendante  de  q^  qu'on  peut  appeler  par  convention  somme 
de  la  série 

yo  +  yi^  +  yi^  +  ---- 

Inversement;  on  peut  se  servir  de  l'équation  aux  difPérences  donnée 
pour  résoudre  les  questions  relatives  à  Téquation  différentielle  corres- 
pondante. 

Avant  d'appliquer  ceci  à  quelques  exemples  ^  cherchons  encore, 
avec  P.  S,  Laplace^^),  une  solution  de  l'équation  donnée  sous  la  forme 

V  étant  une  fonction  de  ^  à  déterminer,  indépendante  de  n,  ainsi  que 
le  chemin  suivant  lequel  est  prise  l'intégrale.  On  a  sans  peine  les 
relations 

•'».—»'-■— -fê)+/'-"43f) 

»■»„.--««-•  (i) -«-•  (4r) +/'-"''('5)  •■■  ■ 

Dans  ces  formules  les  intégrales  sont  toujours  prises  suivant  le  même 
chemin,  et  les  parties  en  dehors  du  signe  /  doivent  être  entendues 
comme  représentant  réellement  la  différence  de  leurs  valeurs  prises  à 
l'extrémité  et  à  l'origine  du  chemin  d'intégration.  Si  l'on  porte  ces 
valeurs  dans  l'équation  donnée,  elle  prendra  la  forme 

on  peut  la  vérifier  en  déterminant  v  de  façon  que  J.  »  0,  et  en 
choisissant  le  chemin  d'intégration  de  façon  que  jB  »  0.  L'équation 
^  =  0  est  une  équation  différentielle  linéaire  sans  second  membre,  et 
l'on  voit  tout  de  suite  que  c'est  précisément  la  même  que  celle  qui 
tout  à  l'heure  déterminait  u,  quand  on  la  réduit  à  la  forme  homo- 
gène. La  forme  ainsi  obtenue  pour  y^  peut  être  très  utile,  en  parti- 
culier dans  le  calcul  des  probabilités,  pour  de  grandes  valeurs  de  n. 
Pour  avoir  la  somme  m  =  y^  +  y^^  H —  •  +  y^^,  il  suffira  de  faire 
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la  yariable  d'intégration  étant  0. 

Appliquant  la  première   méthode  à  Féqnation  linéaire  à  coeffi- 
cients constants  (n^  8) 

on  voit  que  y^  est  le  coefficient  de  ^  dans  le  développement  en  série 
suivant  les  puissances  de  t  de  la  fraction 

la  série 

yo  +  yi^  +  yf^'  +  --- 

dont  cette  fraction  est  la  somme  est  une  série  récurrente]  l'expression 
de  son  terme  général  pourrait  se  déduire  de  cette  formule;  nous  l'avons 
donnée  plus  haut. 

Appliquons  les  deux  méthodes  aux  équations  suivantes: 

On  a 

y»       1.2.3...n 

d'où 

C  étant  une  constante;  pour  le  chemin  d'intégration ^  il  faut  prendre 
un  contour  fermé  entourant  l'origine  dans  le  plan  des  t  Les  consé- 
quences sont  évidentes. 

20)    y.+i-(n-l)y,-0. 
On  a 

y«  -  yo  •  1  •  2  •  3  •  •  «, 


1   ~ 

0 


'yf^'(yo-y,+i<»^')d^ 


le  chemin  d'intégration  étant  convenablement  choisi^  et  pouvant  être 
le  rayon  qui  va  de  l'origine  au  point  d'affixe  t,  si  la  partie  réelle  de 
t  est  négative;  puis 
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+  00  ^  +00 

On  ferait  de  même  dans  tons  les  cas  semblables. 

On  réussit  encore  à  intégrer  certaines  équations  aux  différences 
en  cherchant  une  solution  d'une  forme  déterminée^  par  exemple  une 
série  de  puissances  ou  de  factorielles^'). 

C'est  ainsi  que  si  Ton  a 


on  peut  écrire 

y,-M*^  +JP)*  +  ^.(«  +!>)*-'  +  M»  +JP)*-*  +  •  •  -, 
et  l'on  trouve  sans  peine 

Si  de  même  on  a 

on  peut  faire 

et  l'on  trouve 

1. 4^1  =  ^0;    2.4J^«^,    3.4^,  =  9J[„    4.4^-25^,.    . 
Les  questions  de  conyergence  sont  naturellement  réservées.* 

11.  iquationB  admiiltanées  aux  différenoea.  —  Équations  aux 
différences  mêlées.  ^Les  équations  simultanées  aux  différences  se 
ramènent  sans  peine  à  des  équations  à  une  seule  fonction  inconnue. 
En  particulier,  dans  le  cas  important  où  elles  sont  linéaires  à  coeffi- 
cients constants,  on  peut  les  traiter  par  analogie  avec  les  équations 
différentielles  correspondantes. 

Une  équation  aux  différences  mêlées  contient  à  la  fois  les  dérivées 
et  les  différences  de  la  fonction  inconnue.  On  réussit  à  l'intégrer 
quand  on  peut  la  ramener  à  deux  équations  successives,  dont  l'une 
est  aux  différences,  et  l'autre  différentielle. 

Ainsi  l'équation 

OÙ  a  et  &  sont  des  constantes,  s'écrit,  en  posant 
Ay  —  6y  «=  e, 

68)  ^Voir  J.  Stirling,  Methodue  differ.  »»).'^ 
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BOUS  la  forme 

dx 


de  ^ 


d'où 

js  =  Ce*',     y  =  CV'  +  C"(l  +  b)% 

C  étant  une  constante  absolue   et  C"  une  constante  relativement  à 
rintervalle  h- 

Considérons  encore  l'équation  suivante,  analogue  à  Téquation  aux 
dérivées  partielles  dite  équation  de  Laplace^), 

'àr+^fe  +  ^y-x  +  ^y.-F, 

où  «0  ""  0,  h=  1,  et  L,  M,  N,  V  sont  des  fonctions  de  x. 
Si 


l'équation  s'écrit 


dx 


et,  par  suite,  on  peut  procéder  à  Tintégration  comme  ci-dessus,  si  Ton  a 

dL 
dx 


N-LM-i^-O; 


Sinon,  on  a 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  la  relation  qui  définit  jer^,  on  a 
une  nouvelle  équation  de  même  forme,  à  laquelle  on  peut  appliquer 
le  même  procédé. 

On  peut  aussi  poser 

ce  qui  conduit  à 

si  donc  N—  LM^^^'^O,  on  peut  réduire  le  problème;  sinon,  on 
tire  ffgg  de  cette  relation  et  on  est  ramené  à  une  équation  analogue. 
Les  fonctions  N—  LM—  -^  et  N  —  LM^_^  sont  des  invariants 
qui  se  reproduisent  à  un  facteur  simple  près  quand  on  fût  y  «  Xy, 
X  étant  une  fonction  de  x.  La  théorie  se  développe  comme  celle  de 
YéquaUcn  de  LapUAce, 


64)  ^8.  D.  Poisson,  J.  Ec.  Polyt.,  (1)  cah.  13  (1806),  p.  126/47/ 
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La  forme  d'une  équation  aux  diiSerences  mêlées  peut  suggérer 
celle  de  la  solution;  c'est  ainsi  que  l'équation 

admet  des  solutions  de  la  forme 

a  étant  racine  de  Téquation 

e«  -  a  -  1  =«  0.' 

12.    Extension  au  cas  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

^Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  calcul  des  différences  s'étend  sans 
peine  au  cas  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Supposons  qu'il  y 
ait  deux  telles  variables  x,  y  prenant  des  valeurs  de  la  forme  x^  +  mh, 
y©  +  ^*>  ®^  soi*  ^  0^  ^m,fi  1^  valeur  correspondante  de  la  fonction. 
On  aura 

Si  e^^^  est  représenté  symboliquement  par  ç?™^",  l'expression  symbo- 
lique de  àFj\ss^n  s®^*  ç>"'^"(9  —  1)''(^  —  1)*  (p,  q  entiers  ^  0),  et 
celle  de  jer^+^„+j  sera  ^"•^''(l  +  ^^(l  +  r)»,  d  et  t  correspondant 
respectivement  à  A,  et  A^. 

Sans  insister  davantage  ^^)y  disons  quelques  mots  des  équations 
aux  différences  partielles^  en  supposant  toujours  x^^^  y^^  0,  h^Jc^l. 

Soit  par  exemple 

remarquant  que  les  indices  de  z„^^„  qui  y  figurent  sont  liés  par  une 
relation  linéaire,  x  +  y  '^  constante^  posons 


on  aura 
d'où 

et  par  suite 


x  +  y^t,    ^^y  =  w,; 

„..c+c-(l^)'. 


56)  Sur  ce  sijjet,  voir  les  traités  didactiqnes,  les  mémoires  cités  de  J.L,  La^ 
grange  dans  la  note  24  et  de  P.  8.  Laplace  dans  la  note  20;  yoir  aussi  P.  8.  Lapiaee^ 
Théorie  des  probabilités'^);  P.  8.  Laplace,  Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (1)  6 
(s.  d.),  éd.  1774,  p.  363/71;  id.  (1)  7  (1778),  éd.  1776,  p.  37/232;  Œuvres  8,  Paris  1891, 
p.  3/24,  67/197;  E.  Combescure,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  74  (1872)  p.  464/8;  W.  WaUon^ 
Quart.  J.  pore  appl.  math.  9  (1868),  p.  108/11. 
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12.  Exieneion  an  cas  de  pluBienra  yariableB  indépendantes.  81 

".,,  =  vC^  +  y)  +  *(«  +  y)  (^-~-)% 

Ç7  et  ^  étant  des  fonctîonB  arbitraires. 

On  arrive  au  même  résultat  à  l'aide   de  la  représentation  sym- 
bolique; réquation  s'écrit  alors 

Ç)^  —  JPÇ,8  —  (1  — 1>)^«»-  0 

OU  bien 

(9'-*)(ç'-*^)-0; 

et,  en  divisant  qr'il^  par  (9  —  ^)  (9  — •  ^  "~^j ,  on  a  d'une  façoiL 
précise 

*x,y        *0,x  +  y  1— p         ~*l,*  +  y-l  1  — p 

La  même  méthode  peut  être  appliquée  avec  les  modifications  con- 
Tenables  à  toutes  les  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  qui 
sont  de  beaucoup  les  plus  importantes.  Supposons,  par  exemple, 
l'équation 

on  peut  exprimer  xr^  ^  (x>0,  y  >  0)  à  l'aide  des  z^i  et  des  ;?^q  ainsi: 
d'abord  l'équation  s'écrit  symboliquement 

ç)^  —  ail;  —  ftç?  —  c  =»  0, 
d'où 

le  second  membre  est  la  somme  d'une  fonction  entière  de  ^  et  de 

fractions  telles  que  ,    _,y,  où  l'on  pourra  remplacer      _  ,   par  ^~^ 

d'après  l'équation;  donc,  finalement,  ç)*^^  est  la  somme  d'une  fonction 
entière  de  ^  et  d'une  fonction  entière  de  %  ce  qui  conduit  immédia- 
tement au  résultat  cherché.  Avec  la  même  équation,  on  peut  encore 
chercher  une  solution   de   la   forme   a'/î^;    il   suf&t    en   effet   d'avoir 

afi-ap-ba-c^O,  d'où /î-^^;  l'intégrale ^ a* (~^^^^ 

p 
où  les  limites  jp  et  5  sont   arbitraires    ainsi    que  la   fonction  g) (ce), 

vérifiera  aussi  l'équation  proposée. 

On  peut  enfin  appliquer  aux  équations  linéaires  la  méthode  des 

fonctions  génératrices;  la  fonction  génératrice  de  0^^„  sera 

ISiMgrolop.  des  soienc  mathémat.    14.  S 
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i  et  j  prenant  tontes  les  yalenrs  positives  on  nulles^  et  le  déyeloppe- 
ment  étant  supposé  prolongé  indéfiniment,  pour  plus  de  simplicité; 
la  fonction  génératrice  de  j?^^^,^.^  (l^^O,  g^O)  sera  alors     ~",    , 

en  appelant  u  l'ensemble  des  termes  de  u  qui  ne  sont  pas  divisibles 
par  t^t^"^  et  ainsi  de  suite.    Ainsi,  avec  Téquation  précédente  où  c  «=  0, 

on  trouve,  en  supposant 

^0,0  =  »»;    ^o  =  0(*>0),    ^o.i--l  (»>0), 
que  l'on  a 

,  t* 


<-')(-ié^)' 

d'où 

.„-4i+»>+'-fe±st.4-...+'<'|',' -g+f-')»-.], 

expression  que  l'on  trouverait  aussi  sans  peine  directement,  ainsi  qu'il 
arrive  plus  d'une  fois. 

Pour  intégrer  une  équation  aux  différences  mêlées  où  figurent 
les  caractéristiques  A,  et  g—    on  remarquera  qu'on  peut  écrire  sym- 

boliquement  -^^Tcz,  Te  étant  une  lettre  telle  que  A^  =»  -^  :  c'est  ainsi 
que  l'équation 

*  '«y  cy  ' 

où  a  est  constant,  devient,  en  faisant  jer^  ^  «=  u^, 

w.+i  ~  t*,  ~  aJcu^  -  0, 
doù 

c'est-à-dire 

ç)(y)  étant  une  fonction  arbitraire  de  y.     On  peut  encore  écrire 

if  (y)  étant  une  autre  fonction  arbitraire.* 

13.  Applioations  des  équatioiui  aux  différenoes.  On  peut  d'abord 
par  un  passage  à  la  limite  convenable  passer  de  la  théorie  des  équa- 
tions aux  différences  à  celle  des  équations  différentielles.  H  est  encore 
évident  que  la  détermination  des  coefficients  de  nombreux  développe- 
ments en  série  conduit  à  la  solution  d'équations  aux  différences,  et 
réciproquement. 
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18.  Applioftiionfl  des  équations  aux  difféieiicefl.  83 

Si  Ton  fait^),  en  gardant  les  hypothèses  x^^O^  A  —  1, 

on  a 

Jîx+i-Jîx-=^;    avec^-1, 
C,^x-C,-JB,,     avecC,»!,  ... 

Si  de  même  on  fait 

coB  t'^Uy    coB  a?f  =  A^u"  +  B^u'-  *  +  (?,!**"*  +  •  •  • , 
on  a 

^^^1  =  2-4^,  ^,  =  1, 

i>.+i+a-i  =  2D„    De--1,  ... 
^Supposons  encore  que  l'on  développe  jp*  suirant  les  factorielleB 

(J>)«-J>(p-*)  0-2A)  . .  .(p_A(»-l)), 
de  sorte  que  a;  étant  entier  et  positif,  on  ait 

P'  -  (i))('^  +  A,{pj'-^)  +  5,(i>)(*-«)  +  c,oy— )  +  . . .  ; 

en  multipliant  par  Pj  on  tronve  sans  peine  les  relations 


qui  permettent  le  calcul  immédiat  des  coefficients  inconnus.* 

Nous  ayons  vu  la  détermination  du  terme  général  dWe  série 
récurrente;  on  en  trouve  une  application  quand  on  cherche  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  divisions  successives  à  effectuer  dans  le 
calcul  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  a  et  h.  En 
supposant  n  divisions,  on  a 

a«6g,+r„  ft-r^gj+r,,  r^^r^q^+r^y  ....,  r,.,-r^_iî„+r^,   r^    -  0 
et  comme  les  quotients  sont  ^  1,  et  le  dernier  >  1  certainement, 

«^&  +  n>   *^^i+^2;    ♦'i^^î  +  ^j;     '-7    ^-î^^-i+^-i;    ^  =  0; 
et  à  Faide  des  nombres 

yo-0;  yi  =  i;  ya  =  yo  +  yi;  Vz^Vi  +  yty  ••• 

ces  in^alités  s'écrivent 

66)  Voir  BUT  les  exemples  qui  suiyent  :  8.  F.  Lacroix^  Calcul  diff.  **)  (2*  éd.) 
S,  p.  117,  124. 

6* 
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Si'donc  on  a  6<y|.+i,  on  sl  n^L    Or  Féquation 

avec  y^  =  0,  yj  «=  1,  donne 

et  Ton  en  déduit  la   règle  de  Lamé^'^:   le  nombre   des   divisions   à 
effectuer  est  inférieur  à  cinq  fois  le  nombre  des  chiffires  de  i, 

JLte  développement**)  en  série  de    ^^  \^~^l__Z'        suivant  les 
puissances  de  t  et  f  conduit  à  Téquation  aux  différences  partielles 

et  ion  a 

log[(l-e)(l-0]_  ^çj    t. 2. ..x. 1.2. ..y        r^ 
tf-^t  —  f  OOl.2.8...(«  +  y  +  l)*^'^    ' 

X  et  y  prenant   les  valeurs  positives  ou  nulles.     On  a  de  mème^  à 
l'aide  de  la  même  équation/ 

(l~Q-^+(l-0-t  _  ç^çj  1.3.6...(2a;~l).1.3.6...(2y~l)       ^^ 
l  +  (l_<)4(l_*')i  ^^  2.4.6."..(2^  +  2y) 

rr  et  y  prenant  encore  les  mêmes  valeurs. 

Le  calcul  fonctionnel*^)  conduit  à  des  équations  aux  différences^. 


57)  G.  Lamé,  G.  B.  Acad.  se.  Paris  19  (1844),  p.  867/70.  Cette  application 
du  Galcnl  des  différences  a  été  indiquée  par  P.  L.  Ôébyiev;  cf.  D.  Seîivanov, 
Lehxbncli  der  Differenzenrechniing,  Leipzig  1904,  p.  91. 

58)  ^Pour  ces  deux  exemples,  voir  A.  A.  Markov^  Isëisl.*^;  Differenzen- 
reclmung,  p.  163/4;  Ch.  Hermite^  Gours  d'Analyse  de  TEc.  polyt.  1,  Paris  1873,  p.  64.* 

59)  ^P.  S.  Laplace,  Mém.  présentés")  (1)  7,  p.  87>^82;  Œuvres  8  p.  67/197.* 

60)  ^JP.  Casorati  [Ann.  mat.  pura  appl.(2)  10  (1880/2),  p.  10/4.S  ;  Atti  R.  Accad. 
Lincei,  Memorie  mat.  (3)  5  (1879/80),  éd.  1880,  p.  196/208]  a  appliqué  le  calcul  des 
différences  à  un  tout  autre  objet.    Si  x^  est  un  point  du  plan  servant  à  figurer 

les.  nombres  complexes,  la  valeur  de  la  variable  t=^—r-log  {x  —  rcj  augmente 

ou  diminue  de  1  lorque  le  point  mobile  x  décrit  une  circonférence  autour  du  point 
fixe  «1  dans  le  sens  direct  ou  rétrograde.  F.  Casorati  en  a  déduit  que  Véqua- 
tion  fondamentale  de  Fuchs,  correspondant  à  une  équation  différentielle  linéaire 
où  X  désigne  la  variable  indépendante^  peut  être  regardée  comme  une  équation 
aux  différences  finies  par  rapport  à  la  variable  indépendante  t,  avec  At=l; 
cette  équation  aux  différences  finies  est  linéaire  et  à  coefficients  constants.  Dans 
le  même  mémoire  F.  Casorati  a  d'ailleurs  donné  encore  d'autres  interprétations 
de  la  théorie  des  équations  aux  différences  finies,  se  rapportant  à  la  théorie  des 
fonctions  monopériodiques  et  bipériodiques.  On  trouvera  des  applications  du 
calcul  des  équations  aux  différences  finies  à  la  mécanique  dans  P.  Franchini, 
Mem.  mat.  fis.  Soc.  ital.  délie   scienze  (1)  16  (1813),  mat.  p.  228/71  et  A,  Bor- 
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Soit  par  exemple 

et  soit  à  former  *(->(0,  où  *(*>(«)- V^L^W],  ¥^K^)  ^  Ht^^K^)],  etc. 
Si  Ton  fiait  ^W(t)  =  y^,  on  a 

^yny«+i  +  cyn+i  -  &y»  -  a  -  0, 
avec  yo  ='  ^  d'où 

a  et  /S  étant  les  racines  de  l'équation 

cPa^  -  (6  +  e)dx  +  6c  —  arf  —  0; 
de  plus 

et   Ton   peut   trouver   ainsi   facilement  les   conditions   de  périodicité 
de  if({). 

Soit  encore  à  trouver  ^(^)  par  la  condition 

a  étant  une  constante.    Faisons 
on  a  les  deux  relations 

y.y«+i  -  y«+i  +  y.  - 1  -  O; 

doù 

y«-tg(C'  +  Jn) 
et^  par  suite,  en  éliminant  n, 

(7,  C,  C"  étant  des  constantes  arbitraires.* 

Application  du  calcul  des  dilférenees  à  Tinterpolation. 

14.  Énoncé  du  problème.  —  Notation  symbolique  des  dérivées 
et  intégrales.   ^Dans  tout  ce  qui  précède  nous  n'avons  envisagé,  d'une 

dmi,  Mem.  mat.  fis.  Soc.  ital.  délie  sdenze  (1)  17 1  (1816),  mat.  p.  167/886  (Nota 
de  G.  FfWwiiO* 
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façon  générale  ;  que  des  fonctions  simplement  définies  pour  certaines 
valeurs  de  la  yariable  ou  des  variables  indépendantes;  cependant  les 
solutions  des  problèmes  relatifs  aux  différences  s'étendent  facilement 
aux  fonctions  analytiques;  celles  des  problèmes  relatifs  aux  sommes 
ou  aux  équations  aux  différences  ont  une  extension  moins  facile  quand 
on  les  prend  sous  leur  aspect  le  plus  général  et  il  suffit^  pour  s'en 
convaincre,  de  réfléchir  aux  questions  analogues  du  calcul  intégral  et 
de  la  théorie  des  équations  différentielles:  c'est  là;  en  effet,  un  cas 
limite  simplement.  Nous  n'insisterons  pas  ici  sur  ces  questions 
qui  n'offrent  que  peu  d'intérêt  pratiquement* 

Le  problème  général  de  Vinterpolaùion  consiste  à  représenter  une 
fonction  connue  ou  inconnue,  mais  de  définition  précise,  sous  une 
forme  choisie  à  l'avance,  à  l'aide  des  valeurs  calculées  ou  observées  que 
prend  cette  fonction  pour  des  valeurs  déterminées  de  la  variable  indé- 
pendante (en  se  limitant  au  cas  d'une  seule  variable).  On  est  conduit 
directement  à  ce  problème  dès  que  la  fonction  à  étudier  ne  peut  être 
connue  que  par  l'expérience,  ou  bien  encore  quand,  étant  de  forme 
analytique  déterminée,  celle-ci  est  trop  compliquée  pour  pouvoir  être 
utilisée  pratiquement. 

En  supposant  que  les  valeurs  de  la  variable  se  succèdent  en 
progression  arithmétique,  on  voit  tout  de  suite  que,  dans  ce  cas 
particulier,  le  calcul  des  différences  et  l'interpolation  seront  dans  un 
rapport  intime,  dont  l'étude  va  faire  l'objet  de  cette  seconde  partie. 

Conservant  toutes  les  notations  déjà  employées,  nous  supposerons 
de  plus  que  la  fonction  f(x)  ou  y  admet  des  dérivées  de  tous  les 
ordres  dans  le  domaine  où  nous  l'envisageons;  ^et  de  même  que,  dans 
la  représentation  des  fonctions  analytiques,  les  fonctions  rationnelles 
entières  jouent  un  rôle  prépondérant  parce  qu'à  partir  d'un  certain 
ordre  les  dérivées  d'une  fonction  rationnelle  entière  sont  nulles,  de 
même  ici  nous  étudierons  la  représentation  de  f{x)  à  l'aide  d'une 
fonction  rationnelle  entière,  parce  que  toutes  les  différences  d'une 
fonction  rationnelle  entière  sont  nulles  à  partir  d'un  certain  ordre.* 
L'interpolation  à  l'aide  des  fonctions  rationnelles  entières  s'appelle 
interpolation  parabolique,  pour  une  raison  évidente. 

L'interpolation  parabolique  a  pour  limite  l'interpolation  à  l'aide 
des  valeurs  de  f  (x)  et  de  ses  premières  dérivées  pour  une  valeur  déter- 
minée de  X]  l'étude  simultanée  de  ce  cas  limite  et  du  cas  général  est 
des  plus  fécondes. 

^ous  la  faciliterons  à  l'aide  d'une  notation  symbolique  con- 
venable.   Convenons  de  représenter   ( — ^-^)  ^^f^'^ip^n)}   ^n  ^^^^^ 
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14.  Notation  symbolique  des  dérivées  et  intégrales.  g? 

toujours  égal  à  x^  +  nh,  par  le  symbole  d^q>^,  qui  ne  laisse  subsister 
aucune  ambiguïté  tant  qu'on  se  borne,  ainsi  que  nous  le  supposons 
expressément  y  à  la  considération  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes par  rapport  aux  y„  et  à  leurs  dérivées;  il  est  clair  alors  que  la 
formule  de  Taylor,  supposée  applicable,  est  contenue  dans  la  formule 
symbolique*^) 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens;   écrivant  en  effet 

9>"^' "  9^"  (1  +  V  +  rr2- +  iTyrâ  +  •  •  •)' 

ceci  équivaut  à 

Si  d'ailleurs/* est  une  fonction  rationnelle  entière  de  x,  cette  for- 
mule s'arrête,  c'est-àrdire  que  les  puissances  d^  du  symbole  d  doivent 
être   considérées  comme  nulles  à  partir  d'un  certain  rang. 

On  peut   aUer  plus  loin,    et  représenter  sans   inconvénient  les 

intégrales  /  f(x)dx,  J  dx  J  f(x)dx,  etc,  où  les  limites  inférieures 
sont  arbitrairement  fixées,  par  les  symboles  d'^  (p*,  rf""^y", . . .;  par 
suite  on  aura  aussi,  symboliquement, 

TeUe  est  la  représentation  dont  nous  ferons  constamment  usage 
dans  ce  qui  suit,  pour  compléter  celle  qui  nous  a  déjà  servL 

Si,  par  exemple,  on  considère  le  produit  fg,  les  valeurs  de  f  et  g 
pour  x^  étant  y^  et  y^',  et  si  l'on  fait  correspondre  h  f  et  g  et  f g  les 
symboles  %  g>',  ^  et  d,  (f  ,  Z>,  on  a 

d'où 

D  =  d  +  d\ 

formule  qui  contient  la  formule  de  LeibniZy  et  celle  de  l'intégration  par 
parties  la  plus  générale,  d'une  façon  analogue  à  ce  qui  a  été  dit  au 
n**  4.  Si  en  particulier  on  peut  faire  y^  ^(f^j  c  étant  une  constante, 
en  posant  9'  »  c,  y^  coïncide  avec  sa  représentation  symbolique,  et 
l'on  a 


61)  Cf.  note  18. 
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(les  log^thmes   étant  toujours   népériens)  ^   et  la   représentation  de 

4f*f(x)  dx  par  exemple  sera 


/. 


c  (p 


^+       h    ~ 


16,  FormtQes  d'interpolation  parabolique  exprimées  avec  lea 
différenoes.  En  gardant  toujours  le  symbole  0  pour  la  différence 
d'une  fonction,  la  relation  symbolique 

nous  a  fourni  d'importantes  formules;  mais  ces  formules  n'ont  un 
sens  que  sous  des  conditions  particulières.     C'est  ainsi  que^  si  de 

y«+p  «  ç>«  (1  +  ey 

nous  tirons'la  relation  (5)^  notre  raisonnement  suppose  p  entier  et  >  0. 
Si  cependant  f{x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  k,  les 
différences 

A*+Y(a;)     (î>0) 

seront  toutes  nulles^  ce  qui  revient  à  considérer  les  puissances  6^^' 
comme  nuUes  pour  t  >  0 ,  et  la  formule  (5)  subsiste  quelle  que 
soit  la  valeur  de  p,  puisque  son  second  membre  est  toujours  limité 
et  représente   une   fonction   rationnelle   entière  de  degré  k  en  i^  ou 

— T— *,   qui  coïncide  avec  f(x)  pour  p  =  0, 1,  2, . , . .  A;,  par  exemple. 
La  formule 

a  donc^  dans  ce  cas^  un  sens  précis  quel  que  soit  p.  U  est  naturel 
alors  de  conserver  cette  formule  pour  une  fonction  quelconque  f(x)f 
sous  le  bénéfice  des  conventions  suivantes:  p  n'étant  plus  entier  et 
>  0,  on  est  amené  à  représenter  y^^p  par  ^^^  série  illimitée;  si 
l'on  s'arrête  dans  cette  série  au  terme  en  A*^,,  la  somme  des  termes 
conservés  sera  la  valeur  de  y^-^p}  ^  ^  condition  de  lui  ajouter  un 
terme  complémentaire,  plus  ou  moins  facile  à  calculer^  qui  s'annulerait 
si  f(x)  était  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  k.  Si  l'on  sup- 
pose de  plus  que  k  augmente  indéfiniment,  la  série  fournit  un  déve- 
loppement formel  de  y^^^  dans  tous  les  cas;  elle  devient  d'ailleurs 
convergente  et  sa  somme  est  égale  à  y^^p,  si  le  terme  complémen- 
taire tend  vers  zéro. 

Remarquons  maintenant  que  si  l'on  connaît  les  valeurs 

tfnf      Ifn  +  lf      y«+«?       •  •  ')      Vn  +  k 

de  la  fonction  f{x),  on  connut  aussi  les  différences 
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et  myersement.    H  en  résulte  que  la  formule 

ç,«+p  =  ç,«(l+ô)P 
Ta  noua  fournir  une  formule  d'interpolation  fXH-abolique  pour  la 
fonction  f(x)  quelconque  connue  par  y^,  y^^^y . . .,  y^^^]  il  suffira  de 
l'arrêter  au  terme  en  A*y^  et  de  lui  ajouter  le  terme  complémentaire. 
Dans  bien  des  cas  on  négligera  complètement  ce  terme  complémen- 
taire: ce  sera,  conformément  à  l'esprit  du  calcul  d'interpolation ,  assi- 
miler f(x)  à  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  h]  la  sagacité 
exercée  du  calculateur  suffira  le  plus  sourent  à  discerner  les  cas  où 
cette  assimilation  est  légitime  dans  un  problème  déterminé. 

Tels  seront  les  principes  appliqués  dans  tout  ce  qui  suit. 

La*  formule  •') 

(5)  y.+,-y.+C,^A».+  C,«AV,+  C,»A»y,+--, 

OÙ  l'on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  p,  est  la  formule  d'interpcltxHan 
de  Newton.  Cherchons-en  le  terme  complémentaire^  que  nous  mettrons 
sous  la  fonne  C^'^^A\  la  fonction  de  t 

f{x,  +  h()  -y,-  C^ù^y,  -  C^ù?y, ...  -  C,*A*y,  -  C^^'A 
s'annule  pour  <  =  0,  1,  2, . . .,  A  d'après  ce  qui  précède^  et  pour  t^p 
d'après  la  définition;  sa  dérivée  (]c  +  !)""•  s'annule  donc  pour  une  valeur 
p'  de  i  comprise  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres  0^ 
Je  et  py  de  sorte  que*') 

JLa  formule  (5)  de  Newton  utilise  les  nombres  qui^  dans  le  tableau 
suivant  de  forme  triangulaire^  analogue  au  tableau  (A)  du  n^  3,  que 
l'on  peut  former  avec  la  connaissance  de  y^,  ^n+i;  ^n+ii  •  •  •? 


Ay, 

y.+i 

A»y« 

^y,+i 

A»y, 

y«+t 

A*y.+i      . 

^Vn+i 

^*».+i 

y.+s 

^•y.+.     , 

^y,+8 

^"y.+i 

y.+« 

^y«+4 

A»y.+, 

y.-i-s 

sont  sur  le  côté 

sapérienr  da  triangle. 

A*y„ 
A*y.+x 


A»y., 


62)  Voir  note  8;  voir  aussi  M,  Ccmtor,  Vorles.*»)  S,  p.  372/6. 

63)  JL  L.  Cauchy,  G.  R.  Acad.  se.    Paris  11  (1840),  p.  775/89;  Œayres  (1)  5, 
Paris  1886,  p.  i0%^4. 
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En  écrivant 

on  a  une  formule  analogue 

(ô"")    y„+,  -  y.  +  C/Ay._,  +  C»,+i A«y,_,  +  C»,^, A»y,_,  +  •  •  • 
qui  utilise  les  nombres   situés   sur  le  côté  inférieur  du  tableau  tri- 
angulaire précédent  dans  lequel  on  aurait  changé  n  en  n  —  ô. 

Le  terme  complémentaire  de  la  formule  (5  bis)  est  analogue  à 
celui  de  la  formule  (5).* 

En  supposant  impair  le  nombre  des  valeurs  données  de  y,  et 
formant  avec  ces  valeurs  un  tableau  tel  que 

Ay^  A»y._i 

y«+i  AV» 

Ayn+1 

y»+i 

les  formules  (6)  et  (7),  dites  formules  de  Oaus§,  utilisent  les  valeurs 
qui  se  trouvent  sur  la  ligne  médiane  du  tableau,  et  immédiatement 
au-dessous  ou  au-dessus  de  cette  ligne:  la  première  sert,  pour  cette 
raison,  à  interpoler  en  avant,  la  seconde  à  interpoler  en  arrière. 

La  formule  (8)  ou,  avec  les  notations  du  tableau  (B)  du  n°  4,  la  for- 
mule (10)  qui  s'en  déduit,  est  dite  formule  de  Stirling,  et  emploie  les 
nombres  placés  sur  la  médiane  du  tableau  analogue  à  (B)  qui  résul- 
terait du  précédent. 

Si  le  nombre  des  valeurs  données  de  y  est  pair,  on  est  amené 
à  former  le  tableau  symétrique  tel  que  le  suivant  (en  utilisant  les 
notations  de  (B)): 


!fi.-i  "  y«-i 


y«+4  <î*y,+i  <î*y«+i 

y.+î  ^*y»+i 


*y. 


y.+i 


1.+» 
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et  la  formule  (11),  dite  formvie  de  Bessd,  qui  réBulte  de  la  fonnule  (9) 
arec  un  diangement  de  notation  évident;  emploie  encore  les  nombres 
situés  sur  la  ligne  médiane  de  ce  tableau  supposé  complété  par  les 
moyennes  arithmétiques. 

Si  en  particulier  on  fait  j9  »  0  dans  la  formiUe  de  Bessd,  on  a 
la  formule  très  commode  pour  Finterpolation  au  milieu  d'un  interralle: 
(11  bis)    yn--liy,+  Cliid^y,+  Cliii^y,  +  ^'' 


'-f*yn-T^**î'«  + 


irmM*»ii  + 


8  f*^  ^»    '    128  ^     ^«       1024  * 

les  différences  d'ordre  impair  ont  disparu. 

^Les  termes  complémentaires  des  formules  que  nous  venons  de 
passer  en  revue  se  détermineraient  sans  peine,  comme  celui  de  la 
formule  de  Newton. 

Si  Ton  remarque  que  dans  les  formules  (10)  et  (11)  les  différents 
termes  des  seconds  membres  sont  alternativement  des  fonctions  paires 
et  impaires  de  p,  et  par  suite  forment  des  groupes  respectivement 
égaux,  on  voit  que  Ton  peut  écrire  la  quadruple  formule 


(21)  y. 


»+p' 


+  ^f*y.  +  |-c,M**y.  +  f  c/^4<î'y.+  " 

où  l'on  peut  combiner  une  ligne  quelconque  de  la  première  accolade 
avec  une  ligne  quelconque  de  la  seconde,  notation  qui  sera  conservée 
par  la  suite. 

Cette  formule  qui  comprend  les  formules  (10)  et  (11)  peut  être 
obtenue  directement  ainsi.    Reprenons  les  symboles  £  et  fi  tels  que 

de  sorte  que 

et  continuons  à  garder  les  mêmes  lettres  pour  les  opérations  corres- 
pondantes.   En  faisant 

P-i(.i^  +  'p-')-r[{i'  +  i)"  +  {i'-i)"l 
F-±(^-,-,)_i.[(,  +  i).,-(,-4).,], 

P     F^      P^ 
on  voit  que  P,  — ,  -j-,  — j  sont  développables  suivant  les  puissances 
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paires  de  â]  on  en  déduit  pour  chacune  des  quantités  P  et  P'  une 
double  expression,  ce  qui  conduit  à  la  quadruple  formule  (21)  pour 
9^  =  P  +  F.* 

16,  Application  à  la  construction  et  à  l'emploi  de  tables 
mathématiques^).  Soit  à  réduire  une  fonction  f(x)  en  table.  On 
peut  à  cet  effet  calculer  tout  d'abord  sa  valeur  et  celles  de  ses  k 
premières  différences  pour  une  valeur  particulière  Xq  de  la  variable;  il 
est  clair  alors  que  si  cette  fonction  était  une  fonction  rationnelle  entière 
de  degré  k,  de  simples  opérations  d'addition  et  de  soustraction  suf- 
firaient pour  calculer  les  valeurs  de  f(x)  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  de  la  forme  x^+ph,  p  étant  entier. 

Supposons   par   exemple    que  l'on   veuille   faire   le   tableau   des 

valeurs  de 

f(x)  «  10a;»  -  101  rc*  -  109a:  +  1799 

pour  les  valeurs  entières  et  positives  de  a;;  on  calcule  directement 
f(p)  -  1799,  f(l)  =  1595,  ?(2)  =  1257,  et  comme  on  sait  que 
A*f(x)  =  60  pour  fe  =  1,  on  a  immédiatement  par  simple  addition  ou 
soustraction: 

Af(x) 


X 

0 


1799 

1599 

1257 

833 

387 

-  21 


6  -331 

7  -483 


ù*f{x)     ù?f{x) 


-200 
-342 
-424 
-446 
-408 
-310 


-152 


-142 


-22 


38 

98 

158 


60 
60 
60 
60 
60 


Dans  le  cas  général,  on  assimile  la  fonction  i  une  telle  fonction 
rationnelle  entière,  et  l'on  détermine  h  de  façon  à  Intimer  cette 
assimilation  pour  an  intervalle  suffisamment  étendu;   si  l'on  s'arrête 

64)  Voir  A.  A.  Markov,  labial.**);  Di£Fei«nzentechnuiig,  p.  28/49;  R  Cotes, 
Canonotechnia  "). 
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à  une  valeui*  y^^  un  calcul  direct  de  cette  râleur  vérifiera  toutes  les 
opérations  précédentes  et  montrera  jusqu'à  quel  point  lliypothèse 
faite  était  légitime.  Il  importe,  pour  que  cette  méthode  soit  aran- 
tageuse,  que  les  différences  qu'on  néglige  soient  très  petites:  c'est  à 
quoi  l'on  arrive ,  en  général,  en  prenant  l'intervalle  h  suffisamment 
petit»). 

^Supposons  par  exemple  que  l'on  veuille  construire  une  table  de 
logarithmes  vulgaires  des  nombres  entiers  à  partir  de  10000  en  se 
servant  seulement  des  trois  premières  différences.  Faisant  Xq»  10000, 
h^ly  on  a  d'abord  ^0  =  4;  on  calculera  directement  y^,  y^j  y,  et  l'on 
pourra  immédiatement  construire  la  table;  en  négligeant  ici  les  erreurs 
qui  proviennent  du  fait  que  l'on  opère  sur  des  nombres  approchés, 
l'erreur  sur  y^  sera  donnée  par  le  terme  complémentaire  de  la  formtde 

de  Newton,  ^^^^ ---^  JyooÔo'J-  %~~  y  ^  désignant  le  module 
et  p'  un  nombre  compris  entre  0  et  p]  cette  erreur  est  sensiblement 
égale  à  -  0,0000000010  pour  p  «  100.* 

Si  maintenant  on  possède  une  table  des  valeurs  de  la  fonction 
f{x)  pour  des  arguments  de  la  forme  x^  +  nh,  n  étant  entier,  on 
peut  ^en  servir  pour  résoudre  deux  problèmes: 

1®)  Calculer  y^^p,  p  étant  quelconque. 

On  peut  toujours  choisir  0<l|)!^^,  et  c'est  ce  que  nous 
supposerons,  sans  que  ce  soit  d'ailleurs  nécessaire.  On  appliquera  la 
formule  (5)  ou  la  formule  (5  bis)  suivant  que  p  sera  >  0  ou  <  0, 
en  s'arrêtant  à  la  différence  de  rang  convenable.  Pour  que  la  table 
soit  d'un  emploi  commode,  il  faut  pouvoir  s'arrêter  à  la  première 
différence;  on  fait  ainsi  une  interpolation  linéaire.  Dans  ce  cas  l'erreur 
commise  est  de  la  forme 

p'  étant  compris  entre  0  et  1.  Il  est  facile  d'appliquer  ce  résultat  aux 
tables  usuelles  de  logarithmes. 

66)  Voir  comme  exemple,  G.  C.  F.  M.  Biche  de  Prony,  ^Notice  sur  les 
grandes  tables  .  .  .  da  Cadastre"  (1  Qerminal  an  IX)  et  ,,Rapport  sur  les  grandes 
tables  ...  du  Cadastre"  (11  Germinal  an  IX)  par  /.  B,  J.  Delambre,  J.  L. 
Lagrange  et  P.  S.  LapUice  [Mém.  Institut  national  se.  et  arts;  se.  math.  phys.  6 
(s.  d.),  éd.  an  XII,  p.  49/66  et  p.  66/66];  G.  G.  F.  M.  Biche  de  Prony,  Notice  sur 
les  grandes  tables  logarithmiques  et  trigonométriques  adaptées  au  nouveau 
système  métrique  décimal,  Paris  1824. 

Voir  aussi,  pour  la  construction  des  tables  à  Taide  des  différences:  ^Tables 
trigonométriques  décimales  calculées  par  Ch.  Borda '^ ,  publiées  par  J.  B.  J, 
Deîanibre,  Paris  an  IX,  p. 
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Poar  les  nombres^  une  table  à  cinq  décimales  par  exemple  fournit 
les  logaritbmes  des  entiers  JS  depuis  1000  jusqu'à  10000;  on  emploie 
la  formule 

log  {N  +  p)^\o^N  +  p  [log  {N+D-  log  N], 

et  Terreur  s  est  de  la  forme 

p{l  -p)         M        ^ 

2  (iST+p)" 

pour  0<p<l  elle  est  inférieure**)  à  — — r^,  et  par  suite  n'a  aucune 
influence  sur  la  cinquième  décimale. 

Si  Ton  est  obligé  de  tenir  compte  des  différences  d'ordre  supérieur, 
(ce  que  l'on  jugera  à  leur  grandeur)  il  sera  commode  de  s'aider  d'une 
table  auxiliaire*^)  fournissant  les  coefficients  C^. 

On  peut  aussi  faire  usage  des  formules  (21).  La  table  fournit, 
n  étant  entier,  les  yaleurs  de  la  forme  y^,  f^yn+l»  i'^'^Vn^  ^Vn^ij  •  •  • 
Cela  posé,  envisageons  séparément  les  valeurs  de  la  forme  y^^^  suivant 
que  l'on  aura  —  \  ^p  ^  ^  ou  ^  ^p  ^î]  dans  le  premier  cas,  on 
se  servira  avec  avantage  de  la  formule 

y.+,  -  y, + c,V*y.  +  i  c,'â'y,  +  c,%,^<î»y.  +  f  c,%x^y.  +  •  •  • , 

et  dans  le  second  de  la  formule 

pour  p^  i,  Cette  dernière  formule  se  simplifie  et  sert  à  interpoler 
pour  le  milieu  d'un  intervalle,  comme  on  l'a  déjà  dit. 

2^)  Connaissant  la  valeur  y^+pf  calculer  p. 

On  se  servira  de  la  formule  (5)  par  exemple,  en  l'écrivant  soui» 
la  forme 

et  procédant  par  approximations  successives.  Ce  procédé  peut  d'ailleurs 


66)  Voir^  par  exemple,  2>.  Sdiffanov,  Differenzenrechiiung  ^^,  p.  25. 

67)  Voir  à  ce  stget,  A.  M.  Legendre,  Exercices  de  calcul  intégral  2,  Paris 
1817,  p.  72  et  Btdy;  et,  en  général  pour  la  constmction  des  tables,  id.  8,  Paris 
1816  (ce  Yolome  est  consacré  à  la  construction  des  tables  elliptiques).  Pour  Tosage 
de  tables  peu  étendues  à  Taide  d'une  interpolation  convenable,  voir  A.  NeU, 
Archiv  Math.  Phys.  (1)  61  (1877),  p.  186/277. 
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être  rarié  de  bien  des  façons;  c'est  ainsi  que  Ton  peut  ordonner  le  second 
membre  de  la  formule  (5)  par  rapport  anx  puissances  de  p,  ainsi  que 
nous  l'indiquerons  plus  loin^  et  procéder  encore  par  approximations 
successives. 

Dans  l'emploi  de  la  table  des  logarithmes  des  nombres  considérée 
plus  haut;  ^on  %  pour  revenir  des  logarithmes  aux  nombres^  la  formule 

approchée 

log(N  +  p)^\ogN 

et  Terreur  ij  est  de  la  forme 

P(l-|>)         M 1 


2        (N+pV  log  (JV+  1)  -  log  iV' 

pour  0  <|)<  1,  elle  est  en  valeur  absolue  inférieure  à  ^^  (en  négligeant 

toujours  les  erreurs  qui  proviennent  de  ce  qu'on  opère  sur  des  nom- 
bres approchés):   cette  limite  résulte   de  ce  que^   d'après  la  formule 

(5),   on  a  log  (iV^  +  1)  -  Jog  N^  ^-.    (0  <  p"  <  ly 

On  arrive  au  même  résultat  en  considérant  la  fonction 

et  lui  appliquant  la  formule  (5)^  ce  qui,  en  faisant 

x^^logN,    x,^log{N+l),    x  =  log{N  +  p), 

donne 

(«)  P  — jT-  +  y— S—  \—h —  V  ~^'^' 

M  désignant  toujours  le  module,  et  £  étant  intermédiaire  entre  log  JV 
et  log  (JV+  1),  pour  0  <p<\.     Ceci  s'écrit  encore 

^     l^T^, TW ^^<P  <^^' 

et   conduit  au   même   résultat   que  plus   haut  à  savoir   que  l'erreur 
commise  en  appliquant  la  formule  (a)  est  inférieure  à  gogg* 

Ce  dernier  problème  se  présente  souvent  dans  la  résolution  d'une 
équation  numérique  f(x)^0.  On  formera  d'abord  le  tableau  des 
valeurs  f{x)  pour  les  valeurs  x^  de  x.  L'inspection  de  ce  tableau, 
construit  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  permettra  de  séparer  les 
racines,  si  h  est  suffisamment  petit;  enfin  on  calculera  une  racine 
comme  il  vient  d'être  dit,  puisque  l'on  a  alors  y  »  0 . 

Exemple,    x^  —  lx  +  1  =^6, 

En  faisant  x^  =  0,  A  »  4*>  ^^  ^^  amené  à  construire  le  tableau 
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X  f{x)    Af(x)    AY(«)    AV(x) 


7  91 

a  8 

-3  1 


99 
'8 


t  8 


8 
8S 


8 


-2  13 


Si 


s  JL13.  18 

ï  8'  ^  8 


-1  13 


8 


SI 


IS 


i  88  *  6_ 

»  8  „  8 


8 


îl 


0 


1  «9  A 

8 


If 

8 

8  1  ®  18 


9 


8  8 

2  1 


les  racines  sont  donc  séparées  par  les  intervalles  (—  3y,,  —  3);  (1,  ly,); 

av.,  2). 

^Calculons  la  première.    On  a  avec  a?,  ^  —  3 

P  =  63     (p~i)30     (y-i)(j-3^)-6-  =-  -  0,0978 

8  2         8"^  6  8 

de  sorte  que  la  racine  cherchée  vaut  —  3,0489  à  ^^4  près.* 

^Remarquons  encore  que  la  formation  des  différences  permet  de 
vérifier  l'exactitude  d'une  table  mathématique?^);  il  est  dair  en  effet 
d'après  la  formule  (1)  que  si  l'un  des  nombres  y^^^  est  affecté  d'une 
erreur,  celle-ci  se  retrouvera  multipliée  par  un  facteur  qui  devient 
considérable  dans  les  différences  A9y^(g^»');  ces  différences  présen- 
teront donc  une  allure  irrégulière  qui  ne  pourra  manquer  de  frapper 
le  calculateur  attentif 

Enfin,  observons  que  les  formules  d'interpolation  établies  per- 
mettent de  compléter  sons  peine  une  table  dans  laquelle  existeraient 
des  lacunes*^);   si  par  exemple  on  connut  y^j,  y_j,  y_i,  y^,  y„  y, 

68)  A,  M.  Legendre,  Exercices*^  3,  p»289  et  suiv.;  A.  A.  Markav,  JaUsL  *^; 
Differenzenrechnimg,  p.  33  et  suiv. 

69)  /.  SHrling,  Methodus  differ."),  (1730),  p.  160/3. 
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et  qae  Ton  veuille  calcnler  y^,  on  assimilera  y  à  une  fonction 
rationnelle  entière  du  cinquième  degré,  et  en  écriyant  que  sa  diffé- 
rence sixième  est  nulle,  on  aura  une  relation  qui  permettra  de  cal- 
culer y^     On  ferait  de  même  dans  les  cas  analogues.* 

17.  Changement  de  rintervalle.  Un  problème  dont  l'importance 
est  éyidente,  dans  la  construction  des  tables  en  particulier,  est  le 
suivant*  dit  souvent  problème  de  Mouton''^).  Proposons-nous  de  déduire 
du  tableau  (A)  du  n^  3  un  tableau  analogue,  mais  en  supposant  que 
la  raison  de  la  progression  arithmétique  formée  par  les  valeurs  de  x 
soit  non  plus  h,  mais  h\  x^  étant  une  valeur  commune  aux  deux  pro- 
gressions. Il  suffit  pour  cela  de  connutre  les  relations  qui  existent 
entre  les  A'^q  ^^  ^^^  ^'^^o;  ^^  marquant  d'un  accent  les  quantités 
relatives   au   second  tableau,   c'est-à-dire  encore  à  l'intervalle  K. 

^Si  l'on  fait  y="  i»,  on  a  évidemment  la  relation  symbolique 
et  par  suite 

d'î  -  [(1  +<^)~  - 1]'  -  {Ci^e  +  cjie»  +  aî0«  -h  • .  os 

ce  qui  fournit  l'expression  de  A'^^q  en  fonction  des  A'^^q;   cette  for- 
mule est  rigoureuse  pour  une  fonction  rationnelle  entière  quand  on 
l'arrête  à  un  terme  de  rang  convenable,  et  par  suite  est  applicable  à 
une  fonction  quelconque,  dans  le  sens  indiqué  plus  haut.* 
Si  l'on  fait 

e'9  «  A^6i  +  B^e«+i  +  Cj«î+«  +  D/^+«  +  . . . 
on  trouve  sans  peine  ^^) 

3mD,  =  «(g-  2)C^  +  C^(2q  -  \)B^  +  C^  •  3qA^,    .... 

Si  par  exemple  on  fait  m  »  10,  et  que  l'on  néglige  les  différences 
au  delà  du  quatrième  ordre,  on  aura 


70)  G.  Mouton,  ObBeirationes  ^)  rapporte  ses  formules  à  un  certain  jP.  Be- 
gnaud  de  Lyon;  J.  B.  J.  Delambre,  Hist.  Astron.  moderne  2^  Paris  1821^ 
p.  856/482;  Î7.  J.  J.  Le  Verrier,  Ann.  Observ.  Paris,  Mémoires  1  (1866),  p.  126/7, 
161/4. 

71)  J.L.Lagrange,  Mém.  Acad.  Berlin  1792/8,  éd.  1798,  math.  p.  271/88  r 
Œuvres  6,  Paris  1870,  p.  661/84. 

Enoyolop.  det  toieno.  inath6m»t.    14.  7 
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98    /•  Baus^inger.    I  81.   Application  du  calcul  dea  diffSrences.    H.  Ajtdoytr. 

tf'*- 10000  «*, 

»'»  =  1000  0»+ 13500  «*, 

0'»  -  100  «•  +  900  «»  +  4425  0*, 

ff  =  10  0  +  45  e»  + 120  e»  +  210  e*, 

et  inTersement;  on  écrira  commodément  pour  le  calcul 

(^8  ==  J^  #'>  -  9  ^  -  44^5  «S 
e^^-ff-  4,5  (^«  -  12  (^«  -  21  »*, 
ou  encore'*),  en  exprimant  complètement  les  0  à  Taide  des  6', 

^  "^  10  ^        200  *^    "T"  2000  ^         80000  '^  > 

^       ïôô^       îooo^  ■*"ioooo*^  ' 

1000  20  000*^  ' 

10  000 

Gomme  antre  exemple,  intercalons  quatre  termes  entre  deux  termes 
quelconques  du  tableau  des  valeurs  de  la  fonction 

f{x)  =  10  ic»  -  101  x^  -  lOQrp  +  1799 

dressé  plus  haut. 

On  %  pour  m^b  et  d*  ==  0, 

e'î  «  (5  e  + 10  d*  + 10  «»  +  •  •  Os 

et  par  suite,  en  faisant  j;  =»  0  et  prenant  dans  le  tableau  cité 
yo-1799,     A>o«-200,     A'*yo=-142,     A'»yo-60, 

on  aura  ici 

A»yo=-0,48,    A«y--7,60,     Ayo  =  - 25,76, 

et  Ton  en  déduit  le  nouveau  tableau: 


72)  J.  A.  Serrée,  Alg.  sup.  1  (5*  éd.),  PariB  1886,  p.  387;  cf.  D.  SéUwaim, 
Differenzemeclmimg  ^^,  p.  16/17. 
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17.  Changement  de  TinteiTalle.  99 


X 

m 

0,0 

1799 

-  25,76 

0,2 

1773,24 

-33,36 

-7,60 

0,48 

0,4 

1739,88 

-40,48 

-7,12 

0,48 

0,6 

1699,40 

-  47,12 

-6,64 

0,48 

0,8 

1652,28 

-53,28 

-6,16 

0,48 

1,0 

1599,00 

-58,96 

-6,68 

0,48 

1,2 

1540,04 

-  64,16 

-5,20 

0,48 

1,4 

1475,88 

-  68,88 

-4,72 

0,48 

1,6 

1407,00 

-  73,12 

-4,24 

0,48 

1,8 

1333,88 

-  76,88 

-3,76 

2,0 

1257,00 

^BésolvonB  maintenHiit  la  même  question  pour  le  tableau  (B)  du  n^4. 
n  faut  calculer  les  S'^y^  et  ft'*'*î+*yo  ^  fonction  des  à^y^  et 
|u*»+*yo-     On  a  à  cet  effet 

et  d'après  la  formule  (21) 

puis 

^\{9^-  V")  (9*"  +  9>"'"  -  2)'' 

=  /td(c^  +  an%id*+c^+2d*+..o(maid»+f  o.Vi**+..-)^. 

Les  déyeloppements  se  font  sans  peine.    Pour  m  »  5;  on  trouve, 
en  négligeant  les  différences  septièmes ''*); 


78)  H,  Briggs,  Arith.  log.<),  H.  QeUibrand,  Tiig.  brit.*).  On  trouve,  pour 
m  Bs  6,  les  foimnles  néceosaizeB  jusqn^aux  difféiences  du  2(H*°'*  ordre;  pour  les 
différences  d'ordre  impair  il  y  a  une  légère  divergence  avec  le  texte,  mais  la 
méthode  indiquée  ici  conduit  sans  peine  aux  foimnles  de  H,  Briggs. 

A.  M.  Legendre,  Connaissance  des  Temps  pour  1817,  Paris  1816,  p.  219/^22; 

7* 


Digitized  by  VjOOQIC 


100    J-  BauuAmger.    I  21.  Application  du  c»loul  des  différences.    H.  Aniojfer. 

*'»=-25*»  +  50d*  +  35d«,  (l'd'  =- ônd  + 20(10*  + 21  iid", 

â'*  =  625<î*  +  2500<î«,  n'S'»  =  125,td»  +  750(t*«, 

d'»  =  15625(î«,  /t'd'»  =  3125^d», 
et  iiiTersemeiit 

On  peut  multiplier  les  applicationfi  de  cette  espèce.* 
La  formule  (11  bis)  relative  à  l'interpolation  pour  le  milieu  d'un 
intervalle  sera  particulièrement  commode  dans  le  cas  fréquent  où  Tinter- 
valle  primitif  se  partage  successivement  en  deux  parties  égales:  c'est  ce 
qu'on  fait  dans  la  construction  des  éphémérides  par  exemple^  l'intervalle 
primitif  étant  à  l'intervalle  final  dans  le  rapport  d'une  puissance  de 
2  à  l'unité^  et  l'application  de  la  formule  étant  répétée  autant  de  fois 
qu'il  est  nécessaire  pour  permettre  en  dernier  lieu  l'interpolation 
linéaire. 

18.     Belations    entre    les   différenoes    et   les    dérivées    d*une 

fonction,   entre  les  sommes  et  les  intégrales  d'une  fonction.    ^Les 

égalités  symboliques 

^,  =  1  +  e«^^ 

donnent 

e  =  e*^~l, 
et  par  suite 


D'après  la  formule  (ô);  on  a  d'ailleurs,  en  considérant  p  comme  une 
variable  dont  l'accroissement  constant  est  1 , 

eP*-  =.  1  +  C^^e'^  -  1)  +  C/(e''  -  If  +  C/(e'^  -  l)'^  +  •  •  •  ; 

pour  abréger  l'écriture  nous  introduirons  le  signe  sommatoire  O,- 
indiquant  une  somme  étendue  à  certaines  valeurs  entières  de  l'indice 
i  qui  devront  être  chaque  fois  spécifiées;  on  peut  alors  écrire 

et  par  suite 

&iipp  ==  S,c;(e*^  ~  1)^+*     (i  ^  0). 
Posons  maintenant,  en  développant  suivant  les  puissances  de  hd, 

(e*-  -  ly  »  SjO/oidy     u  ^  0 , 

B,  Cotes,  Canonoteclmia");  J.  F.  Encke,  Berliner  Astron.  Jahrb.  fÛr  186«,  p-  31B 
et  Boiv.  ;   (à  conaulter  aussi  ce  mémoire  poux  la  construction  des  tables). 
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18«  Relations  entre  les  différences  et  les  dérivées.  101 

les  D/  étant  des  coefficients  nnmériqaes;  nous  aurons 

ce  qui  donne  la  fonnule  générale  suiyante 

(22)  A«y,^,-SiS,C;D,V,>/^X«J  (»^0,  j^i  +  q), 
qui  permet  d'exprimer  les  différences  relatiyes  à  y^^p  en  fonction  des 
dériyées  relatives  à  y^^  et  qui  peut  être  ordonnée  de  diy erses  façons, 
suivant  les  cas.  Si  fXx)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de 
degré  k,  on  doit  faire  .;'  ^  k,  et  par  suite  le  second  membre  se 
termine:  on  a  une  formule  rigoureuse.  Si  f'{x)  est  ime  fonction 
quelconque,  on  peut  arrêter  le  second  membre  au  terme  en  f^^^ix^, 
à  la  condition  de  lui  ajouter  un  terme  complémentaire,  calculé  plus  loin. 
Si  nous  appliquons  la  formule  (22)  à  la  fonction  y^s^,-  avec 
A  »>  1   et  o;^  »  0 ,  on  a  immédiatement 


ce  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  de  Tayhr  (20)  dont  on  prend 
la  différence  q^^^,  et  par  suite 

(22"-)  A»y,^,  =  S>  a^  A>/W(xJ         (i  ^  q)  ; 

on  a  aussi  en  particulier 

kl        ^9  y 
et  nous  retrouvons  les  nombres  signalés  au  n^  5. 

Ce  qui  précède  suppose  î  ^  0;  la  formule  (22)  subsiste  pour 
9  <  0  :  le  second  membre  contient  alors  des  int^rales  à  limite  supé- 
rieure x^f  qui  sont  en  somme  des  constantes  arbitraires.  On  lui 
donne  un  sens  précis  en  donnant  à  p  diverses  valeurs,  et  combinant 
les  résultats  de  façon  à  avoir  des  sommes  définies.     Ainsi: 

(23)  ^y=  aS/C;^»-  CV'^')A^*'/^W  =  S,(^?^)v/-œ(«J 

O^i^O), 

2y-  S,  S,(c;+»-c/+»-(p-p')c^.'+')  ^^^'/^(«J 
O^i^o), 


n+p'   n+y 

P 
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102    -2).  SeUvafèùV.    I  21.  Applicatioii  du  caloal  des  différancM.     H,  Andoffer. 

On  pent  aussi  faire  1>  —  0^  puis  donner  à  n  diverses  valeurs;  on 
a  ainsi 

(24)  2y'-S,DL^hflfV>(xJ-f^{x,)-\      O'^-i); 

c'est  l'importante  fanmde  sommatoire  cFEîder^  ou  de  Cdin  Madaurin''^); 

le  premier  terme  du  second  membre  est  y  1  f(x)dx]  nous  reviendrons 

plus  loin  sur  son  terme  complémentaire. 
On  aurait  de  même,  pour  i  ^  —  2, 

* 

Cherchons  les  formules  analogues  aux  précédentes  permettant 
inversement  d'exprimer  les  dérivées  relatives  à  y^^^  en  fonction  des 
différences  relatives  à  y^. 

On  a 

{hd)^(pp  =  [log  (1  +  e)]î  (1  +  e)p  5 

mais 

(1  +  e)p»  efio«  (!+•)_  1  +  ^log  (1  +  0)  +^[log(l  +  <>)]»+••.; 

d'où 

m^iff-  S,fr  \yoe  (1  +  «)  ]'•"     (»  ^  0)  ■ 

Posons^  en  développant  suivant  les  puissances  de  9, 

et  il  vient  comme  plus  hauf^) 

(25)  A»M«',+^-aS,fî--E?',^,A>y,        (i^O,    j^i  +  q), 

formule    analogue  à  la  formule   (22);    et  sur   laquelle   on   fera   les 
mêmes  observations. 

Il  peut  être  avantageux  d'écrire  autrement^  en  ne  faisant  figurer 


74)  L.  Euier,  Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1732/3),  éd.  173S,  p.  6S/97;  8  (17S6), 
éd.  1741,  p.  8/9,  9/22;  C.  Madaurin,  A  treatise  of  fluxions  (2  vol.  mais  une 
seule  pagination)  2,  Edinbourg  1742,  p.  672;  trad.  par  E.  Pezencu,  Traité  des 
fluxions  2,  Paris  1749,  p.  248.  La  formule  a  été  trouvée  indépendamment  par 
chacun  des  deux  auteurs,  mais  elle  a  été  publiée  plus  tard  par  C.  Madaurin; 
cf.  M,  Can^or,  Vorles.»*)  8,  p.  683/6. 

76)  Voir  U,  J.  /.  Le  Verrier,  A  nu,  Observ.  Paris,  Mémoires  1  (1866),  p.  12I/I, 
129/81. 
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18.  fieUtions  entre  les  BommeB  et  les  intégrales.  103 

que  les  différences  telles  que  Ay^.y^  ainsi  qu'il  resolte   de   la   dis- 
position même  du  tableau  (A)  du  n®  S;  pour  y  arriver,  observons  que 

log(H-d) log(l-^), 

et  par  suite 

^'^C*.^^  -  S,  Sy  (-  l)^-^^^,^,A>y._/«). 

Appliquant  la  formule  (25)  à  la  fonction  f{jè)  ~  C^,  arec  %  —  1 , 
«,  —  0,  on  a 

ce  qui  résulte  de  la  formule  de  Newton  différentiée:   on  peut  donc 
écrire 

(25«')  *'m^.+,)-Sy^A>y.. 

En  particulier 

^'*°(^),-.  -  ^-  '^"'  *^  ^*-^''  2,  3, . . .,  *  -  1), 

en  désignant  par  5^  (a,  6,  c, . . .)  la  somme  des  produits  h  i,  h  des 

nombres  a,  6,  c, 

En  faisant  encore  y  =  — ,  fc»=l,p  =  0,  et  remplaçant  x^  par  jp, 
on  a  la  formule  intéressante''^ 

La  formule  (25)  s'étend  au  cas  de  g  <  0,  comme  plus  haut;   on 
aura  par  exemple 

(26)  i//^(*)<'^  -  S,S,^^f^'  ^/A>y.-  S.{fc,^dp)£.% 


-  8j{jdpjc,^dp)  A>y,  a  ^  »•  ^  0); 

76)  Pour  g  =  —  1,  voir,  P.  fif.  Laplaee,  Méc.  céleste  •*•)  4,  livre  9;  Œuvres  4, 
p.  S05/7.  Cf.  /.  TT.  Irtf^odk,  Trans.  Cambr.  philos.  Soo.  8  (1880),  p.  888/41; 
c^est  la  foimnle  dont  se  servent  les  actuaires  anglais;  T.  Clausen,  J.  reine  angew. 
Math.  6  (1880),  p.  S87/9. 

77)  /.  Stirling,  Methodus  differ."^  (1780),  p.  11/12. 

Digitized  by  VjOOQIC 


104    J-  Bauèchinger.    I  21.  Application  du  calcul  des  différences.    H.  Andoyer, 

(27)   ^ff{x)dx^SjEU^%-ù.^y,') 

=  S^E'.^  [(-  iyA>y._,  -  A>y..]  0' ^  -  1), 

=  S,^U(A>y,  -  A/y,.)  -(n-n-)  S>i^-. A^»,-       0' ^  -  2), 

La  formule  (26),  où  l'on  s'arrête  aa  terme  en  A*y^  et   où  Ton 
fait  i>  =*  i,    !>'  =*  0,    contient  la  formule  générale  de  Coies'^^) 

;  Jax)dx  -  Sy^/Av«     (A  ;^i  >  o) 


avec 


0 

Le  plus  souvent  on  l'ordonne  par  rapport  à  %;  Vi;  Vî;  •  •  •>  y* 
\Jf{x)dx^^^j'y,        Qc^i^O) 


et  l'on  a  ,  ^„ 


arec 

On  a  par  symétrie 
et  l'on  trouve 

^o*-V=â,   ^i*-Jf6*=S,   iî,'-ir,«=^,  Z,«.g; 

JTT^ÏTT        ^*^7  1^7        JT  7— ?*_??*        1^7        JT  7        **^        ITT        ITT        ^0  >^ 

^0  -^7  =^17280^    ^1  "^«  -^17280'    ^2  -^5  --ë4Ô'    ^»  ""^*  '^  Ï7280  '  * 


78)  12.  Cote«,  De  methodo  differ.^^;  cf.  /.  Newton,  Methoidas  differ.^,  pour 
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18.  Relations  entare  les  sommes  et  les  intégrales. 


105 


Les  nombres  D/  et  £/  jouissent  de  nombreuses  propriétés;   en 
particulier^  on  a  d'après  la  définition 

D/~SrE/lf*},    ^>-  S^D/^;;;,     (i'  fiie  quelconque). 

Si  Ton  désigne  comme  d'habitude  par  B^y  B^,  B^y .,.  les  nombres 
de  BemùullV^)j  de  sorte  que^  par  définition 

J 1        i  ^B^x      B^x*      B^x* 

c'-l        X        2  "   21  4!  61  ' 


on  a 


D»>,»oo->o).   D«^^-^'=(_iy^^^.--J±i^      0-^0). 

Voici  le  tableau  des  premières  valeurs  des  nombres  D/  et  J?/: 


!>/ 


•\ 


—  2 

—  1 
0 
1 


—  2 


1     0 


1         -1,        p-7^ 

i  i~. 


12 
1^ 

12 
0 


1    ' 
240, 

I 
0    |- 

0   I 
1 


.1     !         i 

!             1 
3               '       ■        ! 
i      ■       1 

4  1          !                 ■          \ 

!       '            i       1 

1                                      '              1 

6                        !               1                 ' 

7                                 i 

1^ 

720 

1 

720 

0 

^_ 

6 


1  i 

6048, 


0 
1^ 

24 

_7_ 
12 

"2 


11 

80  24017-2  800; 

1 
30  240 

0 

1 
120 

1_ 

T 

5 
4 


2 


0 

1 

720 

^1 

SCO 

T 

18 
5 

Y 

1 


1209600 

1 
120'960r) 

0 

1 
5040 

1 

40 
43 
120 

5 

Y 

10 

Y 

3 

1 


79)  Voir  note  84  et  cf.  tome  II  toL  1  l'article  soi  les  intégrales  définies. 
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106    D' SeUvanov.    I  21.  Application  da  calcul  des  différences.    H.  Andojfer 


^i 

—  2 

—  1 

0 

1 

1 

2 

8 

4 

6 

6 

7 

1 

1   ^ 

i! 

0 

1 

1 

221 

1» 

9829 

407 

—  2  1   1   1 

12j 

240 

240 

60  480 

6048 

3628800 

172800 

i! 

1 

1 

19 

3 

868 

276 

83963 

—  1  ; 

1 

2  ■ 

12 

M 

720 

160 

60  480 

24  192 

3628800 

0 

V 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

' 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

11 

1 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

y 

1 
i 

11 

6 

187 

7 

2 

1 

1 

—  1 

12 
3 

6 

7 

180 
16 

10 
29 

3 

1 

~Y 

T 

~T 

16 

4 
i 

1 

1 

—  2 

17 
6 

7 
2 

I       1 

6 

26 

5  : 

1 

i 

1 

Y 

6 

« 

1 

1 

—  3 

^ 

i 

Les  formules  que  nous  yenons  d^obtenir  peuvent  être  généralisées 
en  envisageant;  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  la  fonction 

c  étant  une  constante,  et  développant  les  différences  ou  les  dérivées 
de  cette  fonction  par  rapport  aux  dérivées  ou  différences  de  y.  On 
a^  en  réservant  les  symboles  %  0  et  d  pour  la  fonction  y,  les  formules 
générales  suivantes,  où  le  second  membre  est  écrit  symboliquement: 

-  ^"+"(1  +  (?>'[log  c  (1  +  (?)]«9>^. 


Faisons  par  exemple,  dans  la  première,  g  =  — 1,|>=»1,  c  =  — 1; 
on  aura 

OU  encore 

(28)  2'(-l)"*'y-+i-Sy(-l)"-''^*(2^^*-l)Dix*Y^W     O'^O), 

formule  applicable  à  la  sommation  des  séries  alternées,    û  n'y  a  pas 
de  terme  correspondant  à  ;  «  —  1  ^  de  sorte  que  l'expression  trouvée 
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pour  la  somme  ^ifn-^i  ^^  contient  pas  d'arbitraire;  ceci  provient  de 
ce  qu'en  fidt  on  snppose  que  cette  somme  est  elle-même  une  fonction 
de  la  forme  (—  l)"  +  ^w^^i.* 

19.  Calonl  de  quelques  termes  complémentaires.  ^Nous  aTons 
déjà  insisté  sur  le  sens  précis  que  Ton  doit  attacher  aux  formules 
indiquées  dans  le  numéro  précédent:  il  faut  les  arrêter  à  un  certain 
rang  et  leur  ajouter  un  terme  complémentaire.  Mais  il  faut  dire  aussi 
que,  pratiquement,  on  ne  s'occupe  guère  de  ce  terme,  et  qu'on  se  laisse 
guider  par  l'allure  des  séries  infinies  que  Ton  rencontre  alors,  pour 
juger  de  l'approximation  que  Ton  peut  obtenir  en  se  bornant  aux 
premiers  termes  de  ces  séries;  on  considère,  dune  façon  générale, 
que  Terreur  ainsi  commise  est  tout  au  plus  d'un  ordre  de  grandeur 
égal  à  celui  du  dernier  terme  calculé.  Nous  allons  justifier  cette 
idée  en  calculant  les  termes  complémentaires  relatifs  à  quelques-unes 
des  formules  précédentes. 

Prenons  d'abord  la  formule  (25*""),  en  écrivant 

A»/^(«'.  +  Ph)  -  ^  A»y.  +  ^^A»+»y.  +  •  •  • 


^      dpi  ^"^       dp''         ' 

A  étant  défini  par  cette  relation  même. 

On   Toit  tout  de   suite,  par   application    du  théorème  de  Bdfle, 

que  l'on  a 

A  -  A»+*+i/tî+*+i)  (x^  +  p'h), 

p'  étant  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres  0, 
q  +  h  et  p. 

Un  raisonnement  analogue  montre  que 

p   étant  compris  entre  0  et  q. 

Prenons  maintenant  la  formule  (22**'*),  en  écriTant 


A* 


A  étant  défini  par  cette  relation  même,  et  la  caractéristique  A  s'appli- 
quant  à  p  avec  l'accroissement  1,  aussi  bien  qu'à  x  avec  l'accroisse- 
ment h. 
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Conciidérons  la  fonction 

on  a 

Aîc}(i))«0, 
et  par  suite 

c(î)(O  =  0, 

^  étant  compris  entre  p  et  p  +  q]   ceci  reyient  à 

OU,  d'après  la  formule  de  Taylor,  à 

^'  étant  compris  entre  0  et  ^;   donc  finalement  on  a 

p'  étant  ici  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres 
0,1?  etp  +  q^). 

La   formule  (26)   peut   être   écrite,   en   int^rant  la  formule  de 
Newton  munie  de  son  terme  complémentaire,  sous  la  forme 


'n+p  jf 

(26^-)  I  Jfix)dx  -  (p  -p)  y,  +  ^y.JT  ^* 

+ ^'yjh'F^'^* + •  •  •  +  ^^vj'-^---^^^-^'^^  dt 

p'  p' 

+  ;,i+iy<(L=|__^*)  ,^(*+i)(a;,  +  eh)dt, 

p' 

0  étant  un  nombre  variable  avec  f,  compris  entre  0  et  f. 

Si  t{t—  1)  .  ,  .  {t  —  k)  conserve  un  signe  constant  quand  t  varie 
entre  p   et  p,  le  terme  complémentaire  pourra  s'écrire 

p' 
p'  étant  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres  0, 
p  et  p': 

En  particulier,  on  aura  donc 


80)  Sur  ce  siget,  outre  les  traités  didactiques,  voir  A.  Genocdii,  Archiv 
Math.  Phjs.  (1)  49  (1869),  p.  842/6;    Nouv.  Ann.  math.  (2)  8  (1869),  p.  885/B. 
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fnx)dx^hy,+^r(x,+p"h) 


-T(y.+y.+o-Sr(^. +!>"*)    (o<i»"<i). 

Gonflidérons  enfin  la  formuk  cCEuler  (24),  en  supposant  que  la 
différence  n  —  «'  soit  un  entier  positif  p**).    On  a 

*»'  +  ! 


h 


d'où 

«1 


ifmdx  -  ax^) + ^rM +... 

Il  n 

0 

et  de  même 

n  * 

r(^j  -  fM  -  A^rc^)  +  ni  2'r(*)  +  •  •  • 

«  A  II 

•  •      ••      • •^... 

ir 

A  n 

0 

81)  An  siget  du  reste  de  cette  formule,  Yoir  C.  /.  MohnsUn,  J.  reine  angew. 
Math.  36  (1847),  p.  66/82;  Acta  math.  6  (188V6),  p.  1/46;  C,  G.  J.  Jacobi,  J.  reine 
angew.  Math.  12  (1884),  p.  263/72;  Werke  6,  Berlin  1891,  p.  64/76;  S.  D.  Poim>n, 
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Multipliant  ces  égalités  par 

Dli,    Dix,    Di,,  ...,  2)ii 
et   ajoutant,   on  doit  retrouver  la  formule  (24)  arrêtée  au  terme  en 
Dit^   dès  que  f{x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  au 
plus  égal  à  A;  +  1;  6t  par  suite  il  vient 

^  y  -  S,Di ,  A^[/-W  W  -  f^  (a:,.)]  -  T,         (0  <,j  ^  h) , 
où 

A  n 

0  « 

avec 

de  plus,  on  a 

î!     ^  (g-l)!  ^  (g-2)!  ^  ^       1 

Comme 

Dî^»0         (*'>0), 
on  a  évidemment 

et  ceci  résulte  des  propriétés  de  la  fonction  tp^iz)^  appelée  par  J.  h 
Baabe^^  (quand  fc  —  1,  et  que  Ton  multiplie  par  (q  —  1)!)  polynôme 
ou  fonction  de  Jacques  BemouUi^*).  Voici  quelques-unes  de  ces  pro- 
priétés,  parmi   les  plus  intéressantes. 


Mém.  Acad.  se.  Institut  France  (2)  6  (182S),  éd.  1827,  p.  671/602  [lu  en  1826];  G.Dar- 
hùux,  J.  math,  pures  appl.  (8)  2  (1876),  p.  291/312;  /.  TcmMry,  Introd.  à  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  (l*éd).  Paris  1886,  p.  852  et  suiv.; 
A.  Genocchi,  Ann.  se.  mat.  fis.  6  (1855),  p.  70/114  (l'auteur  j  parle  aussi  d'autres 
formules  sommatoires);  A.  Oenoechi,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  86  (1878),  p.  466/9; 
K  J,  Sonin,  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  6  (1889),  p.  267/62. 

82)  /.  i.  Baàbe,  J.  reine  angew.  Math.  42  (1861),  p.  348/67;  Die  Jakob  Ber- 
noulli'sche  Function,  Zurich  1848.    Le  nom  vient  de  Jacques  Bemotdli**), 

83)  Au  8i:get  de  ces  fonctions,  Yoir  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  79 
(1876),  p.  889/44;  P.  AppeU,  Nouv.  Ann.  math.  (3)  6  (1887),  p.  SlîV^l,  647/64; 
N.  J.  Sonin,  Varfava  Univ.  Jzvéstya  1888,  mém.  n®  3  [1887];  J.  reine  angew. 
Math.  116  (1896),  p.  133/66;  V.  G.  Imëeneekij,  Uèenyja  Zapiski  Kazan  Univ. 
87(1870),  p.  244;  trad.  par  G.  J.  Houèl,  Giom.  mat.  (1)  9  (1871),  p.87/108; 
E.  Duporcq,  Nouv.  Ann.  math.  (8)  9  (1890),  p.  694/6;  S.  Gloser,  Archiv  Math.  Phys. 
(2)  13  (1896),  p.  106/12. 
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En  faisant 

la  fonnule  même  donne 

n 

et  l'on  Toit  que  ç^  fournit  les  sommes  des  puissances  semblables  des 
termes  d'une  progression  aritbmétique. 

En  particulier  avec  Xq^  0,    A  «-  1 ,     on  a 

^afl-"-  =  1»-»  +  2»-»  +  3»-»  +  •••  +  («  -  1)»-» 
-(«-!)!    9',(«) 
=  |'  +  D»_,«'-*  +  (î-l)Di,n»-»  +  -..  +  (î-l)!Di-«n. 

En  faisant  $  »  3^  5^  7,  •  •  •  le  dernier  coefficient  de  cette  formule  est 
en  valeur  absolue  le  premier^  deuxième,  troisième ,  •  •  •  nombre  de  Ber- 
nouUij  d'où  comme  plus  haut 

JB^-,(_l)*-l(2Jfc)ID!*-^ 
Les  premiers  nombres  de  BemouUi  sont^) 

-p ^  TD     ^  T>     ^  T>  _^  T> ^ 

-^""6'     '^^SO'        «"~42'        ^'^sc        5  — es'    

On  a 
9>,(0)  =  0,     ç),(A)«0,    ç,^(^)  +  (-l).-V^(A-^)-0, 

ç>2^(jgr)  n'a  pas  de  racines  entre  0  et  h,  et  (Pf^^i{is)  a  la  seule  racine 
~  dans  le  même  intervalle;  en  d'autres  termes  <p^»(js)  et  -J£J:~. 
conservent  un  signe  constant  entre  0  et  A,  celui  de  (—  1)^.        ""T 


84)  Jacques  Bemauîîi,  Ara  coigectandi  ^^ ,  p.  96.  Comme  bibliographie  de 
ees  nombies,  Yoir  G.  8.  Ely,  Amer.  J.  math.  5  (1882),  p.  228/85;  L.  Scudschatz, 
Tories,  (iber  Bemonlli'sche  Zahlen,  Berlin  1892.  Les  Taleurs  des  62  premiers 
nombres  de  BemouUi  sont  données  par  /.  C.  Adams,  J.  reine  angew.  Math.  85 
(1878),  p.  269/72;  voir  aussi  J.  G.  Adams,  Papers  1,  Cambridge  1896,  p.  426/53, 
46^;  ponr  les  SI  premiers  Yoir  déjà  M.  Ohm,  J.  reine  angew.  Math.  20  (1840), 
p.  11/12;  J.  W.  L.  Glaisher,  donne  les  250  premiers  nombres  de  BemouUi  avec 
9  ehiffires  significatifs  et  leurs  logarithmes  avec  10  décimales  [Trans.  Cambr. 
philos.  Soc.  12  (1873),  p.  884/91  [1871]].  Ponr  une  bibliographie  pins  étendne 
Toir  tome  II,  vol.  1,  Tarticle  sur  les  intégrales  définies. 
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On  a 

h  h 

u  0 

Entre  0  et  h,  on  peut  développer  q>^(ji)  en  série  de  Fourier: 


2i9rx; 

'  =  +  =«^  8in 


en  particulier  donc®^) 

d'où  la  valeur  asymptotique  des  2)i  i ,  et  par  suite  des  nombres  de 
BemouUi. 

Revenant  à  notre  objet,    on  a  alors  pour  le  terme  complémen- 
taire cherché 

n 

-  T,^-i  =  -  T^f  =i)"'+' A«'+*2'  /'^"'■''^a;  +  dh)      {0<e<\). 

n' 

Si  f^^''^^^(x)  et  /■("*'+^)(a:)  restent  toutes  deux  positives  ou  toutes 
deux  négatives  entre  x^,  et  x„f  on  peut  écrire 

de  sorte  que  le  terme  complémentaire  est  une  fraction  du  premier 
terme  négligé  dans  la  série  régulière  constituée  par  la  formée 
(Vlkder  prolongée. 

Citons   encore,    parmi   les   formes   diverses   dont   est  susceptible 
la  formule  (VEtder,  celle-ci®*): 


86)  L.  iî/Mfer,  Comm.  Acad.  Petrop.  7  (1734/5),  éd.  1740,  p.  123/34;  12(1740), 
éd.  1750,  p.  63/96;  Introd.^<>)  1,  nM68;  trad.  J.B.Labeyl,  p.  129;  N.J.Sonin^i 
0.  Schlâmilch,  Z.  Math.  Phys.  1  (1866),  p.  198/211;  etc.  Les  valeurs  dw 
69  premières  quantités 

y*  -T  (A:  =  2,  3,  ... ,  70) 

sont  données  par   T.  J.  Stieltées,  Acta  math.  10  (1887),   p.  299/^02  a?ec  32  dé- 
cimales.   Cf.  aussi  M.  Cantar,  Yorlefl.*")  8,  p.  677/8. 

86)  A.  A.  Markov,  Iscisl.  *^);  DifFeienzenrechnung,  p.  131  et  suiv. 
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^rti)-'yrtx)jn-o+D«_/(»)+Di.»r(i)+z^.,»'r(«)+ 


*9 


où  C  est  ane  constante  indépendante  de  i'  et  où  0  <  «^  <  1;  il  faut 
supposer,  pour  démontrer  cette  formule,  que  les  dérivées  f^^ijs)  con- 
senrent  toutes  un  seul  et  même  signe  depuis  le  plus  petit  (ou  le  plus 
grand)  des  nombres  x^  et  x  jusqu'à  +  oo  (ou  —  cx>),  et  que  les  déri- 
yées  f^^^{z)  ont  toutes  pour  limite  zéro  quand  x  devient  +  oo  (ou  —  cx>). 
Si  Ton  applique  la  formule  d'Euhr  à 

entre  des  limites  d'ailleurs  quelconques,    on  retrouve  la  définition ^^) 
des  DLiZ 

la  série  du  second  membre  étant  convergente  pour  |  t  \  <  2  ;r ,  d'après 
la  valeur  asymptotique  des  Dii. 
On  en  déduit  pour  |  ^  |  <  « 

cotg  ^  -  y  -  2'DIJ  +  i^Dt^t^  -  2«i)l,^^  +  •  •  • , 

résultat    que    donnerait    directement    encore    la    formule    en   faisant 
f(x)  »  cos  2tx^  les  limites  restant  quelconques. 

20.  Belations  entre  les  dérivées  et  les  intégrales  d'une  fonc- 
tion et  les  nombres  du  tableau  (B)^).  ^De  même  que  la  formule 
de  Newton  est  remplacée   dans  bien  des  cas  avantageusement  par  la 


87)  ^Cette  définition  est  due  à  C.  Maclaurin''*),  trad.  E.  Pesenas  2,  p.  268.* 

88)  Sur  ce  stget,  •voir  J,  F,  Encke,  Berliner  Astron.  Jahrb.  fûr  1887,  p.  261/87; 
fax  1862,  p.  813/49;  Abh.'^  1,  p.  21/60,  61/99:  ces  deux  mémoires  sont  rédigés 
d*aprèB  C.  F,  Gau88\   on  y  trouvera  des  indication  bibliographiques. 

Yoir  aussi  F.  Tisserand,  G.  B.  Acad.  se.  Paris  70  (1870),  p.  678/80  (au  lieu 

{L  •\- --\  F, Tisserand  éQiii'iiv^CBm-^,   ce   qui    revient    au    même); 

Traité  de  mécanique  céleste  4,  Paris  1896,  p.  171/97  (avec  plusieurs  références 
intéressantes);  Th,  von  Oppolzer,  Lehrb.  zur  Bahnbestimmung  2,  Leipzig  1880, 
p.  1/68  (on  trouve  dans  ce  traité  tout  ce  qui  est  utile  pour  la  différentiation 
et  l'intégration  numérique  et,  à  la  fin  du  volume,  des  tables  très  étendues 
dont  remploi  ne  laisse  rien  à  désirer). 

Voir  encore  A.  M,  Legendre,  Exercices  de  calcid  intégral  1,  Paris  1811, 
p.  308  et  suiv.;  id.  3,  Paris  1816,  p.  60  et  suiv.;  P.  A.  Hansen,  Abh.  Ges.  Lpz. 
(math.)  7  (1866),  p.  606/83;  G.  B.  Airy,  Nautical  almanac  for  1866,  append. 
p.  1/88;  0,  Terquem  et  A.  Lafon,  trad.  avec  notes  d*un  mém.  de  /.  F.  Encke 
[Mém.  Acad.  Stanislas  1868,  éd.  Nancy  1869,  p.  6/49]. 

Enoydop.  dM  scieno.  mathémat.    14.  8 
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formnle  (21)^  de  même  cherchons  les  relationfl  entre  les  dériyées  ou 
intégrales  dWe  fonction  et  les  nombres  tels  qne  ceux  du  tableau  (B) 
relatifs  à  cette  fonction. 

Posons  pour  abréger  Técriture 

(»'^0,    P,«l), 

(i^o,  p;'  =  i,  p/'-i)). 

On  peut  écrire  la  formule  (21)  sous  la  forme  symbolique 

en  n'oubliant  pas  que  chaque  ligne  se  partage  en  deux  groupes,  l'un 
pair  par  rapport  à  j9  et  à  d,  l'autre  impair ^  et  que  les  groupes  cor- 
respondants dans  les  deux  lignes  sont  échangeables.  Il  en  sera  de 
même  dans  ce  qui  suit. 

On  a  aussi,   en  multipliant  par  f*  -=  V  1  +-t-; 
Donc  généralement 

*'''  -  S*  {  pIv^.-»  )  '  ^'''f' = S,  { p;:^.,, }    (.•  ^  0). 

Ord  =  9P*  —  (p   *=e*— c     *;   faisons  donc 

tU»"  +  e"  V  V«'  -e"  V=  ^sFl'{hdy        (j  ^ »); 
on  aura  finalement 

(29)  «ï"y..,  =  S,  S>  { ^î^;»^ }  AYO  w , 

formules  générales  analogues  à  la  formule  (22)  et  sur  lesquelles  on 
fera  les  mêmes  observations.    On  peut  d'ailleurs  écrire  aussi 
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(29"-)      «'y.^,-S,^A'/«W,  i^à^y,^,Sj^j^hff^{x,) 

et  l'on  a 

On  peut  encore  faire  { <  0  dans  la  formule  (29)  et  préciser 
comme  nous  l'ayons  fait  à  propos  de  la  formule  (22)  en  particulier 
on  aura 

ce  qui  ne  diffère  pas  de  la  formule  dCEuier. 

Pour  faire  le  calcul  inverse  du  précédent^  écriyons 

{hdytpP  -  flPi<»«y(log  fpy^^,^  (log  9))«+'      f  ^  0; 
or,   puisque   çjVt  »«  ^  -j-  -_  ^  on  a 

log  ç)  =  2  log  (^+  y). 
Si  donc  on  pose 

i-[2  1og(^+4)J-S,G/>«î>        (J>i), 
en  n'oubliant  pas  que 


on  aura 


(»«^-s.s/,l|:;:;) 


(♦^0,  i^i  +  îV 


d'où 

(30)       *'«w-s,a?^|«;*;;'j;;j, 

formule  générale,  analogue  à  la  formule  (24),  et  où  l'on  peut  faire  g 
négatif:  c'est  la  formule  générale  de  différenHaticn  mécanique  ou  cPinté- 
gratûm  mécanique,  facile  d'ailleurs  à  obtenir  directement  en  développant 
la  formule  (21)  suivant  les  puissances  de  p  et  différentiant  ou  intégrant. 
^On  voit  facilement  encore  que  q  étant  >  0,  on  a 

d'où 
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(30"") 


atU^\      «ils     r*=^  *:=:i  ...  -i^:::i  -'Lzï] 
«     Vdp«/,=o     *!^*-'V  2    '    8    '     '       2    '       2   /' 

*        Wp«/,,o~*I^*-A    2     '      2     '       '  2     '  2     /• 

Parmi  les  propriétés  des  nombres  F/,  F^^,  G},  G^^,  signalons 
les  suiranteB,  qui  réstiltent  de  lenr  définition;  d'abord  ces  nombres  ne 
sont  différents  de  zéro  qne  si  i  et  j  sont  de  même  parité.    On  a 

(»  +  1)2^/^  -  0*  +  i)^îi,  jij  -  iW  -T^/-*  +  K»  -  i)i^=î, 

J-/  -  S,.  G'rFUL    F;^  =  ^MF'ith  etc. 

Les  nombres  G^/  et  (r/^  ont  été  étudiés  spécialement  par  Th. 
von  Oppolzer^^),  comme  définis  par  les  formules  (30^**). 

Voici  les  yaleurs  des  premiers  des  nombres  que  nous  Tenons 
d'introduire: 

2'_2=1,  J^^i  129     -^ -%       240»  -^-«     6048;  -^-«   172800>--- 

-^-1==^,   l'-i      24?  -^-1    6760»   -^-1      967  680» 


-1    164828800; 


2^0^  =  1,  1^0^  =  0,  0->0); 

7^1 1  jp  9 J_  jpb  .^    ^         jp  7  __   ^ 

^1  ""-^^  ^1  "~24'  -^1  ""1920'   ^1    322  660"'-- 

-^2    ^;  ^j    12'  *    860'' *• 


FJ^  1 
F,'  —  1 


8  '    »    1920  '  • 

1^ 
6 
6^ 
24' 


■^-J    ^;   -r-j   247  -T -2      1920'   -^-ï    193  636' 

127 


-^  -  »     22118400  ; 


^-1    ^'     ^-1   12'   ^-1     720'   -^-1   30  240; 


Fl,' 


1209600; 


89)  Voix  note  88;  voir  aussi  «T.  L.  Oruey^  Thèse,  Paris  1868. 
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i^-] 

^0    8  '   -^0    884'   ^0     46080'*  •• 

Fl-] 

■^1    6  '  -^1    120  '   -^1    6040  '  "  ' 

FI'. 

^2    24'  •''«   6760'' •• 

j",»=] 

-^8    4  '  -^  »   40  '  *  '  ' 

Ft-^ 

Z**   84'- •' 

2^/-] 

p.7    1 

Ft^: 

.  . 

r^-] 

l-;  • 

GZ\- 

iT-j   12'   "■-»      240'   ^-2   60  480' 

^-  2      8  628  800  ' 

GZ\- 

1     1      j        17      .      867 
G^-1  — 24'   "^-i""   5760'   "^-1  """967  680' 

27  869 
^-1      464486  400'" 

<y.«-: 

G^o^^O    (i>0); 

G,^-: 

^1      24'   ^1    640'   ^1      7168'- •• 

G,«-: 

/5*_ L  n*  ^1. 

<?.'-: 

t'j  -    8'   '^ï    1920'- •• 

É?,*-. 

tr*  =    6  '  •  •  • 

^6»- 

^8  -   24'-- 

<?.«- 

É^,^-: 

.  . 

G-.l 


G'Z\ 


1,    G'I,. 
1,    G^'i, 


1920' 


^'1, 


867 
198  586  ' 


24'      ^-ï 

:  -_  i_      e'»    =  --      G'»    « 

12'      "^-1        720'  -1  60480' 


^,^ 27  859 

""-«  "^  66855200' 
191 


"^-1       8628800' 
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Go'  -  1 
G^''  «  1 
G/>  -  1 

e^;*  «  1 

<?«'«  =  ! 
G/'  -  1 


f  ^0      ~ 


ynf/2 î_         /nf       

"■  0    —         g  7      ""O  128  >      ^0  1024  ' 

"^1  fi  '       "^1  30'       "^1  110'- 


6 
24^ 


30' 
261 
6760  ' 


/3  '*  —        A        /5  '«  —   ^^^ 


^z     ^        4  ;      ^8     ==120' 
^4      "^         24'-      • 

an  ^ L 


'n+p' 


'n+p 


La  formule  (30)  donnera  les  formules  suivantes  d'un  usage  fréquent 

(31")      lijdxjf{x)dx 

Oihsl    (i  +  2)!        <-P     ^'^(»+i)'JlG'/>(td>yJ 
-  Sj{jdpfPjdp)d%  -  Si{jdpfp;dp)  i^ôiy,; 

(32*)       yjdxjf{x)dx 


(i^-2). 
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21.  Applications  aux  qnadraturoB  et  à  la  sommation  des  séries. 

^Les    formules   des    numéroB    précédents    fournissent   de   nombreuses 
applications.     Supposons  d'abord   que  Ton  veuille  calculer  l'intégrale 

6 

définie    /  f(x)dx.    On  peut  distinguer  divers  cas  suivant  les  ressources 

a 

dont  on  dispose: 

1^)  On  connaît  la  fonction  et  ses  dérivées  pour  les  limites  a  et  h 
faisant  alors  a  =  x^y  b  ^  x^  +  kh,  où  k  est  un  entier  arbitrairement 
choisi  y  on  appliquera  la  formule  cCEtUer. 

Exemple:   Soit  à  calculer 

20 
10 

on  fait  A  =- 1  y    *  =  10,  et  Ton  a 
T     1  ,    La.        ^  ^}  /_!_  ^  \-L(J: L\4._L/J LU 

'^  "'lO'^U'^  •  •  '  19        2  VlO       20/       12\10«       20V'^Î20\10*      20*/"^""' 

ce  qui  suffit  pour  avoir  exactement 

J- 0,69314718... -log  2. 

2^)  La  fonction  y  est  connue  par  un  tableau  tel  que  (A),  et  Ton 
peut  faire  a^x^,  b  ^  x^,  n  étant  entier;  on  appliquera  alors  la 
formule  (27> 

Exemple:   Soit  à  calculer 


s 
/=»  /  sinxdx. 

0 

PrenoDS  A  =  2**,   de  sorte  que  n  =  30. 

On  trouve 

sin  œ  «  0  sin  60«  =  0,8660254 

A  sin  0^  -  0,0348995  A  sin  60^  -  0,0169222 

A»  sin  œ 0,0000425    A»  sin  60^^ 0,0010758 

A»  sin  œ  ^ 0,0000425    A»  sin  60»  =  -  0,0000192, 

et  si 

2;sinO<>  =  0, 
on  a 

2;sin6œ  =  13,88948 
d'où 

^  J  -  13,88948  +  y  0,8660254  -  ^  (A  sin  60«  -  A  sin  0«) 

+  4(A»  sin  60«  -  A*  sin  0«)  + ... 
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et 

Si  les  limites  ne  coïncident  pas  avec  des  arguments  de  la  table, 
si  par  exemple  dans  le  cas  précédent,  avec  h^  29  et  a  »  0,  on  avait 

h  s=  60®  46',  on  calculerait  d'abord  /  sin  xdx,  puis  ensuite  /  sin  xdx, 

en  se  serrant  de  la  formule  (26)  où  Ton  ferait  i>'  =  0,  p  =  |,  a;^  =  60®; 
le  calcul  est  immédiat  et  donne 

J- 0,5113788.* 

On  ferait  de  même  si  la  fonction  y  était  connue  par  un  tableau 
tel  que  (B),  en  appliquant  les  formules  (32)  et  (31),  plus  convergentes 
d'ailleurs  que  les  précédentes;  il  faut  de  plus  remarquer  que,  dans  ce 
cas,  les  limites  peuvent  coïncider,  quand  il  s'agit  de  la  formule  (32), 
non  seulement  avec  les  arguments  de  la  table,  mais  avec  les  moyennes 
arithmétiques  de  deux  arguments  successifs:  il  suffit  de  choisir  dans 
les  seconds  membres  les  groupes  convenables.  Si  d'ailleurs  on  doit 
répéter  le  calcul  plusieurs  fois  en  conservant  les  mêmes  limites  infé- 
rieures, il  sera  avanti^eux  de  déterminer  les  constantes  telles  que 
d~^y^,,  ^ô^^y^.  qui  figurent  dans  la  formule  (32),  de  façon  que  les 
termes  correspondant  à  ces  limites  disparaissent.  Ce  mode  de  calcul 
peut  être  facilité  par  Fusage  des  tables  numériques  données  par 
Th.  von  Opposer. 

On  agit  de  même  pour  les  intégrales  doubles  que  l'on  rencontre 
en  Astronomie,  dans  la  théorie  des  perturbations  spéciales. 

3**)  ^Supposons  que,  ayant  fixé  h  à  volonté,  on  calcule  y^  cor- 
respondant à  a^Q  =    "T    ,  ainsi  que  les  quantités  d^y^,  ^^y^y  -  •  •;  ^^9q) 

ce  qui  revient  à  calculer  y^j,,  y^i^+u  •  •  -,  y.i,  J/o?  Vi,  -  " ,  Vj^^u  fci 
on  peut  poser 

a  '^  Xq  —  phy   b  ^  Xq  +  ph 

et,  conformément  à  la  méthode  de  R.  CoteSy  on  pourra  prendre  p^lc 
si  Ton  veut;  d'après  la  formule  (31)  on  aura 

lfnx)dx^Sj  {jP^jdp)ôyy,        (i^O), 

a  -p 

en  s'arrêtant  au  terme  en  â^yo]  Terreur  commise  sera>  d'après  les 
principes  généraux,  de  l'ordre  de  d^+'y^;  dans  les  cas  simples,  on 
pourra  la  représenter  plus  exactement,  mais  sans  avantage  appréciable.* 
Pout  t'  =  0  et  fc'  =  1,  le  second  membre  devient 
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2pyo     «*     ^PVo  +  y  (yi  +  y-i  -  2yo) 
et  l'on  a^  par  suite^  en  faisant,  dans  le  second  cas,  p  =  ]c'  ^  1 , 

b 


ou  bien 


rerrenr    étant    de    Tordre    de    la    différence    seconde    on    quatrième 
seulement. 

Pour  déterminer  cette  erreur,   il  suffit  de  remarquer  qu'on  peut 
écrire 

ou  bien,  d'après  ce  qu'on  verra  plus  loin*^), 

f(x)  -  2  fia) ^^;— p +  2f(b) ^^^^, 

+  à(x-a)(x-6)(x-î-+-y^(g), 

I  étant  compris  comme  x  entre  a  et  b,  et  A  étant  tel  dans  la  seconde 
formule  que  les  deux  membres  aient  même  dérivée  pour  -~— . 

Intégrant  entre  a  et  6,  on  a 

b 

Jf{x)dx  -  (t  -  o)/-(^-^)  +  1(6  -  o)Y'(r) 

a 


6 

I'  et  I"  étant  compris  entre  a  et  h. 

Jdu  peut  aussi,  y^  correspondant  toujours  k  x^^     2~^   calculer 

ce  qui  revient  à  calculer 

on  a  toujours 

a^XQ—ph,    b^XQ+ph 

90)  ^.  A.  MarJcav,  Isèisl.*^;  Differenzenrechnimg,  p.  58. 
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et,  conformément  à  la  méthode  de  -B.  Cotes,  on  peut  prendre  p^^h'  +  ^ 
si  Ton  veut;  on  a  alors,  toujours  d'après  la  formule  (31), 

a  -p 

en  s'arrêtant  au  terme  en  ^ô^y^'^  l'erreur  commise  sera  toujours  de 
l'ordre  de  ô^^'+^j/q  et  par  suite,  comme  l'a  remarque  C.  F.  Gauss^^), 
ce  procédé  est  moins  avantageux  que  le  précédent,  puisque  précédem- 
ment on  a  dû  calculer  2  k'  +  1  valeurs  seulement  de  y,  tandis  qu'ici 
on  en  calcule  2V  +  2.* 

Si  l'on  fait  *'  =  0,  p  «  -J-,  on  a 

f{x)dx i_i(6-.a). 


I' 


l'erreur  étant  de  l'ordre  de  la  différence  seconde;  nous  l'avons  calculée 
plus  haut:  c'est  -  ^  (&  -  a) Y' (50- 

4^)  Enfin,  partageons  l'intervalle  (a,  h)  en  h  parties  égales,  dont 
les  limites  correspondent  à  rcr^,  a;^,...,  Xj^,   et  calculons  les  valeurs 

y 07  Vif  •  •  •;  y*  ^®  f{^)  correspondantes;    soit  de  plus  h  =     7^    .     Si 

nous  appliquons  dans  chaque  intervalle  la  formule  indiquée  en  dernier 
lieu,  on  aura 

b 

a 

c'est  la  méthode  des  trapèzes;  jsi  k  est  pair,  égal  à  2k\  on  a  une 
approximation  du  même  ordre,  en  se  servant  seulement  des  y  d'indices 
impairs,  d'après  ce  qui  précède,  et 

6 

ffix)  dx-^2h(y,+y,  +  ---+  y„._0 . 

a 

Dans   ce   même   cas^   appliquons   le   principe  de  la  méthode  des 
trapèzes  aux  intervalles 

(^o;  ^i)?  (^i;  ^zJy  (^8?  ^5);  •  •  •;  (^ie-s;  ^fk-l)y  (^ïib'-i;  ^JtOî 
on  a 

b 

ffix)  dx  -  h  [y.-y.-y»*l.i±J^*;  +  2y,  +  2y,  +  . .  •  +  2y,»._  J  ; 
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la   moyenne   arithmétique  des  deux  expressions  qu'on  vient  d'obtenir 
donne  la  formule  de  PonceleC 

Enfin,  h  étant  toujours  égal  à  21c,  appliquons  aux  interralles 
(x^y  x^y  (x^y  x^y  ...  la  formule  obtenue  plus  haut  en  supposant 
connues  trois  valeurs  de  y;   on  aura 


f(x)dx  =  4  [>o+  y$k'  +  ^(yi  +  yz  +  "'  +  y^if-i) 


+  2(y,  +  y4  +  ---yj*'-2)] 

c'est *^)  la  formule  de  Simpson^^). 

Dans  ces  différentes  formules  les  expressions  des  restes  résultent 
immédiatement  de  ce  qui  précède  *•). 

La   sommation   des   séries   et  leur  transformation  trouvent  aussi 
dans  tout  ce  qui  précède  de  puissants  auxiliaires,   ainsi   que  le  mon- 
treront les  quelques  exemples  qui  suivent. 
p 

^Considérons  ^  af,   avec  ar^  =  0,   A  =  1  ;   on  a   par   la  formule 

n 

dEuler  si  a  est  différent  de  —  1 
p 

720  ^  ^        >'•••' 

si  a  =  —  1,  le  premier  terme  du  second  membre  devient  logi?  — logn. 
Si  a  +  1  <  0,  on  peut  faire  p  =  +  oo,  et  l'on  a  pour  calculer  la  somme 

^,  af^  de  la   série  convergente 

n«  +  (n  +  1)«  +  . . .  +  (n  +  i/)«  +  .  • . 

une  série  nouvelle,  divergente  à  la  vérité,  mais  d'un  emploi  fort 
commode,  et  qu'on  peut  d'ailleurs  toujours  arrêter  en  tenant  compte 
du  terme  complémentaire. 


91)  T.  Simpson,  Mathematical  dissertations  on  physical  and  analytical 
Bubjects,  Londres  1743,  p.  109  et  sniv.;  cf.  M.  Cantor,  Vorles.'")  8,  p.  686  et  sniv. 

92)  ^Déjà  en  1668,  «T.  Gregory  avait  indiqué  un  théorème  qui  est  équivalent 
à  \a  formule  de  Simpson  (cf.  G.  Heinrieh,  Bibl.  math.  (3)  1  (1900),  p.  90/2.* 

93)  Voir  au  siget  de  la  formvXe  de  Simpson,  dans  le  tome  II  vol.  1,  Tappendice 
à  Tarticle  sur  le  calcul  différentiel  et  le  calcul  intégral  et  de  plus  /.  /.  CheviU 
het,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  80  (1875),  p.  828/6;  A,  Steen,  Tidsskiift  math.  K5ben- 
havn  (Copenhague)  (8)  1  (1871),  p.  90/2;  Nouv.  Ann.  math.  (2)  10  (1871),  p.  301/4; 
r.  Parmentier,  id.  (2)  16  (1876),  p.  241/61. 
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Si  a  «=  —  1,  et  si  n  =  1 ,  on  a  aussi,  d'après  une  forme  indiquée 
de  la  formule  cCEulery 

\n  1        ^  ,   ,  11        11,  1-28    1 

C  est  la  constante  cPEider^*")'^  cette  formule  même  permet  de  la  calculer; 
on  a,  en  faisant  p  =  10, 

C- 0,5772156649...* 

En  faisant  f(x)  «  log  a;,  et  ar^  «  0,  A  «=  1 ,  on  a  de  même®^) 

c'est  la  formule  de  Stirling^),    La  formule  de  Wallis^'')  montre  d'ailleurs 
qu'ici 

C-^  log  2n. 

On  a,  par  suite,  la  valeur  asymptotique  de  r'(p+  1)  =jp!,  soit 
y2np  %Pe-^, 

Le  5me  de  Stirling  n'est  pas  convergente,  car  le  terme  complé- 
mentaire devient  aussi  grand  qu'on  le  veut  en  valeur  absolue.  Cepen- 
dant la  série  fournit  la  valeur  du  logarithme  du  produit  1  •  2  •  3  . .  . 
(p  —  1)  avec  une  grande  approximation  si  p  est  grand,  en  se  bornant 
aux  premiers  termes;  on  obtient  la  plus  grande  précision  possible  en 
s'arrêtant  au  terme  en  2)î?i^^  tel  que  /  soit  voisin  de  xx,  ainsi  qu'il 
résulte  de  la  valeur  asymptotique  des  2)ii^®). 


94)  J.  C.  Adams  donne  sa  valeur  avec  268  décimales  [Proc.  B.  Soc.  London 
27(1878),  p.  88/94;  Papers»*)  1,  p.  469/66].  Cf.  dans  le  tome  H  vol.  1  Particle 
sur  les  intégrales  définies. 

95)  /.  Stirling,  Methodus  differ.  ")  (1730),  p.  186  et  suiv.;  A.  de  Moivre, 
Mise,  analyt.^^,  Supplementum,  p.  1  et  suiv.  Cf.  dans  le  tome  I  Tarticle  I  20, 
n*"  12;  et  dans  le  tome  II  vol.  1  l'article  sur  les  intégrales  définies;  voir  aussi 
M,  Cantor,  Vorles.  •»)  8,  p.  660/2. 

96)  ^La  formule  actuellement  connue  sous  le  nom  de  formule  ou  série  de 
Sterling  est  due  kA.de  Moivre;   celle  obtenue  par  J.  Stirling  a  une  forme  un 

peu  différente;  elle  procède  suivant  les  puissances  de  (voir  G.  JEnestrômy 

Bibl.  math.  (8)  6  (1904),  p.  207).*  ^^"* 

97)  M.  Cantor,  Vorles.  Gesch.  Math.  (2*  éd.)  2,  Leipzig  1900,  p.  904.  Cf.  dans  le 
tome  n  vol.  1  Tarticle  sur  les  intégrales  définies. 

98)  H.  Limbowrg,  Mém.  couronnés  et  savants  étrangers  Acad.  Belgique, 
in  4^  80  (1858/61),  éd.  1861,  mém.  n^  4,  p.  1/21.  Cf.  dans  le  tome  II  vol.  1  Tarticle 
sur  les  intégrales  définies. 
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^Geci  montre  suffisamment  Temploi  de  séries  divergentes  pour  cal- 
culer la  somme  de  séries  conTergentes^*);  on  a  en  réalité  des  râleurs 
asymptotiques  de  la  somme  de  la  série  à  partir  d'un  certain  rang. 
Dans  le  même  ordre  d'idées,  on  peut  trouver  d'autres  applications. 
Considérons  une  série  qui  soit  définie  par  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent;  de  sorte  que 

D'abord  pour  calculer  y„+y,  on  aura 

log  Vn^p  -  log  y>  +  2"  ^^  "P  Wî 

n 

en  développant  q>{n)  sous  la  forme  d'une  somme  de  puissances  de  n^ 
on  aura  facilement  par  les  formules  ci-dessus  une  valeur  asymptotique 
de  Vn^p-    Posons  maintenant^  en  supposant  la  série  convergente 

+  00 

on  a 

et  par  suite  pour  z^  l'équation  aux  différences 


soit 


K«)-«  +  4  +  è  +  i  +  --et^.-A,  +  ^-  +  è+---; 


avec  a  différent  de  1;   on  trouve 
si  a  »  1  ;  on  prendra 


;..  =  ^_,n  +  J,  +  ^+^V+--, 


et  l'on  aura 

et  l'on  a  ainsi  une  valeur  asymptotique   de    la    série;    ceci  convient 
d'ailleurs  aussi  bien  aux  séries  alternées  qu'aux  séries  à  termes  positifs. 
Si  d'ailleurs  on  prend  pour  z^  une  valeur  approchée  jbt/,  on  a 

+  00  +qo 

n  n 

avec 

y:  -  ».  [1  -  n;  +  <p  (n)  b\  ^,]  ; 

99)  Cf.  dans  le  tome  II  vol.  1  l'aiticle  sur  les  intégrales  définies. 
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on  a  ainsi  transformé  la  série  des  y^  dans  la  série  des  y/,  et  Ton  peut 
appliquer  à  celle-ci  le  même  procédé.    Dans  le  cas  des  séries  alternées 
on  pourra  employer  encore  avec  avantage  ^^)  les  formules  (15^*')  ou  (28). 
Indiquons  encore  les  artifices  suivants  ^®^).     Soit  à  calculer 

+  • 

n 

en  faisant  iCQ  ==  1 ,  A  =  4. 

On  a ,  en  posant  y  ^—  y 

+  00 

n 

=  -2  (^i^y- + ^î^'y- + ^l^'y- + •  •  •) 

n 

De  même;  soit  à  calculer 

+  00 

avec  x^^2 j  A  =  4. 
On  a 

-  ~  2^?P,dy,  +  P.d'y,  +  P.ô'y,  +  •    •) 

=  2(P,y,  +  P,d*y,  +  P,d*y, +  ...), 

les  P^  étant  calculés  pour  i>  =  i,  d'après  la  formule  (21). 

Soit  encore  à  calculer 

+• 


100)  Snr  rimportante  question  de  la  transformation  des  séries ,  consulter: 
J.  Stirling,  Methodus  diff.");  L.  Evier,  Cale.  difF."),  p.  281  et  sniv.;  /.  F. 
Foncdet,  J.  reine  angew.  Math.  13  (1886),  p.  1/54;  E,E,  Kummer,  id.  16  (1857), 
p.  206/14;  K  JET.  ScheUbiich,  Ueber  mechanische  Quadrator,  Progr.  Berlin  1877; 
E,  Catalan,  Mém.  conronnés  et  savants  étrangers  Acad.  Belgique,  in  4^  38 
(1866/7),  éd.  1867,  mém.  n°  4,  p.  1/62;  A.  A.  Markov,  Isèisl.");  Differenzenrech- 
nung,  p.  178  et  suiv.;  Mém.  Acad.  Pétersbourg  (7)  87  (1890),  mém.  n«  9.  Cf.  dans  le 
tome  n  vol.  1  l'article  sur  les  intégrales  définies. 

101)  Voir  J.  Stirling,  Methodus  diflFer."),  pars  I. 
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avec    a;o=»0,    A  =»  1.      Comme ^  est    la    dérivée    de   —,    on    a^ 

d'après  la  formule  (25), 

d'où 

Et  ainsi  de  suite.* 

Interpolation  en  général. 

22.  Formules  générales  d*interpolation.  Soit  y  =  f(x)  une 
fonction  connue  par  les  valeurs 

yo.  Viy  yt7  '"7  Vn 
qu'elle  prend  pour  des  valeurs 

Xqj  Xi,  X2,  •  •  -,  x^ 
de  la  variable  x,  et  soit  ip(x)  une  fonction  construite  arbitrairement 
et  prenant  les  mêmes   valeurs  que  la  fonction  f(x)  pour  les  mêmes 
valeurs  de  la  variable  x. 

Remplacer  f(x)  par  q>(x)  c'est  se  servir  d'une  formule  d'interpolation 
pour  f{x).  Cette  formule,  c'est-à-dire  la  fonction  9? (a:),  peut  prendre 
des  formes  très  diverses  dont  nous  passerons  les  principales  en  revue. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  souvent,  au  lieu  d'interpoler  la 
fonction  f(x)  elle-même,  il  pourra  être  plus  avantageux  d'interpoler 
une  fonction  donnée  de  f(x)y  par  exemple  e^<'),  ou  logf(x\  ou  y^f(x). 
La  nature  des  données  permettra  seule  de  discerner  le  meilleur  choix  à 
faire  parmi  les*  fonctions  de  y  qu'il  faut  interpoler  et  les  diverses 
formules  d'interpolation  à  appliquer^®*). 

Nous  avons  étudié  précédemment  le  cas  très  usuel  dans  lequel 
les  valeurs  Xq,  x^,  . . .,  x^  forment  une  progression  arithmétique,  et  où 
l'on  se  borne  à  l'emploi  de  l'interpolation  parabolique;  nous  allons 
maintenant  étudier  le  cas  général. 

^Un  procédé  très  général  consiste  à  faire 

(33)  <p(x)^S,yiA        (»  =  0,  l,2,..,n), 

les  A^  étant  indépendants  des  y^\  on  doit  donc  avoir 


102)  C.  W.  Merrifidd,  Report  on  the  présent  state  of  knowledge  of  the  app- 
lication of  quadratures  and  interpolation  io  actual  data  [Report  Brit.  Assoc.  50 
Swansea  1880,  éd.  Londres  1880,  p.  821/78];  voir  anssi  Proc.  London  math. 
Soc.  12  (1880/1),  p.  é/U. 
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Ai(Xj)  =  0,    sauf  pour  j  ="  i,    et  alors    A^(x^  =  1 . 

On  Yoit  qu'il  reste  ici  une  large  indétermination^  qu'on  pourra  faire 
disparaître  en  assujettissant  ip(x)  à  ne  dépendre  que  de  n  +  1  p^u:»^ 
mètres  *o»). 

Dans  le  même  ordre  d'idées  on  peut  poser 

les  sommations  étant  étendues  aux  combinaisons  simples  X;  + 1  à  ft  + 1 
on  k  k  k  des  y^]  alors  il  faudra  aroir 

^hk--ik(^j)'^^^   pour  i  =  ii,  i,,  ...,  i^; 

Enfin  on  peut  imaginer  d'une  façon  très  générale  que  les  valeurs 
pour  lesquelles  f(x)  est  connue  ne  sont  pas  toutes  distinctes.  Supposons 
que^***)  pour  x^  on  connaisse  non  seulement  y. ^  mais  ses  Â^  — 1  premières 
denrées  y^,  y/',  .  .  .,  y/  '~^),  les  x^  étant  toujours  distincts;  on  peut 
faire  alors  ^^'^) 

et  l'on  devra  avoir 

^/»)(xO  =  0    pour   *Io'î'^"7"i 

sauf  pour  .  ,  et  alors 

Ay<^(^*)  =  l- 

108)  Sur  la  manière  de  composer  de  telles  formules,  voir  C.  A.  Laisant,  BuU. 
Soc.  math.  France  19  (1890/1),  p.  44/6. 

104)  Ch.  Hermite,  J.  reine  angew.  Math.  84  (1878),  p.  70/9. 

106)  Sur  l'interpolation  au  point  de  vue  analytique,  voir  encore  G.  Frohenm 
J.  reine  angew.  Math.  73  (1871),  p.  1/80;  P.  Gazzaniga,  Ann.  mat.  pnra  appl. 
(2)  10  (1880/2),  p.  279/90;  E.Schering,  Abh.  Ges.  G(Jtt.  27  (1881),  math.,  mém. 
n°  1,  p.  8/64  [1879];  Ch.  Méray,  Ann.  Ec.  Norm.  (8)  1  (1884),  p.  166/76;  Bull.  se. 
math.  (2)  20  (1896),  p.  266/70;  L  Bendixaon,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  101  (1886\ 
p.  1060/3,  1129/31;  F.  G.  Teixeira,  Nouv.  Ann.  math.  (3)  4  (1886),  p.  361/9;  J.  reine 
angew.  Math.  100  (1887),  p.  83;  126  (1903),  p.  116/62;  G.  Enestrôm  (à  propos 
d*une  série  traitée  par  F.  Nicole  en  1727)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  103  (1886), 
p.  628/6;  I.  Bendixson,  Acta  math.  9  (1886/7),  p.  1/34;  F.JDiestd,  Beitrâge  au 
der  Interpolationsrechnung,  Diss.  GOttingne  1890  ;  iS.  Fineherle,  Memozie  Ist.  Bologii* 
(6)  3  (1892),  p.  293/318. 
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Un  second  procédé  très  général  consiste  à  se  donner  n+1  fonctions 
<p^,  q>\ y*, . . .,  9*  et  à  chercher  des  constantes  a^,  «i;  «i;  •  •  •;  «»  telles  que 

(36)  fp{x)  ^  «oSP^  +  «iV'  +  «29*  +  •  •  •  +  a»9" ; 

ici;  il  n'y  a  plus  indétermination,  et  en  désignant  par  ip/  la  yaleur 
g>^{x^  la  question  est  résolue  par  l'équation 


(37) 


D 


9 

9,0 

9' 

9'   • 

..  tp" 

Vo 

< 

9o' 

<• 

■90' 

91 

Vi' 

9i' 

9i'- 

■9i' 

% 

< 

9,' 

<• 

..%" 

V» 

9: 

9.' 

9.'. 

•y»" 

-0 


qui  donne  le  développement  de  ç?,  et  par  suite  les  a^  immédiatement. 

Pour  développer  le  déterminant  Dy  d'ordre  n  +  2;  on  peut  procéder 
de  la  façon  suivante^  ici  très  importante. 

Réservant  les  lettres  i  et  j  pour  les  indices  de  lignes  et  de 
colonneS;  faisons  correspondre  à  chaque  indice  t  >  0  un  indice  i'  <  i 
et  choisi  parmi  les  nombres  0^  1,  2,  . . .,  n;  si  alors  on  pose 


A9  =»  tp 


90  y" 


Aç),  -  ç><  - 


A9/  «  fp^ 


i  __ 


Aç)^»-  9^ 


^i' 


des  transformations  élémentaires  permettent  d'écrire 
Aç)     A(p^     A^^   . . .  Aç)" 
A(pi    Aç)^^   ^Ç'i*  •  •  *  ^^>\ 
Aq>^    ùi(Pi^   ài<Pf^  •  •  •  Aqp,' 


D' 


Aç)^   A<)P«'   Ay^*  . .     Aç)„ 


«0 


et  l'on  est  ramené  à  un  déterminant  qui  n'est  plus  que  de  l'ordre 
n  4-  1-  On  continue  de  même;  c'est-à-dire  qu'à  chaque  indice  i  su- 
périeur à  1  on  fait  correspondre  un  indice  i'  inférieur^  choisi  parmi 
les  nombres  1;  2^  . . .,  n;  et  l'on  pose 


A^ç)  «  A9 


-^,    AV.— Aç),--^^,-, 


et  l'on  a 

Snflyolop.  des  toiAnc  mathémat.    I  4. 


AV-Aç,/-^^', 
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!  A'tp     A*<p*   .  .  .  AV 
j)"  =  I  ^Vî    ^'fs'  ■  '  ■  A*?»"    =  0; 

,  AV,   AV„*  . . .  AV.- 
et  ainsi  de  suite. 

Le  dernier  résultat  sera  un  déterminant  d'ordre  1,  savoir  A'+^çj—O, 

et  par  suite,  on  a 

(38)     9-^9"+  -è^\^<p'  +  ^^;jV  AV  +  •  •  ■  +  ^  A>-. 

Cette  formule  fondamentale  donne  le  développement  cherché,  non 
pas  sous  sa  forme  même,  mais  sous  une  forme  plus  avantageuse  pour 
le  calcul;  on  voit  en  effet  que  pour  arriver  jusqu'au  terme  en  A*ç>*, 
il  n'y  pas  à  tenir  compte  des  termes  pour  lesquels  l'un  des  indices  i 
ou  j  surpasse  k,  et  que  par  suite  les  divers  termes  de  (38)  peuvent 
se  déterminer  successivement  sans  calculs  superflus.  En  d'autres  ter- 
mes encore,  si  l'on  vient  à  augmenter  l'indice  n,  les  calculs  déjà  faits 
conservent  entièrement  leur  utilité,  ce  qui  est  un  point  important. 

On  observera  immédiatement  sur  (38)  que  les  quantités  telles 
que  A*9;*,  ^*9jbj  ^*9^/  9^î  J  figurent  sont  indépendantes  du  choix 
des  r  qui  ont  servi  à  les  calculer;  que  ces  quantités  sont  symétriques 
par  rapport  aux  indices  de  lignes  0,  1,  2,  . .  .,  A—  1;   que  le  rapport 

-  ^-*.    est   de    plus   symétrique    par   rapport   aux    indices   de    lignes 

A  rrj, 

0,  Ij  2y  ,.  .y  Je— ly  Je ]  cufin  qu'il  en  est  de  même  du  second  membre 
limité  au  terme  en  A*^/*.* 

23.  Interpolation  parabolique.  Il  s'agit  ici  de  déterminer  g>(x) 
sous  la  forme  d'une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  n 

q>(x)  =  «0  +  cc^x  +  a^x*  H +  a^af^y 

c'est-à-dire,  géométriquement,  de  remplacer  la  courbe  y  =  f{x)  par 
une  parabole  d'ordre  n  passant  par  n  +  1  points  donnés  de  la  courbe. 

Le  problème  est  déterminé,  et  résolu  immédiatement  par  la  for- 
mule (33),  en  faisant 

'  •  ~  (Xi  —  x^)  {X.  —  aîj  .  .  .  (x^  —  a;._i)  {x.  —  x^^^)  .  .  .  (x.  —  Xn)  ' 
on  a  ainsi  *^)  la  formule  de  Lagrange^^ 

106)  J.  L.  Lagrange,  Leçons  élém.  btit  les  math,  données  à  TEcole  nozmale 
en  l'an  111.  Ces  leçons  ont  paru  d'abord  dans  les  tomes  8  et  4  des  denx  éditions 
des  Séances  des  Ecoles  normales  recueillies  par  des  sténographes  et  revues  par 
les  professeurs;  la  formule  de  Lagrange  se  trouve:  (1*  éd.)  4,  Paris  (s.  d.)  [an  m], 
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que  l'on  obtiendrait  aussi  facilement  par  le  dëveloppement  direct  du 
déterminant  (37)  par  rapport  anx  éléments  de  la  première  colonne  et 
à  laqneUe  C.F.Gauss  arrive  de  la  façon  suivante  ^^^). 
Il  s'agit  d'éliminer  les  a^  entre  les  équations 


y  ^a^  +  a^x  +  a^x^  + 


+  ««^« 


En  multipliant  respectivement  ces  équations  par  les  facteurs 

1 

(x  -  «o)  (a:  —  «i)  ...  (a:  —  Xn)  ' 
1 


(jXn  —  x){Xn'-X^).,.  {Xn  —  a;^_  i) 

et  ajoutant,  on  obtient  le  résultat  d'élimination  cherché  sous  la  forme 

+ V-O .... 


(aï  — «,)(«  — iC,)  .  .  .  (X—Xn)    '     («0— *)(^0  — «l)  •  •  •  (X^  —  Xn) 

J ^ =  0- 

(Xn  —  x)(Xn  —  X^)...{Xn  —  X^_{)  ' 

le  second   membre   est  nul  en  effet  d'après  le  théorème  général  de 
i.  Eul^^^),  relatif  aux  sommes 

o a^  b" 

^r       (a  —  6)  (a  -  c)  .  .  .  "^  (ft  —  a)  (5  —  c)  .  .  .  ■•  ' 


p.  416;  (2«éd.)  4,  Paris  an  IX,  p.  416.    Voir  aussi  J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  8  (1812), 
p.  178/278;  ŒuTxes  7,  Paris  1877,  p.  181/^88;  voir  en  partie,  p.  284. 

107)  La  formule  de  Lagra/nge  a  été  indiquée  et  démontrée  dès  1779  par 
E.  Waring  [Philos.  Trans.  London  69  (1779),  p.  69/67];  voir  à  ce  propos  A.  van 
Bratmmûhî,  Cibl.  math.  (3)  2  (1901),  p.  96. 

Au  stget  de  la  formule  de  Lagrange  voir  aussi  C.  G.  J.  Jacohi,  Diss.  Berlin 
1826;  Werke  3,  Berlin  1884,  p.  1/42.  On  trouvera  des  formes  diverses  de  la 
formule  de  Lagrange  dans  W.  H.  EchoU,  Ânnals  of  math.  (1)  8  (1893/4),  p.  22/4. 

108)  C.  F.  Gausff,  Theoria  interpolationis  méthode  nova  tractata  (mém. 
posth.),  Werke  3,  (jOttingue  1876,  p.  266/327;  J,  F.  Encke,  Berliner  Astron.  Jahrb. 
far  1830  (d'après  C.  F.  Gauss,  1812),  p.  266/84;  Abh.*^  1,  p.  1/20. 

109)  L.  EuUr,  Institutiones  calculi  integralis  2,  S*  Pétersb.  1769,  p.  432 
et  sxiiv. 

9* 
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qui^  les  quantités  a,b,c,...  étant  en  nombre  m,  sont  nulles  pour 
r  <  m  —  1 ,  et  égales  en  général  à  la  somme  des  combinaisons  com- 
plètes r  —  m  +  1  àr  —  m  +  1   des  quantités  a,  b,  c, En  résol- 

yant  la  relation  obtenue  par  rapport  à  j^,  on  a  immédiatement  la 
formule  de  Lagrange, 

^L'erreur  commise  en  remplaçant  f{x)  par  q>{x)  est  facile  à  cal- 
culer.    Posons 

f{x)  -  q>{x)  +  (a;  -  x^)  (a;  -  a^i)  •  •  •  (a;  —  x^A^ 
A  étant  déterminé  par  cette  relation  même.     La  fonction 
m-9(t)-{t-x,){t-x,)-..{t-x,)A 

admet  les  n  +  2  racines  x^,  x^y  . . .,  x^y  X]  sa  dérivée  (n  +  1)**™*  s'an- 
nule donc  pour  une  valeur  x'  comprise  entre  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  des  nombres  précédents^  de  sorte  que*^®) 

A^fJil'M 
(n  +  1)!  • 

On  voit  par  là  qu'il  sera  avantageux  de  rendre  quand  on  le  pourra 
le  produit  (x  —  Xq)  (x  —  x^)  --  •  (x  —  xj  le  plus  petit  possible. 

Si  donc  on  veut  interpoler  entre  les  deux  limites  a  et  &  et  que 
l'on  ait  le  choix  des  valeurs  x^,  x^,  , , .,  x^,  on  les  prendra  de  façon 
que  le  polynôme  {x  —  Xq)  (x  —  x^)  . , ,  (x  —  x„)  soit  celui  qui  s'écarte 
le  mains  de  zéro  dans  l'intervalle  (a^  }>)y  c'est-à-dire,  d'après  P.  L, 
6ébysev^^^\  soit  égal  à 

gii  cos  [(n  +  1)  arc  cos  — ^^^-^ — ^J  ; 
les  x^  auront  donc  pour  valeurs 

De  pluS;  il  est  évident  que  l'erreur  sera  d'autant  plus  petite  que 
X  sera  plus  voisin  d'une  des  valeurs  x^^,  x^,  , . .,  x^  et  que  ces  valeurs 
seront  distribuées  plus  symétriquement  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  suppose  que  f{x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de 
degré  n  +p 

f(x)  =  tto  -f  o^a:  H +  a^af  +  %h^^^  "• +  <^n^p^*'f 

q>(x)  n'est  autre  chose   que  le  reste  de  la  division  de  f(x)  par  la 

110)  Voir  la  note  68. 

111)  RL.Cebyëev,  Mém.  Acad.  Pétersb.  (6)  9  (1869)  se.  math.  phys.  nai 
(désigné  aussi  comme  étant  (6)  7  (1859)  se.  math,  pbys.),  p.  199/291  [1867];  (Entiet 
publ.  par  A.  A.  Markov  et  N.  J.  Sonm  1,  S*  Pétersb.  1899,  p.  27S/878. 
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fonction  rationnelle   entière   ^(rc)  ^  {x  ^  x^  {x  —  x^  . . .  {x  —  x^  et 
FeiTeTiT  est  le  produit  par  ^{x)  du  quotient  de  cette  division,  savoir: 

««^.1  +  «n  +  î  (^  +  ^0  +  ^1  +  •  •  •  +  ^J 

+  «•+«  {x^  +  xxç^^ -{-x^^^ +  Xç^x^  H )  H , 

formule  où  Ton  n'a  indiqué  que  les  termes  types. 

La  fonction  9> (a:)  est  d'ailleurs^  suivant  l'expression  de  CF.  GausSj 
la  fonction  la  plus  simple  qui  puisse  remplacer  f(x). 

^Si  les  x^  forment  une  progression  arithmétique,  de  sorte  que 
^<  —  ^0  +  **  ®*  V^^  x^  Xq  +ph,  on  a 

9>(a;)-"S*(-l)"-C;C7;-L,y,; 

si  l'on  remplace  au  second  membre  y^  par  9',  c'est  le  reste  de  la  di 
vision  de  ç)^  par  (qp  —  1)*  +  K* 

La  formule  (34)  généralise  la  fonntde  de  Lagrange  quand  on 
suppose  ^^  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  respectivement 
des  fonctions  rationnelles  entières  de  degré  n  — X;  et  k]  on  a^^*) 

^'^  •  •'*       /7(«.-«j)      V ^ ^^  »s^  •  V  V  ' 

Relativement  aux  applications  de  la  formule  (35)  nous  observerons 
d'abord  qu'elle  se  confond  avec  la  formule  de  Taylor  quand  on  sup- 
pose n  »  0  et  que  q>(x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré 
X^  —  1.  De  plus,  en  supposant  (ce  qui  se  présente  quelquefois,  et  ce 
qui  nous  a  servi  antérieurement)  que  l'on  connaisse 

yo7  9iy  y»;  •  •  •;  y»     et    y'*+i;  y  *+»>  •  ■  •;  Vn  » 
on  verra  que  la  fonction  la  plus  simple  pour  représenter  y  sera  une 
fonction  rationnelle  entière  de  degré  2n  —  k  et  de  la  forme 

tl,(x)  +  (X'-'XQ)(x-x,)  ...  {X'-x„)x(x), 

if(x)  étant  de  degré  n  et  déterminé  par  la  formule  ordinaire  de  La 
grange,  %{x)  étant  de  degré  n  — A:— 1:  l'erreur  est  d'ailleurs  de  la 
forme 


112)  A.L.  Cauchy,  Cours  d'Analyse  de  TEcole  polyt.  1,  Analyse  algébrique, 
Paria  1821,  Note  V,  p.  526/9;  Œuvres  (2)  3,  Paris  1897,  p.  429/38;  Ph,  E.  Brassmne, 
J.  maih.  pures  appl.  (1)  11  (1846),  p.  177/83. 

113)  Au  Buget  de  cette  formule,  qui  n*a  aucun  intérêt  pratique,  et  sur  quel- 
ques extensions  analogues,  voir  Tarticle  I  9  et  la  bibliographie  correspondante. 
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(X  -  X^)(X  -  a?i)  .  .  .  (O;  -  X,)(X  -  X.^^y  .  .  .  (X  -  ^n)\^n-^i,+\y/ 

x'  étant  déterminé  comme  plus  haut^^*). 

^lieyenons  au  cas  général  de  rinterpolation  parabolique,  et  appli- 
quous-lui  la  formule  (38).  On  trouve  immédiatement  que  Ton  aura 
en  prenant  qp-'  «=  x^ , 

(39)     9(^)«yo  +  A(^-^o)  +  A(^~^o)(^-^) 

ce  qui  est  la  formule  générale  de  Newton  ^^^), 

Les  P^  peuvent  être  calculés  de  diverses  façons. 

En  supposant  d'abord  que  Ton  fasse  toujours  i'  =  i  —  1,  on  aura 

7)  1  _  yi  —  yo       7>  1  ^  yi  —  yi        t)  i  ^  ys  —  yi 

•Va     ^^    «t'A  alU*  •«/«  M'^  M/} 

et  par  suite 

P—  D*       P=7)«       P=7)5     ... 

On  peut  aussi  donner  toujours  à  i'  sa  plus  petite  valeur,  et  £etire^^^ 

7)'  1  ~  yi  ~  ^0        n'  1  —  yt-Ti-yo        tv  i  —  ^^sz^h^ 

**'i  —  •*'o  •*'f  —  •''O  •*'s         "^0 

*  a:,  —  il     '  ^  iCs  —  0?!     '  *  a:^  —  aj^     ' 

7)'  *        71'   1  7)'  •        D'  * 

7)'  8  =«  =_?-~  ri.s_         /y  8  =  -^4    — -^8 

S  «^     .^__  /j»        ^  4  /»•     ___  /*•        ' 

et  Ton  a  encore 

P_7)'i       p_r)'a       p__7y3 

Les    coefficients    P^   sont   symétriques   par   rapport   aux   indices 
0,  1,  2,  .  .  .,  i;  or  le  terme  en  y^  dans  P^  est  évidemment 
Vi . 

i^i  —  ^o)  (^i  —  ^)"-  («/  —  ^i^i)  ' 


114)  -4.  J[.  3far7jo«,  Isèisl.  *•);  Differenzenrechnung,  p.  4/6,  8.  Voir  aussi, 
sur  ce  sujet,  la  note  106,  et  en  outre  F.  WiUiot,  Bull.  se.  math.  (2)  14  (1890), 
p.  218/24  (rauteur  donne  une  application  aux  quadratures). 

116)  /.  Newtan,  Princip.  math.*),  Londres  1687,  p.  481/2;  voir  aussi  M.  Oantor, 
Vorles.  •»)  8,  p.  872/6. 

116)  ^E.  Me  Clintock,  Amer.  J.  math.  2  (1879),  p.  807/14.  Voir  aussi,  sur  la 
détermination  successive  des  coefficients,  C.  A.  Laisant,  Bull.  Soc.  math.  France 
19  (1890/1),  p.  121/3.* 
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donc 

p«g__A__         /*=-0,l,...,f  \ 

*  ""      7Z(^*-^*')         W-  0,  1,  . . .,  y,  sauf  k) 

La  formule  (39)  est  symétrique  par  rapport  aux  indices  0^  1^  2^ . .  .^  n; 
d'après  la  valeur  évidente  du  terme  en  y^,  on  Toit  qu'elle  se  confond 
avec  la  formule  de  Lagrange^^'').* 

C.  F.  Gauss  déduit  la  relation  (39)  de  la  formule  de  Lagrange  de 
la  façon  suivante  en  introduisant  des  notations  souvent  employées  ^^*). 
Nommant  y\  y",  y",  ...  les  expressions  de  y  que  fournit  la  formule 
de  Lagrange  en  employant  successivement  une,  deux,  ti-ois, .  .  .  valeurs 
de  y,  de  sorte  que 

y         ..Xo  -  a:,)  (Xo  -  a:.)2'o  ^  (:r,  -x.)(x,  -  Xi)^^  "^  {^^x,)lx,  -  x^^  ' 

; 

on  a 

y'-"y»(^-:«^o)t^,-  +  ^-!L-^J, 

+ y^ 1 


ajoutant,  et  posant 

1 


'■   ^^-^  «0  —  ^1         «1  —  «0 


on  a 

y  --  yo  +  (^  -  ^o)  [^o^i]  +  (^  -  «o)  («  -  ^i)  [^0^1  ^ï] 

+  (a?  -  a:o)  (^  —  ^i)  (^  -  ^2)  [^0^1  ^2^3]  +  *  •  *; 
ce  qui  équivaut  à  (39). 

117)  ^A.  M.  Ampère,  Ann.  math,  pures  appl.  16  (1826/6),  p.  329/49. 

Les  P{  sont  les  fonctions  interpolaires  d'Ampère.  A  ce  sujet,  et  surtout  au 
point  de  vue  analytique,  voir  A.  X.  Catiehy  •*),  A.  Genocchi,  C.  R.  Acad.  se.  Paris 
86  (1878),  p.  466/9;  Atti  Accad.  Torino  18(1877/8),  p.  716/29;  id.  16  (1880/1), 
p.  269/75;  H.  A.  Sckwarz,  Atti  Accad.  Torino  17  (1881/2),  p.  740/2;  G.  Peano, 
id.  18  (1882/8),  p.  678/80.* 

118)  Voir  note  108. 
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Les  coefficients  [x^x^x^  . . .],  symétriques  par  rapport  aux  indices 
qui  7  figurent,  se  calculent  successÎTement  par  les  relations 

on   peut  les   disposer  dans  un   tableau   analogue  au   tableau  (A)  des 
différences: 

^0    Vo 

Xi    y^  L^o^i'^sj 

^8       ys  [^2^8^J  [^l^J^S^i^ô] 

[^8^J  [^S^8^4%] 

^4       y4  [^8^4^61  •  ■  • 

[^4^5] 

^6   ys     • 


On  Yoit  que  si  les  x^  forment  une  progression  arithmétique,  de  façon 
que  x^^x^  +  ih  et  que  a;  =  ar^  +  ph^  la  formule  (39)  se  confond 
avec  la  formule  (5)  de  Newton. 

Mais  il  est  clair  que  Ton  peut  écrire  aussi  par  exemple 

y  ==  ya  +  (a;  -  a:,)  [arjxj  +  (a;  -  a?,)  (a;  -  a;J  [ajja;»^;,] 

+  (a:  —  x^  {x  —  x^{x  —  x^)  [x^x^x^x^] 

+  (x—x^)(x—x^)(x-x^)(x—x^)[XiX^x^x^x^']+-* 
ou  bien 

y=y8  +  (^-^8)[^»^8]  +  (^-^)(^-^f)[^2^^4] 

+  (X'-  x^  {x  —  a:,)  (x  —  a;J  [x^x^a^x^ 

+  (a:— a?,)  (a:— a;^)  (a?— a;J  (a;— aJi)  [ajjajjaîjaî^aîj] +••• 

et,  dans  Thypothèse  des  x^  formant  une  progression  arithmétique,  ces 
formules  coïncident  avec  les  formules  (6)  et  (7).  Dans  le  cas  général, 
comme  dans  ce  cas  particulier,  ces  formules  seront  utilisées  de  la 
même  façon,  la  première  quand  x  sera  compris  entre  00^  et  x^  mais 
plus  près  de  a:,,  la  deuxième  quand  x  sera  compris  entre  a:,  et  a:, 
mais  plus  près  de  x^]  de  cette  façon,  en  supposant  que  x^   occupe 
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une  place  moyenne  panni  les  x^  (rangés  par  ordre  de  grandeur),  on 
yérifiera  dans  la  pins  large  mesure  possible  la  condition  indiquée  plus 
haut:  les  x^  seront  disposés  à  peu  près  symétriquement  par  rapport  à  x. 
Pour  la  commodité  du  calcul,  on  écrira  la  première  par  exemple 
des  formules  précédentes  sous  la  forme: 

et  Ton  commencera  les  opérations  par  la  droite  en  corrigeant  successi- 
Tement  les  difiTérences  \x^x^x^x^j  [^j^s^J?  [^«^J- 

On  opérera  mécaniquement  en  traçant  dans  le  tableau  donné  ci- 
dessus  un  trait  horizontal  comme  il  suit 

les  difiii^rences  à  employer  sont  celles  qui  sont  les  plus  voisines  du 
trait,  alternativement  au-dessus  et  au-dessous;  elles  sont  corrigées  suc- 
cessivement à  Taide  des  différences  d'ordre  supérieur,  et  cette  correc- 
tion ne  demande  en  général  aucune  attention  particulière  relativement 
à  son  signe,  car  chaque  quantité  corrigée  se  rapprochera  en  général 
de  la  quantité  analogue  située  immédiatement  de  Tautre  côté  du  trait: 
les  exceptions  s'apercevront  bien  vite.  Si  x  était  la  moyenne  entre 
^8  ^^  ^ij  ^^  aurait  immédiatement  la  formule  d'interpolation  pour  le 
milieu,  analogue  à  la  formule  (11^^'): 

_  ys  +  y4  _  /^4  -  ^«y  [a^t^a^J  +  [a^sJgj^s]  _ 
y  2  \       2       /  2 

On  pourrait  d'ailleurs  combiner  les  formules  générales  comme  nous 
avons  fait  les  formules  (6)  et  (7),  de  façon  à  faire  appariutre  les 
moyennes  arithmétiques. 

24.  Interpolation  à  Taide  d'exponentielles.     ^On  peut  chercher 
une  formule  d'interpolation  sous  la  forme 

ip{x)  «  ao  -f-  a^if  +  ûfjC*'  H -h  a,c"', 

c  étant  une  constante  donnée.  En  faisant  c*  «  jer,  (?*»=  ^er,,  on  est 
ramené  à  l'interpolation  parabolique,  et  l'on  a  par  suite  en  général 


{<f  —  (fo)((f  —  (fi)  + 


9'(*)-yo  +  ^ 

'z'M^ 

-<f') 

y.- 

-Vi 

y.- 

-y. 

+'"- 

-e^ 

c*»- 

-c«» 

c"- 

-c^ 

par  exemple. 
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Si  les  Xi  forment  une  progression  aritlimétique,  rCi  =  a:©  +  ih,  les 
e^  sont  en  progression  géométrique  de  raison  c*  »  g;  et  si  Ton  fait 
«?  =  ^0  +  P^f  ^^  ^ 

(40)      9,(:r)  =  yo  +  '';-I-f-(8'-l) 

y»  —  Vi     y.  —  y. 

+  -^rTrf-~'(î'-l)(«^-3)  +  ---; 

on  peut  alors  regarder  9(0;)  comme  la  solution  générale  de  réquaiion 
aux  différences,  linéaire,  homogène,  à  coefficients  constants,  qui  cor- 
respond à  la  représentation  symbolique 

(9)  -  1)  (9.  -  g)  (9  -  2»)  ...  (ç,  -  3-)  =-  0 . 
Le    demi-périmètre   d'un   polygone   régulier   convexe   de  k  •  2'   côtés, 
inscrit  dans  la  circonférence  de  rayon  1,  a  une  expression  de  la  forme 

^      ^  ^  {k-  2y  ^  (k  .  2*)*  ^  {k  .  2')«  ^      •  ' 
si  donc  on  fait  x^  =«  i,  on  peut  appliquer  la  formule  (40)  avec  q^^  i, 
et  Ton  a  en  particulier: 

«  -  yo+l'iyi-ya)  +  y  •  \l[(y^-yi)  -  v(yi  -  ^o)] 

où  la  loi  est  évidente;  faisant  Je  »  3,  et  calculant  y^,  y^,  y^,  y,,  on 
trouve  X  avec  huit  décimales  exactes.* 

On  peut  encore  avec  G.  C.  F,  M,  Riche  de  Prony^^^)  chercher  une 
formule  telle  que  l'on  ait 

<pW  =  «i/Si*  +  «2182'+ •  •  •  +  «A% 
les  a,,  et  ^,  étant  inconnus;  ceci  suppose  connus  ^oy  9i;  •  •  •?  ^in-i»  ^^^ 
nous  supposerons  les  x^  correspondants  en  progression   arithmétique; 
nous   pouvons   même  faire   x^  =  i  sans  diminuer  la  généralité,     ^{x) 
est  la  solution  générale  de  Téquation  aux  différences 

les  ft  étant  racines  de   a„^  +  •  •  •  +  a^^  +  a^  =  0;  les  a^  résultent  de 
la  résolution  du  système  que  Ton  obtient  en  remplaçant  x  par  0, 1,  2, 
.  .  .,  n  — •  1  successivement  dans  la  relation  précédente. 
Si  Ton  donnait  2n  +  1  valeurs  de  y,  on  ferait 

ip(x)  =.  «„  +  «,ft'  +  «,ft'  +  •  •  •  +  aj,' , 
et  Ton  raisonnerait  de  façon  analogue  en  cherchant  l'équation  qui  a 
pour  racines  /S^,  /3g,  .  . .,  /3^  et  1. 

119)  J.  Ec.  Polyt.  (1)  cah.  2  (an  IV),  p.  28/35. 
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25.  Interpolaidon  périodique  ^^).  On  peut  chercher  une  formule 
d'interpolation  exponentielle  de  la  forme 

(41)  q>(x)  =  ao  +  a,(f  +  a^c^'  +  •  •  •  +  a„(f- 

ceci  convient  particulièrement  à  l'interpolation  des  fonctions  périodiques, 

à  période  2^,  quand  on  fait  c  =  e^~\  ce  que  nous  supposerons  dans 
tout  ce  qui  suit. 
On  a  alors 

(41^")       q>(x)  =•  y  H-  «i  cos  â?  +  Oj  cos  2a?  +    •  ■  +  «n  ^^^  nx 
+  ft  sin  rc  +  /î,  sin  2a:  -f  •  •  •  +  /S^  sin  nXj 
avec 

Si  Ton  connaît  y  pour  2n  -f  1  valeurs  quelconques 

Xq,  X^f  . . .,  x^^ 
de  X,  on  a  tout  de  suite,  d'après  la  formule  (33) 

(42)     y(^)^y,>-J--<^"    2    jlg.     ^r    2    A.AcJ     .-c-_^_Z_^. 

OU  bien 

.      X  —  X,      .      X  —  X^  .      ^  "~"  ^3  n 

(42'>*-)        9,(:.)  =  y, ^^ ' ^       +  . . . 

Bin  -^—  8in  -*— 2  -•  ■  ■  •  Bm  -^— ^-* 

^Si,  comme  il  arrive  souvent,  on  ne  donne  y  que  pour  2w  valeurs 
de  Xy  soit  a;^,  a?!,  .  .  .,  rPj^^i,  il  reste  une  arbitraire  dans  (41),  et  l'on 
peut  écrire,  en  désignant  par  z  une  constante  arbitraire. 


120)  Pour  la  bibliographie  relative  à  ce  sujet,  particulièrement  an  point  de 
vue  historique  et  analytique,  voir  dans  le  tome  II  l'article  sur  Tinterpolation  trigono- 
métrique,  principalement  l'introduction  et  la  première  section.  On  ne  trouvera 
ici  que  quelques  renseignements  de  valeur  surtout  pratique.  Rappelons  seule- 
ment les  noms  de  X.  Euler  [en  partie.  Opusc.  analytica  1,  S'  Pétersb.  1783, 
p.  167/210],  de  J.  L.  Loffrange,  de  C.  F.  Gauss,  de  F.  W.  Besseî,  de  U.  J,J.  Le 
Verrier,  . . .;  on  peut  y  ajouter  G.  Fouret,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  99  (1884),  p.  963/6, 
1011/4,  1062/4. 
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(43)    9)(rc)«i?Vc  «    -c     «   /Vc  '    -c     «  ;/...Vc     ^       -c        «       j 


on  bien 


(43»'*«)     9)(a:)  =  (2i)*"i?8inî^— •sin^^^.sin 


s«-i 


8in 


,  «  —  ««  2 

+  yo  <^os  — ô- 


Bin  -^^r — -  •  •  •  Bin  — 


La  fonction  générale  9 (a:),  prise  sons  la  forme  (41^^"),  peut  véri- 
fier des  conditions  particulières.  Si  elle  est  paire,  on  a  /S^^  »  0^  et  en 
se  donnant  y^,  y^,  .  . .,  y^,  on  aura 

,    N  (C08  X  —  COB  aîi)  .  .  .  (COB  X  —  C08  a^n)      . 

9^  V    J  '^  90  (coB  X^  —  COB  J^i)  .  .  .  (cOB  X^  —  COB  iCw)     '     '  "  *  ' 

si  elle  est  impaire,  on  a  ccj.  »  0,  et  en  se  donnant  y^,  y^,  y,,  . . .,  y^^i^ 

on  a 

Bin  a;  (coa  «  — -  cob  arj  . . .  (cob  x  —  cos  «^  _  j) 

^^  ^  ~^  ^^Bm  Xf^  (coB aî^  —  COB  aîj)  . . .  (cob  x^  —  cob  a?^_i)  "•'*'" 

Si  9(5;)  admet  la  période  x,  de  sorte  que  o^^+i  =^  At+i  "^  ^^  ^^^  ®8t 
ramené  au  cas  général  en  remplaçant  2x  par  x.  Si  ^(â;)  change 
de  signe  quand  x  augmente  de  %,  de  sorte  que  cir|^  »  p^j^  »  0,  on 
peut  déterminer  a^,  a^,  .  .  .,  a^^^i,  ft,  ft,  .  .  .,  An-i;  ^  Taide  de  2h 
valeurs  de  y,  et  Ton  a 

(     «=       ""^-^"^  —  X,)  Bin  (a;  —  a:,)  ...  Bin  (a;  —  ga„,i)  ^ 

9\^)  —  9o gin  (a.^"_  ^j  gin  (a:^  —  ajj  .  .  .  gin  (aj^  —  x^^_^'^        ' 

Supposons,  ainsi  qu'il  arrive  le  plus  souvent  dans  la  pratique,  que, 
la  fonction  y  étant  développable  en  série  convergente  sous  la  forme 
(41)  ou  (41^^),  on  connaisse  ses  valeurs  pour  p  valeurs  de  â;  de  la 

Sa 

forme  X;^^  Xq  +  ha,  avec  a  ^  — ,  A;  prenant  les  valeurs  0,  1,  2,  . . ., 

jp  —  1 .  Si  nous  faisons  2  =  c*,  et  si  Tindice  j  prend  p  valeurs  con- 
grues suivant  le  module  p  aux  nombres  0,  1,  .  . .,  |?  —  1,  les  j>  équa- 
tions de  condition  peuvent  être  remplacées  par  les  p  suivantes: 

la  sommation  étant  étendue,  au  second  membre,  aux  valeurs  de  m  con- 
grues k  —j  suivant  le  module  p. 
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Si  l'on  admet  que  les  coefficients  a^  décroissent  régolièrement^ 
ces  équations  déterminent  immédiatement  d'une  façon  approchée  les 
coefficients  a^  pour  w  =»  0,  ±  1,  ±  2,  . . .,  ±|>',  si  jj  est  impair  égal 
à  2p'  +  Ij  et  les  coefficients 

«o>   ^±1;   ^±«^  •••;  »±Cp'-i);   «j^cp'*»  +  a.^.C""'*^, 

si  p  est  pair  égal  à  2p\     On  a  en  effet^  dans  le  premier  cas,  toujours 

aj^^c-^'^SkVkr^      (j-O,  ±  1,  ±  2,  . . .,  ±p'); 

dans  le  second  cas,  ces  relations  subsistent  pour  i  --  0,  ±  1,  ±  2,  . . ., 
±  {p'  ~  1),  et  de  plus  on  a 

On  voit  de  plus,  d'après  le  rang  des  termes  que  l'on  néglige  ainsi 
forcément,  que  les  coefficients  aj  seront  d'autant  mieux  déterminés  que 
leur  indice  sera  moindre  en  valeur  absolue. 

On  déduit  immédiatement  des  formules  précédentes 

avec  la  relation  complémentaire  pour  p  »  2p'  : 

«^  cos  j>'a;o  +  P^  Binp'x^  -  ^S*y*(-  !)*• 
Si  p  est  pair,  on  peut  écrire  avec  avantage,  pour  \j\  <ip\ 

^;) -  j S*(y»  +  (- i)^y*^^) SlM      (* - 0'  1. 2, . . .,p' - 1), 

et  cette  simplification  justifie  l'emploi  de  cette  méthode  dans  la  pra- 
tique. Supposons  en  outre,  comme  on  le  fait  d'habitude,  p'  pair,  et 
«0  —  0;  on  aura  l'ensemble  de  formules 

«0  +  2«^  - 1 S»(y*  +  y*+^)  (*  -  0, 2, . . ., /  -  2), 

«o-2v  -7S*[y*-y*+,.)  (*- 1,3,... ,/-!), 

«^  +  tt^.j  -  I  S»(y»  +  (-  l)^y*+^)  cos  ja;^        (A  -  0,  2,  . . .,  p'  -  2) , 


P 


a,—  it^ 


•y -  «^_y  -  ^  SiCy*  +  (-  ly yi+,)  C08 ^a;»  (*  =-  1,  3,  . . .,  p'-\), 
Pi  +  ^^_y  -  ^  S*(y*  4-  (-  ly  y*+,.)  8in  ja;,  (*  -  1,  3,  . . .,  p'  -  1) , 
Pi  -  ^f-i  -  T  SiOi  +  (-  ly  »*+p.)  sinix,        (t  =.  0,  2,  . . .,  /  -  2) . 
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Les  coefficients  qui  figurent  dans  ces  formules  se  trouTent  tout 
calculés  dans  divers  recueils ^'^)  pour  les  valeurs  de  p  les  plus  usuelles"'), 
8,  12,  16,  24,  32,  48. 

Les  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer  ne  permettent  pas 
d'éviter  les  calculs  inutiles  si  Ton  vient  à  augmenter  le  nombre  p 
parce  qu'on  reconnaît  qu'il  a  été  choisi  trop  petit:  tout  est  à  re- 
commencer. Pour  éviter  cet  inconvénient^  et  retrouver  l'avantage  que 
nous  avons  reconnu  à  la  formule  (38),  nous  supposerons  connues 
2p+l  valeurs  de  y,  pour  des  valeurs  de  x  de  la  forme  x=^XQ  +  2Jcay 
où  k  prend  les  valeurs  0,  ±  1?  ±  2,  . .  .,  ±  jî,  et  où  a  est  un  angle 
quelconque,  dont  les  multiples  ne  peuvent  devenir  égaux  à  un  multiple 
de  sr  que  s'ils  sont  d'un  rang  très  éloigné.  On  obtient  un  résultat 
équivalent  à  celui  que  donnerait  la  formule  (38)  en  procédant  de  la 
façon  suivante  d'après  U.J.J.Le  Verrier  ^^^), 

^Posant  c^°  =^  Qy  les  équations  de  condition  sont 

Vk  -  B(^jC^'^q^'        0'  --  0;  ±  1.  ±  2,  . . .,  ±p). 
Posons  alors 
yl  =  y*+i  -  Vk-i        (*  -  ±  ^,  ±  f,  . . .,  ±  (JP  -  ^)), 

yl-yUl-(i  +  r')yl  +  yl^^       (*  =  ±i,  ±1,  ...,±(P-i)), 

m  ne  pouvant  dépasser  p. 


121)  G.  D.  K  Weyer  [Astron.  Nachr.  (Kiel)  117  (1887),  col.  318  et  suiv.J 
traite  de  Tinterpolation  pour  le  milieu  d'un  intervalle  donné.  Voir  à  ce  sigei, 
et  plus  généralement  sur  la  transformation  de  la  formule  de  Lagrange  quand 
le  nombre  des  y^  devient  infini  en  se  reproduisant  périodiquement:  E,  Biulau, 
Bull,  astron.  4  (1887),  p.  515/9. 

122)  I.  Tisserand  [Méc.  céleste^^  4,  p.  165]  donne  les  formules  développées 
pour  p  =  12.  Pour  p  =  8,  16,  82  voir  U.  J.  J.  Le  Verrier,  Ann.  Observ.  Pans, 
Mémoires  1  (1865),  p.  137/46.  Pour  p  «=  82,  voir  déjà  P.  A,  Hansen,  ûber  die  gegen- 
seitigen  StOrungen  des  Jupiters  und  Satums  (Preisschrift),  Berlin  1831,  p.  49  et 
suiv.  Pour  p  «  12,  16,  24,  82  voir  aussi  P.  A,  Hansen,  Abh.  Ges.  Lpz.  (math.) 
3  (1867),  p.  41/218,  en  partie,  p.  158  et  suiv.  Pour  p  =  64  voir  P.  A.  Hansen, 
Astron.  Nachr.  (Altona)  12  (1836),  col.  339  et  suiv. 

123)  U.  J.  J.LeVerrier,  Ann.  Observ. Paris,  Mémoires  1  (1865),  p.  384/97;  G.  J, 
Houeî,  id.  Mémoires  8  (1866),  p.  83/152  ;  G.  J.  Houel,  Archiv  mathematikj  a  fysiky  1, 
Prague  1876,  p.  133/214;  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
suivant  la  forme  adoptée  par  P.  A.  Hansen  dans  la  théorie  des  petites  planètes, 
mém.  suivi  de  tables,  Paris  1875.  Voir,  d'autre  part,  aussi  J.  F.  Encke,  Berliner 
Astron.  Jahrb.  fur  1860,  p.  813/35;  Abh.")  1,  p.  188/211. 
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Les   équations  de  condition  donnent  lieu  à  la  relation   suivante: 

\j\^  m,        H  -j,  j±\,  ...,j±  (m-l). 
En  faisant  encore 

(-  vrvir 


m  1»   g__ .         

*  2*"*'" ^  Bin  a  sin  2a  sin  8a  .  .  .  sin  (2i»  —  1) a 

cette  équation  générale  s'écrit  immédiatement 

^r  =-  (««  sûi  ^^k  -  K  C08  ma:,) 

Bin2maBiii(2w  +  1)«  /^         ««/••*  j.  9^^         /l  ^/.a  (^±.<9\^\ 

+      .      .      . 

On  se  sert  seulement  des  équations  qui  correspondent  à  A;  =  ±  4*;  ^^ 

en  posant 

C  ■-  «m  Bin  m(a;o  +  «)  -  /3„  cos  w(a:o  +  a) 
4  =  «r^  sin  m  (a^o  —  a)  —  /3,„  cos  m  {Xq  —  a), 


on  a 


-  sin  2ma  .  ^  sin  2ma  sin  (2m  +  l)a  , 

^/i     "*  ^«  '♦^     sin  a     ^"•  +  i    •  sin  a  sin  2â  ^«  +  2  "* 

/'  _i_  ®^°  2i»a  ,/  sin  2ma  sin  (2m  -{-  l)cc  ,, 

ces  formules  donnent  successivement  les  t^  et  fi  en  commençant  par 
t^  et  ^p;  on  a  ensuite 

t^  cos  m  (rCo  —  a)  —  <;J,  cos  m  (x^  +  <^) 

Uf  SS     ; - 

••  sm  2ma  ' 

Q    ^  t^  BJn  m  (x^  ^  c)  —  t^  sin  m  {x^  +  a) , 
^'^  sin  2ma  ' 

enfin  on  a  a^  par  l'équation  de  condition  relative  à  y^: 

yo  =  Y  +  «1  cos  a^o  H +  a,,  cos  px^ 

+  /?!  sin  a^o  +    •  •  +  /îp  ain  pXo  * 

26.  Application  aux  quadratures^^).  Soit  y=^f{x)  une  fonc- 
tion supposée  développable  en  série  entière  convergente  sous  la  forme 

y  ==  Oo  +  «liK  +  (h^^  H +  aj^^  +  •  •  • , 

et  soit  à  calculer  l'intégrale 

124)  Snr  ce  siget,  an  point  de  yne  historique  et  bibliographique,  ainsi  que 
BUT  Textension  aux  intégrales  multiples,  yoir  l'appendice  de  l'article  snr  le  calcul 
différentiel  et  le  calcul  intégral  dans  le  tome  II  toI.  1. 
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b 
I^fyF{x)dXy 

a 

F(x)  étant  une  fonction  connue. 

La  fonction  y  »  f{x)  étant  supposée  connue  par  les  valeurs  y^, 
Vu  Vif  •  •  •;  Vn  9^î  correspondent  à  x^j  x^,  x^,  . . .,  x^,  on  peut  ayoir 
une  Yaleur  approchée  de  l'intégrale  I  en  remplaçant  y  par  la  fonction 

9>i^)-^iyiA        (i  =  0,l,2,  ...,n) 
déterminée  par  la  formule  (33),    Si  J  est  l'intégrale  ainsi  obtenue,  on  a 

J-SiVA        (t-0,1,2,  ...,n), 
en  faisant 

6 

a 

L'erreur  commise  I—  J  &  pour  valeur 

«  =  «0^0  +  »i«i  + !-«*«*  + 

en  faisant  pour  chaque  indice  k 
b 
«4  -  fa^F{x)  dx  -  SiXt'Ji       (»■  =  0, 1,  2,  . . .,  «). 

a 

Assujettissons  Terreur  à  être  nulle  toutes  les  fois  que  y  est  une  fonc- 
tion rationnelle  entière  de  degré  au  plus  égal  à  n;  on  aura  alors 

«o=-0,  é,  =  0,  f,«0,  ...,  6,^0. 
Si  donc  on  fait 

tl;(x)  ^A{x-  x^)  (rr  -  rPi)  . . .  (a;  -  ajj, 
A  étant  une  constante  quelconque^  Terreur  sera  nulle  en  particulier  pour 

y  ""(a;— «^^'(«^^ 
et  Ton  aura  par  suite 


j        f    i,(x)F(x) 


ce  qui  détermine  les  (n  +  1)  quantités  J|.  d'après  les  (n  +  1)   condi- 
tions  imposées.     On  voit  que  cela  revient  à  prendre  pour  q>{x)  la 
valeur  fournie  par  la  formule  de  Lagrtmge, 
Gela  fait,  supposons  que  Ton  ait  encore 

avec  ^^^p^i  différent  de  0,  en  sorte  que  Terreur  soit  nulle  pour  une 
fonction  rationnelle  entière  de  degré  au  plus  égal  à  n  +|>;  ces  con- 
ditions peuvent  être  remplacées  par 
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fx^i,{x)Fix)dx  -  0        0'  -  0,  1,  2, . . .,  |)  -  1), 

a 

pnisqn'alors  x^if(x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  ^n+pj 
qui  s'annnle  pour  les  x^.  De  plnS;  en  yertu  de  ce  qui  précède;  si  z^ 
est  le  quotient  entier  de  la  diyision  de  3^"'  par  Jlf(x),  il  est  clair 
que  Ton  a 

b 

**  =*  J  ^^*  *  (^)^(^)  ^^  • 

a 

Les  équations  de  conditions  peuTent  d'ailleurs  être  regardées  comme 
découlant  toutes  de  l'identité  formelle 
b 

(AA\  fF(x)dx  _  Cl         J,  ,     Vfp+ 1     ,     ^n+p  +  %  _ 

a 

^  étant  une  variable  auxiliaire^  et  les  deux  membres  étant  développés 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  t.     Si  donc  E(t)  désigne  la 

b 

partie  entière  de  la  fonction   V'CO  /    »  1_   ^i 


on  a 

Si  p  est  ^  n  —  1;  on  obtient  une  autre  expression  de  J^  en  ap- 
pliquant la  formule  générale  à  la  fonction 

^  ^^     X  —  x^dxxx  —  xj 
pour  laquelle  Terreur  est  nulle;  on  trouve  alors 

Enfin  observons  qu'une  façon  très  générale  de  vérifier  les  conditions 
imposées  s'obtient  en  faisant 

F(x)^{x--'ay(x-by, 

i;(x)  =  (rr  -  a)-'  (x  -  a)-."  ^ [(x  -  ay^'  (x  -  by^f^x^x)] , 

X  étant  une  fonction  rationnelle  entière  arbitraire  de  degré  n—'p+  l^ 
et  les  conditions  A+1>0,  fi+l>0  étant  vérifiées:  il  suffit^  pour 
le  voir;  de  calculer  les  intégrales 

b 
fx^i;(x)F{x)dx 

a 
Encyolop.  de«  leieno.  mathémat.    14.  10 
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pour  j  =  0,  1,  . . .,  p  —  1,    en    appliquant    la  règle   générale   d'inté- 
gration par  parties. 

Nous  ferons  dans  tout  ce  qui  snit  a  =  —  1,  &  =  1.    Dans  le  cas 
très  nsnel  que  nous  venons  de  citer,  où 

F{x)  =  (a?  -  af{x  -  &>*, 
cela  ne  restreint  pas  la  généralité.    Si  Ton  a  en  effet 


J'=fyF,{x)dx, 


avec 


F,(x)-{x-ay(x-b'y, 

et  que  les  x^   soient  tels  que 

icj  —  a       Xf  —  a 
h*  —  a'        ô  -—  a  ' 
on  a  évidemment  aussi 


J/  j:  < 


n+n  +  l 


il  suffît  d'ailleurs  d'avoir  f„+p+i  pour  connaître  la  partie  principale 
de  l'erreur  s,  si  l'on  suppose  les  a^  rapidement  décroissants. 

Ceci  nous  montre  que  si,  ayant  choisi  d'après  une  certaine  r^le 
des  valeurs  o;^  et  une  fonction  F{x)  de  la  forme  indiquée  plus  haui^ 
relatives  aux  limites  a  et  6,  on  calcule  l'intégrale  /;  puis  que,  l'inter- 
valle (a,  b)  étant  partagé  en  s  parties  égales,  on  fasse  la  somme  des 
intégrales  approchées  relatives  à  chacune  de  ces  parties  suivant  la 
même  règle,  l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  I  sera  environ 
^+p+x+fi  +  i  foig  pi^  petite  dans  le  second  cas  que  dans  le  premier: 
ainfii  est  mis  en  évidence  l'avantage  du  procédé  de  division  de 
l'intégrale. 

^Voici  maintenant  les  principales  méthodes  que  l'on  applique,  les 
calculs  étant  toujours  rapportés  aux  limites  —  1  et  +1. 

V  On  suppose  F{x)  =  1,  et  l'on  fait  a?^  =  —  1  H 

C'est  la  méthode  de  Cotes;  onap  =  Oou|)  =  l  suivant  que  n 
est  impair  ou  pair  et  les  Sj^  d'indice  impair  sont  tous  nuls. 

Voici  les  nombres  relatifs  aux  premières  valeurs  de  n^**): 


125)  ii^Pour  un  tableau  pins  complet  (jusqu'à  n  ^^  10  compiiB),  voir  R.  Cotes, 
De  methodo  diff."),  p.  82/3;  B.  Cotes  dit  avoir  eu  ces  résultats  depuis  1707.  Voir 
encore  A.A.MarkoVfJaBû.*^;  Differenzenrechnung,  p. 61  (ju8qu*à  n=10  compiis); 
J.F.  Encke,  Berliner  Astron.  Jahrb.  fflr  1863,  p.  811/31;  Abh.")  1,  p.  100/24,  en 
partie,  p.  117/8  jusqu'à  n  «s  10  avec  les  erreurs  détaillées;  H.  E,  Heine,  Hand- 
buch  der  Eugelfunctionen  (1*  éd.  Berlin  1861);   (2*  éd.)  2,  Berlin  1881,   p.  6,  9 
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«  =  1,     Ji-J^-1,     f, 1; 


L'application  de  la  méthode  de  division  foumit^  pour  n  »  1,  la 
méthode  des  trapèzes;  pour  n  »  2,  la  méthode  de  T.  Simpson;  pour 
n  «»  4,  la  méthode  de  T,  ViUarceau^^). 

2^  On  fait  F(x)  —  1,  et  j?  «  w  +  1  ;  c'est  la  plus  grande  yaleur 
que  Ton  puisse  donner  à  p,  de  sorte  que  la  précision  sera  ici  la  plus 
grande  possible*. 

C'est  la  méthode  de  Gauss.    On  a 

A  et  A  désignant  des  constantes,  et  X^  le  pdynome  de  Legendre  de 
degré  n. 

En  yertu  de  la  relation 

(x*-l)X:'  +  2nX:^n(n+l)X„ 
on  a 

T  ^'W 

les  Xi  étant  les  racines   de  X^^^,  toutes   réelles  et  comprises  entre 
—  1  et  +  1. 

Les  Sj^  d'indice  impair  sont  tous  nuls,  et 

=        ^        /l  •  2  »  8  ♦  •  ■  (n  +  1)  \« 
^i«  +  »       2«+ 8\l-3.5-.(2n+ 1)/   ' 

on  peut  d'ailleurs  calculer  les  suivants. 
^On  al") 


(jusqu'à  n»10  avec  lee  exzeurB);  CF.  Gauss,  Commentât.  Soc.  Gott.  récent.  8 
(1814/6),  éd.  Gdttingue  1816,  math.  mém.  n°  2,  p.  48/46  [1814];  Werke  8,  Q6ttîngue 
1876,  p.  168/70  [des  fautes  d'impression  ont  été  signalées  par  H.  E.  Heine, 
Kugelf.  "«)  (2«  éd.)  2,  p.  9];  B.  Badau,  J.  math,  pures  appl.  (8)  6  (1880),  p.  808/89.* 

126)  ^B.  Badau,  J.  math,  pures  appl.  (8)  6  (1880),  p.  882.* 

127)  ^Pour  un  tableau  plus  complet,  voir  C.  F.  Gauss  ^'^),  Commentât.  Soc. 
GU)tt.  récent.  8  (1814/6),  math.  mém.  n^  2,  p.  72/6;  Werke  8,  p.  198/6  (jusqu'à 
n  -B  6  compris,  avec  les  erreurs);  J.  F.  Eneke,  Berliner  Astron.  Jahrb.  fuir  1863, 
p.  831/8;  Abh.*^  1,  p.  122/4;   A.A,Ma/rkùv,  Isèis].*^);  Differenzenrechnxmg,  p.  70; 

10* 


Digitized  by  VjOOQIC 


148  J' Bauêchinger.  1 21.   InteipolftiioiL  H,  Andoyer, 


85^ 


^,  =  ±l/|±~l/3Ô,     J,«i-Tà>^30,    .3 


188 


w  =  4  :  *  -  a:*  -  —rr»  +  ^rr, 


8       11026  ' 

9  "^  ^21 


A      .  l/fi    .    ^  i/7Â      r       128     822q:i8l/7Ô 


_    128 
10       43669  ' 


if{x)  est  ici  le  dénominateur  de  la  réduite  d'ordre  n  +  1  de  la  fonc- 
tion  log  ^  j]    y  transformée  en  fraction  continue^*®). 

3**  Faisons  F{x)  =  l,|)=«n--l,  et  prenons  avec  iî.  Radau  ^*^\ 

ici  on  a  x^^  —  ly  x^^+1  et,  pour  n-«l,  w«=2,  on  retombe 
sur  la  formule  de  Cotes.  Sans  insister  sur  le  calcul  des  J^  et  des  s^ 
(encore  nuls  pour  k  impair)  on  a^'®) 

r  _   j  __^9        j        32  32 

•^1  ""*^»'^9Ô'     *^«"'46'    *8""""22Ô6> 

4^  Faisons  F(x)  ^  1,  et  supposons  avec  P.  L.  CÎ^set;  les  J^  égaux 
entre  eux,  de  sorte  qu'on  peut  prendre  au  moins  p  ^  1  "^).    Si  Ton  pose 


H.  E.  Heine,  Kugelf.»")  (2»  éd.)  2,  p.  16/6;   B.  Badau,\  J.  math,  pures  appL  (3)  6 
(1880),  p.  301/2  (jusqu'à  «  =  9  compris).* 

128)  ^Suz  le  reste  de  la  formule  de  Gatisa  Yoii  encore  A.  Pi^et,  G.  B.  Âead. 
se.  Paris  84  (1877),  p.  1071/2;  0.  CaOandreau,  G.  B.  Âoad.  se.  Paris  90  (1880), 
p.  1067/d;  P.  Mansion,  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  8'  (1888/4),  p.  11/114;  16^ 
(1890/1),  p.  67/9;  Bull.  Acad.  Belgique  (8)  11  (1886),  p.  293/307;  G.  B.  Àcad.  ao. 
Paris  102  (1886),  p.  412/6;  id.  104  (1887),  p.  488/90.* 

129)  ^B.  Badau,  G.  B.  Âcad.  se.  Paris  90  (1880),  p.  918/6.* 

130)  ^B,  Badau  [J.  math,  pures  appl.  (8)  6  (1880),  p.  807/3]  donne  le  tableau 
complet  des  nombres  utiles  jusqu'à  n  ^»  10  compris.* 

181)  ^P,L,Ùebyèev,  J.  math,  pures  appl.  (2)  19  (1874),  p.  19/34;  B,  Badau, 
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on  a  généralement 


donc 


et 


26.  Ai^licatilon  aux  quftdratarei. 

*»=S,V        (»-l,2,...), 
t-(-i)*>^         j. 


149 


«^« 


H+l 


w+i- 


0,        n  pair, 

n  +  l 

jJ=^,  n  impair. 


n  est  alors  facile  de  former  la  fonction  if. 

On  y  arrive  auBsi  par  la  formule  (44)  qui,  intégrée,  donne 


/■ 


l  +  i. 


•«•fi 


et  par  suite 

[n+l         n+l  -1 

"■  *  6      ''         ^  L      72  20    J  *         ^ 

Pour  n  »  1,  on  retombe  sur   la   méthode  de  Oauss;  en  général 
leB  £j^  à  indice  impair  sont  nuls,  et  Ton  a 

n-4,     ^=.^--^-0;»  +  ^,     fe-75ê; 

5^  Eaisons  F(x)  -  (1  -  aî«)"*^%  j?  =-  n  +  1 ,  de  sorte  que^»«) 

^(ic)  =  ^  (1  -  rr«)V.  1^  (1  -  a?»)«+ V.  „  A'  cos  [(n  +  1)  (arc cos  x)]. 


%        I  ** 


Si  a:  «  cos  fl ,  a:^  =  cos  ©,,  on  a  donc 

*<"'2(n+l)  '  n  +  l 

D'autre  part  un  raisonnement  semblable  au  précédent  donne,  en  sup- 
posant les  c/j  égaux,  et  j?  =*  1 , 


C.  R.  Acad.  se.  Paris  90  (1880),  p.  620/3;  J.  math,  puies  appl.  (8)  6  (1880),  p.  828/4 
tableau  des  nombies  utiles  jusqu'à  n  »  8  compris.* 

182)  ^P.  X.  fcgftyiw"»);   F.  Tisserand,   C.  E.  Acad.   se.   Paris  68  (1869), 
p.  1101/4.* 
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tit)  =-  partie  entière  de  (t  +  YF^^""^^  =-  2  cob  [(n  +  1)  arccos  t]. 
Par  suite^  les  deux  hypothèses  sont  équivalentes  et  Ton  a 

6®  F(x)  étant  une  fonction  impaire  de  a?*"),  soit  n  impair  ==2n'-l, 
et  faisons  a?,  «  —  rr„_^,  avec 

Ji=^  "  Jn-i='  Kf  pour  *  =  0,  1,  2,  ...,»  —  1  ; 

Bj^  étant  nul  pour  A;  pair,   on  peut  faire  p  =»  3,  et  en   appelant  Sj^  Ift 
somme 

on  a  les  relations 

+1 

f  3i^F{x)dx  =  2K8j,        (k  =  1,  3,  5,  ...,»,  n  +  2) 

-1 

pour  déterminer  les  n'  +  1  inconnues  K,  x^^  x^^  x^,  . . .,  x^._  . 
Ainsi  pour  F{x)  =-  x^  on  trouve 

n«l,    a:o  =  -f/y,     ir  =  - 


n-.3,     ,,*-3V  +  g«0; 


8  r  8  ' 

86 


x^  et  â?!  sont  racines  de  Téquation 
enfin 

J^-à;  «te- 

En  employant  toujours  la  formule  (44)  et  posant 

{x  —  x^  {x  —  x^.,.{x  —  Xn'-i)  =  x""'  +  |)irr»'-i  +  fta;"'""'  H +  P.-, 

on  a  aussi 

en  négligeant  les   termes  à  partir  de  ceux  en  -j^^ri\   et  la  question 

se  ramène  à  l'étude  d'un  développement  en  fraction  continue. 
On  traiterait  de  même  le  cas  où  Ton  a 

X 


F(x)^ 


yi  — «« 


188)  ^Yoir  note  181.    Pour  les  réraltats  noménques,  voir  B.  Badau,  J.  matli. 
pures  appl.  (8)  6  (1880),  p.  826,/7.* 
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On  peut  résoudre  les  mêmes  questions  relativement  à  l'intégrale 

f  ydXj  en  supposant  que  y  soit  déyeloppable  en  série  de  Fowriery  et 

en  remplaçant  cette  intégrale  par  une  expression  de  la  forme  o^yi*^- 

Remarquons  d'abord  que;  s'il  s'agit  de  Fintégrale  /  ydx^  on  est 

0 

ramené  au  cas  étudié  plus  haut  quand  y  est  une  fonction  paire  ou 
impaire  de  a;;  posant  en  effet  cos  x^t,  on  est  ramené  à  Tintégrale 

-1  -i 

y  ou  -r^  étant  déyeloppable  suirant  les  puissaiices  de  t^  suivant  que 

y  est  une  fonction  paire  ou  impaire:  ces  intégrales  ont  été  considérées 
plus  haut. 

Dans    le    cas    général ,    bornons-nous    à    évaluer    l'erreur    com- 

mise  sur  l'intégrale    /  ydXy  en  supposant  que  y  soit  de  la  forme 

0 

(4P"),  et  en  employant  les  y^^  qui   correspondent  à  Xj^^x^  +  k  — , 
ainsi  qu'il  a  été  fait  plus  haut. 

D'après  les  formules  ci-dessus  développées,  cette  erreur  sera 

B^7t(a^-^S^y^, 
c'est-à-dire 
«  =  —  2îr  [a^  cos  px^  +  /î^  smpx^  +  a,^  cos  2px^  +  ftp  sin  2pxQ  -\ ]; 

on  voit  par  suite  que  la  méthode  de  calcul  employée  présentera  les 
mêmes  avantages  de  précision  que  la  méthode  de  Oauss.* 

27.  Séries  d*interpolation.  Reprenons  le  problème  qui  con- 
siste à  trouver  une  formule  d'interpolation  de  la  forme  (36),  et  cher- 
chons à  le  résoudre  en  conservant  les  avantages  de  la  formule  (38), 
mais  en  faisant  concourir  toutes  les  données  au  calcul  des  coefficients 
successifs  «o?  ^^  ^;  •  *  - 

^Â  cet  effet,  choisissons  tt  +  1    systèmes  de  nombres 

Xo\  X,*,  X,',  . .  ,  V     (i  =-  0,  1,  2,  .  . .,  n), 
et  remplaçons  les  n  -f  1  équations  de  condition  par  les  suivantes 

où  *  =  0,  1,  2,  . . .,  ». 
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Pour  abréger;  faisons  avec  (7.  F.  Oauss 

(A'ç>0=SV9»^         (ft- 0,1,2,...,»), 

l'indioe  aapétieur  j  pouyant  d'ailleurs  ne  pas  exister,  ainsi  que  daoB 
tont  ce  qui  sniyra.     Le  problème  est  alors  résolu  par  l'ëquatlon 


D 


(k\)     (AOç.0)     (AVO     (AV*)  •• 

(AV)  (Av»)  (AV)  av*) .. 

(AV)     aV)     (AVO    a*9'')-- 


(A"9))    (A"9)0)     (A-9)»)    (A"ç)»)  .. 


(AV) 
(AV) 
(A«9-) 


(A"ç)") 


Pour  dérelopper  2),  on  peut  procéder  ainsi:  Faisons 


^9»»^  =-  9>i'  -  fk 


oOV) 


(y  et  X;  pouvant  ne  pas  exister). 


AA'=-A*       jo^^y*) 


A(A'9/)  «=•  (A'ç»0 n>~"»T"  »     0  pouvant  ne  pas  exister); 


on  est  ramené  à 


(!•»•) 


ly- 


A9  Aç)^  A97* 

A(A»9)     A(A>»)     A(AV») 
A(A»9)     A(AV')     A(^V) 


A9)" 

A(AV") 
A(AV") 


A(A-ç))    A(A»9»)     A(A-ç>»)  . . .  A(A"9") 
Faisons  encore  dans  les  mêmes  conditions 

A»A'-AA'-AA'^^^ 


A»(A'9)0  =  A(A'90  - 


A(i>') 


nons  sommes  ramenés  a 


D"- 


Et  ainsi  de  suite. 


AV  AV*  AV" 

A»(AV)    A»(AV)  •  ■ .  A»(AV") 

A*(A»    A»(A>*)  . . .  A*(A"9)") 


-0. 
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Le  dernier  résultat  sera 

A^  +  V-O, 
et  l'on  anra 

formule  qui  ofire  les  avantages  signalés  à  propos  de  la  formule  (38). 
On  remarquera  immédiatement,  en  aUant  de  proche  en  proche, 
que  Ton  peut  écrire 

De  plus,  A'(A'9')  =- 0,  dès  que  i<p  ouj<p.     Dans  ces  formules, 
A**'Aj',  par  exemple,  est  égal  à  A^'*  si  p'  =  0,  à  A  A**  si  p'  =  1. 

Le  plus  souvent,  dans  l'application  de  la  formule  (45),  on  ne 
calcule  pas  la  formule  tout  entière,  mais  on  s'arrête  au  terme 
en  A"'ç)*  (<5^  ^'  f>^)j  ^^  obtient  ainsi  une  fonction  ç)';  si  g  =  qp  —  ç)', 
€  est  l'erreur  commise  en  substituant  9>'  à  9;  on  a  «=» A**'''^^,  et  par 
suite  £it==»  A"'+^9>^:  si  ces  résidus  sont  suffisamment  petits,  l'approxi- 
mation ainsi  obtenue  est  suffisante.* 

A.  L.  Cauchy^^)  choisit  les  Xk'  de  la  façon  suivante: 
1^)  on  fait  A*®  =  +  1   ou  A^®  =  —  1   suivant  que  l'on  a  v>^>0 
ou  9j®  <  0,  de  sorte  que 

aV)-S*>*«i         (/^  =  0,l,2,. ..,«); 

2**)  on  fait  Ajt*  =  +  1  ou  A^*  =  —  1  suivant  que  l'on  a  Aq)j^>0 
ou  Aç?4^<0,  de  sorte  que 

A(AV)  =  (A»-A9')  =  S*|A9,t>|  (fc-0,  l,2,...,n); 

et  ainsi  de  suite. 

Y,  ViUarceau  a  appelé  dominantes  les  fonctions  qp^,  A<p\  . , .  dont  les 
valeurs  pour  x  '=^  Xk  déterminent  par  leurs  signes  les  Xk^y  AjtS  . . .;  les 
sommes  qui  dépendent  de  ces  facteurs  sont  dites  alors  subordonnées. 

On  obtient  des  résultats  plus  intéressants  en  déterminant  les  Ajb' 
(pour  i  =»  0,  1,  2,  . . .,  n',  car  les  autres  sont  inutiles)  conformément 
au  principe  de  la  méthode  des  moindres  carrés^  c'est-à-dire  de  façon 


134)  A.  L.  Cauchy,  Mémoire  sur  Tinterpolation,  autogxaphié  en  1835;  J. 
math,  pnres  appl.  (1)  2  (1837),  p.  193/205;  Œuvres  (2)  2  non  encore  paru; 
Y.  VUlarceau  donne  im  tableau  des  foimxdes  et  un  exemple,  dans  les  additions 
à  la  Connaissance  des  Temps  poux  1852,  éd.  Paris  1849,  p.  129  et  suiy.  Sur  la 
discussion  relative  à  la  méthode  de  A.  L.  Cauchy,  cf.  J.  /.  Bienaymé,  C.  B.  Acad. 
00.  Paris  37  (1853),  p.  5/13;  J.  math,  pures  appl.  (1)  18  (1858),  p.  299/308;  et 
pour  de  plus  amples  détails,  cf.  B,  Badau,  Bull,  astron.  8  (1891),  p.  337  et  suiv. 
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que,  nj^  étant  le  poids  (positif)  attribué  à  la  yaleur  (pj^  de  la  fonction 
inconnue,  la  somme 

^-^k^kh^        (*  =  0, 1,  ...,n) 
soit  la  plus  petite  possible. 

Jl  &ut  prendre  alors  ^^  =  ^kVk'  l^^^^  ^  <^^  les  sommes  (A^VO 
s'écriront  (ptq>*g/),  et  Ton  voit  qu'elles  seront  symétriques  par  rapport 
aux  indices  i  et  j  (ce  dernier  pouvant  ne  pas  exister). 

On  aura 

A^(;rç>»y)  =  (^-A^>^AV)        .  .^    ^ 
=  (;r.AP>>.AV)        ^-^^' 
ÙP{7t(p*(p^  =  0     pour    i  <p,  ou  j  <j), 
d'où 

(46)  (ff.AV-AV)  =  0    pour    i^j. 

En  se  servant  de  ces  résultats  et  des  valeurs  de  <p  et  (p\  on  obtient 
immédiatement 


W 


^a"^**         («.y^.y^       (ir-Ay^Ay»)       '*'        (^.AV'A"y"V 


La  formule  (45)  donne  g>  développée  en  réalité  non  pas  suivant  les 
fonctions  <p^,  mais  suivant  9®,  Aç)^  ^^V^y  •  •  •;  si  ces  fonctions  coïn- 
cident avec  <p^,  (p\  9>^  . . .  on  aura  obtenu  pour  <p  le  développement 
véritablement  cherché,  avec  les  avantages  signalés  pour  (38);  les  fonc- 
tions ç?^  seront  alors  propres  à  fournir  une  série  d'interpolation^^). 
Si,  en  outre,  cette  série  arrêtée  au  terme  en  <p*'  doit  donner  un  mi- 
nimum pour  m,  on  devra  vérifier,  comme  on  le  voit  sans  peine,  les 
conditions 

(47)  («y'9)>)  =  0       (t^j), 

et  la  formule  (45)  s'écrira,  sans  intermédiaire, 

de  plus 

Telle  est   la  forme  générale  des  séries  d'interpolation  construites  sui- 
vant le  principe  de  la  méthode  des  moindres  carrés.* 

Les  formules  de  la  forme  (33)  ordonnées  suivant  les  A^  vérifient 
les  conditions  précédentes,  en  particulier  la  fonnule  de  Lagrangej  et 

186)  /.  P.  Gram,  Om  R&kkeudviklinger,  bestemte  ved  Hjftlp  af  de  mindste 
Evadraters  Méthode,  Dise.  Copenhagae  1879;  J.  reine  angew.  Math.  94  (188SX 
p.  41/78. 
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la   fonuule  (42^^);   il   en   est  de  même  des  formules  d'interpolation 
périodique  indiquées  précédemment^  ordonnées  suiyant  cos  jâ;  et  sin^'â;, 

dans  le  cas  où  Ton  a  x^=^XQ  +  h  —  y  et  :nr^  «  1. 

Cherchons  ce  que  devient  la  formule  (48)  en  supposant  que  les 
9>'  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  degré  %  complètement 
déterminées  par  suite  (à  un  facteur  près)  par  les  conditions  (47)*"). 

Ceci  correspond  au  cas  où  Ton  supposerait  la  formule  primitive 

9  =-  «oÇ'®  +  «i9>^  H +  ««9" 

ordonnée  suiyant  les  puissances  de  x,  qf  étant  égal  à  ^.    Il  est  clair 
alors  que  qf  est  la  réduite  d'ordre  i  de  la  fonction 


S*^,       (*=.0,l,2,..,n), 


transformée  en  fraction  continue. 

^Supposons  «4=1  et  les  Xj^  en  progression  arithmétique,  de  façon 

que  a?;fc==  —  Y  +  i  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité;  prenons  pour 
^j  le  produit 

186)  P.  L.  CebySev,  Sxir  les  fractions  continues  [Ucenyja  Zapiski  Akad.  nauk 
Petersb.  (1)8  (1865),  p.  636/64;  trad.  par  I.  J.  Bienaymé,  J.  math,  pures  appl.  (2) 
8  (1868),  p.  289/823;  Œuvres»")  1,  p.  208/80;  E.  Bouché,  J.  Bc.  polyt.  (1)  cah. 
87  (1858),  p.  1/34;  Ch.  Hermite,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  48  (1859),  p.  62/7;  P.  i. 
Cébyèev,  Sur  Tinterpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés  [Mém.  Acad- 
Pétersb.  (7)  1  (1859),  mém.  n*»  15,  p.  1/24;  Œuvres»")  1,  p.  473/98];  P.  L.  Cebyèev, 
Sur  l'interpolation  [Zapiski  Acad.  nauk  Petersb.  4  (1864),  append.  5;  Œuvres  »")  1, 
p.  589/60  (trad.  par  C.  A.  Possé)];  sur  l'interpolation  de  valeurs  équidistantes 
[Zapiski  Acad.  nauk  Petersb.  25  (1875),  append.  5]  ;  C.  A.  Fossé,  Sur  quelques 
applications  des  fractions  continues  algébriques,  S^  Pétersb.  1886;  E.  Carvàlîo, 
C.  B.  Acad.  se.  Paris  106  (1888),  p.  346/9,  924/6. 

Pour  TŒuvre  scientifique  de  P.  L.  Cébyëev  et  ses  travaux,  voir  A.  Vasiliev, 
Bolletino  bibl.  storia  mat.  1  (1898),  p.  33/45,  81/92,  114/39. 

P.  L.  Ôébysev  a  étudié  aussi  le  cas  où  la  formule  d'interpolation,  traitée 
par  les  mêmes  principes,  serait  de  la  forme 

qp  =  F(X)  [ffo  +  oc^X  +  a,aj«  H ], 

F{x)  étant  une  fonction  connue.  Voir  à  ce  sujet,  N.  V.  Maijevskijy  Mém.  couronnés 
et  autres  mém.  Acad.  Belgique  in  8«,  21  (1870),  mém.  n^  6,  p.  1/88  [1868],  com- 
prenant un  appendice  de  P.  L.  Cebyëev  (p.  25/33);  N.  V.  Maijevskij,  Kurs  vnêsnej 
balistiki,  S^  Pétersb.  1870;  Traité  de  balistique  extérieure,  Paris  1872;  E.Jouffret 
[Revue  d'artillerie  8  (1873/4),  p.  51/72,  208/28]  explique  la  façon  de  construire 
une  table  de  tir  et  d'en  faire  usage  conformément  aux  mêmes  principes.  Yoir 
encore  Ch.  M,  SchoU,  Yerslagen  Meded.  Wetensch.  Afdeeling  Natuurk.  (Amsterdam) 
(2)  9  (1876)  p.  801/11;  Archives  néerlandaises  se.  Harlem  12  (1877),  p.  102/12. 
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♦,-(»+-i)(«;+i-i)- -(i+i-^+i) 

On  voit  facilement  d'après  la  formule  (15)  que  Ton  peut  prendre 

A  désignant  ici  une  différence  proprement  dite  relative  à  Taccroisse- 
ment  h=  1  àe  X]  le  coefficient  de  x^  dans  tp*  est  égal  à  1.  On  a  ainsi 
en  faisant  jp  =  n  +  1 

cpo^l, 

<p'=^x, 

p«-l 


12 


Ç>«  «  iC*  — 


cp*  =  ic'  —  --? X  . 


y         *  14         •*    ^  660  ' 

En  appliquant  la  formule  (15),  on  trouve 

(9>V)-(-l)'(^2*i(*  +  *')^*9' 


1 
■=•-'+1, 


T+* 


(9'9>')  -  (-  l)'-(2^^  lC,(aî  +  t)  =  (^u^i[u+mn-i)l 
et  la  formule  (48)  devient 

i 

C'est  la  formule  de  Cébysev^^'^* 

187)  ^P.  i.  Ôebyèev,  Bnll.  Acad.  Pétewb.  (2)  17  (1869),  p.  267/61  [1868]; 
MélangeB  math,  astron.  Acad.  Pétetsb.  2  (1868/9),  p.  696/601;  Œuvres  >")  1,  p.  879/84; 
voir  aussi  note  186  et  Nouv.  Ann.  math.  (1)  18  (1869),  p.  198/6.* 
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Si  l'on  suppose  Xq  ==  a,  x^^b,  a  et  b  étant  fixes,  et  les  x^  for- 
mant une  progression  arithmétique,  puis  que  l'on  vienne  à  faire  croître 
n  indéfiniment,  il  est  clair  que  les  sommes  qui  figurent  dans  la  for- 
mule (48)  et  dans  les  conditions  (47)  deviennent  des  intégrales  dé- 
finies aux  limites  a  et  &;  et  l'on  obtient  ainsi  le  développement  de  la 
fonction  g)(x)  en  série  ordonnée  suivant  des  fonctions  qfi,  q)\  9)',  . . . 
conformément  à  la  méthode  des  moindres  carrés. 

n  étant  une  fonction  de  x,  on  a  les  conditions 
b 
J n(p^(x)ip^(x) dx^O    pour    i^j, 


9»  {pi^Jntp  (x)  (p*  (x)  dx 
9'(«)  =  S,-^ï (»-0,l,2,...), 

a 

série   convergente    sous    les   conditions    convenables.^ 

Les  séries  de  Fourier  pour  x(x)  =  1,  a  =»  — ît,  J  =  ît  sont  de 
pette  espèce;  il  en  est  de  même  des  développements  suivant  les  poly- 
nômes de  Legendre^^f  avec  «(a?)  =- 1,  a=«  — 1,  6  =  1;  ce  cas  ré- 
sulte de  la  formule  (49),  l'analogie  des  fonctions  9*  qui  j  figurent 
avec  les  polynômes  de  Legendre  étant  évidente,  et  pouvant  au  sur- 
plus être  poursuivie  plus  loin.  Il  existe  bien  d'autres  développements 
de  ce  genre,  qui  se  rattachent  d'ailleurs  aux  fonctions  V  étudiées  par 
J.  Cil.  F.  Sturm  et  J,  Liauville^^^). 

On  pourrait  ensuite,  partant  d'un  tel  développement  et  supposant 
données  y^,  y^,  y^,  . . .,  y^,  en  chercher  les  premiers  coefficients  con- 
formément aux  méthodes  générales  d'interpolation;  mais  il  suffira  d'avoir 
signalé  ce  point  ^^). 


188)  G.  Plarr,  C.  R.  Acad.  bc.  Paris  44  (1867),  p.  984/6;  E.  Heine,  Monatsb. 
Akad.  Berlin  1866,  p.  486/51;  A.  Tàpler,  Anz.  Akad.  Wien  (math.-natorw.)  13 
(1876),  p.  206/9. 

189)  /.  Ch.  F.  Sturm,  J.  math,  pures  appl.  (1)  1  (1836),  p.  106/86,  878/444; 
J.LiùUvilU,  id.  (1)  1  (1836),  p.  268/66,  269/77;  (1)  2  (1837),  p.  16/36,  418/86; 
7.  Oi.  F.  Sturm  et  J.  Liouvilh,  id.  (1)  2  (1887),  p.  220/3. 

140)  ^Snr  Tinterpolation  en  général,  citons  encore  P.  Bichelmy,  Mem.  Accad. 
Torino  (2)  17  (1868),  p.  246/88;  F.  Brioschi,  Ann.  mat.  pura  appl.  (1)  2  (1869), 
p.  182/4;  G.Santini,  Mem.  lafc.  Veneto  18  (1866),  p.  177/281;  S.  B,  Minich,  Atti 
Veneto  (8)  12  (1867/8),  p.  1168/60;  A.  M.  Neïï,  Archiv  Math.  Phys.  (1)  61  (1877), 
p.  186;  (1)70  (1884),  p.  802/11;  F,OroU%,  Il  Politecnico  86  (1888),  p.  80/6;  T.N, 
Thiele,  Tidaskrift  math.  (6)  1  (1883),  p.  188/6;  G.  Fouret,  C.  R.  Acad.  bc  Paris 
99  (1884),  p.  968/6,  1011/4,  1062/6;  E.CarvaXlo,  C.  R.  Acad.  se.  PariB  106  (1888), 
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28.  Interpolation  dans  le  cas  d'un  nombre  très  grand  de 
données  ^^^).  P.  L,  Cébyiev  s'est  proposé  le  problème  suivant:  ^^Etant 
donnée  nne  suite  de  yaleurs  q>^j  (p^,  ...  de  la  fonction  rationnelle 
entière 

ip{x)  =^A^  +  A^x  + h  A^oiPy 

qui  correspondent  à  des  valeurs  de  x  équidistantes  et  très  rapprochées 
entre  elleS;  combiner  9o;  ^Pi;  .  •  .  par  simple  addition  et  soustraction, 
de  manière  que  le  résultat  final  ne  contienne  que  le  terme  affecté  de 
^k'i   ^^  4^®  ^^  terme  soit  le  plus  grand  possible.'^ 

^On  envisage  le  cas  limite  où  le  nombre  des  données  serait  infini 
entre  deux  limites  données  a^  et  a^^.]  ;  soient  a^y  a^y  , ,  ,y  a^  des  nom- 
bres compris  entre  a^  et  a^^.i,  et  formant  avec  ceux-ci  une  suite 
croissante  ou  décroissante,  et  conveuons  d'écrire,  f{x)  étant  quelconque, 

Oj  +  l 

[/■(a;)]  =  S,(-  iyffix)dx       (i  -  0,  1,  2,  . .  ,  n) . 
On  a  par  suite 


p.  346/9;  J.  Puzyna,  Pamietnik  Akad.  Uxniejçtnoâci  (Mém.  Acad.  CiacoYie)  14 
(1888),  p.  1/66;  C.  A.  Laisant,  Bull.  Soc.  math.  France  19  (1890/1),  p.  4^/6,  121/Sj 
81  (1902/8),  p.  66/8;  Assoc.  fr.  avanc.  se.  20  (Marseille)  1891',  p.  222/7;  26 
(S*  Etienne)  1897»,  p.  86/90;  M.  Lerch,  Rozpravy  ceske  Akad.  1  (1892)  II,  mém. 
n°82;  L.Jelinek,  Casopis  math.  fys.  (Prague)  21  (1892),  p.  81/9;  J.L.W.V.Jmsm, 
Of^ers.  Selsk.  Forhandl.  (Bull.  Acad.  Copenhague)  1894,  p.  1/7;  W.  H.  EcMs, 
Annals  of  math.  (1)  8  (1898/4),  p.  22/4;  Mathematicàl  papers  of  the  Chicago 
Congreas  1898,  éd.  New- York  1896,  p.  62/7;  E.  NeUo,  Math.  Ann.  42  (1898), 
p.  468/6;  Z.  Math.  Phys.  41  (1896),  p.  107/11;  E,  Barél,  C.  R.  Acad.  bc.  Parie 
124  (1897),  p.  678/6;  TT.  Veltmann,  Z.  Math.  Phys.  44  (1899),  p.  808/26;  45 
(1900),  p.  837;  P.  J  Heawood,  Messenger  math.  (2)  27  (1897/8),  p.  121/lB; 
W.Levicki,  Wiadomosci  matematyczne  8  (1899),  p.  264/74;  Archiv  Math.  Phye. 
(2)  17  (1900),  p.  214/24;  J.  W.  L.  Glaisher,  Quart.  J.  pure  appl.  math.  29  (1898), 
p.  808/28;  H.  Ruff,  Archiv  Math.  Phys.  (2)  17  (1900),  p.  426/41;  J.  D.  Eperett, 
Quart.  J.  pure  appl.  math,  82  (1901),  p.  806/13;  C.  Runge,  Z.  Math.  Phys.  46  (1901), 
p.  224/43;  J.  R.  Braycev,  îevëaHia,  Varfiavskago  politechniè.  instit.  1900,  p.  1/48; 
49/136;  1901,  p.  137/224,  226/803:  Math.  Sbomik,  [recueil  math.  Moscou]  22 
(1901),  p.  164/80,  276/84,  286/94;  /.  Weeder,  K.  Akad.  Wetensch.  Amsterdam, 
Yerslagen  natuurkundige  Afdeeling  11  (1901/2),  p.  434/44;  G.  Pesci,  Periodico 
mat.  (2)  6  (1902/3),  p.  36/41  (Note  de  G.  VivanUy 

141)  P.  L.  Cebysev,  Sur  l'interpolation  dans  le  cas  d'xm  grand  nombre  de 
données  fournies  par  les  observations  [Mém.  Acad.  Pétersb.  (7)  1  (1859),  mém. 
n*  5,  p.  1/81  [1868];  Œuvres*")  1,  p.  386/469].  Pour  extension  et  exem- 
ples, voir  /.  a  Backïund,  Bull.  Acad.  Pétersb.  (8)  29  (1884),  p.  477/97;  Mélanges 
math,  astron.  Acad.  Pétersb.  6  (1881/8),  p.  287/316;  P.  Harzer,  Astron.  Nachr. 
(Eiel)  115  (1886),  col.  337/84;  et,  pour  Textension  à  Tinterpolation  trigono- 
métrique,  voir  H.  Bruns,  Astron.  Nachr.  (Kiel)  146  (1898),  col.  161/70.  Cf.  dans 
le  tome  II,  l'article  sur  l'interpolation  trigonométrique. 
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[y (a;)]  -  AM  +  Al^'^  +  ^,M  +  •  •  •  -1-  ^,M ; 
on  Yoit  qne  le  problème  revient  à  déterminer  les  a^  de  façon  qne 
Ton  ait 

M  =  0,  M  =  0,  [a;»]-0,...,  [a^->]=.0,  [«*+']  =  0,  ...,  [af]=0, 
et  que  [a^^  Boit  en  yaleur  absolne  le  pins  grand  possible. 

On  est  amené  à  faire  »  ==|>;  prenant  «^  ==  —  1,  a^^j  =  1,  on  a 
généralement 

les  conditions  du  problème  peuvent  alors  être  traitées  directement;  on 
peut  remarquer  aussi  qu'il  est  équivalent  d'écrire 

_1 tz_-^l 2_    ,    _J 

x-^l       X — 1       «  — Oj       « — a, 

_  _  (^+i)M  _  (p  +  2)  [^^  _  (p  +  ^)[^^'^  _ 

aj*+*  a:^+'  «?"+*  '"' 

ou 


[«*L.ti^+^]^. 


(«  —  a,)  (a?  —  <h)  .  .  .        r        «  +  1 

et  Ton  est  ainsi  ramené  à  l'étude  d'un  développement  en  fraction  con- 
tinue. 

Sans  insister  sur  la  détermination  des  a^,  disons  seulement  ici 

que,  pour  1c  =^  p,  on  a 

cos  iie  /  •      1    o  \ 

««  =  -^-+1        (»  =  l,2,...,i>) 

et 

les  a,,  étant  ainsi  choisis,  la  valeur  de  \jjfi]  sera  désignée  dans  ce  qui 
suit  par  [afll^. 

On  voit  encore  par  là  qu'on  peut  écrire 

(50)       q>{x)  «  J5o»o(^)  +  J5i<^i(^)  +  ^A(^)  +  '"  +  B^e^{x), 

les  JBJt  étant  déterminés  comme  ci-dessus  -4^,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

avec 

C08  \7t 

quant  aux  6j^(x)  ce  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  indépen- 
dantes de  (p(x\  et  évidemment  de  la  forme 

On  a  ainsi  une  formule   d'interpolation   offrant  les  avantages   de  la 


Digitized  by  VjOOQIC 


160  <^-  Bawchinger.  1 21«  Inteipolfttion.  H.  Andoyer. 

formule  (38)  ^   c'est-àrdire  telle  qu'on  peut  faire  croître  le  nombre  p 
sans  avoir  à  recommencer  les  calculs  déjà  faits. 

D'après  la  façon  de  calculer  les  B^,  on  a  les  conditions 

M*-,»  +  «*<*-''[a^-*]*-»  +  •  •  •  +  «*^*-">[«*-"L-,*  -  0, 

h  étant  un  entier  >  0,  et  ceci  suffit  à  déterminer  les  fonctions  ration- 
nelles entières  Oj^(x)  susceptibles  d'ailleurs  de  détermination  plus  directe. 
On  a  ainsi  sans  peine: 

^0  =  1,    «i=-a?i,    e,  «a:*  — y,    e^^a;»  — y, 

29.  Interpolation  des  fonctions  de  plusieurs  Tariablee.  Il  est 
manifeste  que  l'interpolation  des  fonctions  de  plusieurs  variables  ne 
demande  aucun  principe  nouveau^  car  dans  tout  ce  qui  précède  le  fait 
que  la  variable  indépendante  était  unique  n'a  souvent  joué  aucun  rôle. 
Le  choix  des  données  pourra  d'ailleurs  souvent  simplifier  les  calculs: 
si  par  exemple  on  veut  représenter  une  fonction  e  par  une  série  de 
la  forme 

Y  +  «1  cos  n?  +  «3  C08  2a?  4-  •  — \-  fi^  sm  x  +  fi^  sin  2x  +  -  -  -  ^ 

les  a^  et  /3^  étant  eux-mêmes   de  même  forme  par  rapport  à  y^  on 
choisira  p  valeurs  de  x  de  la  forme  Xq  H ,  et  p'  valeurs  de  y  de 

la  forme  ^q  H ?- ,  et  l'on  se  donnera  les  pp'  valeurs  de  ss  qui  cor- 
respondent aux  combinaisons  de  ces  valeurs  entre  elles;  pour  chaque 
valeur  de  Je,  on  s, p  valeurs  de  z  qui  permel;tent  de  calculer  les  valeurs 
correspondantes  des  a^  et  fi^  par  les  procédés  indiqués  plus  haut;  on 
a  ainsi  p'  valeurs  pour  chacune  des  fonctions  a^  ou  fi^y  dont  les  dé- 
veloppements peuvent  être  obtenus  finalement  de  la  même  façon  ^^^. 
On  peut  de  la  même  façon  développer  0  en  série  entière^  ou  en- 
core comme  l'indique  F.  E,  Neumann  suivant  les  fonctions  sphériques  à 
deux  variables,  ou  fonctions  Y  de  Laplace^^i  un  choix  convenable 
des  données  et  l'usage  des  tables  publiées  par  JET.  Sediger  ^^)  simplifie 
beaucoup  les  calculs. 

142)  Pour  la  bibliographie  relative  aux  fonctions  trigonométriques  de  deux 
argomente,  voir  dans  le  tome  H,  Tarticle  sur  Tinterpolation  trigonométrique. 

148)  F.  E.  Neumann,  Astron.  Nachr.  (Altona)  15  (1838),  col.  S18/'24;  Matfau 
Ann.  14  (1879),  p.  661/16.  Voir  anssi  F.  E.  Neumann,  Yorles.  ûber  Potential  und 
Engelf.,  publ.  par  C.  Neumann,  Leipzig  1887,  p.  66/86,  181/64. 

144)  H,  Seeliger,  Sitzgsb.  Akad.  Milnchen  20  (1890),  p.  499/611. 


Digitized  by  VjOOQIC 


1 22.  THÉORIE  DES  ERREURS. 

Exposé,  d'après  l'abticlb  allemand  de  J.  BAI780HINGEB  (bbrlim}^ 
PAB  H.  ANDOYBB  (pabis). 


Partie  théoriqne. 

1.  Objet  de  la  théorie  des  erreurs.  Si  l'on  a  mesnré  une 
grandeur  ou  des  combinaisons  connues  de  plusieurs  grandeurs  plus 
souvent  que  ne  Texige  la  détermination  purement  algébrique  des  in- 
connues, les  équations  qui  expriment  la  dépendance  qui  existe  entre 
les  grandeurs  à  déterminer  et  les  grandeurs  observées  présentent  des 
incompatibilités:  aucune  hypothèse  sur  les  inconnues^  qui  sont  déter- 
minées surabondamment,  ne  permet  d'y  échapper,  parce  que  ces  in- 
compatibilités résultent  des  erreurs  fortuites  que  comporte  inévitable- 
ment Tobservation.  Le  but  de  la  théorie  des  erreurs  est  de  déter- 
miner, en  partant  de  telles  équations,  et  à  Taide  d'une  analyse 
rigoureuse  et  aussi  simple  que  possible,  les  inconnues,  de  façon  que 
les  valeurs  obtenues  se  rapprochent  le  plus  possible  de  la  vérité^). 

La  solution  du  problème  ainsi  posé  est  impossible,  si  l'on  ne 
s'appuie  pas  sur  un  principe  permettant  de  juger  si  la  dernière  con- 
dition imposée  est  remplie:  d'ailleurs  le  choix  d'un  tel  principe  com- 
porte un  certain  degré  d^arbitraire,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  nature 
même  du  problème.    Pour  se  guider  dans  ce  choix,  on  doit  observer 

1**)  qu'on  devra  être  d'accord  avec  les  intuitions  vraisemblables 
que  nous  pouvons  avoir  sur  la  nature  des  erreurs  d'observation; 

2^)  que  ^analyse  résultante  doit  être  aussi  simple  que  possible. 

1)  On  rencontre  dans  d'autres  théories  des  problèmes  analogues  (voix  à  ce 
sujet  les  premiers  numéros  de  l'article  I  25). 

Par  exemple,  Tobservation  a  fourni  les  ordonnées  d'une  courbe^  mais  avec 
une  certaine  inexactitude,  de  sorte  que  Ton  sait  seulement  que  la  courbe  doit 
être  comprise  dans  une  certaine  région,  dite  zâne  d'erreur.  Quel  que  soit  le 
problème  précis  que  Ton  ait  alors  à  résoudre,  le  fait  essentiel  qui  permet  de 
le  résoudre  est  toi^jours  que  l'on  connaît  plus  d'ordonnées  qu'il  n'est  nécessaire 
pour  déterminer  analytiquement  la  courbe. 

Xnojelop.  des  leieno.  mathémat.    14.  11 
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Cette  distinction  entre  les  conditions  énoncées  est  tout  an  moins 
commode,  car  ces  deux  conditions  ressortissent  à  des  domaines  dif- 
férents: la  première  à  la  théorie  des  erre^Mrs  d'observation  qui  est  une 
application  du  calcul  des  probabilités  (I  20);  la  seconde  à  la  théorie 
de  la  combinaison  des  observations. 

On  sait,  par  les  travaux  de  P.  S.  Laplace  et  de  C  jP.  Gauss, 
que  Ton  satisfait  aux  deux  conditions  en  adoptant  le  principe  suivant: 
On  détermine  les  inconnues  de  façon  que  la  somme  des  caarés  des  erreurs 
résiduelles  soit  la  plitë  petite  possible. 

La  méthode  qui  est  actuellement  adoptée  d'une  façon  universelle 
pour  la  combinaison  des  observations  est  basée  sur  ce  principe,  et 
reçoit  souvent  pour  cette  raison  le  nom  de  méthode  des  moindres 
carrés. 

Le  problème  de  la  combinaison  des  observations  peut  se  formuler 
analytiquement  de  la  &çon  suivante:  Soient 

h}  h)  '  "?K 
les  résultats  de  Tobservation  pour  les  combinaisons  données 
Ai  -  aiX  +  6<y  +  V  H (i  -  1,  2, . . .,  n) 

de  m  inconnues  Xy  y,  e,  . . .  (où  n>  m)]  il  s'agit  de  déterminer  le 
système  de  valeurs  x,  y,  e, , . .  qui  rendent  aussi  petite  que  possible 
la  somme 

des  carrés  des  quantités  A^—  l^. 

La  fonction  A^  peut  toujours  être  prise  sous  forme  linéaire,  car 
s'il  n'en  est  pas  ainsi  primitivement,  on  y  arrive  en  partant  de 
valeurs  approchées  pour  les  inconnues,  et  appliquant  le  développement 
en  série  de  Taylor  dans  le  cas  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Parfois  le  problème  ne  comporte  qu'une  inconnue,  qui  est  ob- 
servée directement;  il  s'agit  alors  de  la  combinaison  d'observations 
directes  ou  immédiates.  Dans  le  cas  général,  on  dit  qu'il  s'agit  de  la 
combinaison  d'observations  indirectes  ou  médiaiies. 

Souvent  aussi,  outre  les  n  équations  de  la  forme 

a^x  +  b^y  +  c^e^ «-ïo 

qui  ne  doivent  être  vérifiées  par  le  système  de  valeurs  x,  y,  e,  . . . 
qu'à  des  quantités  près  de  l'ordre  des  erreurs  d'observation,  il 
existe  encore,  entre  les  inconnues,  des  équations  de  condition  qui 
doivent  être  vérifiées  rigoureusement;  il  s'agit  alors  de  la  combinaison, 
d'observations  conditionnelles. 
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On  distingue  d'habitade,  avec  Ch.  L.  Crerling^),  trois  groupes  de 
problèmes  dans  la  combinaison  des  observations  suivant  que  les 
observations  sont  directes^  indirectes  (sans  conditions)  on  condition- 
nelles; mais  il  n'y  a  aucune  différence  essentielle  entre  ces  trois 
groupes  de  problèmes. 

2.  Première  théorie  de  GausB.  De  nombreux  auteurs  prennent 
immédiatement  pour  point  de  départ  le  principe  énoncé  pins  haut; 
mais  d'autres^  qui  regardent  la  théorie  des  erreurs  comme  une  appli- 
cation du  calcul  des  probabilités,  remontent  à  d'autres  principes,  pour 
en  déduire  la  méthode  des  moindres  carrés'). 

C'est  C.  F.  Gauss  qui,  le  premier,  a  édifié  une  véritable  théorie 
des  erreurs^),  en  cherchant  les  valeurs  les  plus  probatles  des  inconnues. 

Supposons  la  grandeur  x  directement  mesurée,  et  soit  s  l'erreur 
commise  dans  cette  mesure;  aux  différentes  erreurs  possibles  corres- 
pond une  probabilité  différente,  et 

q>(s)d€ 

exprime  la  probabilité  pour  que  l'erreur  soit  comprise  entre  «  et  c  +  de, 
La  fonction  <p{s)  qui  représente  Ia  loi  des  erreurs^)  est  déterminée 
par  ses  propriétés,  auxquelles  on  adjoint  en  dernière  ligne  le  principe 
de  la  moyenne  arithmétique,  savoir:  la  valeur  la  plus  probable  de  l'in- 


2)  Die  AuBgleichungareclmangen  der  prftktischen  Géométrie  oder  die  Méthode 
der  kleinsten  Quadxate  mit  ihren  Anwendnngen  fOr  geod&tische  Aufgaben,  Ham- 
bourg et  Qotha  184B,  p.  26. 

8)  Pour  une  exposition  détaillée  des  différentes  méthodes  et  théories,  voir: 
B.  Henke^  Cher  die  Méthode  der  kleinsten  Qnadrate  (2*  éd.),  Leipzig  1894; 
E.  Czuber^  Théorie  der  Beobachtimgsfehler,  Leipzig  1891,  p.  234  et  suiv. 

4)  C.  F,  Gauss  ^  Theoria  motos  corporum  coelestiom,  Hambourg  1809, 
n**  172/92  î  voir  en  partie,  n**  176/9;  Werke  7,  GCttingue  (Leipzig)  1906,  p.  236/61; 
voir  en  partie,  p.  240/6. 

^Pour  la  traduction  firançaise,  voir  J,  Bertrand,  Méthode  des  moindres 
carrés,  Paris  1866,  p.  113/34.* 

Déjà  avant  C.  F.  Gauss,  A.  M,  Legendre  créait  le  principe  et  le  nom  de 
la  méthode  des  moindres  carrés  dans  l'opuscule  intitulé:  „NouvelleB  méthodes 
pour  la  détermination  des  orbites  des  comètes^^,  Paris  1806.  La  partie  inté- 
ressante est  l'appendice  „Sur  la  méthode  des  moindres  quarrés*^^  Paris  an  ^^TTî 
(1806),  p.  7^80.  Toutefois  la  méthode  ne  repose  pas  sur  une  théorie.  C.  F,  Gauss 
[Theoria  motus*),  n«  186;  Werke  7,  p.  263]  cite,  il  est  vrai,  A.  M.  Legendre^  mais 
il  déclare  avoir  fait  usage  du  principe  des  moindres  carrés  dès  l'année  1796. 

6)  Dans  la  „Theoria  motus^^  C.  F.  Gauss  appelle  la  loi  des  erreurs  „pro- 
babilitas  errori  Uihuenda^*'\  dans  la  „Theoria  combinationis*'  il  la  désigne  sous 
le  nom  de  „facilitas  relativa".  «Chez  P.  S,  Lapîace,  c'est  la  „2o»  de  facilité  des 
erreurs^K*  Actuellement,  en  Allemagne  on  l'appelle  ^^FéMergesete^^;  les  auteurs 
anglais  la  nomment  „law  of  faeUity  of  error^^. 

11* 
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connue  x  est  la  moyenne  arithmétique  des  résultats  directs  de  l'ob- 
servation. 

On  est  ainsi  conduit  à  la  loi  d'erreurs  dite  loi  de  Qauss: 

h  est  le  paramètre  de  précision  qui  dépend  de  l'exactitude  de  la  série 
d'observations  considérées.  Il  résulte  de  cette  loi  que  la  valeur  la 
plus  probable  de  l'inconnue  est  précisément  celle  qui  rend  aussi 
petite  que  possible  la  somme  des  carrés  des  erreurs. 

Si  l'on  déduit  la  loi  des  erreurs  directement  de  l'expérience, 
on  peut  aussi  bien  en  conclure  et  le  principe  de  la  moyenne  arith- 
métique et  le  principe  des  moindres  carrés,  ou  d'une  façon  plus 
précise,  de  la  moindre  somme  des  carrés.  La  loi  de  Gauss  peut  donc 
servir  aussi  bien  que  chacun  de  ces  deux  principes  de  point  de  départ 
pour  édifier  la  théorie  de  la  combinaison  des  observations. 

3.  Le  principe  de  la  moyenne  arithmétique.  On  a  fait  beau- 
coup de  tentatives  pour  démontrer  le  principe  de  la  moyenne  arith- 
métique ou  pour  le  ramener  à  d^autres  principes  encore  plus  intuitifs^), 
et  par  suite  pour  établir  d'une  façon  plus  rigoureuse  la  méthode  des 
moindres  carrés. 

^Les  premières  recherches  Soncemant  les  combinaisons  les  plus 
avantageuses  possibles  des  résultats  fournis  par  l'observation  sont  dues 
à  jR.  Cotes'^  qui,  le  premier,  a  donné  aux  différentes  observations  des 
poids  différents  et  s'est  ainsi  tout  de  suite  placé  dans  le  cas  gâiéraL 

Le  cas  spécial  auquel  se  rapporte  le  principe  de  la  moyenne 
arithmétique  a  été  étudié  par  T.  Simpson^)  qui  s'est  occupé  aussi  de 
quelques  cas  ayant  un  caractère  plus  général.* 

C'est  J,  L.  Lajfrange^)  qui  le  premier  s'occupe  plus  rigoureusement 
du  problème.    Se  plaçant  au  point  de  vue  du  calcul  des  probabilités, 


6)  Pour  une  exposition  d^ensemble  de  ces  tentatives^  voir  E,  Csuber^  Beobach- 
tongsfehler'),  p.  16/47. 

7)  ^Aestimfttio  errorom  in  mixta  mathesi,  publiée  dans  ses  „Opera  mis- 
ceUanea^^  en  appendice  (p.  1/22)  à  son  ouvrage  posthume:  Harmonia  mensuiarum, 
Cambridge  1722.* 

8)  ^Philos.  Trans.  London  49  I  (1766),  p.  S^^S  [1766];  Miscellaneous  tEacto 
on  some  curions . . .,  Londres  1767,  p.  6^76.* 

9)  Mémoire  sur  Tutilité  de  la  méthode  de  prendre  le  milieu  entre  les 
résultats  de  plusieurs  observations  [Mise.  Taurinensia  (Mélanges  de  philosophie  et 
de  mathématiques  de  la  Société  royale  de  Turin)  6  (1770/3),  math.  p.  167/232; 
Œuvres  2,  Paris  1868,  p.  173/234]. 

Ce  mémoire  est  reproduit  en  partie  par  J.  F.  JSncke,  fîber  die  Anwendung 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung   auf  Beobachtungen  [Berliner  Astron.  Jahrb. 
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il  démontre  d'nne  façon  indactire,  que  la  moyenne  arithmétique  est  une 
combinaiBon  aTantageuse  des  résultats  de  robsenration;  mais  il  ne  traite 
pas  le  point  capital  de  savoir  si  cette  combinaison  doit  être  préférée 
à  toute  autre.  P.  PieeetH^^)  a  d'ailleurs  démontré  que  la  résolution 
des  problèmes  IV  et  Y  donnée  par  J.  L.  Losange  est  erronée  en« 
sorte  que  ce  mémoire  de  J.  L.  Lagrange  n'offre  plus  guère  d'intérêt 

^D'autres  recherches  concernant  le  principe  de  la  moyenne  arith- 
métique sont  dues  à  P.  5.  Lapiace^^)  et  L.  Ikder^*).* 

P.  S.  Laplace^^)  trouve  que  pour  un  très  grand  nombre  d'obser- 
vationSy  la  moyenne  arithmétique  est  plus  probable  que  toute  valeur 
qui  en  diffère.  *. 

J.  F.  Encke^^)  a  cru  donner  une  démonstration  rigoureuse,  en 
admettant  certains  postulats  fondés  sur  la  nature  des  erreurs  d'ob- 
servation. 

On  trouve  d'autres  tentatives  intéressantes  chez  G.  F.  8chiaparelli^% 
E.  J.  Stone^^),  A,  de  Morgan^'^,  A  Ferrero^^]  mais  la  critique 
qu'en  fait  J.  W.  L.  Olaisher^^  n'est  pas  réfutée;  H.  Sediger^)  traite  au 


far  186S,  éd.  1860,  p.  SlOy^l;  Gesammelte  math,  nnd  Mtron.  Abhandlnngen  S, 
Berlin  1S88,  p.  201/46]. 

J.  L.  Lagrange  prend  pour  base  le  théorème  de  Moivre  généralisé  (1 20,  8). 

10)  I  fondamenti  matematici  per  la  critica  dei  risnltati  sperimentali  [Atti 
dellà  regia  UniTeraità  di  Genova,  Quarto  centenario  Ck>lombiano,  Qénee  1892, 
p.  175;  tirage  à  part  Gènes  1891,  p;  68]. 

11)  ^Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (1)  6  (s.  d.)  éd.  1774,  p.  621/56;  Hist. 
Acad.  se.  Paris  1778,  M.  p.  227/382  [1770];  Œuvres  8,  Paris  1891,  p.  27/66;  9, 
Paris  1898,  p.  888/486.* 

12)  ^Acta  Acad.  Petrop.  1  (1777)  I  math.,  éd.  1778,  p.  ii/M* 

13)  Cet  auteur  consacre  à  la  théorie  des  erreurs  le  chapitre  4  du  livre  II  de 
la  Théorie  analytique  des  probabilités,  Paris  1812;  (8*  éd.)  Paris  1820,  p.  80^48; 
Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  809/64. 

14)  Ûber  die  Begrflndung  der  Méthode  der  kleinsten  Quadrate  [Abh.  Akad. 
Berlin  1881,  p.  78/8]  reproduit  dans  le  mémoire  „Ûber  die  Méthode  der  kleinsten 
Quadrate'*  ^erliner  Astron.  Jahrb.  tOx  1884,  éd.  1882,  p.  248/804;  Abh.»)  2,  p.  12 
et  Buiv.]. 

16)  Reàle  Ist.  Lombarde,  Bendic.  (2)  1  (1868),  p.  771/8;  Astron.  Nachr.  (Eiel) 
87  (1876),  col.  66/3;  88  (1876),  col.  141/2;  Beale  Ist.  Lombarde,  Bendic.  (2)  40 
(1907),  p.  762.    Voir  aussi  E.  J.  8Ume,  Astron.  Nachr.  (Kiel)  88  (1876),  col.  61/4. 

16)  Monthly  Notices  astron.  Soc.  88  (1872/8),  p.  670/'2. 

17)  On  the  theory  of  errors  of  observation  [Trans.  Cambr.  philos.  Soc.  10 II 
(1864),  p.  409/S7  [1861]]. 

18)  Esposizione  del  metodo  dei  minimi  quadrati,  Florence  1876. 

19)  On  the  law  of  facility  of  errors  of  observations,  and  on  the  method  of 
least  squares  [Memoirs  astron.  Soc.  London  89  n  (1871/2),  p.  76/124]. 

20)  Astron.  Nachr.  (Kiel)  182  (1898),  col.  209/14. 
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surplus  un  cas  où  le  principe  de  la  moyenne  arithmétique  n'est  cer- 
tainement pas  applicable. 

4.  La  loi  de  Gauss.  La  fonction  d^erreur  et  les  tables  corres- 
pondantes. Autres  lois  d'erreurs.  Pour  déduire  analjtiquement  une 
loi  des  erreurs^  c'est-à-dire  une  fonction  qui  exprime  la  fréquence 
relative  d'une  erreur  à  l'aide  de  sa  grandeur,  il  est  nécessaire  de 
s'appuyer  sur  un  principe  qui  fixe  la  valeur  de  l'inconnue  que  l'on 
doit  regarder  comme  s'approchant  le  plus  de  la  vérité;  quand  il 
s'agit  de  la  loi  de  Grauss,  ce  principe  est  celui  de  la  moyenne  arith- 
métique. 

P.  8.  Laplace^^)  montre  qu'inversement  la  loi  de  Gauss  est  la  seule 
qui  conduise  toujours  à  prendre  la  moyenne  arithmétique  pour  valeur 
la  plus  convenable. 

Si  l'on  n'admet  pas  une  loi  des  erreurs,  on  ne  peut  appliquer 
le  calcul  des  probabilités  à  la  combinaison  des  observations;  il  est 
vrai  que  quelques  auteurs '')  soutiennent  que  cette  application  est  en 
somme  condamnable. 

^J.  Bertrand^)  a  élevé  des  objections  de  principe  contre  la  loi 
de  Ghkuss:  il  montre  par  un  exemple  qu'on  ne  peut  la  considérer 
comme  l'expression  exacte  de  la  vérité.*  Le  même  auteur  étudie 
aussi  la  question  de  savoir  si  la  fonction  vraie  qui  exprime  la  loi  des 
erreurs  peut  dépendre  uniquement  de  la  grandeur  de  l'erreur;  admet- 
tant qu'il  en  soit  ainsi,  il  cherche  la  forme  générale  de  la  fonction 
des  résultats  observés  qui  fournit  pour  l'inconnue  la  valeur  la  plus 
probable**). 

^J.  Bertrand  reproche  encore  à  C  F.  Gauss  d'avoir  choisi  pour 
valeur  la  plus  convenable  de  l'inconnue  sa  valeur  la  plus  probable  et 
non  sa  valeur  probable,  ce  qui  serait  préférable.  H.  Poincaré^^)  reprend 
cette  objection  et  montre  queUe  serait  la  forme  générale  de  la  loi 
des  erreurs,  si  l'on  admettait  que  la  moyenne  arithmétique  fût  la 
valeur  probable  de  l'inconnue,  et  si  l'on  ne  supposait  pas  que  la  loi 
dépendît  uniquement  de  la  grandeur  de  l'erreur.* 


21)  Théorie  des  probabilités"),  livre  II  chap.  4,  n*  28;  (8»  éd.),  p.  837  et 
suiv.;  (EuTTes  7,  p.  842  et  sniv. 

22)  Voir  par  ex.  JB.  Hehke,  Méthode  der  kleinsten  Quadrate*);  E.  Heger 
dans  0.  ScMâmikh^  Handbuch  der  Mathematik  2,  Breslau  1881,  p.  927. 

28)  Calcul  des  probabilités,  Paris  1888;  (2*  éd.)  Paris  1907,  p.  177  et  suiv.; 
cf  E.  Ceuber,  Beobachtongsfehler  "),  p.  61  et  snîy. 

24)  J,  Bertrand,  Probabilités  *>),  p.  181  et  saiv 

26)  ^Calcul  des  probabilités,  leçons  professées  en  1894,  rédigées  par  A.  Qm- 
quet,  éd.  Paris  1896,  p.  147  et  sniv.* 
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Les  objections  faites  par  P.  Piszetti*^  à  la  démonstration  donnée 
par  C  jP.  Gattës  dans  la  ^^Theoria  motos''  sont  d'ailleurs  décisives. 

On  a  fait  beaucoup  de  tentatives  pour  déduire  la  loi  des  erreurs 
de  la  nature  même  des  observations  en  regardant  celles-ci  comme 
résultant  d'un  grand  nombre  d^erreurs  élémentaires  très  petites  pro- 
venant de  différentes  causes.  F.  W.  BesseV^)^  G.  H.  L,  Hagen^),  J.  F. 
Fncke^^),  P.  G.  TaU^)^  W.  Croftan^^),  en  particulier,  s'appuyant  sur  des 
hypothèses  plus  ou  moins  générales  sur  l'action  et  la  composition 
des  erreurs  élémentaires,  sont  tous  conduits  à  la  forme  exponentielle 
pour  la  loi  des  erreurs.  La  valeur  de  ces  recherches  consiste  surtout, 
autant  qu'il  semble,  à  mettre  en  lumière  les  conditions  sous  le  béné- 
fice desquelles  on  réussit  à  mettre  la  loi  des  erreurs  sous  la  forme 
exponentielle;  inversement  elles  permettent,  en  partant  de  la  loi  des 
erreurs  supposée  établie  par  ailleurs,  de  discuter  le  mode  d'action 
des  différentes  sources  d'erreurs.  Mais  de  toutes  ces  recherches  on  ne 
peut  conclure  aucune  démonstration  pleinement  satisfaisante  de  la  loi 
de  Gauss;  ^et  d'ailleurs  une  telle  démonstration  ne  saurait  exister, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  et  d'après  la  nature  même  de  la 
question'*).* 

La  confiance  que  l'on  accorde  maintenant  universellement  à 
la  loi  de  Ghiuss  repose  bien  plutôt  sur  ce  fait,  que  ses  consé- 
quences sont  presque  toujours  confirmées  d'une  façon  absolue  par 
l'expérience  **). 

26)  I  fondamenti  matematici^^,  Atti  Genova  1892,  p.  214;  tirage  à  part 
Gênes  1891,  p.  102. 

27)  Untersuchnngen  ôber  die  Wahxscheinlichkeit  der  Beobachtungsfehler, 
Âstion.  Nachr.  (Altona)  15  (1838),  col.  869/404;  Abh.  pnbl.  par  JR.  Engélmann 
2,  Leipzig  1876,  p.  372/91. 

28)  Gnmdzôge  der  WahrBcbeinlichkeitsrechnnng,  Berlin  1837;  (8*  éd.) 
Berlin  1882. 

.    29)  Berliner  Astron.  Jahrb.  fur  1868,  éd.  1860,  p.  310/61;  Abh.<0  2,  p.  201/46. 

30)  On  the  law  of  firequency  of  errors  [Trans.  B.  Soc.  Edinb.  24  (1867), 
p.  139/45  [part  1,  pour  1864/6]]. 

31)  On  the  proof  of  the  law  of  errors  of  observations  [Philos.  Trans.  London 
160  (1870),  p.  176/87]. 

82)  ^Four  une  critique  plus  étendue  de  la  loi  de  Gauss,  et  en  général  de 
la  théorie  des  errçurs,  en  même  temps  que  pour  une  bibliographie  plus  détaillée, 
voir:  E.  Czuber,  Beobachtungsfehler^;  Die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeits- 
théorie  und  ihrer  Anwendungen  [Jahresb.  deutsch.  math.  Yer.  7'  (1898),  éd.  1899, 
en  partie,  p.  160/224];  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Leipzig  1903,  p.  210  et  suiv.; 
P.  Pizzetti,  I  fondamenti  matematici^'^,  Atti  GenoTa  1892,  p.  113/388;  tirage 
à  part  Gênes  1891.*^ 

38)  ^Four  ce  qui  concerne  la  détermination  expérimentale  de  la  fréquence 
relative  des  erreurs,  yoir  T.  N.  Thiéle,  Elementaer  lagttagelseslaere,   Copen- 
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C'est  F.  W.  Bessd^)  qtd,  le  premier,  a  entrepris  d'une  façon  systé- 
matique la  vérification  de  cette  loi,  en  comparant  le  nombre  des  erreurs 
comprises  réellement  entre  des  limites  données  avec  le  nombre  correspon- 
dant fourni  par  la  théorie,  pour  plusieurs  séries  di£férentes  de  nom- 
breuses observations.  La  mesure  de  la  précision  h  peut  être  facile- 
ment déterminée  pour  une  telle  série  d'après  Terreur  moyenne,  ou 
l'erreur  probable,  ou  la  moyenne  erreur,  ainsi  qu'on  le  verra  plus 
loin  (n^  8);  alors,  sur  une  série  de  n  erreurs,  le  nombre  de  celles 
comprises  en  valeur  absolue  entre  les  limites  0  et  A  est  égal,  d'après 
la  théorie,  à 


,J.ni. 


En  se  servant  de  tables  appropriées,  dont  nous  allons  parler,  la  com- 
paraison avec  la  réalité  se  fait  pour  ainsi  dire  immédiatement 

En  acceptant  la  loi  de  Gktuss,  la  probabilité  pour  qu'une  erreur 
soit  comprise  entre  les  limites  —  A  et  +  A  est  donnée  par  l'intégrale 


+  A  AA 

dt. 


-A  0 

On  se  reporte  ordinairement  à  la  fonction^) 

+• 


/' 


que  l'on  rencontre  non  seulement  dans  la  théorie  des  erreurs,  mais 
souvent  encore  dans  celle  des  probabilités  [cf.  I  20,  12;  I  24,  S] 
et  en  physique  mathématique  [dans  l'étude  de  la  réfraction  et  dans 
celle  de  la  conductibilité  de  la  chaleur  par  exemple]:  cette  fonction 
reçoit  habituellement  le  nom  de  fonction  éTerreur^). 


hftgne  1S97,  p.  6/64;  Theoiy  of  observations,  Londres  1903,  p.  6/86  (Note  de 
P.  Piszethy 

84)  Astron.  Nachr.  (Âltona)  16  (1888),  col.  869/404;  Abh.*^  2,  p.  872/91;  toît 
anssi  la  méthode  snirie  par  F.  W.  Besgel  dans  son  ouvrage:  Fnndamenta  astio- 
nomiae,  KOnigsberg  1818;  Abh.'*)  1,  p.  244/66. 

86)  J.  W.  L.  Qlaisher,  London  Edinb.  Dublin  philos-  mag.  (4)  48  (1871), 
p.  294,  421. 

86)  Le  nom  de  „Error/unctionf'  a  été  donné  à  cette  fonction  par  J.W,  L. 
Glaisher*^^  p.  296. 
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On  a  d'ailleurs  la  relation 

T  +0B 


Ce'-^dt+  Ce-'^dt^^ 


Voici  réunies   quelques   formules   qui^   entre  beaucoup  d'autres, 
peuvent  servir  au  calcul  direct  de  cette  fonction: 

r 


Je-^dt-T-^  +  -^ 


11»  1  T 


2     6  128     7 

ô 


/«-' 


»^         2r    V  2T«  ^  (2rV        (2T^»  ^  /' 


T 

+  0 


/< 


e-^d^      ^-'^ 


2r         _i_ 

2T» 


1  + 


22^ 

1  +  ^^i- 


1  + 


8 
2T« 


1  + 


4 

2r* 


Pour  calculer  des  tables  de  ces  fonctions,  on  se  sert  encore  plus 
avantageusement  de  quadratures  mécaniques'^  [cf.  121,  n^  20,  21,  26], 
ou  bien  du  développement  en  série  de  Taylor  [d'après  Chr,  Kramp^)\ 
ou  bien  encore  de  quelques  autres  artifices  que  Ton  pourra  étudier 
dans  l'introduction  des  tables  de  B.  Badau,  citées  plus  loin^*). 

Les  premières  tables  ont  été  calculées  par  Chr.  Kramp^)]  îl  donne 


+  0D 


depuis  T«  0  jusqu'à  jT^  3,  de  0,01  en  0,01,  les  valeurs  de  Je'^dtj 

T 
+  • 

leurs  logarithmes  et  les  logarithmes  de  é^Je~^dt. 

T 

Cette   dernière   table   est   étendue   par   F,   W.  BesseP^  jusqu'à 
T  «=  10;  pour  T  <  1  l'argument  est  jT,  de  centième  en  centième;  pour 


87)  Th.  von  Oppolzer,  Lehrbnch   znr   Bahnbestimmnng   der   Eometen   nnd 
Flaneten  2,  Leipzig  1880,  p.  36  et  suiv. 

88)  Analyse  des  réfractions  astronomiques  et  terrestres,  Strasbourg  et  Leipzig 
an  Vn  (1799). 

89)  Fnndamenta   astronomiae,   EOnigsberg  1818,   p.  36/7;   Abb.  pnbL  par 
B.  Engélmcmn  1,  Leipzig  1876,  p.  260/1. 
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T  >  1  rargament  est  le  logarithme  Tulgaire  (décimal)  de  jT,  de  cen- 
tième en  centième  aassi. 

La  première  table  de  Chr,  Kramp  poar  les  valeurs  de  Çe~^dt  a  été 

T 

étendue  par  J.  W.  L.  Olai^ier^)  jusqu'à  T  -  4,50. 

J,  F,  Encke^^)  donne   deux  tables  bien  souvent  reproduites  dans 
les  traites  didactiques^^):  la  première,  calculée  d'après  celle  de  F.  W,  Bessel 

T 

renferme  les  valeurs  -j=r  lé'^di   Jusqu'à    T=2,    de    centième   en 


0 


»*.  /e-*- 


centième;  la  seconde  donne  les  valeurs  de  la  fonction   -7=-  /  6"'****d6, 

0 

Q  étant  l'erreur  probable  (voir  plus  loin)  correspondant  à  la  valeur 
de  h  y  de  sorte  que  cette  fonction,  multipliée  par  n,  donne  sur  une 
série  de  n  cireurs,  le  nombre  de  celles  comprises  entre  —  ^m  et  +P^; 
m  varie  de  centième  «1  centième  jusqu'à  m  »  3,40  puis  de  dixième 
en  dixième  jusqu'à  m  ->  5.  La  première  de  ces  tables  est  étendue 
par  J,  Bertrand^  jusqu'à  T  =»  4,80  et  elles  se  retrouvent  toutes  deux 
avec  cette  dernière  extension  chez  E.  Ceuber^)* 

Th.  von  OppoUer^)  donne,   calculées  à  nouveau,  les  valeurs  de 

T 

Je'^dt  avec  dix  décimales  de  centième  en  centième. 
0 

Les  tables  les  plus  étendues  sont  celles-  de  R,  Badau^y  disposées 
comme  celles  de  F.  W.  Bessd,  mais  l'argument  y  varie  de  millième 


40)  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  42  (1871),  p.  486. 

41)  Ûber  die  Méthode  der  kleinsien  Quadrate,  Berlinei  Astion.  Jahrb.  fur 
18S4,  éd.  1882,  p.  248/804;  Abh.«)  2,  p.  60/7. 

42)  Par  exemple,  outre  les  traités  cités  dans  les  deux  notes  suivantes,  voir: 
A.  N.  Savic,  Priloienie  teoiii  vëxojatnostej  kl  visèislen^a  nablluden^  i  geodezi- 
6eskichX  ismèienij,  S^  Fétersbourg  1867;  traduction  allemande  de  G.  Lais,  publiée 
sons  le  titre:  A,  N.  Satcitsch,  Die  Anwendnng  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  anf 
die  Berechnnng  der  Beobachtongen  nnd  geod&tischen  Messongen  oder  die  Méthode 
der  kleinsten  Qnadrate,  Mitan  et  Leipzig  1863;  Antoine  Meyer,  Calcul  des  pro- 
babilités, ^.publié  sur  les  manuscrits  de  Tantenr  par  F.  Folie  [Mém.  Soc.  se. 
Liège  (2)  4  (1874),  mém.  n°  2]  et  à  part,  Bruxelles  1878;*  traduction  allemande 
par  E.  Cetiber,  Leipzig  1879;  6r.  Th.  Fechner,  Kollectiymasslehre,  pubL  par 
G.F.Lipps,  Leipzig  1897;  ^A.  Ferrera,  Esposizione  *"),  p.  223^.* 

48)  ^ProbabiUtés»»),  p.  329/32.* 

44)  Beobachtungsfehler'),  p.  411/6. 

46)  Bahnbestimmung*')  2,  p.  687/9. 

46)  Ann.  Observ  Paris,  Mémoires  18  (1886),  mém.  n*"  2. 


Digitized  by  VjOOQIC 


4*  La  loi  de  Oaoss.  La  fonction  d'errenr  et  les  tables  coixespondantes.  171 
en  millième  (1 19^  12).  Enfin,  citons  les  tables  de  A,  A.  MarJcav^''),  où 
Ton   trouve  les  valeurs   de  l'intégrale    Çe'^^dt  avec   onze    décimales 

T 

pour  tous  les  millièmes   de  l'argument   depuis  0  jusqu'à  3;   et  pour 
les   centièmes  depuis  3  jusqu'à  4,8;  une  table  complémentaire  donne 

T 

les  valeurs  de  l'intégrale  --=r  f  er'^dt*^. 

0 

La  petite  table  suivante,  tirée  de  l'ouvrage  de  F.  B.  Hdmert^^), 
montre  le  nombre  des  erreurs  comprises  entre  les  deux  limites  —  m^ 
et  +  mfiy  auquel  on  doit  s'attendre  sur  une  série  de  1000  obser- 
vations d'erreur  moyenne  ft  (voir  plus  loin),  d'après  la  théorie: 

entre  T-  0,1  fi       80  erreurs  entre  T  0,8  (i      576  erreurs 

0,2        159  0,9         632 

0,3        236  1,0         683 

0,4        311  1,5  866 

0,5        383  2,0         954 

0,6        451  2,5         988 

0,7        516  3,0         997. 

Quelques  auteurs  ont  préféré  regarder  la  loi  des  erreurs  comme 
directement  fournie  par  l'expérience;  on  peut  alors  établir  directe- 
ment la  théorie  de  la  combinaison  des  observations  en  partant  de 
cette  loi"^).  On  a  ainsi  la  possibilité  de  faire  intervenir  d'autres  lois 
d'erreurs  que  la  loi  de  Gauss;  c'est  ainsi  que  I.  B.  Hdmert^^)  con- 
^dère  encore  les  lois  suivantes 

(p(ë)  «•  const, 

9(«)-:^(l -*'«»)• 

H.  Bruns^^)   a   donné   des   développements   en   série   qui   permettent 
l'interpolation  des  lois  d'erreur  (courbes  de  fréquence). 


+  00 

47)  Table  des  valeurs  de  l'intégrale  J'e-^'^t,  S*  Péteisbourg  1888. 

X 

48)  Sur  ce  srget  général  voir,  1 20,  12. 

49)  Die  Ausgleichungsreclinnng  nach  der  Méthode  der  kleinsten  Quadrate, 
Leipzig  1872;  (2*  éd.)  Leipzig  et  Berlin  1907. 

60)  C'est  ainsi  que  procède  F.  B,  Helmert*^. 

^Voir  aussi  à  ce  siqet:  H.  Faye,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  80  (1876),  p.  362/6; 
106  (1888),  p.  788/6;  H.  Laurent,  J.  math,  pures  appl.  (3)  1  (1875),  p.  76/80; 
Traité  du  calcul  des  probabilités,  Paris  1878.* 

61)  Astron.  Nachr.  (Eiel)  148  (1897),  col.  329/40;  Philos.  Studien  (publ.  par 
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5.  Théorie  de  Laplaoe.  Ponr  établir  un  procédé  de  combinaison 
des  observations,  P.  S.  Laplace^^)  part  de  considérations  semblables 
à  celles  que  G.  JP.  Oai^ss  a  déyeloppées  jusqu'à  la  perfection  dans  sa 
seconde  théorie  (n^  6).  Il  regarde  chaque  erreur^  prise  en  valeur 
absolue,  comme  une  perte  à  un  jeu  (I  20,  18),  et  cherche  la  valeur 
des  inconnues  telles  que  la  perte  totale,  c'est-à-dire  la  somme  des  pro* 
duits  de  chaque  erreur  (en  valeur  absolue)  par  sa  probabilité,  soit 
aussi  petite  que  possible.  Il  montre  que  le  résultat  est  le  même, 
dans  le  cas  d'une  ou  de  deux  inconnues,  que  celui  que  fournit  la 
méthode  des  moindres  carrés;  il  montre  de  plus,  mais  seulement 
lorsque  le  nombre  des  équations  de  condition  est  très  grand,  que  de 
^utes  les  combinaisons  que  l'on  peut  former  avec  les  équations  du 
problème,  c'est  celle  qui  correspond  à  la  méthode  des  moindres 
carrés  qui  conduit  aussi  à  un  résultat  rendant  aussi  petite  que 
possible  la  somme  envisagée  plus  haut. 

La  théorie  des  erreurs  de  P.  S.  Laplace  a  été  complétée  et  généra- 


W.  Wundt)  14  (1898),  p.  S89/76.  Voir  ausai  sur  ce  siget  O.  Th.  Feehner, 
EoUeotivinasBlehre^');   W.  J.  Lâska,  Astron.  Nachr.  (Kiel)  158  (1900),  coL  87/^. 

62)  Théorie  des  probabilités^*),  livre  II  chap.  4;  Œuvres  7,  p.  809/64;  S,  D. 
P(n88on  a  écrit  un  commentaire  sur  les  recherches  extrêmement  délicates  de 
P,  8.  Laplace  [Connaissance  des  Temps  pour  1827^  p.  278/302;  en  allemand  dans 
Tappendice  m  de  la  traduction  du  Calcul  des  probabilités  de  8.  D.  Poi89on  par 
H.  iSoAntwe,  Brunswick  1841]. 

J.  Todhunter  [A  history  of  the  mathematical  theory  of  probabilitj,  Cam- 
bridge et  Londres  1866,  p.  660  et  suiv.]  donne  des  éclaircissements  à  ce  si^et. 
L'ouvrage  de  J.  Todhunter  contient  d'ailleurs  une  riche  bibliographie. 

^Parmi  les  mémoires  de  P.  8.  Laplace  se  rapportant  à  cette  théorie  citons 
encore:  Mémoire  sur  la  probabilité  des  causes  par  les  événements  [Mém.  pré- 
sentés Acad.  se.  Paris  (1)  6  (s.  d.)^  éd.  1774,  p.  621/66;  Œuvres  8,  Paris  1891, 
p.  27/66];  Mémoire  sur  les  probabilités  [Hist.  Acad.  se.  Paris  1778,  éd.  1781, 
H.  p.  48;  M.  p.  227/882,  en  partiCs  p.  822  et  suiv.;  Œuvres  9,  Paris  1898, 
p.  388/486;  en  partie,  p.  476  et  suiv.];  Mémoire  sur  les  approximations  des 
formules  qui  sont  fonctions  de  très  grands  nombres  [Mém.  se.  math.  phys. 
Institut  France  10  (1809),  éd.  1810,  p.  868/416,  en  partie,  p.  882  et  suiv.; 
CEuvres  12,  Paris  1898,  p.  801/46,  en  partie,  p.  822  et  suiv.];  Supplément  an 
mémoire  précédent  [id.  p.  669/66;  Œuvres  12,  p.  849/63];  Mémoire  sur  les  inté- 
grales définies  et  leur  application  aux  probabilités,  et  spécialement  à  la  recherche 
du  milieu  qu*il  faut  choisir  entre  les  résultats  des  observations  [Mém.  se.  math, 
phys.  Institut  France  11  I  (1810),  éd.  1811,  p.  279/347,  en  partie,  p.  817  et  suiv; 
Œuvres  12,  Paris  1898,  p.  357/412,  en  partie,  p.  887  et  suiv.];  Application  du  calcul 
des  probabilités  aux  opérations  géodésiques  [Connaissance  des  Temps  pour  1820, 
éd.  Paris  1818;  second  supplément  de  la  „Théorie  analytique  des  probabilités"; 
Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  681;  voir  aussi  l'Introduction  à  la  „Théorie  analytique 
des  probabilités'^  et  le  premier  supplément;  Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  Y  et  p.  497.* 
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Usée  en  plnsieuTs  points  essentiels  par  S,  D.  Paissanj  R  L.  EUis^^  et 
J.  W.  L.  Glaisher^)  [Cf.  I  20,  18;  1 24>  4]. 

6.  Deuxième  théorie  de  Ganse.  Dans  la  deuxième  théorie  de 
C.  F,  Crams^)  on  trouve  mis  en  éyidence  dès  le  début  ce  qu'il  y  a 
inévitablement  d'arbitraire  dans  la  définition  de  la  meilleure  valeur 
de  rinconnue. 

C.  F.  Oauss  envisage  les  trois  int^rales 

+  J  +00  +flO 

Hpiijde,       r€q){s)d£,        ps^ip^ejdê, 

—  ^  —00  —00 

où  €  désigne  l'erreur^  q)(€)  sa  facilité  relative. 

La  première  int^rale  exprime  la  probabilité  pour  qu'une  erreur 
quelconque  soit  comprise  entre  les  limites  —  A  et  +  A]  prise  entre 
—  cx)  et  +  oo^  elle  est  égale  à  1,  quelle  que  soit  la  fonction  g>(jB). 

La  seconde  int^ale  représente  la  moyenne  de  toutes  les  erreurs 
possibles  ou,  d'une  façon  plus  précise,  la  valeur  moyenne  ^ou  probable* 
de  la  grandeur  e  (I  20,  11;  I  24,  7);  par  suite,  elle  est  toujours  nulle 
dès  que  l'on  suppose  la  même  facilité  pour  deux  erreurs  égales  et  de 
signes  contraires;  si  elle  avait  une  valeur  non  nulle,  cela  voudrait 
dire  que  la  série  d'observations  considérée  serait  encore  sujette  à  une 
erreur  constante. 

La  troisième  intégrale,  c'est-à-dire  encore  la  valeur  moyenne  du 
carré  £^,  „panût  très  propre  à  définir  et  à  mesurer,  d'une  manière 
générale,  l'incertitude  d'un  système  d'observations;  de  telle  sorte 
qu'entre  deux  systèmes  d'observations  inégalement  précises  on  devra 
regarder  comme  préférable  celui  qui  donne  à  cette  intégrale  une 
moindre  valeur'^ 

G.  F.  Qauss  poursuit  ainsi:  „Si  l'on  objecte  que  cette  convention  est 
arbitraire  et  ne  semble  pas  nécessaire,  nous  en  convenons  volontiers. 
La  question  qui  nous  occupe  a,  dans  sa  nature  même,  quelque  chose 
de  vague,  et  ne  peut  être  bien  précisée  que  par  un  principe  jusqu'à 


68)  On  the  method  of  least  squares,  Tians.  Cambr.  philos.  Soc.  8  (1849), 
p.  20^1»  [1844]. 

54)  Memoirs*^  astron.  Soc.  London  39  11.(1871/2),  p.  75/124. 

55)  Theoria  combinationis  observationam  ezroribuB  minimis  obnoxiae:  pars 
piiox  [Ck>mineiitat.  Soc.  Grott.  récent.  5  (1819/22),  éd.  GOttingne  1825,  math, 
p.  83/62;  Werke  4,  (xôttingae  1880,  p.  8/26];  pars  postezior  [Commentât.  Soc. 
Gott.  zecent.  5  (1819/22),  éd.  1828,  math.  p.  68/90;  Werke  4,  p.  29/58];  snpple- 
mentom  theoriae  combinationis  .  .  .  [Commentât.  Soc.  Gott.  récent.  6  (1828/7),  éd. 
(}Gttingne  1828,  math.  p.  57/98;  Werke  4,  p.  57/98].  ^Poux  la  traduction  fran- 
çaise, voir  J.  Bertrand^  Méthode  des  moindres  carrés,  Paris  1855  [première  partie 
p.  1/35;  seconde  partie,  p.  85/69;  supplément,  p.  70/112].* 
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un  ceriam  point  arbitraire.  La  détermination  d'une  grandeur  par 
l'observation  peut  se  comparer,  avec  quelque  justesse,  à  un  jeu  dans 
lequel  il  j  aurait  une  perte  à  craindre,  et  aucun  gain  à  espérer  (I  20, 
18);  chaque  erreur  commise  étant  assimilée  à  une  perte  que  Ton 
fait,  la  crainte  relative  à  un  pareil  jeu  doit  s'exprimer  par  la  perte 
probable,  c'est-à-dire  par  la  somme  des  produits  des  diverses  pertes 
possibles  par  leurs  probabilités  respectives.  Mais  quelle  perte  doit- 
on  assimiler  à  une  erreur  déterminée?  C'est  ce  qui  n'est  pas  clair 
en  soi;  cette  détermination  dépend  en  partie  de  notre  volonté.  Il  est 
évident  d'abord  que  la  perte  ne  doit  pas  être  regardée  comme  pro- 
portionnelle à  Terreur  commise;  car  dans  cette  hypothèse,  une  erreur 
positive  représentant  une  perte.  Terreur  négative  devrait  être  regardée 
comme  un  gain.  La  grandeur  de  la  perte  doit  au  contraire  s'évaluer 
par  une  fonction  de  l'erreur  dont  la  valeur  soit  toujours  positive. 
Parmi  le  nombre  infini  de  fonctions  qui  remplissent  cette  condition, 
il  semble  naturel  de  choisir  la  plus  simple,  qui  est,  sans  contredit, 
le  carré  de  Terreur,  et  de  cette  manière  nous  sommes  conduit  au 
principe  proposé  plus  haut.^'  Le  procédé  de  P.  8.  Lafiace  qui  con- 
siste à  prendre  pour  mesure  de  la  perte  la  valeur  absolue  de  Terreur 
„ne  se  prête  en  aucune  façon  à  une  étude  analytique,  tandis  qu'au 
contraire  les  résultats  auxquels  conduit  notre  principe  se  recomman- 
dent tout  spécialement  par  leur  simplicité  et  leur  généralité^^^). 

Cette  théorie  de  C.  F.  Gauss  que  nous  avons  résumée  en  rapportant 
ses  propres  paroles  est  tout  à  fait  conforme  à  la  réalifé,  et  conduit 
'par  la  voie  la  plus  rapide  aux  meilleurs  résultats,  ainsi  qu'on  le  verra 
plus  bas  avec  évidence. 

7.  Antres  théories.  P.  A,  Hansen^'^  établit  la  théorie  de  la 
combinaison  des  observations  en  partant  simplement  du  principe  de 
la  moyenne  arithmétique  et  en  écartant  toute  considération  empruntée 
au  calcul  des  probabilités.  JB.  Henke^)  s'abstient  de  même  de  toute 
considération  de  probabilité  et  établit,  à  Tabri  de  toute  objection,  la 
méthode  des  moindres  carrés  en  prenant  pour  principe  fondamental 
celui  du  „moindre  écart''. 


66)  C.  F.  Gau88,  Theoria  combinationis,  pars  prior''*),  n°  6  [Commentât. 
Soc.  8C.  Gott.  recentiores  6  (1819/22),  math.  p.  38;  Werke  4,  p.  6/7]. 

57)  Yon  der  Méthode  der  kleinsten  Qnadrate  im  allgemeinen  imd  in  ihrer 
Anwendang  auf  Oeodasie  [Abh.  Ges.  Lpz.  (math.)  8  (1868),  p.  671/806  [1867]]. 

68)  Méthode  der  kleinsten  Qnadiate");  voir  en  partie,  n"*  28  et  84,  p.  40 
et  niiv.  Le  principe  rappelé  dans  le  texte  est  désigné  en  allemand  par  „Prinsip 
des  mOglichst  nahe  Liegens". 
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D  faut  encore  signaler  comme  intéressants  pour  la  théorie  qui 
nous  occupe,  outre  quelques  écrits  philosophiques  que  nous  ne  pouTons 
énumérer  ici,  un  mémoire  de  C.  BeusMe^^)  et  la  polémique  entre 
A,  L,  Cauchy^  et  L  J.  Bienaymé*^). 

8.  Erreur  moyenne,  erreur  probable,  moyenne  erreur.  Poids. 
Pour  pouvoir  comparer  entre  elles  des  séries  d'observations  d'exacti- 
tude différente,  il  est  nécessaire  d'introduire  une  mesure  de  l'exactitude. 

Quand  on  adopte  la  loi  des  erreurs  de  Gauss,  c'est  la  quantité 
désignée  ci-dessus  par  h  (n^  2)  qui  est  directement 'proportionnelle  à 
l'exactitude  et  que,  pour  cette  raison,  on  appelle  mesure  de  la  précision. 

Mais  on  peut  aussi  chercher  à  déduire  des  erreurs  elles-mêmes  une 
mesure  de  l'exactitude.  Il  faut  alors  distinguer  deux  cas;  dans  le  premier 
on  suppose  connues  les  erreurs  rééUes  d'observation,  ce  qui  ne  se 
présente  pas  en  général  dans  la  pratique-,  dans  le  second,  on  connaît 
seulement  les  erreurs  apparentes  ou  résidiAdleSy  c'est-à-dire  les  diffé- 
rences entre  les  résultats  des  observations  et  les  résultats  correspon- 
dants calculés  en  partant  des  valeurs  adoptées  pour  les  inconnues 
comme  les  meilleures. 

Occupons-nous  d'abord  du  premier  cas,  celui  des  errewrs  rédles. 
Quelle  que  soit  la  loi  des  erreurs  9>(£),  l'intégrale 

+  00 

\B^\q>{B)dB, 


fi- 


^c'est-à-dire  la  valeur  moyenne  ou  probable  de  la  puissance  m**"*  de  la 
valeur  absolue  de  l'erreur*,  fournit  pour  chaque  valeur  positive  de  m  une 
mesure  de  l'exactitude,  en  ce  sens  que  la  série  d'observations  considérée 
est  d'autant  plus  précise  que  cette  intégrale  est  plus  petite^').  Pra- 
tiquement, pour  former  cette  intégrale  on  prend  la  moyeime  arithmé- 
tique des  n  quantités  \ê^\  fournies  par  les  n  observations;  ceci  revient 
à  supposer  que  chaque  erreur  s'est  présentée  un  nombre  de  fois  égal 
à  celui  qui  résulte  de  sa  probabilité  q>(ê),  ^et  par  suite  n'est  suffisam- 
ment conforme  à  la  réalité  que  si  n  n'est  pas  trop  petit*. 

59)  Ûber  die  Deduktîon  der  Méthode  der  kleinsten  Qaadrate  ans  Begriffen 
der  WahrBcheinlichkeitsrechnimg  [J.  reine  angew.  Math.  26  (1848),  p.  388/64;  27 
(1844),  p.  182/4].  ^J,  F,  Encke  fait  des  remarques  sur  les  articles  précédents 
[id.  28  (1844),  p.  213/^2].* 

60)  C.  B.  Aead.  se.  Paris  86  (1868),  p.  111^2;  87  (1858),  p.  64/8,  100/9, 
150/62,  198/206,  264/72,  826/84,  881/5;  Œuvres  (1)  12,  Paris  1900,  p.  86/46,  62/180. 

61)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  87  (1858),  p.  5/18,  809/24. 

62)  C.  F,  Gau88^  Theoria  combinationis,  pars  prior^^),  n®  7;  Commentât.  Soc. 
Goit  récent.  5  (1819/22),  math.  p.  89;  Werke  4,  p.  7/B;  F,  B.  Hélmert,  Ans- 
gleichungsrechnung  *^,  (2*  éc^  p.  19. 
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Chaque  valeur  de  m  convient  également  a  priori  au  but  proposé; 
aussi  se  bome-t-on  à  choisir  les  plus  simples: 
Pour  m^ly  on  a: 

+  00 

j\B\^{B)dB 

-*  ^moyenne  erreu/r. 

Pour  m  »  2;  on  a: 

»  le  carré  de  Verrewr  moyenne . 

Suivant   une   notation   universellement   adoptée   dans   la   théorie  des 
erreurs^  et  qui  consiste  à  désigner  par  \A\  la  somme 


/• 


on  a  donc 


n    '  ^         n 


^U  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  éviter  toute  confusion  entre 
la  moyenne  errewr  (durchschnitUicher  Féhler)  et  Verrewr  moyenne-^  la 
première  est  la  moyenne  arithmétique  des  erreurs  prises  en  valeur 
absolue;  la  seconde  est  la  racine  carrée  de  la  moyenne  arithmétique 
des  carrés  des  erreurs.* 

En  même  temps  que  ces  deux  erreurs^  on  emploie  encore  quelque- 
fois, pour  mesurer  l'exactitude,  ce  qu'on  appelle  V erreur  probable  q^)\ 
toutefois  il  serait  désirable  d'abandonner  cette  notion.  Si  l'on  suppose 
rangées  par  ordre  de  valeur  absolue  croissante  toutes  les  erreurs, 
chacune  d'elles  intervenant  autant  de  fois  que  le  veut  sa  probabilité, 
l'erreur  probable  est  celle  qui  occupe  le  milieu  de  cette  suite;  il  y  a, 
en  d'autres  termes,  égale  probabilité  pour  qu'une  erreur  quelconque 
soit  supérieure  ou  inférieure  à  l'erreur  probable. 

Il  s'ensuit  que  l'erreur  probable  est  définie  analytiquement  par 
la  relation 

68)  C.  F.  Gau88^  Bestimmang  der  Genaoigkeit  der  Beobachtongen  [Z.  fSir 
Astronomie  nnd  verwandte  Wissenschaften  1  (1816),  p.  186  (mais-aTiil)^  en  parti- 
culier n*"  2;  Werke  4,  GOttingae  1880,  p.  109/10];  pour  la  tradnctioii  française 
Toir  /.  Bertrand,  Moindres  carrés*),  p.  141/63.  Antérieurement  à  C.  F.  Gau8$^ 
F.  W.  Besael  fait  toutefois  déjà  usage  de  Terreui  probable  [Astron.  Jahrb.  fSr 
1818,  p.  288  (1816);  Abh.*»)  2,  p.  19]. 
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elle  dépend  donc  essentiellement  de  la  loi  des  errears,  tandis  que  Ton 
pent  calcnler  d'  et  (i  sans  hypothèse  spéciale  sur  cette  loi. 

Si   Ton   adopte   la  loi  de  Oauss^  on  a  alors  entre  les  quantités 
h,  d'j  II,  Q  les  relations  suivantes: 

.  11  0,66419 


"-y^f    » 

1      1         0,70711 

0,47694 

par  suite  aussi: 

^  =  1,25331'^, 
>«  0,67449  iit; 

dans  la  pratique,  ç  est  toujours  calculée  à  l'aide  de  (i. 

C.  F,  Gaitës^)  étudie  comment  on  peut  exprimer  h  directement  au 
moyen   des  erreurs  d'observation;   il  conclut  de  son  analyse  que  la 

valeur  la  plus  probable  de  h  est  égale  à  VoTTTî   ^  valeur  la  plus 
probable  de  l'erreur  probable  est  alors 


0,47694  ]/2  y^  -  0,67449  ^; 


ce   résultat   coïncide   avec   celui   obtenu   plus   haut,   et  Fédaire  d'un 
nouveau  jour. 

Les  valeurs  les  plus  probables  obtenues  pour  h  et  q  ont  lieu 
quel  que  soit  le  nombre  n,  grand  ou  petit,  mais  il  est  clair  que  ces 
valeurs  sont  d'autant  moins  certaines  que  n  est  plus  petii  0.  F.  Gauss^^) 
trouve  qu'il  y  a  un  contre  un  à  parier  que  la  véritable  valeur  de  h 
soit  comprise  entre  les  limites 

ou  que  la  véritable  valeur  de  ç  soit  entre 


'('-^-)-"C+^)- 


La  question  est  encore  envisagée  par  C  F.  Gauss^^)  d'un  autre 
point  de  vue;  la  loi  des  erreurs  restant  quelconque,  il  évalue  la  pro- 
babilité pour  que  la  somme  des  m**™*'"  puissances  des  valeurs  absolues 


64)  Bestimmnng  der  Genauigkeit*'),  n*»  3;  Werke  4,  p.  110/1. 
66)  Id.  n°  4;  Werke  4,  p.  111/8. 
66)  Id.  n*»  6,  6;  Werke  4,  p.  113/6. 
Bnojolop.  des  Bcieno.  mAtliômat.    I  4.  12 
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des  n  erreurs  tombe  entre  certaines  limites;  mais  la  reproduction  de 
ses  résultats  nous  entraînerait  trop  loin. 

Ce  problème  avait  déjà  été  traité^  au  moins  en  partie,  par 
P.  S.  Laplace^y,  F.  R.  Hdmert^  et  W.  Jordan^)  en  ont  complété 
la  solution. 

U  résulte  de  ces  recherclies  que  c'est  Temploi  de  la  somme  des 
carrés  des  erreurs  qui  est  le  plus  avantageux,  mais  cependant  que 
Ton  peut  employer  aussi  avec  presque  autant  de  raison  la  somme 
des  valeurs  absolues  des  erreurs;  en  eiSet  la  précision  avec  laquelle 
on  peut  évaluer  q  en  partant  des  puissances  m**°*®*  des  erreurs  décroît 
à  partir  de  m  «  2,  lorsque  le  nombre  m  augmente. 

Pour  pouvoir  comparer  entre  elles  des  observations  d'exactitude 
différente,  on  introduit  la  notion  de  poids.  La  £Eiçon  la  plus  simple 
de  définir  le  poids  consiste  à  dire:  une  observation  de  poids  p  est 
égiuivaienie  à  p  observations  de  poids  1. 

Si  pour  deux  observations,  ^en  admettant  la  loi  de  Gauss,*  les 
mesures  de  la  précision  sont  h  et  li,  et  les  poids  p  et  p',  on  a 


P       *• 

p'       /,'• 

donc  aussi 

i»  _  »»'*  =  p" . 

. 

p'  ~  <*•       f  •  ' 

de  sorte  que  les  poids  sont  directement  proportionnels  aux  carrés  des 
mesures  de  la  précision  et  inversement  proportionnels  aux  carrés  des 
erreurs  moyennes  ou  probables. 

^Si  on  laisse  arbitraire  la  loi  des  erreurs,  les  poids  sont  inverse- 
ment proportionnels  aux  carrés  des  erreurs  moyennes.* 

Occupons  -  nous  maintenant  du  cas  où  Ton  ne  connut  que  les 
erreurs  apparentes  A^,  A,, . . .  X^. 

On  a  rigoureusement,  ^en  adoptant  la  moyenne  arithmétique  pour 
meilleure  valeur  de  Tinconnue*: 

en  remplaçant  le  second  membre  par  sa  valeur  moyenne  ou  probable^ 
il  vient 


VWi- 


67)  Théorie  des  probabilités")  livre  II  chap.  4  n^"  19;  (Envies  7,  p.  SO^ 
et  eniv. 

68)  Z.  Math.  Phys.  21  (1876),  p.  192/218. 

69)  AstroD.  Nachr.  ^Altona)  74  (1869),  col.  209/26. 
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Telle  est  la  formnle  qui  donne  Terreur  moyenne  calculée  à  l'aide 
des  erreurs  apparentes.  jP.  22.  Hdmert'^^)  et  E.  Ceuber'^^)  ont  donné 
des  démonstrations  rigoureuses^  mais  un  peu  longues,  de  cette  célèbre 
formule. 

P.  PijsaettV^  en  a  donné  une  nouvelle  démonstration  en  établis- 
sant que,  entre  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  attribuer  a  posteriori 
à  l'erreur  moyenne,  la  valeur  fi  donnée  par  la  formule  précédente  est 
la  plus  probable. 

On  a  aussi  proposé,  pour  trouver  une  mesure  de  l'exactitude, 
d'employer  non  pas  les  erreurs  mêmes,  mais  les  différences  entre  les 
résultats  de  l'observation^*). 

Problèmes  pratiques  de  la  théorie  des  erreurs. 

Nous  allons  traiter,  dans  ce  qui  suit,  les  problèmes  pratiques 
fondamentaux  de  la  théorie  des  erreurs;  mais  nous  nous  bornerons 
simplement  à  exposer  ici  l'algorithme  dû  à  0.  F.  Gauss  et  maintenant 
universellement  adopté,  en  laissant  de  côté  les  tentatives  plus  ou  moins 
heureuses  faites  au  dix-huitième  siècle  pour  résoudre  les  questions  qui 
se  rapportaient  à  cette  théorie,  et  qui  prenaient  pour  la  plupart  leur 
origine  dans  des  travaux  géodésiques. 

9.    Observations  directes  d'égale  précision.     Soient 

les  résultats  de  l'observation  pour  une  grandeur  véritablement  égale  à 
X*,  soient  alors 

les  erreurs  réellement  commises  dans  les  diverses  observations,  de 
sorte  que  X  aussi  bien  que  £^,  £,>  •  •  •;  ^n  demeurent  inconnues.  Ce 
n'est  qu'en  s'appuyant  sur  un  principe  déterminé  qu'on  peut  choisir 
la  valeur  de  l'inconnue  qu'on  doit  regarder  comme  la  meilleure; 
appelons  cette  valeur  la  plus  plausible  ou  la  plus  convenable  et  dé- 
signons-la par  X. 


70)  Afltron.  Nachr.  (Eiel)  88  (1876\  col.  113/32. 

71)  Monatflh.  Math.  Phjs.  1  (1890),  p.  467/64. 

72)  Atti  R.  Accad.  làncei  Bendic.  (4)  5  I  (1889),  p.  740/6;  1  Fondamenti 
matematici ^^,  Atti  Genova  1892,  p.  288;  tirage  à  part  Gênes  1891,  p.  176. 

78)  W.  Jordan"^^;  Astron.  Nachr.  (Altona)  79  (1872),  col.  219/22.  Voir 
aussi  F.  E,  Helmert^^,  id.  88  (1876),  col.  113/32  et  C.  C,  G.  Andrae,  Astron.  Nachr. 
(Altona)  74  (1869),  col.  288/4;  79  (1872),  col.  267/72. 

12* 
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Les  différences  entre  x  et  les  résultats  des  diverses  mesures 
effectuées  sont  les  erreurs  apparentes  y  et  Ton  a  pour  chaque  indice  t 

a;  =  Z^  -f  A^     ou     A^  =»  a;  —  Z^  ; 

h  +  ^i  on  X  est  la  valeur  corrigée  ou  compensée  de  l'inconnue;  les 
équations  A^  =  a;  —  Z,  sont  les  équations  d^erreur. 

On  adopte  toujours  pour  x  la  moyenne  arithmétique  des  l^,  de 
sorte  que 

a:  =-  U ,    et  que    [A]  =  0  ; 

cette  dernière  relation  peut  servir  de  vérification.  Il  est  d'ailleurs 
équivalent  de  dire  que  Ton  choisit  x  de  façon  que  la  somme  des 
carrés  des  erreurs  apparentes  [A^  soit  aussi  petite  que  possible,  c'est- 
à-dire  encore  conformément  au  principe  des  moindres  carrés. 

Pour  arriver  à  ce  résultat  on  peut  suivre  des  voies  différentes: 

a)  On  peut  partir  a  priori  du  principe  des  moindres  carrés,  ou 
de  ce  fait  admis  sans  autre  discussion  que  la  moyenne  arithmétique 
est  la  valeur  la  plus  convenable. 

b)  On  peut  adopter  la  moyenne  arithmétique  pour  valeur  la  plus 
convenable  parce  qu'elle  est  en  même  temps  la  valeur  la  plus  pro- 
bable] on  est  alors  conduit  à  la  loi  des  erreurs  de  Gauss  tant  pour 
les  erreurs  réelles  que  pour  les  erreurs  résiduelles,  et  le  principe  des 
moindres  carrés  en  résulte. 

c)  On  peut  regarder  la  loi  de  Gauss  comme  donnée  directement 
a  priori  par  l'expérience;  alors  la  valeur  la  plus  probable  de  a;  est  la 
moyenne  arithmétique,  car  elle  est  déterminée  par  le  principe  des 
moindres  carrés. 

d)  Enfin,  et  c'est  peut-être  la  méthode  à  préférer,  conformément  à 
la  seconde  théorie  de  C.  F.  Gauss,  on  laisse  la  loi^des  erreurs  arbitraire, 
telle  seulement  que  des  erreurs  égales  et  de  signes  contraires  aient 
même  probabilité.  On  cherche  alors  simplement  la  valeur  de  Fin- 
connue  telle  que  l'erreur  moyenne  soit  la  plus  petite  possible;  par 
suite  on  est  immédiatement  ramené  au  principe  des  moindres  carrés. 

L'erreur  moyenne  d'une  observation  est,   comme  on  sait  (p?  8), 


V^.' 


quant  à  l'erreur  moyenne  du  résultat,  elle  sera: 


y/n         Kn(n  — 1) 
Pour   le  montrer,   on   s'appuie  sur  la   proposition  générale  suivante: 
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Terreur  moyenne  M  d'nne  fonction  linéaire 

de  quantités  x^,  x^y"  ,  x^  afiectees  d'erreurs  moyennes  (iif  [^2,  -  -  ',  (ip 
est  fournie  par  la  formule 

3P  =  aiVi'  +  «j'ft*  +  •    •  +  cc/(i/. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe^  on  a 

n 
et  les  l^  sont  affectées  de  la  même  erreur  moyenne  fi^  par  hypothèse; 
donc  on  a 

JIP=.(1)*«A     d'où    Jf-^; 

on  peut  dire  que  Terreur  moyenne  est  diminuée  en  raison  inyerse  de 
la  racine  carrée  du  nombre  des  observations. 

La  proposition  énoncée  ci-dessus  s'étend  facilement  au  cas  d'une 
fonction  quelconque^  à  condition  qu'on  connaisse  des  valeurs  l^  suffi- 
samment approchées  des  x^y  pour  qu'on  puisse  négliger  les  quantités 
du  second  ordre  par  rapport  aux  corrections. 

En  faisant 

Xi=-lt  +  Af 

on  a^  en  effet,  dans  ces  conditions 

et  par  suite,  d'après  ce  qui  a  déjà  été  dit, 

*-<^'(l8'+'^'(l9'+-+''''(*)" 

On  peut  encore  déterminer  l'erreur  moyenne  d'une  seule  observation 
en  considérant  la  première  puissance  de  l'erreur;  on  trouve  ainsi,  en 
désignant  par  (^)  cette  détermination, 

(^)- 1,25331  JjâL; 
yn(n-— 1) 

et,  pour  l'erreur  moyenne  de  la  moyenne  arithmétique, 

^    ^     yn 

Ce  sont  là  les  formules  très  commodes  données  par  C.A.F.Peters''^) 
pour  le  cas  où  les  observations  sont  fort  nombreuses;  F.  R,  Hdmert'^^) 
en  a  fait  une  théorie  détaillée,  et  a  discuté  avec  soin  leur  exactitude. 

74)  Astion.  Nachr.  (Altona)  44  (1856),  col.  29/82. 

76)  Aatron.  Nachr.  (Kiel)  86  (1876),  col.  868/66;  id.  (Kiel)  88  (1876), 
coL  113/32.    Voir  aussi,  J.  Lûrotk,  id.  (Kiel)  87  (1876),  col.  209/20. 
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10.  Observations  directes  d'inégale  précision.  Si  les  obser- 
yations  sont  d'inégale  précision^  c'est  leur  poids  qui  les  caractérise 
de  la  façon  la  plus  avantageuse  (n"*  8).     Si  les  mesures 

d'une  même  grandeur  ont  respectivement  les  poids 

Pi,     Pif     •••;    Pn7 

Ja  mesure  l^  est  équivalente  à  p^  mesures  identiques  de  poids  un*  et, 
par  suite,  la  valeur  la  plus  convenable  de  l'inconnue  est,  d'après  ce 
qui  précède, 

Pl+Pt  +  -"+Pn  M 

Le  poids  de  ce  résultat  est 

-P  -  i>i  +  ft  +  •  •  •  +  i>n; 

son  erreur  moyenne  est 

en  désignant  par  ii  l'erreur  moyenne  d'une  observation  de  poids  un. 
On  a  d'ailleurs 


..yahL 


+  Pt^'  +  -"+Pnln' 


n— 1 
OU  bien 

^         '  }/n(n— 1)  ' 

si  l'on  emploie  la  première  puissance  seulement  des  erreurs  appa- 
rentes Xf. 

On  obtient  tous  ces  résultats  directement  en  partant  de  la  défi- 
nition du  poids  ou  bien  en  s'appuyant  sur  la  remarque  générale 
suivante  d'un  emploi  fréquent  dans  les  applications: 

Les  équations  x^\  qui  servent  à  déterminer  Tincannue  ayant  les 
poids  respectifs  p^,  on  les  ramène  à  être  toutes  de  poids  un,  et  par 
suite  à  représenter  des  observations  légale  précision,  en  les  multipliant 
respectivement  par  la  racine  carrée  de  leur  poids,  Ypi . 

11.  Combinaison  d'observations  indirectes.  Le  cas  général  du 
problème  de  la  combinaison  des  observations  est  le  suivant:  il  faut 
déterminer  m  inconnues  indépendantes  x^,  x^, . .  .^  x^  qui  n'ont  pas  été 
observées  directement^  mais  dont  on  a  observé  n  combinaisons  connues 
fi(p^i9  ^ff  •  '  '}  ^m))  ^  ^^  <^^  ^  ramènent  d'ailleurs  tous  les  autres. 

Si  les  résultats  des  n  observations  sont  l^,  l^, . . .,  l^,  on  a  donc 
à  résoudre  les  n  équations  du  type 
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Le  problème  ne  se  pose  d'ailleurs  que  si  Ton  a  n  >  m,  c'est-à-dire 
des  équations  en  nombre  surabondant, 

La  solution  du  problème  est  impraticable  en  général;  à  moins 
que  les  équations  ne  soient  linéaires  par  rapport  aux  inconnues.  Dans 
la  pratique,  il  n'en  est  pas  ainsi  d'ordinaire;  alors  on  ramène  les 
équations  données  à  la  forme  linéaire  en  se  servant  de  valeurs 
approchées  des  inconnues  et  en  utilisant  le  développement  de  Taylor; 
s'il  est  nécessaire^  on  fera  plusieurs  approximations  successives ,  en 
répétant  l'application  du  procédé. 

On  doit  et  on  peut  donc  se  borner  à  la  considération  d'équations 
linéaires,  que  l'on  écrit  d'habitude  sous  la  forme  suivante: 


(1) 


(n  équations  à  m  inconnues). 


Il  n'y  a  pas  de  valeurs  pour  les  inconnues  qui  satisfassent 
rigoureusement  à  ces  équations,  puisque  les  l^  sont  des  résultats 
d'observation,  entachés  d'erreurs,  et  que  l'on  a  n  >  m.  La  question 
est  de  déterminer,  parmi  les  systèmes  en  nombre  infini  de  valeurs 
Xy  yy  Zy , .  .y  cclui  qui  est  le  plus  convenable.  On  peut  alors  procéder 
comme  dans  le  cas  des  observations  directes,  en  suivant  plusieurs 
voies  qui  peuvent  se  réduire  ainsi: 

a)  On  cherche  le  système  de  valeurs  rr,  y,  jer,  •  •  •  telles  que  la 
somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles  soit  la  plus  petite  possible; 
ces  erreurs  sont  d'ailleurs  déterminées  par  les  équations: 

1*1  ^a^x  +  l^y  +  c^z^ l^y 


que  l'on  appelle  les  équations  derrewr. 

Si  l'on  adopte  en  même  temps  la  loi  de  Gauss,  ce  système  est 
aussi  le  plus  probable.     C'est  la  méthode  de  la  „Theoria  motus'^ 

b)  On  cherche  le  système  de  valeurs  â;,  y,  0, . . .  telles  que  les 
différentes  inconnues  aient  la  plus  petite  erreur  moyenne  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  le  plus  grand  poids.  La  définition  de  l'erreur 
moyenne  étant  indépendante  de  la  loi  des  erreurs,  il  en  est  de  même 
de  ce  procédé,  ce  qui  lui  confère  un  avantage  essentiel  sur  le  précé- 
dent.    C'est  la  méthode  de  la  „Theoria  combinationis'^ 
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Ainsi  que  C.  F.  Gauss  Fa  montré^*)  les  deux  méthodes  con- 
duisent au  même  résultat.  Les  inconnues  doivent  être  déterminées 
par  les  équations 

'  [ad\x  +  [al^y  +  [ac\g  +  . . .  =  \al\ 

[ha\x  +  [&6]y  +  \bc'\B  + [&q, 

(3)  \  [ca'\x  +  [c&]y  +  [06]^  + [cï\, 


m  équations  à  m  inconnues. 
Ces  équations^  que  Ton  appelle  les  équations  normales  du  problème^ 
correspondent  au  principe  des  moindres  carrés,  et  constituent  en  même 
temps^  parmi  toutes  les  combinaisons  que  Ton  peut  former  avec  les 
équations  (1),  celle  qui  donne  aux  diverses  inconnues  les  plus  grands 
poids. 

Ceci  suppose  que  les  équations  (1)  sont  de  même  poids;  s'il  n'en 
est  pas  ainsi,  c'est-à-dire  si  les  observations  à  combiner  sont  d'inégale 
précision,  on  est  ramené  au  premier  cas  en  appliquant  le  principe 
général  énoncé  au  n^  10,  c'est-à-dire  en  multipliant  chacune  des 
équations  (1)  par  la  racine  carrée  de  son  poids.  Si  donc  les  poids 
respectifs  de  ces  équations  sont  p^,  Pi,  -'-y  p^j  les  équations  normales 
deviennent 

[paa\x  +  [pahly  +  [pac\e  +  . . .  =  [pal\ 
(3a)  [pla\x  +  [plh\y  +  \phc\z  +  . . .  =  [pftZj, 


Il  est  d'ailleurs  bien  entendu  que  l'on  ne  doit  faire  subir  aucune 
modification  aux  équations  primitives  (1);  dans  les  seconds  membres 
ce  sont  les  résultats  mêmes  de  l'observation  qui  doivent  figurer.  Toute 
multiplication  ou  division  des  deux  membres  par  un  même  facteur 
amènerait  un  changement  de  poids,  et  par  suite  est  absolument  interdite. 
Occupons-nous  de  la  résolution  générale  des  équaUons  normales  et 
de  la  déterminaMon  des  erreurs  moyennes  des  inconnues.  Au  lieu  des 
équations  normales  (3),  envisageons  le  système  analogue 

[aa]A  +  [ab]B  +  [ac]C+ P, 

[ba]A  +  [bb]B  +  [bc^C  + E, 

[ca]A  +  [cb]B  +  [cc]C  +  . . .  =  S, 


(4) 


on  peut  exprimer  les  quantités  A,  By  Cy  . . .  en  fonction  des  indéter- 
minées P,  Ry  S,  . . .  sous  la  forme 


76)  Theoria  combinationis  ^'),  pars  prior,  n'*21  [Commentât.  Soc.  Oott.  récent. 
6  (181î)y^2),  math.  p.  69/61;  Werke  4,  p.  26]. 
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(5) 


d'ailleurs  les  m*  coefficients  Qf^  {Q^^  —  Q^^),  Térifient  les  m  systèmes 

d'équations 

[««]  Qn  +  [a»]^x»  +  [«c]Ç„  + 1, 

[&«]  «u  +  [i'ft]  Q»  +  [be]  Q,,  + 0, 

[co]  Ç„  +  [ch]  Q,,  +  fcc]  Ç„  +  •  •  •  =  0, 


(6) 


En  faisant 


A,B,C, 


(7) 


[aa]  Ç„  +  [a6]  Ç„  +  [ac]  Ç„  + 0, 

[6o]  Qti  +  [&6]  Ç„  +  [6c]  ft,  + 1, 

[c«]  Qn  +  Lcft]^,,  +  [ce]  Ç„  + 0, 

> 

[««]  ^81  +  [«6]  «SI  +  [«C]  G»  + 0, 

[ft«]  <?3i  +  im  Ç„  +  [Je]  Cm  + 0, 

[ca]  fti  +  [cft]  Ç„  +  [ce]  Ç„  + 1, 

P  =  [aiJ,    i{  =  [&i],     S=[ci], ... 
se  transforment  en  les  incounaes  x,  y,  e,  •  •  -,  de  sorte  que 


On  a  donc  la  règle  suivante:  on  résout  le  système  (3)  dans  lequel 
on  conserve  aux  premiers  membres  les  coefficients  numériques  [aà\, 
[ah], . . .  mais  où  Ton  remplace  aux  seconds  membres  les  quantités 
numériques  [al],  [bl],  [cl],  . . .  par  les  indéterminées  P,  22,  5, . . .  Les 
formules  (5)  de'  résolution  ainsi  obtenues  fournissent  les  valeurs  des 
inconnues  quand  on  y  remplace  P,  B,  S, . . .  par  [ai],  [6f],  [cT\,  ...  et 
fournissent  aussi  les  m*  quantités  Q^^,  qui  sont  utiles  pour  la  déter- 
mination des  erreurs  moyennes  des  inconnues. 

Ecrivons  en  effet  les  inconnues  sous  la  forme 
x^aJ^  +  cc^l^  +  '-^  +  aJ^, 
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les  erreurs  moyennes  des  diverses  inconnues  sont  alors 

(8)         ii.-i^VM,  i^,-iiVîm,  ^-^VËnÔ.  •••, 

en  désignant  par  ft  l'erreur  moyenne  d'une  obserration  de  poids  un. 
Mais  il  résulte  des  relations  (6)  et  (7)  que  Ton  a 

il  est  donc  facile  de  calculer  /[*,,  (i^,  ^„  . . .,  et  Ton  peut  dire  encore  que 
les  poids  des  inconnues  sont  les  inverses  de  Ç^,  Ç„,  Qs^y  -  • 

Quant  à  Terreur  moyenne  [i,  on  trouve  pour  la  calculer  la  relation 


--VH- 


les  erreurs  â  résultant  des  équations  (2)  où  Ton  remplace  les  incon- 
nues par  les  valeurs  calculées. 

Comme  vérification  du  calcul^  on  peut  utiliser  les  relations 

(9)  [*a]  =  [dfi] 0. 

Algorithme  de  Gauss  powr  la  résolution  des  éqwxtions  normales.  La 
méthode  qui  vient  d'être  indiquée  n'est  commode  que  si  les  coefficients 
des  équations  normales  sont  des  nombres  ronds,  et  si  parmi  eux  il  y 
en  a  un  grand  nombre  de  nuls.  Mais  dans  le  cas  général,  on  applique 
le  procédé  à^ élimination  successive,  ainsi  qu'il  suit,  d'après  C.  F.  Gauss: 
on  tire  x  de  la  première  équation  en  fonction  de  y,  0,  , , ,  et  on  subs- 
titue la  valeur  ainsi  obtenue  dans  les  équations  suivantes;  on  obtient 
ainsi  un  système  qui  a  toutes  les  propriétés  du  système  primitif, 
mais  dans  lequel  figure  une  inconnue  de  moins.  En  poursuivant  l'ap- 
plication du  procédé,  on  a  finalement  m  systèmes  composés  respective- 
ment de  m,  m  —  1,  . . .,  2,  1  équations.  Les  premières  équations  de 
ces  divers  systèmes  s'écriVent,  en  adoptant  les  notations  de  C  F.  Gauss, 
et  en  supposant  par  exemple  quatre  inconnues: 

[aa]x  +  [ab}y  +  [ac]0      +  [ad\t      =  [aï], 
[bh  .  l]y  +  [6c  .  l]z  +  [bd  -  l]t  =«  [bl  •  1], 
[ce  '  2]e  +  [cd  '  2]t  -^{cl  '  2], 
[rfd.3]^=.[dr3]; 

ce  sont  les  équations  d^élimination;  elles   fournissent   successivement 
les  valeurs  des  inconnues,  en  remontant  de  la  première  à  la  dernière; 

on  démontre  de  plus   que  l'on  a  ^ , ,     -.  =  Q^y  de  sorte  que,  d'après 

ce  qui  précède,  le  coefficient  de  V inconnue  dans  la  dernière  équcttian 
éP  élimination  est  égal  à  son  poids. 


(10) 
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n  en  résulte  pour  la  déterminaidoii  des  poids  une  méthode  sou- 
vent appliquée:  on  résout  les  équations  normales,  autant  de  fois  que 
le  comporte  le  nombre  des  inconnues,  en  plaçant  successiyement  cha- 
que inconnue  au  dernier  rang. 

Une  autre  méthode  de  détermination  des  poids  consiste  à  tirer 
les  valeurs  des  inconnues  Q^^,  Q^^  Q„^  ...  des  équations  (6),  ou 
éç[ua;tions  aux  poids^  en  les  traitant  comme  les  équations  normales 
elles-mêmes. 

Il  est  impossible  de  reproduire  ici  la  disposition-type  adoptée 
pour  ces  calculs  qui  se  présentent  si  souvent  dans  la  pratique.  On 
trouvera  tous  les  renseignements  nécessaires  à  cet  égard,  en  même 
que  de  nouvelles  formules  et  de  nouveaux  procédés  pour  abréger  les 
calculs  et  que  nous  n'avons  pu  signaler,  particulièrement  dans  F.  B. 
Hehnerf'^j  Th.  von  Oppoleer'^%  J,  F,  Encke'^%  et  dans  beaucoup  d'autres 
traités  classiques. 

Afin  d'avoir  une  vérification  constante,  on  introduit  dans  le  calcul 
l'équation  aux  sommes 

[sa\x  +  [shiy  H ==  [si], 

où  l'on  a  fait 

«1  -  ai  +  il  +  q  H ,        5,  -=  0,  +  &,  +  c,  H , 

Si  l'on  soumet  cette  équation  aux  sommes  aux  mêmes  opérations  que 
les  équations  normales^  les  coefficients  des  équations  qui  lui  correspon- 
dent sont  toujours  les  sommes  des  coefficients  analogues  dans  les 
équations  qui  résultent  des  équations  normales.  Cette  équation  aux 
sommes  sert  déjà  aussi  pour  la  vérification  des  équations  normales, 
puisque  l'on  a 

\sd\  —  \aà\  +  \ha\  H 


Une  autre  vérification  plus  sommaire  est  fournie  par  la  relation 

[**]  =  pr|-a;pa]-yP6] ; 

l'emploi  des  équations 

[*a]  -  [*6] [ds]  «  0 

est  aussi  souvent  utile. 


77)  Au8gleiohnngBrechnnng«*)  (2«  éd.),  p.  288,  264  (§  17). 

78)  Bahnbestimmimg'^  2.  L'exposition  est  ici  particulièrement  détaillée 
p.  311/61;  en  particulier  voir  les  tableaux  des  p.  840/1. 

79)  Ûber  die  Méthode  der  kleinsten  Quadrate  [Berliner  Astiron.  Jahrb.  fOr 
1834,  éd.  1882,  p.  248/804;  fOr  1886,  éd.  1833,  p.  253/320;  ftir  1886,  éd.  1834, 
p.  262/810;  Abh.^  2,  p.  1/200,  en  partie,  p.  84  et  suiv.]. 
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Dans  le  cas  de  trois  inconnues^  C.  G.  J.  Jacobi  a  donné  un 
procédé  symétrique  pour  déterminer  les  inconnues  et  leurs  poids;  ce  pro- 
cédé a  été  communiqué  par  -F.  W.  Bessd^)  et  démontré  par  H.  Sediger^^). 

Dans  le  cas  général,  J.  W.  L.  Glaisher^^  et  P.  van  Geer^  ont 
donné  la  représentation  des  inconnues  et  de  leurs  poids  à  Faide  de 
déterminants;  C.  G.  J.  Jacobi^)  avait  déjà  posé  les  bases  de  cette 
représentation  importante  au  point  de  vue  théorique,  mais  pratique- 
ment dénuée  d'intérêt  ^^).  Citons  seulement  la  proposition  suivante 
qui  résulte  de  ces  recherches: 

Si  Ton  forme  toutes  les  Te  combinaisons  possibles  t»  à  m  des  n 
équations  (1),  et  que  de  chacun  de  ces  systèmes  on  tire  les  valeurs 
des  m  inconnues  Xy  y,  ^y  -  --y  on  peut  regarder  les  h  systèmes  de 
valeurs  ainsi  obtenues  pour  les  inconnues  comme  les  coordonnées  de  /; 
points  dans  un  espace  à  m  dimensions;  si  Ton  affecte  chacun  de  ces 
points  d'une  masse  égale  au  carré  du  déterminant  du  système  cor- 
respondant, le  centre  de  gravité  des  h  points  a  pour  cordonnées  les 
valeurs  x^  y,  z,  , .  ,  que  fournit  la  méthode  des  moindres  carrés  par 
la  résolution  d'un  système  unique. 

Si  le  nombre  des  inconnues  est  très  grand,  il  existe  un  procédé 
indirect,  et  .d'ailleurs  seulement  approché,  qui  rend  très  fréquemment 
les  plus  grands  services.  Ce  procédé  a  été  indiqué  par  C.  G,  J,  Jacobi 
et  étudié  par  L.  Seidd^^.  Il  est  basé  sur  cette  circonstance,  qui  se 
rencontre  souvent  dans  la  pratique,  que  dans  une  équation  normale 
le  coefficient  qui  est  une  somme  de  carrés  dépasse  de  beaucoup  les 
autres  coefficients;  par  suite,  on  peut  tirer  de  cette  seule  équation 
une  bonne  valeur  approchée  de  l'inconnue  correspondante. 


80)  Astron.  Nachx.  (Altona)  17  (1840),  col.  806/8;  Abh  *')  2,  p.  401/2. 

81)  Astron.  Nachr.  (Kiel)  82  (1878),  col.  249/62. 

82)  Monthly  Notices  astron.  Soc.  84  (1878/4),  p.  811/34;  40(1879/80),  p.  600/14; 
41  (1880/1),  p.  18/23. 

83)  Nieuw  Axchief  voor  Wiskunde  (1)  1  (1876),  p.  179/88. 

84)  J.  reine  angew.  Math.  22  (1841),  p.  286/318;  Werke  8,  Berlin  1884, 
p.  867/92. 

86)  ^Voir  aussi,  à  ce  siyet,  F.  Casarati,  Ann.  mat.  pura  appl.  (1)  1  (1868), 
p.  829  (Note  de  P.  PiezeUi)* 

86)  C.  G.  J.  Jacobi  [Astron.  Nachr.  (Altona)  22  (1846),  col.  297/306;  Werke  3, 
Berlin  1884,  p.  469/78];  L.  Seidel  [Abh.  Akad.  Mûnchen,  11  Abt.  m  (1874), 
p.  88/108];  B.  Méhmke  simplifie  le  procédé  en  réunissant  les  équations  par 
groupes  de  deux  ou  trois,  et  se  serrant  des  sommes  des  valeurs  absolues  (et 
non  des  carrés)  des  erreurs  résiduelles  [Math.  Sbomik  (recueil  Soc.  math.  Moscou) 
16  (1891/8),  p.  437  [1892]];  B.  Méhmke  et  P.  A.  Nekrasov  [id.  16  (1891/8),  p.  S4« 
[1892]]  étudient  la  convergence  du  procédé. 
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n  arrive  sonvent,  particulièrement  dans  la  pratique  de  la  géo- 
désie^  que  l'on  peut  disposer  arbitrairement  du  poids  de  chacune  des 
équations  primitives;  c'est-à-dire  que  Ton  peut  donner  à  chacune  de 
ces  équations  un  poids  déterminé^  en  répétant  un  nombre  convenable 
de  fois  l'observation  qui  lui  correspond.  Une  importante  question  se 
pose  alors,  qui  a  été  résolue  par  H,  .Bmttô^^;  les  différentes  obser- 
vations à  faire  étant  fixées  à  l'avance,  quelle  sera  la  distribution  de 
poids,  ou  ce  qui  revient  au  même,  l'ordre  du  travail,  qui  permettra 
de  tirer  des  équations  de  condition  les  résultats  les  plus  avantageux 
pour  les  inconnues. 

12.  Combinaison  d'observations  conditionnelles.  Il  s'agit  ici 
du  problème  précédent,  mais  avec  cette  circonstance  particulière  que 
les  vraies  valeurs  des  inconnues,  aussi  bien  d'ailleurs  que  leurs  valeurs 
compensées  doivent  vérifier  rigoureusement  certaines  équations  de  con- 
dition. .  Le  problème  général  dont  on  cherche  la  solution  se  pose 
donc  ainsi:  il  faut  résoudre  suivant  la  méthode  des  moindres  carrés 
les  n  équations  à  m  inconnues 


(a) 


«1^  +  6iy  H —  lu  de  poids  g^, 

a^X'\'\y  -{ =  l^,  de  poids  jr,, 


y  ^n^  +  Ky  + hy  de  poids  g^, 

de    façon    que    les    valeurs    compensées    des    inconnues    satisfassent 
exactement  aux  r  équations 

0>)  Uo  +  îi^  +  fty  +  •  •  •  ^  0, 


Naturellement,  la  question  ne  se  pose  que  si  l'on  ar<wetn>m  —  r. 
Ce  problème  général  présente  pratiquement,  surtout  en  géodésie,  où 
on  le  rencontre  à  chaque  instant,  de  nombreux  cas  particuliers;  et  à 
chacun  d'eux  correspond  une  solution  particulièrement  appropriée; 
pour  le  détail,  nous  renverrons  aux  mémoires  originaux  et  aux  traités 
de  géodésie^*). 


87)  Abh.  Ges.  Lpz.  (math.)  13  (1887),  p.  617/63  (mém.  n*  7,  éd.  Leipzig  1886). 

88)  P.  A.  Hansen,  Fortgesetzte  geod&tische  Untersachungen  [Abh.  Ges. 
Leipzig  (math.)  9  (1871),  p.  8/184,  187/287];  F.  B.  Helmert,  Ausgleichungs- 
rechnung**)  (2«  éd.),  p.  228  et  sniv.;  Ch.  L.  Gerling,  Ausgleichnngarechnung *) ; 
W.  Jordan,  Vennessungskande  (2«  éd.)  1,  Stuttgard  1877;  (6"  éd.)  1,  Stuttgard 
1904;  et  antres  traités  classiques. 
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Une  première  méthode  générale  consiste  à  éliminer  r  inconnues 
à  l'aide  des  r  équations  de  condition;  on  est  ainsi  ramené  au  cas 
traité  au  n^  précédent  arec  m  —  r  inconnues;  mais  ce  procédé  n'est 
pas  symétrique  par  rapport  aux  inconnues,  et  n'est  employé  que 
rarement 

Un  second  procédé  plus  direct  repose  sur  la  détermination  du 
minimum  d'une  fonction  de  plusieurs  yariables  liées  par  des  conditions 
auxiliaires.  Si  d^,  d^^  -  •  •>  ^»  sont  les  erreurs  des  observations 
hf  hf  '  '  'j  h  y  ^  ^^^^  rendre  la  plus  petite  possible  l'expression 

[**^]  +  2À;i  (po +i)i  a? +  Ay+-0  +  2A3(ïo  +  «i^  +  &y +  •••)+•> 

où  Jcj^^  J^f  '  -  '  sont  des  coefficients  indéterminés,  mais  où  x,  y,  0, . .  - 
sont  considérées  comme  des  yariables  indépendantes.  On  obtient  ainsi, 
en  différentiant  par  rapport  k  x,  y,  Zy  . . .  les  équations  normales 

[aag]x  +  [ahg]y  +  •  •  •  +PiJ^  +  ïi*.  + [alg]y 

[bag]x  +  [bhg]y  +  •  •  •  +jp,A:i  +  î,^  +  •  •  •  -  [hlg], 

; 

auxquelles  on  adjoint  les  équations  de  condition 
Pi^+P2y  + i>o; 


en  tout,  m  +  r  équations  à  m  +  ^  inconnues  x^  y,  » , .,  Jc^,  A:,,  . . .  que 
l'on  résoudra  comme  au  n^  12. 

L'erreur  moyenne  d'une  observation  de  poids  un  est 


--v^ 


[9âg] 


et  les  erreurs  moyennes  des  inconnues  se  déterminent  comme  précé- 
demment par  les  relations 

l^x'-i^VQ^y    

18.  Autre  solution  du  problème  général  de  compensation.    Il 

y  a  souvent  avantage  à  poser  le  problème  général  de  la  compensation 
d'une  façon  différente.  Les  fonctions  observées  des  inconnues  x,  y, 
5, . . .  sont  liées  par  des  relations,  faciles  à  obtenir  par  élimination 

de  Xf  y,  0, Si  donc  l^,  Zj,  . . .,  l^  sont  les  valeurs  observées,  et 

^  +  «1,  ^  +  *2»  •  •  •;  ï»  +  ^n>  1®^  vraies  valeurs  des  fonctions  correspon- 
dantes, on  a,  après  réduction  toujours  possible  à  la  forme  linéaire,  à 
vérifier  r  équations  de  la  forme 

(  Po+Pt(k  +  o  +  •  •  • +1»^+ 0-0, 
ïo + îi  ft  +  o  +  •  •  • + î A + o  -  0, 
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et  naturellement,  on  doit  avoir  r<.nf  sans  qnoi  le  problème  ne  se 
poserait  pas;  il  s'agît  alors  de  déterminer  non  pas  les  valeurs  mêmes 
des  ^19  «89  •  '  V  ^«9  ™^B  leurs  valeurs  les  plus  convenables,  d^,  â^^  . .  .^ 
â^^  vérifiant  les  équations 

I  Po  +  PiQi  +  *!)  +  •••  +Pn(K  +  K)  -  0, 


et  rendant  en  même  temps  minima  la  somme  des  carrés  des  erreurs  [dS], 
En  posant 

I  2o  +  !Zi'i+-+2,î,=«'», 


les  r  équations  de  condition  s'écrivent  ainsi 

J>i*i  +  J»ï*ï  +  •  •  •  +!>,*,  H-Wi  -  0, 
«1*1  +  ï,*,  +  •  •  •  +  g,*,  +  w,  -  0, 


(«) 


Une  première  méthode  de  résolution  consiste  à  ramener  ce  problème 
à  celui  de  la  combinaison  des  observations  indirectes:  choisissons  arbi- 
trairement n  —  r  des  d^  et  appelons-les  x^  y,  jer, . . .;  les  r  â^  restants 
peuvent  être  exprimés  à  l'aide  de  x,  p,  e, . , .,  de  sorte  que  Ton  peut 
écrire  le  système  suivant  de  n  équations  an  —  r  inconnues: 

s, 

en  nombre  n  —  r 


s,-^y 


en  nombre  r; 


ce  sont  là  des  équations  d'erreur  comme  on  les  rencontre  dans  le  cas 
des  observations  indirectes^  et  on  peut  les  traiter  d'après  la  méthode 
générale  indiquée  plus  haut. 

Une-  seconde  solution,  directe  et  symétrique,  repose,  comme  au 
numéro  précédent^  sur  la  détermination  de  la  plus  petite  valeur  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  liées  par  des  conditions  auxiliaires. 
La  différentiation  de  Texpression  suivante,  où  g^  désigne  le  poids 
de  l'observation  Z^, 

[ddg]  -  2h,(w,+p,d,+p,d,  +  •  •  •  +PnSn) 
-  2K{w,  +  q,â,  +  g,<î,  +  .  .  .  +  qJJ 


par  rapport  aux  â^,  donne  les  n  équations  suivantes,  dépendant  des  r 
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moltiplicateurs  indéterminés  k: 

St9i  =  hj)^  +  A^îi  +  A^r^  + 

9%9i  =  *iJ>»  +  *,«»  +  ^»-t  + 


(6) 


qui,  d'après  (7.  jP.  Gawss^*),  sont  les  éqiiations  corrélatives,  les  X;  étant 
eux-mêmes  les  corrélatifs  des  équations  de  condition. 

La  substitution  des  â^  tirés  des  équations  (b)  dans  les  équations 
(a)  conduit  aux  r  équations  normales 


w 


qui  fournissent  les  r  corrélatifs  A;.     Les  équations  (h)  donnent  ensuite 
les  valeurs  des  d. 

L'erreur  moyenne  de  Fobservation  de  poids  un  est 


T/H?ZÎ. 


comme  vérification,  on  utilise  la  relation 

14.  Erreurs  dans  le  plan  et  dans  Tespaoe.  Les  erreurs  envi- 
sagées jusqu'à  présent  peuvent  être  désignées  sous  le  nom  de  Unéaires. 
Mais  s'il  s'agit  de  la  détermination  d'un  point  dans  le  plan  ou  dans 
l'espace,  il  faut  tenir  compte  non  seulement  de  la  grandeur  linéaire 
de  Terreur,  mais  aussi  de  sa  direction.  Au  lieu  d'une  courbe  de  pro- 
babilité, intervient  une  surface  de  probabilité,  ou  un  solide  de  probabilité. 
A.  Bravais^),  et  après  lui  L  J,  Bienayme^^),  qui  part  d'hypothèses  plus 
générales,  ont  montré  que  les  points  d'égale  probabilité  sont  situés 
sur  des  ellipses,  ou  des  ellipsoïdes,  concentriques  et  homothétiques, 
ayant  pour  centre  commun  le  point  observé. 

La  théorie   complète  des  erreurs   d'observation  dans  le  plan  est 


89)  Snpplementom  theoriae^^  n°  11  [Commentât.  Soc.  Gk)tt.  récent.  6  (1823/7), 
math.  p.  70;  Werke  4,  p.  68]. 

90)  Analyse  mathématique  sur  les  probabilités  des  erreurs  de  situation  d*un 
point  [Mém.  présentés  Acad.  se.  Paris  (2)  9  (1846),  p.  255/382]. 

91)  J.  math,  pures  appl.  (1)  17  (1852),  p.  83/78.    Voir  aussi,  pour  la  théorie 
de  l'ellipse  d'erreur,  E.  Cguber,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  82  II  (1880),  p.  698/723. 
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dne  à  Ch,  M.  Schols^).  Cet  auteur  montre  le  lien  qui  existe  entre 
les  carrés  des  erreurs  moyennes  et  les  moments  d'inertie,  et  introduit 
la  notion  des  axes  principaux  de  probabilité,  qui  sont  indépendants 
de  la  loi  des  erreurs.  En  utilisant  une  proposition  déjà  énoncée  par 
R  Cotes^^)  qui  correspond  au  principe  de  la  moyenne  arithmétique, 
et  d'après  laquelle  la  position  la  plus  yraisemblable  d'un  point  de 
resjxace  observé  plusieurs  fois  ayec  une  exactitude  différente  est  le 
centre  de  gravité  des  différents  points  fournis  par  l'observation,  chaque 
point  ayant  un  poids  qui  dépend  du  degré  d'exactitude  de  l'observation, 
il  établit  la  loi  des  erreurs  dans  l'espace  sous  la  forme 

et  introduit  les  notions  d^dlipse  d'erreur  ou  HeUipsùide  Serreuir, 

Une  exposition  concise  de  tous  les  résultats  est  impossible;  nous 
renverrons  aux  mémoires  originaux  cités  ou  à  l'exposition  très  com- 
plète due  à  E.  Gss\jiheT^\ 

Les  méthodes  de  compensation  des  observations  qui  reposent  sur 
cette  théorie^  et  qui  sont  employées  principalement  en  géodésie,  sont 
expliquées  dans  les  traités  de  géodésie^). 

16.  Erreurs  résiduelles.  Exclusion  d'observations  discordantes. 
Allure  systématique  des  erreurs.  On  juge  du  succès  d'un  calcul 
de  compensation  par  l'examen  des  erreurs  résiduelles.  On  peut  comme 
nous  l'avons  vu  (n^  4);  examiner  si  la  loi  de  Gauss  s'applique,  et  décider 
ensuite  si  le  résultat  a  bien  le  caractère  de  la  valeur  la  plus  pro- 
bable ou  de  poids  le  plus  grand  possible,  ou  bien  ne  doit  être  regardé 
que  comme  an  simple  résultat  de  calcul.  Dans  les  séries  d'obser- 
Tations  peu  nombreuses,  il  est  suffisant  en  général  de  vérifier  après 
coup  que  le  nombre  des  erreurs  positives  est  égal  à  celui  des  erreurs 
négatives,  ou  bien  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  positives  est 
égale  à  la  somme   des   carrés  des  erreurs  négatives,  ou  bien  encore 


92)  Théorie  des  erreuis  dans  le  plan  et  dans  Fespace  [Ann.  Eo.  polyt. 
Delft  2  (1886),  p.  128/78]. 

^Voir  aussi  K.  Beina,  Atti  B.  Accad.  Lincei  Bendic,  mat.  (5)  6  I  (1897), 
p.  107/12  (Note  de  P.  Pi£zeU%y 

98)  ^stimatio  ezroiuin^  [Harmonia  mensararam,  appendice,  p.  1/22]. 

94)  BeobachtangBfehler'),  en  particulier  la  troisième  partie  intitulée:  Théorie 
der  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Baume,  p.  843/410. 

95)  Voir  aussi  F,  JEL.  Hélmert^^^  Ausgleichungsrechnung  (2*  éd.),  p.  308/27 
(§  28). 

Sn^jelop.  dés  soieno.  mathémat.    14.  13 
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que  la  somme  des  erreurs  positives  est  égale  à  celle  des  erreur» 
négatives. 

Si  l'on  veut  éprouver  plus  rigoureusement  la  légitimité  de  Tac- 
ceptation  de  la  loi  de  Oauss^  on  pourra  s'aider  de  la  petite  table  in- 
diquée au  n^  4^  qui  montre  la  répartition  probable  de  1000  erreurs. 

On  peut  encore  considérer  la  plus  grande  erreur  M  en  valeur 
absolue  qui  puisse  se  présenter  vraisemblablement;  elle  est  définie  par 
la  relation 

+  00 

-^d<=l, 

où  n  désigne  le  nombre  des  observations^  fi  Terreur  moyenne.  Or 
peut  la  calculer  en  se  servant  de  la  petite  table  suivante  extraite  du 
traité  de  E.  Ceuber^): 


+' 


n 

M 

n 

M 

20 

1,95 

1000 

3,39 

40 

2,24 

5000 

3,72 

60 

2,39 

10000 

3,89 

80 

2,49 

100000 

4,41 

100 

2,58 

1000000 

4,88 

500 

3,09 

. 

• 

Une  question  importante  est  celle  de  Vexdusion  des  observations 
discordantes^'').  On  a  cherché  à  établir  des  règles  permettant  de 
juger  les  cas  dans  lesquels  on  doit  exclure  une  observation  discor- 
dante; on  améliore  ainsi  le  résultat,  ainsi  que  le  confirme  J.  Bertrand^). 
Il  faut  citer  en  particulier  les  critères  proposés  par  B.  Peirce^, 
W.  Chauveneù^^),  JE.  J.  Stone^^^).  Tous  reposent  sur  des  hypothèses 
plus  ou  moins  arbitraires;  aussi  la  règle  adoptée  par  la  plupart  des 
observateurs  consiste  à  n'exclure  aucune  observation,  à  moins  que  Ton 

96)  Beobachtongsfehler'),  p.  207/8. 

97)  Voir  à  ce  8i]get  Texpositioii  détaillée  de  E,  Czuber,  Beobachtangsfehler')^ 
p.  211  et  sniv. 

98)  Probabilités '"),  Paris  1888,  p.  211  et  suiv. 

99)  The  astronomical  Journal  2  (1862),  p.  161  [Cambridge  Mass.]. 

100)  A  mannal  of  spherical  and  practical  Astronomy  (6*  éd.)  8,  Philadelphie 
et  Londres  1887,  p.  658  et  sniv. 

On  y  trouve  des  tables  disposées  pour  la  résolution  pratique  du  problème^ 
analogues  à  celles  publiées  par  B,  A»  Goîdd,  The  astronomical  Journal  4  (1866)^ 
p.  81. 

101)  Monthly  Notices  astron.  Soc.  28  (1867/B),  p.  165/3;  34  (1878/4),  p.  9/15; 
86  (1874/6),  p.  107/B. 
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n'ait  déjà  conçu  des  doutes  sur  son  exactitude,  au  moment  même  où 
elle  a  été  faite. 

Si  Ton  ordonne  les  erreurs,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue 
déterminé,  le  simple  examen  des  changements  de  signe  qui  se  pro- 
duisent dans  la  suite  ainsi  obtenue  permet  déjà  d'émettre  des  con- 
clusions sur  l'existence  de  sources  cPerreur  systématiques. 

H.  Seeliger^^*)  a  établi  à  ce  sujet  plusieurs  critères  qui  sont 
indépendants  de  la  loi  des  erreurs. 

E.  Abbe^^^  arrive  au  résultat  suivant;  la  loi  de  Gauss  étant  ad- 
mise, et  les  erreurs  étant  classées  sous  un  certain  point  de  vue  dans 
l'ordre  Aj,  A,,  ...  X^,  l'expression 

x,i^  +  ^x^  +  ^^^  +  "'  +  K^ 

doit  tendre  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente. 

S.  Newcomb^^)  a  montré  comment  on  devait  procéder  pour  arriver 
à  un  bon  résultat,  dans  le  cas  où  la  loi  de  Qauss  n'est  certainement 
pas  applicable,  par  exemple  lorsque  les  grandes  erreurs  sont  en  bien 
plus  graud  nombre  que  cette  loi  ne  l'indique. 

R.  Lehinann-Filhès^^^)  s'est  aussi  occupé  de  la  distribution  anormale 
des  erreurs,  et  du  rejet  des  observations  douteuses. 

^T.  N.  Thiéle^^  a  donné  une  méthode  pour  combiner  les  obser- 
vations répétées  quand  on  est  en  droit  de  craindre  que  la  grandeur 
observée  a  subi  une  variation  régulière  dans  le  cours  des  observations.* 


102)  Astron.  Nachx.  (Eiel)  96  (1880),  col.  49/62;  id.  (Eiel)  97  (1880), 
coL  289/804;  Sitzgsb.  Akad.  Mûnchen  29  (1899),  p.  3/21. 

108)  Ober  die  Gesetzm&ssigkeit  in  der  Verteilnng  der  Fehler  bei  Beobach- 
tungsreihen,  léna  1868. 

104)  A  geneialized  theory  of  the  combination  of  observations,  so  as  to 
obtain  the  best  resnlt  [Amer.  J.  math.  8  (1886),  p.  348/66]. 

106)  Astron.  Nachr.  (Kiel)  117  (1887),  col.  121. 

106)  ^Sur  la  compensation  de  quelques  erreurs  quasi-systématiques  par  la 
méthode  des  moindres  carrés,  Copenhague  1880  (Texte  et  note  de  P.  Pizze&{).* 
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123.    CALCULS  UTJMÉRIQUES. 

Exposé,  d'aprâs  l'asticlb  allemand  de  B.  MTBhmkhî  (stuttgabd), 
PAR  M.  d'OOAGNE  (paris). 


Introduction. 

1.  OaloulB  rigoureux  et  oalouls  approchés.  Les  constantes 
dont  la  valeur  numérique  nous  est  fournie  par  Tobservation,  ou  par 
des  expériences  de  laboratoire,  ne  peuvent  être  obtenues  qu'avec  une 
certaine  approximation.  Dans  les  diverses  formules  que  Ton  rencontre 
dans  la  pratique  figurent,  d'autre  part,  assez  souvent  des  nombres  irra- 
tionnels algébriques  ou  transcendants,  comme  )/2  ou  ;r,  et  ces  nombres 
irrationnels,  que  l'on  représente  généralement  dans  les  calculs  par  des 
fractions  décimales  illimitées,  ne  peuvent  évidemment  être  évalués 
qu'approximativement  puisque,  quelque  loin  qu'on  pousse  les  calculs, 
on  ne  saurait  jamais  donner  qu'un  nombre  fini  de  décimales. 

On  est  ainsi  tout  naturellement  amené  à  envisager,  parallèlement 
aux  procédés  de  calcul  numérique  fournissant  des  résultats  rigourei/h 
sèment  exacts  ^  des  procédés  de  calcul  numérique  fournissant  seule- 
ment des  résultats  approchés. 

La  démarcation  entre  ces  procédés  n'est,  il  est  vrai,  pas  ab- 
solue. U  arrive  parfois  que  certains  procédés  de  calcul  approchés 
s'appliquent  à  des  calculs  rigoureux;  parfois  aussi,  en  raison  des 
valeurs  seulement  approchées  que  l'on  donne  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  constantes  sur  lesquelles  on  opère,  certains  procédés  de  calcul 
rigoureux  ne  fournissent  les  résultats  cherchés  que  d'une  façon 
approchée.  Mais,  en  général,  les  procédés  de  calcul  rigoureux  et  les 
procédés  de  calctd  approchés  diffèrent  essentiellement  les  uns  des 
autres. 

De  là,  deux  grandes  divisions  de  cet  article  dont  les  quatre 
premiers  chapitres  seront  exclusivement  consacrés  aux  procédés  de 
calcul  rigoureux  tandis  que,  dans  tout  le  reste  de  l'article,  il  ne  sera 
question  que  des  procédés  de  calcul  approché. 
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Les  calctils^  rigoureux  on  approchéfl^  peuvent  d'ailleurs  être  effectués 
avec  ou  sans  instruments  auxiliaires,  et  ces  instruments  auxiliaires 
eux-mêmes  peuvent  être  de  natures  diverses.  D'où  une  subdivision 
naturelle  de  chacun  des  deux  types  de  procédés  de  calcul  dont 
nous  venons  de  parler. 

Nous  grouperons  dans  un  premier  chapitre  les  procédés  de 
calcul  rigoureux  effectués  sema  instrument  auxiliaire]  nous  envisagerons 
ensuite,  dans  des  chapitres  spéciaux,  les  procédés  de  calcul  rigoureux 
effectués  à  l'aide  de  tables  numériques  (barèmes)  auxiliaires,  ou  à  l'aide 
d'instruments  à  calcul,  ou  encore  à  l'aide  de  machines  à  calcul. 

Ce  qui  distingue  essentiellement  une  machine  à  calcul  d'un  instru- 
ment à  calctd  c'est  que,  dans  toute  machine  à  calcul,  le  report  des 
dizaines  s'effectue  sans  qu'intervienne  sur  le  mécanisme  la  main  de 
l'opérateur,  tandis  que,  dans  tout  instrument  à  calcul,  ce  report  exige 
l'intervention  de  la  main  de  l'opérateur. 

On  ne  saurait  évidemment,  dans  cet  article,  éviter  tout  à  £ait  de 
parler  de  la  disposition  intérieure  des  machines  à  calcul.  On  ne  le 
fera  toutefois  que  juste  dans  la  mesure  qui  semblera  nécessaire  pour 
faire  saisir  en  gros  le  mode  opératoire  de  ces  machines  et  l'on 
n'abordera  pas  les  détails  d'ordre  purement  technique. 

Nous  subdiviserons  de  même  la  seconde  partie  de  l'article,  con- 
sacrée^  à  l'exposé  des  procédés  de  calcul  approché,  en  chapitres 
spéciaux  consacrés  aux  calculs  approchés  effectués  sans  instrument 
auxiliaire,  ou  à  l'aide  de  toMes  numériques  (barèmes)^  ou  à  l'aide 
de  tracés  graphiques^),   ou   à   l'aide   de   nomogrammes  c'est-àrdire   de 


1)  Dans  l'expoié  des  méthodei  de  tracés  graphiques  nous  laÊsserons  toute- 
fois de  côté  tout  ce  qui  concerne  rintexpolation  graphique,  les  procédés  graphi- 
ques de  sommation  des  séries,  les  méthodes  de  différentiation  graphique  et 
d'intégration  graphique,  ainsi  que  leuis  applications  à  la  détermination  graphique 
des  longueurs  d*arcs  de  courbe,  des  aires  de  surfaces  planes  ou  gauches,  des  volumes^ 
des  centres  de  gravité,  des  moments  linéaires,  des  moments  d'inertie  et  d'autres 
moments  d'ordres  supérieurs;  toutes  ces  questions  trouTcront  plus  naturellement 
leor  place  dans  un  article  spécial  du  tome  II  de  l'Encyclopédie. 

^.Quelques  unes  de  ces  questions  ont  fait,  en  1907,  à  l'Université  de  Paris^ 
l'objet  de  la  première  partie  d'un  cours  libre  professé  par  M.  d'Ocagne  qui  a 
réuni  l'ensemble  de  ses  leçons  en  un  volume  faisant  partie  de  l'Encyclopédie 
scientifique  Doin  et  dont  le  titre  est:  Calcul  graphique  et  nomographie,  Paris 
1908.* 

Nous  laisserons  aussi  de  côté  tout  ce  qui  concerne  le  calcul  graphique  de 
compensation.  Enfin  nous  ne  mentionnons  que  pour  mémoire  l'usage  du 
graphique  destiné  à  rendre  en  quelque  sorte  plus  tangibles  les  notions,  pro- 
positions et  démonstrations  d'arithmétique  et  d'algèbre. 
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tables  graphiques  cotées,  on  à  Taîde  d'appareils  (instroments  et  machines) 
à  calcul  continu,  ou  enfin  par  le  moyen  de  méthodes  expérimentales. 

DanB  les  questions  concernant  les  calculs  approchés  effectués 
sans  instrument  auxiliaire^  il  importe  surtout  de  pouvoir  déterminer 
un  nombre  tel  que  l'erreur  conmiise  lui  soit  certainement  inférieure. 
On  peut  évidemment  trouver  un  tel  nombre,  en  appliquant  simplement 
les  théorèmes  généraux  qui  oni  été  exposés  dans  la  théorie  des  erreurs 
[cf.  I  22];  mais  on  peut  aussi;  en  se  contentant  d'une  première  appro- 
ximation (qui;  malgré  la  précision  moindre  qu'elle  comporte,  est  sou- 
vent suffisante  pour  les  besoins  de  la  pratique);  obtenir  un  nombre 
certainement  supérieur  à  l'erreur  conmiisC;  par  des  procédés  directs 
et  de  caractère  élémentaire. 

Nous  nous  bomeronS;  dans  cet  article,  à  l'exposé  de  ces  pro- 
cédés élémentaires.  Ils  ont  été  publiés  dans  un  assez  grand  nombre 
de  monographies^)  avant  d'être  groupés  dans  plusieurs  publications 
d'ensemble  qui,  jusqu'en  ces  dernières  années,  étaient  presque  toutes') 
de  langue  française^). 

Quoique  les  procédés  de  calcul  numérique,  soit  rigoureux,  soit 
approché,  que  nous  décrirons  successivement  dans  cet  article,  soient 
souvent  de  valeur  très  inégale,  aucun  d'entre  eux  n'est  absolument 
préférable  aux  autres.  Tout  dépend,  dans  chaque  cas  particulier,  du  but 
que  l'on  se  propose  d'atteindre;  or  ce  but  n'est  pas  toujours  le  même. 


2)  Parmi  ces  monographies  et  les  pablications  d^ensemble  se  rapportant  an 
calonl  numérique  qui  ont  suivi,  nous  citerons  ici:  /.  VieiUe,  Théorie  générale 
des  approximations  numériques,  Paris  1852,  (2"  éd.)  Paris  1854;  J.  Babinet  et 
Ch.  P.  Housel,  Calculs  pratiques  appliqués  aux  sciences  d'observation,  Paris  1857; 
Ch.  P.  Budionnet,  Eléments  de  calcul  approximatif,  Lausanne  1874,  (4*  éd.) 
Lausanne  1887;  Ch,  Galopin-Schaub ,  Théorie  des  approximations  numériques, 
Genève  1884;  E,  Guyou,  Nouv.  Ann.  math.  (S)  8  (1889),  p.  165/86;  Note  sur  les 
approximations  numériques,  (2<'  éd.)  Paris  1891;  J^.  M.  Langley,  A  treatise  on 
computatîon,  Londres  1895;  J.  Griess,  Approximations  numériques,  Paris  1898. 
J,  Lùroth,  Yorlesungen  ûber  numerisches  Bechnen,  Leipzig  1900,  p.  60/99  (chap. 
5  et  6);  ^G,  Pesci,  Periodico  mat.  (8)  1  (1903/4),  p.  249/68;  (8)  2  (1904/6),  p.  1/151, 
49/71;  0.  Biermann,  Vorles.  ûber  math.  N&herungsmethoden,  Brunswick  1905; 
Ch,  Fasshinder,  Théorie  et  pratique  des  approximations  numériques,  Paris  1906.* 

8)  E.  KuUrieh  [Die  abgekûrzie  Decimalbruchrechnung,  Progr.  SchOneberg 
1898]  a  donné  une  liste  presque  complète  et  une  analyse  succincte  des  publi- 
cations allemandes  se  rapportant  au  même  objet. 

4)  Dans  plusieurs  ouvrages  français  d* Arithmétique  élémentaire  les  métho- 
des d'approximation  sont  traitées  avec  quelque  détail.  Parmi  ces  ouvrages  nous 
citerons  ici  en  particulier:  J,  A,  Serret,  Traité  d'arithmétique,  (1"  éd.)  Paris 
1852;  {!•  éd.)  Paris  1887;  J.  Tannery,  Leçons  d'arithmétique  théorique  et  pratique, 
Paris  1894;  (2*  éd.)  Paris  1900. 
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Parfois  on  a  Burtont  en  vue  d'obtenir  le  plus  rapidement  possible 
le  résnltat  des  calcula  indiqués;  d'autres  fois  on  tient  à  abréger  V écri- 
ture autant  que  possible;  souyent  on  est  amené  à  attacher  la  plus  grande 
importance  à  ce  que  les  calculs  soient  effectués  le  plus  systématique- 
ment possible;  quelquefois  on  désire  que  certaines  parties  déter- 
minées du  calcul  soient,  plutôt  que  d'autres,  réduites  autant  que  possible. 

Suivant  les  cas,  c'est  à  l'un  ou  à  l'autre  des  procédés  que  nous 
allons  passer  en  reyue  qu'il  vaudra  le  mieux  avoir  recours.  Ce  ne 
sont  d'ailleurs  pas  toujours  les  procédés  les  plus  répandus  qui  sont 
les  meilleurs^). 

Ainsi;  pour  ne  citer  qu'un  exemple,  parmi  tous  les  procédés 
permettant  d'effectuer  dans  la  pratique,  sans  l'emploi  d'instrument 
jraxiliaire,  les  additions,  soustractions,  multiplications  ou  divisions  des 
nombres  entiers,  les  plus  répandus  sont  incontestablement  ceux  qui 
«ont  enseignés  dans  les  écoles  primaires;  or  il  s'en  faut  de  beaucoup, 
particulièrement  en  ce  qui  concerne  la  multiplication  et  la  division, 
que  ces  procédés  soient  pratiquement  les  plus  avantageux,  et  l'on  a 
le  plus  souvent  bénéfice  à  leur  préférer  la  multiplication  et  la  division 
méthodiques,  ou  la  multiplication  et  la  division  complémentaires,  dont 
il  sera  question  (n^  3  à  6)  au  chapitre  suivant. 

Calculs  rigoureux 

effeetués  sans  instrument  auxiliaire. 

2«  Addition,  aoustraotion,  multiplioation,  division  par  les 
procédés  ordinaires.  La  méthode  enseignée  dans  les  écoles  primaires 
pour  effectuer  les  quatre  premières  opérations  de  l'arithmétique 
suppose  seulement  que  l'on  puisse  mentalement  additionner,  soustraire 
et  multiplier  l'un  par  l'autre  deux  nombres  d'un  seul  chifire  chacun. 
On  y  fait  toujours  l'addition,  la  soustraction  et  aussi,  en  général,  la 


5)  ^£n  dehors  de  J.  Lûroth  [Nmner.  Rechnen*)],  on  peut,  sur  la  façon 
d'effectuer  le  plus  rapidement  et  le  plus  sûrement  possible,  la  plume  à  la  main, 
les  diverses  opérations  arithmétiques  et  même  la  résolution  numérique  des  équa- 
tions, consulter  Jl  Ch,  Haugeau  de  Lèhafe,  Fragments  sur  le  calcul  numérique 
[Bull.  Acad.  Belgique  (2)  89  (1876),  p.  487/648;  (2)  40  (1876),  p.  74/189,  466/624]. 
Ce  travail  contient  xme  étude  critique  de  la  plupart  des  procédés  mis  en  usage, 
avec  une  foule  de  conseils  pratiques  fondés  sur  la  longue  expérience  de  Fauteur. 
On  peut  encore  recommander  à  cet  égard:  /.  Boccardi,  Qnide  du  calculateur, 
Paris  et  Catane  1902;  H,  Brwn»,  Grundlinien  des  wissenschaftlichen  Rechnens^ 
Leipzig  1903.* 
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multiplicatioiiy  en  allant  de  la  droite  vers  la  gauche^  c'est-à-dire  ea 
commençant  par  les  chiffres  du  rang  le  moins  élevé*). 

La  soustraction  se  fait  ou  bien  en  retranchant  chiffre  par  chiffi*e 
le  plus  petit  nombre  B  du  plus  grand  A^  ou  bien  en  complétant  le 
plus  petit  nombre  B  pour  obtenir  le  plus  grand  A*,  dans  ce  dernier 
cas,  on  dit  que  Ton  fait  la  soustraction  par  complément. 

JOu  troisième  procédé  consiste  à  mettre  la  différence  A  —  B  sous 

lafome  ^  +  (10- -  5)  -  10-, 

OÙ  n  désigne  le  nombre  de  chiffres  de  B]  on  effectue  la  soustraction 

10" -JB 
et  on  ajoute  le  résultat  à  J.^.* 

6)  ^An  moyen  ftge  on  effectuait  souyent  la  soustraction  en  allant  de  la 
ganche  vers  la  droite.  Ce  procédé  tire  son  origine  des  hindous  et  il  a  ébé 
employé  par  plusieurs  mathématidens  arabes  [voix  H.  SwUr,  Bîbl.  math.  (8)  8 
(1901),  p.  15/6].  En  Europe,  le  procédé  a  été  introduit  par  Tauteur  de  la  tra- 
duction latine  de  Farithmétique  de  AOchavarewii  [voir  Trattati  d*aritmetica, 
publ.  par  B.  Boncompagni  1,  Rome  1867,  p.  9];  P.  BamtM  (Pierre  de  la  Bamée) 
[Arithmeticae  libri  duo,  geometriae  septem  et  vigînti,  Bâle  1569,  p.  4]  en  fiût 
encore  usage  dans  la  seconde  moitié  du  I6i*>&«  siècle.  Dans  un  traité  élémen- 
taire d'arithmétique  publié  à  la  fin  du  I8i*me  siècle,  J,  B.  Bioi  (Tutrod.  il 
A.  C,  Clairaut,  Elemens  d'algèbre,  (5*  éd.)  refondue,  avec  additions  dues  à 
J.  L.  Lagrange,  par  Ch,  M.  Théveneau  1,  Paris  an  Y,  p.  XXXV]  juge  encore 
nécessaire  de  critiquer  ce  procédé  (Note  de  O.  Enestrôm),* 

Quelques  auteurs  recommandent  encore  aigourd'hui  ce  même  procédé  pour 
ajouter  ou  soustraire  deux  nombres,  en  particulier  deux  logarithmes  [voir,  par 
ex.  E.  Hammer^  Lehr-  und  Handbuch  der  ebenen  und  sph&rischen  Trigonométrie^ 
(2*  éd.)  Stuttgard  1897,  p.  61]. 

«Au  moyen  âge  on  efiectuait  aussi,  en  Europe,  la  multiplication  conformément 
au  procédé  hindou  et  arabe  en  allant  de  la  gauche  vers  la  droite  [voir  par  ex. 
Trattati  d'arit.*)  1,  p.  11]  ;  aux  18**"*»  et  19**"»«  siècles  quelques  auteurs,  par  ex. 
•T.  L,  Lagrange  [Leçons  élém.  sur  les  math,  données  à  TEc.  norm.;  Séances  des 
Ecoles  normales  3,  Paris  an  III;  (2*  éd.)  S,  Paris  an  IX,  p.  280;  J.  Ec.  polyl  (1) 
cah.  8  (1812),  p.  191;  Œuvres  7,  Paris  1877,  p.  200]  forment  les  produits  du 
multiplicande  par  les  chiffires  successifs  du  multiplicateur  en  prenant  ces  demiera 
de  gauche  à  droite  (Note  de  G.  Enestràm),* 

7)  «Ce  procédé  est  souvent  employé  dans  des  calculs  logarithmiques  et 
J.  L,  Lagrange  [Séances  des  Ecoles  normales^  (2*  éd.)  8,  p.  228;  J.  Ec.  polyi. 
(1)  cah.  8  (1812),  p.  189;  Œuvres  7,  p.  199]  Ta  enseigné  comme  procédé  généraL 
n  a  été  utilisé  assez  souvent  au  moyen  âge,  et  même  jusqu'à  la  fin  du  IT^m* 
siècle,  dans  le  cas  assez  spécial  où,  dans  la  soustraction  à  efiPectuer,  le  ohiffire  à 
retrancher  est  plus  grand  que  celui  dont  il  doit  être  retranché. 

n  est  probable  que  Femploi  de  ce  procédé  nous  est  venu  des  Hindous;  les 
Arabes  nous  Font  transmis  [voir  par  ex.  Trattati  d*arit.^  1,  p.  8/9;  N,  Tartà^ùn, 
General  trattato  dinumeri  etmisure  1,  Venise  1556,  fol.  15^;  tcad.  G.Goaseîin,  Paris 
1578  ;  û^.  G^oWm,  EucMes  adauctus,  Turin  1671,  p.  97]  (Texte  et  note  de  û^.  JSnesIrAii).^ 
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Pour  effechier  la  multiplication^  on  forme  snccessiTement  les 
prodtiits  du  multiplicande  par  chaque  chiffre  du  multiplicateur^  on 
écrit  ces  produits  en  place  convenable  les  ims  au-dessous^)  des  autres^ 
et  on  les  additionne. 

Pour  effectuer  la  division^  on  retranche  des  dividendes  partiels 
les  produits  du  diviseur  par  chaque  chiffire  du  quotient  et  on  écrit 
chaque  fois  le  reste  au-dessous').  On  peut  d'ailleurs  faire  soit  direo- 
tementy  soit  pa/r  compléments^) ,  chacune  de  ces  soustractions. 

3.  Multiplioation  méthodique  ou  ordonnée.  Soient  Aet  B  deux 
nombres  naturels  écrits  dans  le  système  décimal,  c'est-à-dire  dans  le 
système  de  numération ^^) de  base  10.  Désignons  par  a^,  a^yO^, ... respec^ 


8)  ^n  moyen  âge,  dans  les  multiplications  effectaées  avec  des  chiffire» 
arabes,  on  écrivait  ordinairement  au-dessus  du  multiplicande  les  résultats  de 
tontes  les  opérations  effectuées.  Léonard  de  Pise  [Liber  abbaci  (1228);  Scritti  di 
Leonardo  Pisano,  pubbl.  da  B.  Boncompagni  1,  Bome  1857,  p.  19]  décrit  en  passant 
un  procédé,  d*origine  hindoue,  qui,  au  fond,  est  identique  à  celui  dont  noua 
faisons  actuellement  usage.  Ce  n^est  toutefois  qu'au  15^*>>«  siècle  qu^on  a  com- 
mencé à  écrire  souvent  les  produits  partiels  les  uns  au-dessous  des  autres;  on 
en  trouve  un  exemple  dans  le  traité  anonyme  d'arithmétique  imprimé  à  Trévise 
en  1478,  fol.  19V20*  (Note  de  G.  Enestrâm),* 

9)  ^Au  moyen  âge  on  écrivait  aussi  ordinairement  au-dessus  du  dividende 
tous  les  résultats  des  calculs  à  Taide  desquels  on  obtient  le  quotient  de  la 
division  de  deux  nombres.  On  retranchait  de  tête  des  dividendes  partiels  les 
produits  partiels  de  chaque  chiffre  du  diviseur  par  chaque  chiffire  du  quotient 
et  on  écrivait  le  reste  au-dessus  du  dividende  partiel.  Ce  procédé  est  probable- 
ment d'origine  hindoue;  en  tout  cas  il  a  été  employé  couramment  par  les  mathé- 
maticiens arabes  [voir  p.  ex.  Trattati  d'arit.^  1,  p.  14/7].  Ce  n'est  qu'au  W^^^^ 
siècle  qu'on  rencontre  notre  procédé  ordinaire  de  division.  Le  premier  traité 
imprimé  contenant  ce  procédé  semble  être  l'arithmétique  de  Fh.  Calandri  [De 
arimethrica  opusculum,  Florence  1491;  voir  par  ex.  fol.  38*]. 

La  division  au-dessus  (les  allemands  l'appellent  „Ûberw&rtsdivision^*)  était 
enseignée  encore  au  is^^me  siècle  [voir  par  ex.  Chr.  Woîf,  Elementa  matheseos 
universae  1,  Halle  1713  ;  (3«  éd.)  1,  Halle  1743,  p.  47/9]  (Note  de  G.  Enestrômy 

10)  Cette  façon  de  procéder  est  parfois  désignée  dans  les  ouvrages  de  langue 
allemande  sous  le  nom  de  ^^division  par  la  méthode  autrichienne".  Voir  par 
ex.  A.  Sadowski,  Die  ôsterreichische  Rechenmethode  in  p&dagogischer  und  histo- 
rischer  Beleuchtung,  Progr.  EOnigsberg  en/Prusse  1892,  p.  6. 

11)  Si  la  base  du  système  de  nxmiération  employé  était  un  nombre  quel- 
conque donné  py  le  nombre  naturel  représenté  par  la  suite  de  chiffres  a^ . . .  o^  o^  Oi  a^ 
aurait  la  valeur 

a,  +  aJ  +  a,p*  +  a,P'+^---\-a,p^ 

et  plus   généralement  le  nombre  réel   quelconque   représenté  par  la  suite  de 
chiffies  .  .  .  a^a^a^a^a_^a_2  .  .  •  aurait  la  valeur 
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tiyement  le  chiffire  des  unitéS;  des  dizaines,  des  centaines^  ...  de  ^  et 
par  b^j  b^y  Z^t;  •  •  *  respectiyemeiit  le  chiffire  des  unités^  des  dizaines, 
des  centaines,  ...  de  JS,  en  sorte  que  Ton  ait") 

^  =  «0  +  «1  •  10  +  «1  •  10*  +  •  •  •; 
B^b^+\'10  +  bi'W  +  '" 

Envisageons  le  produit 

C^AB 

des  deux  nombres  A  et  JB;  désignons  par  Cq,  c^^,  c^,  . . .  respectivement 
le  cliiffire  des  unités,  des  dizaines,  des  centaines, ...  du  nombre  naturel 
C>  en  sorte  que  Ton  ait 

C  =  Co  +  Ci  -  10  +  c, .  10»  +  .  •  ' 
Puisque  C  est  le  produit  de  J.  et  de  JB  on  a  aussi 

c  =  «0*0  +  K*i  +  «i*o)io  +  K*»  +  «^1*1  +  «260)10*  +  •  •  •; 

on  appelle  produits  partiels  de  rang  i  de  J.  et  de  B,  les  différents 
termes  a^b^  pour  lesquels  la  somme  m  +  n  des  indices  est  égale  à  i; 
la  sonune  des  produits  partiels  de  rang  i  est  le  coefficient  de  10^ 
dans  la  dernière  expression  de  C. 

Si  Ton  compare  les  deux  expressions  précédentes  de  C  on  voit 
d'abord  que  le  chiffi*e  Cq  des  unités  de  C  est  égal  au  chiffire  des  unités 
du  produit  partiel  a^b^  de  rang  un  de  A  et  de  B,  On  voit  ensuite 
que  pour  obtenir  le  chiffie  q  des  dizaines  de  0  il  suffit  de  préleyer 


[Sur  les  systèmes  de  numération  antres  qne  le  système  décimal  voir  1 1,  8  et 
9,  notes  76/84].  Notre  système  de  numération  n'est  certainement  pas  le  plus 
avantageux  que  Ton  puisse  concevoir  pour  le  calcul;  c'est  pourquoi,  à  maintes 
reprises,  même  en  ces  derniers  temps,  on  a  proposé  d'adopter  un  système  de 
numération  de  base  différente.  La  base  la  plus  propice  serait,  d'après  les  uns,  le 
nombre  12  [E.  Ullrich,  Das  Bechnen  mit  Duodezimalzahlen,  Progr.  Heidelberg  1891; 
cf.  I  1,  9  notes  81  et  I  1,  8  note  47];  d'après  d'autres,  ce  serait,  le  nombre  8 
[^A.  B.  Taylar,  Octonary  numération  (s.  1.)  1887;*  TT.  TT.  Johnson,  Octonaiy 
numération,  Bull.  New -York  math.  Soc.  1  (1891/2),  p.  1/6].  Voir  aussi  E.  Gdm, 
Du  meilleur  système  de  numération  [Ifatbesis,  (2)  6  (1896),  p.  161];  Interméd. 
matb.  6  (1899),  p.  188/5  [Question  1874]  (cf.  I  1  note  82);  les  bases  16  et  6 
[/.  W.  Nystrom,  Project  of  a  new  system  of  arithmetic  . . .  with  sixteen  to  the 
base,  Philadelphie  1862]  ont  d'ailleurs  aussi  trouvé  des  partisans  (cf.  1 1,  8  note  47 
et  II,  9  note  76). 

12)  C'est  uniquement  pour  simplifier  qu'on  a  supposé  ici  des  nombres  entiers. 
Le  procédé  de  multiplication  méthodique  s'applique  aussi  bien  à  des  nombres 
rationnels  quelconques  A  et  B  écrits  sous  forme  de  fractions  décimales.  Dans 
la  multiplication  des  fractions  décimales,  il  suffit  d'ailleurs  d'appliquer  ce  qui 
est  dit  dans  le  texte  en  commençant  par  ne  pas  tenir  compte  de  la  virgule;  à 
la  fin  des  calculs,  il  est  facile  de  poser  la  virgule  à  la  place  convenable. 
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les  dizaines  contenues  éventuellement  dans  le  produit  a^b^  de  rang  un 
de  A  et  de  B,  d'ajouter  le  nombre  de  ces  dizaines  aux  unîtes  de  la 
somme  a^b^  +  ^^o  ^^  produits  partiels  de  rang  deux  de  A  et  de  B,  et 
de  ne  garder  que  les  unités  de  la  somme  ^^  ainsi  obtenue.  Pour 
obtenir  le  chiffre  des  centaines  de  C  il  faut  ajouter  au  nombre  naturel 

<Q      (qui  a  tout  au  plus  deux  chiffires)   les   unités   de  la   somme 

d^b^  +  a^b^  +  a^b^  des  produits  partiels  de  rang  trois  de  A  et  de  B,  et 
ne  garder  que  les  unités  de  la  somme  8^  ainsi  obtenue-,  et  ainsi  de  suite. 

Le  procédé  de  mtdHplicaHon  méthodique  que  nous  venons  de 
décrire,  procédé  auquel  on  pourrait  aussi  donner  le  nom  de  muHipH- 
cation  ordonnée,  permet  d'obtenir  directement,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
d'écrire  aucun  résultat  intermédiaire,  le  produit  de  deux  nombres 
naturels  quelconques,  chiffire  par  chifiEre,  à  la  seule  condition  que  l'on  soit 
capable  de  faire  de  tète  des  additions  de  nombres  de  deux  chiffires^'). 

Voici  à  ce  sujet  une  remarque  que  l'on  attribue  généralement 
à  J'B.  J.  Fourier^*)  quoique,  au  fond,  elle  soit  plus  ancienne"); 
elle  est  souvent  utile  dans  la  pratique: 

Soit  S  le  nombre  que  l'on  obtient  en  renversant  l'ordre  des 
chiffires  du  multiplicateur  B,  Convenons  d'écrire  S  au-dessus  du 
multiplicande  A  de  manière  que  le  chiffi-e  des  unités  de  A  se  trouve 
placé  juste  au-dessous  du  chiffire  de  rang  i  de  JB,  le  chiffire  des 
dizaines  de  A  juste  au  dessous  du  chiffire  de  rang  i  —  1  de  JB,  et 
ainsi  de  suite.  Les  produits  respectifs  des  nombres  représentés  par 
les  chiffires  qui  se  trouvent  ainsi  superposés  sont  alors  précisément 
égaux  aux  produits  partiels  de  rang  i  du  produit  de  A  et  de  B. 


18)  Cette  méthode  était  connue  des  Hindous  dès  le  6'*""*  siècle  de  notre  ère: 
ils  rappelaient  ^méthode  de  Téclair'*  [voir  H.  T.  Colehrooke^  Algebra  with  arith- 
metic  and  mensuration  from  the  sanscrit,  Londres  1817,  p.  171].  Elle  fut  en- 
seignée en  Enzope  par  Léùnard  de  Pise  [Liber  abbaci  (1228);  Scritti")  1,  p.  7/18] 
et  après  lui  par  plusieurs  arithméticiens  du  lô****  siècle  et  du  16^*""*  siècle,  entre 
autres  par  L,  Paduolo  [Summa  de  arithmetica,  Venise  1494,  fol.  27^28*]  et  par 
N.  Tartaglia,  [General  trattato^  1,  fol.  24V26*]. 

On  Ta  retrouvée  à  plusieurs  reprises  au  19^^""*  siècle,  où  on  la  rencontre 
sous  différents  noms,  entre  autres  sous  celui  de  „multiplication  sJmétrique'^ 

14)  J-B.  J.  Fowrier,  Analyse  des  équations  déterminées,  première  partie; 
ouvrage  posth.  et  inachevé  publié  par  C.  L,  M,  H,  Navier,  Paris  1830,  p.  190; 
traduction  allemande  avec  notes  et  compléments  par  A,  Lœwy,  AuflOsung  der 
bestimmten  Qleichungen  [Ostwald*s  Elassiker,  n^"  127,  Leipzig  1902,  p.  180  et 
suiv.;  voir  en  partie,  les  dernières  lignes  de  la  page  182]. 

16)  Une  règle  de  W.  (G.)  Oughtred  [Arithmeticae  in  numeris  et  speciebus  ins- 
titutio  quae  .  . .  totius  mathematicae  quasi  clavis  est,  Londres  1681;  (4*  éd.) 
Oxford  1667,  p.  8A0]  a  presque  sûrement  servi  de  modèle  à  J-B.  J,  Fowrier. 
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Exemple  pour  i  «=  2: 

JB'^  multiplicatenr  renversé  ^o^i^i  •  •  • 

A  =  mnltiplicande  .  . .  a^a^Oia^ 
Somme  des  produits  partiels  de  rang  2  o^bQ  +  a^bi  +  a^b^. 

Si  donc  on  écrit  le  multiplicateur  renversé  sur  le  bord  inférieur 
d'une  feuille  de  papier  mobile  et  le  multiplicande  A  sur  le  bord 
supérieur  d'une  feuille  de  papier  ûxe,  on  peut;  en  faisant  glisser  la 
feuille  mobile  le  long  de  la  feuille  fixe^^^  obtenir  successivement  et 
très  rapidement  la  somme  des  produits  partiels  de  rai^  un,  celle  des 
produits  partiels  de  rang  deux,  celle  des  produits  partiels  de  rang 
troiS;  ...  du  produit  de  A  et  de  JS;  on  forme  aibsi  très  rapidement 
le  produit  AB. 

4.  Division  méthodique  ou  ordonnée.  En  appliquant,  dans 
un  ordre  inverse,  la  règle  de  la  multiplication  méthodique  on  est 
conduit  à  la  division  méthodique.  Ce  mode  de  division  a  été  inventé 
en  vue  de  la  résolution  des  équations  numériques  par  J-B.  J.  Fotmer^'^ 
qui  lui  a  donné  le  nom  de  division  ordonnée.  Il  exige  plus  d'exercice 
et  plus  d'attention  que  le  mode  ordinaire  de  division,  mais  il  a 
l'avantage  de  ne  faire  intervenir  que  juste  le  nombre  de  chiffres  du 
diviseur  nécessaire  pour  obtenir  avec  certitude  le  chiffre  correspondant 
du  quotient. 

Dans  le  mode  de  division  méthodique  on  commence  par  détacher 
un  même  nombre  x  de  chiffres  du  dividende  a  et  du  diviseur  b]  soient 
a^  et  &Q  les  nombres  constitués  par  ces  chiffres  détachés  du  dividende 
et  du  diviseur;  on  mettra  alors  a  et  6  sous  la  forme 

a  =-  ao  •  10P-*  +  cfi .  10P-«-i  +  •  • ., 

où   Oj,  a^, . . .  b^y  b^,. . .  sont  des  nombres  d'un  seul   chiffire   et   Ton 
formera  successivement  les  quotients  (entiers) 


C^f  Cl,  Cj,  . . .,    C|^i, 

et  les  restes  correspondants 


16)  Ce  procédé  de  la  bande  de  papier  peut  totgotmi  être  ntUieé,  même 
danB  les  calctds  algébriques  où  Ton  a  affaire  à  des  séries  ordonnées  soÎTant  lea 
puissances  d'une  certaine  variable;  il  rend  ainsi  des  services  par  ex.  dans  la 
théorie  des  nombres  algébriques  [1 18]. 

17)  J'B.  J.  Fourier,  Analyse  des  éq.**),  p.  188;  trad.  allem.  p.  180.  Voir 
aussi  J.  Lûitcih,  Numer.  Rechnen*),  p.  88  et  suiv.  (§  17). 
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de  la  diyision  par  h^  des  nombres 

r^ .  10  +  Oj  -  [6,Co  +  fticj 

r, .  10  +  Oi  —  [6.^0  +  6|CjL  +  6iC|] 


r, .  10  +  a,^.i  -  L^+i^  +  Vi  +  •  •  •  +  fti^J 
Les  chiffires  successifs  du  quotient  de  a  par  h  sont  les  chiffires 

^9  ^>  ^>  •  •  •;  ^<+l; 

pourvu   que   les   nombres   représentés    par   ces   chiffires   vérifient   les 
inégalités 

^o^^o;     C^  +  ^<^u     <^o  +  ^  +  <^^^ty     ; 

dans  le  cas  contraire  il  faut  modifier  un  peu  le  procédé. 

On  appelle  correction  la  suite  des  nombres  représentés  par  les 
expressions  entre  crochets  du  tableau  précédent.  On  peut  d'ailleurs 
former  rapidement  la  ^,correction^  en  utilisant  le  procédé  de  la  bande 
de  papier  indiqué  au  n^  3. 

Soit;  par  exemple,  à  diviser  648000  par  n.  Prenons  x  —  3;  en 
«orte  que  a^  «  648,  6q  =  314;  on  aura  successivement 

a^  —  0,  =-•••  —  0;  6i«-  1,  &,  =-  5,  6,  —  9, 

«t 

^  ^  814 
^  814 

^  +  8n 

:2+?^ 

^  ^  814 


648 

814 

20 

10  +  0  - 
814 

-2 

= 

198 
814 

198. 

10 

+  0- 

62  —  1 

0 

=- 

1970 

814 

314 

86 

10  +  0 

92  — 

60  —  1 

6 

- 

886 

814 

814 

«n  sorte  que  les  chiJ&es  successifs  du  quotient  seront 

2,0,  6,2, ; 

le  quotient  est,  en  effet, 

206264,806247 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  comprendre  en  quoi  consiste^)  la 
division  méthodique^'). 


18)  D'après  B.  Mehmke,  si,  pour  former  le  diviseur  particnlier,  on  ne  prend 
qn'xm  seid  clùffire,  on  retombe  snr  une  méthode  de  division,  probablement  d'origine 
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5.  Multiplioation  oomplémentaire.  Le  produit  de  deux  nombres 
donnés  a  et  6  peut  parfois  s'obtenir,  plus  facilement  qne  de  toute 
autre  façon^  par  application  de  la  règle  suivante^):  on  commence  par 
décomposer  la  somme  a  +  b  des  deux  nombres  donnes  en  deux  parties 
a  et  b'  dont  le  produit  a'V  soit  plus  aisé  à  former  que  le  produit 
cherché;  on  ajoute  ensuite  au  produit  a'V  le  produit  des  excès  des 
deux  nombres  donnés  a,  h  sur  Tune  ou  l'autre  des  parties  a',  V  de  la 
somme  a  +  6=-a'  +  6'.  Cela  revient  à  appliquer  Tune  ou  l'autre  des 
deux  relations 

al  =  a'V+{a  -  a') (6  -  a\ 

qui  ont  évidemment  Ueu  sous  Thypothèse 

a  +  l^a  +  V, 

La  raison  pour  laquelle  on  a  pendant  longtemps  pratiqué  la 
multiplication  complémentaire  pour  évaluer  le  produit  de  deux  nombres 


hindoue,  qui  se  rapproche  beaucoup  de  la  méthode  de  division  ordinairement 
employée  an  moyen  âge  sons  le  nom  de  division  an-dessns  (cf.  note  9),  en  sorte 
qne  la  division  méthodique  ne  serait  qn*nne  généralisation  de  procédés  depuis 
longtemps  en  usage.  Si  Ton  se  place  à  ce  point  de  vue,  il  convient  d'observer 
qne  J-B.  J,  FoiMrier  a  non  seulement  conçu  cette  généralisation  mais  qu'il  a  aussi 
donné  un  critère  permettant  de  reconnaître,  dans  tons  les  cas,  si  le  chifie  trouvé 
au  quotient  est  certain. 

4.Mais  le  point  de  vue  de  B.  Méhmke  est  certainement  contestable.  On 
pourrait,  semble-t-il,  tout  aussi  bien  avancer  qne  la  division  méthodique  est 
la  généralisation  du  mode  de  division  enseigné  dans  les  écoles  primaires  ou  de 
tout  autre  mode  de  division.  En  réalité  c'est  le  critère  de  Fowner  qui  caractérise 
la  division  méthodique  et  ne  possédant  pas  ce  critère  aucun  mathématicien  du 
moyen  &ge  n'aurait  pu  trouver  par  ime  division  méthodique  les  quotients  les 
plus  simples  comme  celui  de  100  par  26  par  exemple.  Il  convient  d'ailleurs 
de  faire  remarquer  que  le  principe  du  critère  de  Faurier,  à  savoir  la  condition 
c^  <^r^,  avait  été  indiqué,  avant  J-B.  J,  Faurier,  dès  la  fin  du  IS**™»  siècle 
[voir  par  ex.  Ch.  BasstUf  Cours  de  mathématiques  à  l'usage  des  élèves  du  corps 
royal  du  génie  1,  Paris  1790,  p.  44].  Si  la  division  méthodique  n'appartient  donc 
pas  tout  entière  à  J-B.  J.  Faurier,  elle  n'est  au  moins  certainement  pas  la  géné- 
ralisation de  procédés  depuis  longtemps  en  usage  (Note  de  G.  Enesùrâm).* 

19)  On  peut  remarquer  en  passant  que  le  procédé  de  division  auquel 
C.  J.  Gieswig  [Neuer  Unterricht  in  der  Schnellrechenknnst,  D5beln  1884]  a  donné 
le  nom  de  „division  symétrique^^  ne  diffère  de  la  division  méthodique  que  par 
ce  que  C  «7.  Giesing  fait  les  soustractions  de  tête. 

20)  A.  L.  Cauehy  avait  établi  cette  règle  [C.  B.  Acad.  se.  Paris  11  (1840), 
p.  789;  Œuvres  (1)  6,  Paris  1886,  p.  481];  d'après  A.  L.  Gauthy  lui-même  [C.  &. 
Acad.  se.  Paris  20  (1846),  p.  280;  Œuvres  (1)  9,  Paris  1896,  p.  6],  elle  se  trouve 
déjà  dans  un  livre  de  J.  J.  G,  Berihevin  *%  Elémens  d'arithmétique  complément 
taire,  Paris  1823. 
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chacun  pins  petit  qne  10  a  été  qne  Ton  parvenait  ainsi  à  rëdnire  la 
table  de  mnltiplication  aux  produits  des  nombres  2^  3^  4  et  5. 

^On  a  avancé'^)  qu'on  rencontre  des  traces  de  cette  méthode  chez 
les  Romains  et  même  chez  les  Grecs  ^  mais  les  faits  connus  ne  per- 
mettent pas  de  conclure  quoi  que  ce  soit  de  certain  à  cet  égard. 

Les  premiers  exemples  certains  de  multiplication  complémentaire 
sont  donnés  dans  des  traités  d'arithmétique  arabe  (Âlgorismus) 
rédigés  en  Occident  au  12***^  siècle'*).  Les  deux  procédés  alors 
utilisés  correspondent  à  l'emploi  de  la  formule 

a6=10[a-(10--6)]  +  (10~a)(10-6)    pour    a>5et6>5 

et  à  celui  de  la  formule 

ab  «  106  ~  (10  —  a)h    pour    a  >  5  et  6^5. 

Cette  méthode  de  multiplication  était  enseignée  encore  au  16^^* 
siècle '')  dans  plusieurs  traités  d'arithmétique. 

Au  19**™«  siècle  une  généralisation  de  cette  même  méthode  a  été 
proposée  par  J.  J.  G.  Berthevin^)* 

6.  Division  complémentaiTe.  La  division  complémentaire  est 
d'une  application  plus  générale  que  la  multiplication  complémentaire. 
^Peut-être*  d'origine  romaine,  et  très  usitée  au  moyen  âge*^)  ^avant 
l'introduction  de  l'arithmétique  arabe  en  Occidenf*,  eUe  a  été  reprise 
et  perfectionnée  par  A.  L.  Ordle^. 

Tandis  que,  dans  la  division  ordinaire  (n^  2),  on  retranche 
directement  du  dividende  les  produits  partiels  successifs  du  diviseur 
par  les  chifiEres   du  quotient   pris   isolément,   dans   la   division  com- 

21)  Voir  par  ex.  M.  Cantor,  Yorles.  Gesch.  Math.  (8*  éd.)  1,  Leipzig  1907, 
p.  488,  628. 

22)  ^Yoir  par  ex.  M.  Ourtze,  Abh.  Gesch.  Math.  8  (1898),  p.  10,  18;  cf. 
G,  EnestrSm,  Bibl.  math.  (8)  7  (1906/7),  p.  95/6.* 

28)  ^Yoir  par  ex.  B,  Qtmma-Frisiiis,  Aiithmeticae  pxactîcae  methoduB 
facilis  (1"  éd.)  Anvers  1640,  éd.  J.  FeUUer,  Paris  1668,  fol.  9^.* 

24)  ^Elémens  d'arithmétique  complémentaire,  Paris  1823  (rédigés  en  colla- 
boration avec  P.  M,  (?.  Treml  dont  le  nom  est  indiqué  aussi  sur  le  feuillet  de 
titre),  p.  10/6;  (2*  éd.)  Paris  1826.  Quand  les  deux  nombres  A  e\,  B  dont  on 
cherche  le  produit  ont  chacun  n  chiffires,  J,  J.  G.  Berthevin  emploie  la  formule 
AB  =  10"  [A  —  (10"  —  B)]  +  (10«  —  A)  (10"  —  JB) 

(Texte  et  noies  22  à  24  de  G,  Enestrôm)* 

26)  Voir  au  stget  de  Forigine  romaine  de  la  division  complémentaire 
raUusion  obscure  à  ce  mode  de  division  qui  est  mentionnée  dans  la  note  29. 
Au  Bcget  de  Temploi  de  cette  division  au  moyen  ftge,  voir,  par  exemple,  Touvrage 
de  Gerhert  qui  est  mentionné  dans  la  note  80. 

26)  J.  reine  angew.  Math.  18  (1886),  p.  209. 
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plémentaire  on  forme  le  complément  du  diviseur  relatif  à  la  puissance 
de  10  la  plus  voisine  (ou  encore  relatif  au  nombre  supérieur  le  plus 
voisin  ne  comportant  qu'un  seul  chif&e  significatif),  ce  qui  a  pour 
«ffet  de  remplacer  par  des  additions  les  soustractions  à  effectuer  dans 
le  mode  ordinaire  de  division^^).  C'est  là  une  simplification  si  Ton 
admet,  comme  on  le  fait  généralement,  que  les  additions  sont  d'un 
«mploi  plus  facile  et  plus  sûr  que  les  soustractions. 

^Soient  A  le  dividende,  B  le  diviseur,  et  posons,  si  B  b,  n  obiSres, 

J5  =  tto  +  «1  •  10  +  Oj  •  10*  +  •  •  •  +  a,-i  •  10"-^ 
-4.  =  io  •  10"  +  ifci,  où  Jfci  <  10", 
d  «  10»  -  B; 

on  a  alors  évidemment 

A       KiB  +  d)  +  k,,        k,d  +  k, 
B  ^  B  —f^o-r       jj       • 

Si  k^d  +  kj^<,By  le  quotient  est  précisément  k^. 

Si  B^k^d  +  k^<  10",  le  quotient  est  égal  à  k^  augmenté  d'un 
nombre  d'un  seul  chiffre  que  l'on  trouve  d'ailleurs  aisément,  par  exemple 
en  retranchant  du  numérateur  k^d  +  A\  un  certain  nombre  de  fois 
le  dénominateur  B, 

Si  k^d  +  ki>  10",  on  applique  à  nouveau  la  même  transformation 
en  envisageant  kQd  +  k^  comme  dividende  et  l'on  continue  ainsi 
jusqu'à  ce  que  le  reste  devienne  plus  petit  que  B.  On  obtient  toujours 
le  quotient  après  un  nombre  fini  d'opérations. 

C'est  là  le  principe  de  la  division  complémentaire  du  moyen  âge  ^). 
Le  complément  d  du  diviseur  était  appelé  „differentia^  et,  pour  cette 


27)  Gomme  dans  la  méthode  en  usage  en  Autriche  [cf.  A,  Sadowski, 
Die  Osteireich.  Bechenmethode  ^°),  p.  6,  11]  on  peut  ici  éviter  d'écrire  les  produits 
partiels  en  additionnant  de  tète  le  dernier  produit  en  même  temps  qu'on  le 
forme;  mais  Finconvénient  n'en  subsiste  pas  moins  que  si,  au  quotient,  le  même 
^hiffire  se  reproduit  n  fois,  le  produit  partiel  correspondant  doit  être  calculé 
n  fois. 

28)  ^Dans  certains  cas  on  prenait  pour  complément  non  pas  10^  —  B  mais 
(a^_j  +  1)  10""^  —  B.    Soit  â  ce  complément;  en  posant 

où  Zi  <  (a^  1  +  1)  10"-S  on  a 

i  ""  B  *•  "^       J5 

de  sorte  qu'on  pourra  procéder  comme  avec  le  complément  10**  —  B  k  condition 
de  remplacer  seulement  10**  par  (a,_i  +  ^)  10*""^  eik^d-^-k^  par  Zq^  -)-  {^  (Texte 
^t  note  de  G.  Enestrôm),* 
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raison,  la  diTision  complémentaire  portait  le  nom  de  ^dirisio  corn 
differentia^  pour  la  distingaer  de  la  division  ordinaire  ^divisio  sine 
differentia^  qu'on  a  aussi  appelée  parfois^  au  12^*'^*  siècle,  ^^divisio 
aurea%  tandis  qu'on .  donnait  à  la  division  complémentaire  le  nom  de 
jydiyisio  ferrea^^ 

n  7  a^  dans  la  Géométrie  qu'on  a  attribuée  à  Boèce^)  mais  dont 
on  ne  connaît  aucun  manuscrit  antérieur  au  IV^^^  siècle,  une  allusion 
très  obscure  à  la  division  complémentaire.  La  division  complé- 
mentaire est  enseignée  par  Gerbert^)  (pape  de  999  à  1003  sous  le  nom 
de  Sylvestre  II)  dans  son  traité  ,,Libellus  de  numerorum  divisione'^,  et 
par  la  plupart  des  ^Abacistes"  des  11**»»  et  12**^*  siècles.  Depuis 
l'introduction  de  l'arithmétique  arabe  (Âlgorismus)  en  Occident  la 
division  complémentaire  a  entièrement  disparu  des  traités  d'arith- 
métique.* 

7.  Moyens  d'éviter  la  division.  Pour  transformer  des  fractions 
ordinaires  en  fractions  décimales,  A.  L.  Cauchy^^)  a  donné  la  règle  sui- 
vante: après  avoir  trouvé  par  le  procédé  ordinaire  les  deux  ou 
trois  premiers  chiffires,  on  multiplie  l'égalité  obtenue  par  le  reste  et 
on  combine  la  nouvelle  égalité  ainsi  obtenue  avec  la  précédente;  on 
répète  ensuite  le  même  procédé  de  proche  en  proche. 

Soit,  par  exemple,  à  transformer  en  fraction  décimale  la  fraction 
ordinaire  \.    On  a  d'abord 

+  -0,1H- 
Cette  égalité  multipliée  une,  deux,  trois,  . . .  fois  par  le  reste  2  donne 

*- 0,284 

4  «0,564-0,571 


et,  par  conséquent. 


4-0,14284-0,1428574 

-  0,142  857  144 

-  0,142  857  14284  -  0,142  857  142  857 


29)  ^A.  M.  T.  S.  Boetii  de  inatitutione  arithmetica  libri  duo  .  .  .  Accedit 
Geometria  qnae  fertui  Boetii,  éd.  G.  Friedlein,  Leipsdg  1S67,  p.  400  (Texte  et 
note  de  G.  Enestrôm)* 

30)  4.6erberti  opéra  maihematica,  éd.  N.  Btiànov,  Berlin  1899,  p.  8/22 
(Texte  et  note  de  G.  Enestrâm)* 

81)  G.  B.  Acad.  se.  Paris  11  (1840),  p.  847;  ŒuYres  (1)  5,  Pans  1886, 
p.  443. 

A,  L,  Cauchy  part  de  cette  idée  que  la  méthode  d'approximation  de 
Newton  pour  la  résolution  des  équations  numériques  [I  12]  peut  être  appliquée 
aux  équations  linéaires. 

Eaojolop.  des  leieno.  mafhémat.    14.  14 
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On  a^  il  est  vrai^  à  diyerses  reprises^  donné  des  règles  spéciales 
pour  la  diyision  par  certains  nombres,  en  particulier  pour  la  division 
par  9;  mais  c'est  J.Fontès^^  qui,  le  premier,  s'est  proposé  d'une  façon 
générale  de  reconnaître  dans  quelle  mesure  la  division  arithmétique 
peut  être  évitée,  c'est-à-dire  comment  il  est  possible  de  former  le 
quotient  et  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  quelconque  par  un 
autre  nombre  au  moyen  d'opérations,  plus  simples  que  la  division, 
fondées  sur  les  propriétés  particulières  du  diviseur  envisagé. 

8,  Simplifloation  des  procédés  de  multiplication  et  de  division. 
Pour  simplifier  la  multiplication,  A.L.  Cauchy^)  a  proposé  d'introduire, 
au  moins  dans  le  multiplicateur,  au  lieu  des  chiffres  6,  7,  8  et  9,  leurs 
compléments  négatifs  à  10,  de  façon  à  n'avoir  plus  à  effectuer  que 
des  multiplications  par  2,  par  3,  par  4  et  par  5,  c'est-à-dire,  au  fond, 
seulement  des  multiplications  par  2  et  par  3  et  des  divisions  par  2 
(car  4  «  2  X  2  et  6  «  ^).  Pour  les  distinguer  des  chifl&res  positifs, 
les  chiffres  négatifs  sont  surmontés  d'un  trait. 

Dans  l'addition  et  la  soustraction  l'emploi  des  chif&es  négatifs 
n'a  guère  d'utilité;  dans  la  division,  cet  emploi  n'est  pas,  en  général, 
à  recommander,  en  sorte  que  pratiquement  l'emploi  des  chiffres  néga- 
tifs est  limité  à  la  multiplication. 

Gomme  l'a  fait  observer  E.  CoUignon^),  la  multiplication  de 
deux  nombres  peut  être  facilitée  par  la  décomposition  préalable  de 
l'un  de  ces  nombres  en  une  somme  algébrique  de  deux  ou  trois 
nombres  au  plus^*)  uniquement  constitués  au  moyen  des  chiffres  0,  1, 
2,  5.     Pour  multiplier,   par   exemple,   le   nombre  7289795    par  un 


82)  ÂB8.  h.  avanc.  se.  21  (Pau)  1892*,  p.  182.  J.  Fontes  applique  son 
procédé  à  la  division  par  99,  87  et  499. 

88)  G.  B.  Acad.  se.  Paris  11  (1840),  p.  796;  Œuvres  (1)  6,  Paris  1886,  p.  4S8. 
Cf.  J.J.  G.Berihevin,  Arith.**),  (1"  éd.)  p.  14/7. 

Pour  faire  subir  à  un  nombre  cette  transformation  on  remplace,  à 
partir  de  la  droite,  chaque  chiffre  supérieur  à  6  par  son  complément  à  10  que 
Ton  surmonte  d'un  trait,  en  ayant  soin  d'augmenter  d'une  unité  le  chi&e  placé 
immédiatement  à  gauche.     Au  lieu    de   187  647    par  ex.    on    écrira    212458. 

84)  Ann.  Ponts  et  Chaussées,  (7)  6  (1898)  premier  semestre,  p.  790/2.  Cf. 
I  1,  note  77. 

84*)  ^Au  moyen  ftge  et  au  IG***^*  siècle  on  a  parfois  enseigné  un  procédé 
analogue.  L.  Faciuolo  [Summa^^,  fol.  29*]  calcule  par  ex.  le  produit  24x42 
en  décomposant  24  en  4-|-G  +  6-|-^  ®t  en  i^  ou  tant  les  produits  4x42, 
6x42,  5x42  et  9x42.  D'autre  part  Ihn  Albannâ  [Le  Talkhîs  (traité  d'arith. 
pratique  du  18**»«  siècle),  trad.  par  E,  A.  Marre,  Atti  Accad.  pontif.  Nuovi 
Lincei  17  (1868/4),  p.  304]  ramène  la  multiplication  de  a  par  h  au  calcul  de 
l'expression  h^+hifl  —  h)  (Note  de  O.  Effestrom)* 
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nombre  N  on  décomposera  le  nombre  7289795  en 

7289795  =  5200005  +  2100000  -  10210 
on  encore  en 

7289795  -  5255555  +  2022220  +  12020, 

et  Ton  effectuera  le  produit  par  N  de  chacun  des  trois  nombres  qui 
figurent  dans  le  second  membre. 

^Pour  simplifier  les  divisions  dans  certains  cas,  on  a  proposé, 
dès  le  moyen  âge^  un  certain  nombre  de  procédés  qu'il  convient  de 
signaler  ici.  Quand  le  diviseur  est  un  nombre  composé,  on  peut 
effectuer  successivement  la  division  par  chacun  des  facteurs  du 
diviseur  ^^).  Quand  le  nombre  des  chiffires  du  dividende  dépasse  de 
beaucoup  le  nombre  des  chiffi-es  du  diviseur  B,  on  peut  dresser  un 
tableau  des  valeurs  de 

JB,  2J5,  3JB,  . . .,  9B 

et,  à  l'aide  de  ce  tableau,  trouver  sans  tâtonnements  tous  les  chifires 
du  quotient^).  Ce  dernier  procédé  est  très  recommandable  quand  on 
a  à  effectuer  les  quotients  de  plusieurs  nombres  A^^  A^,  , . ,  par  un 
même  nombre  B.* 

Calculs  rigoureux 

effectués  au  moyen  de  Tables  numériques  ou  barèmes  ^^. 

9.  Tables  dé  multiplioation.  Les  tables  de  multiplication 
fournissent  immédiatement  le  produit  de  deux  nombres  naturels 
quelconques  x   et  y   inférieurs   à   un   nombre   déterminé,   à    10  par 


36)  4,Ce  procédé  a  été  exposé  tout  an  long  par  Léonard  de  Pise  [Liber 
abbaci  (1228);  Scritti^  1,  p.  86/48]. 

86)  4, Voir,  par  exemple,  P.  Bamua  {Pierre  de  la  Bamée),  Scholanun  mathe- 
maticarum  Hbri  unus  et  triginta,  B&le  1569,  p.  127/8  (Texte  et  notes  85  et  86 
de  G.Eneshôm).* 

87)  «Les  noms  de  „barème  simple^^  ou  de  „barême  donble",  donnés  souvent 
aux  tables  à  simple  entrée  ou  aux  tables  à  double  entrée,  tirent  leur  origine  du 
calculateur  F.  Barrême  qui,  -à  la  fin  du  i?'**»*  siècle,  a  mis  en  évidence  [Livre 
des  comptes  faits,  Paris  1670]  les  services  que  ces  tables  peuvent  rendre  dans 
les  calculs  usuels.* 

n  ne  sera  question  dans  cet  article  que  des  tables  destinées  à  simplifier 
les  calculs  en  général;  on  ne  parlera  pas  de  celles  qui  visent  un  objet  par  trop 
particulier,  par  exemple  de  celles  qui  sont  construites  en  vue  de  la  résolution 
de  certains  problèmes  de  la  Théorie  des  nombres.  Au  s\\jet  des  tables  destinées 
à  simplifier  les  calculs  en  général  on  pourra  consulter  les  monographies  de  A,  de 
Morgan  [article:  „TableB^%  daté  de  1861,  dans:  English  (^yclopaedia,  publ.  par 
Ch.  Knight  en  22  volumes,  Londres  1856/62],  et  de  J.  W.  L.  Gîaisher,  Report  of 

14» 
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exemple.  Elles  ont  deux  entrées.  Tune  pour  le  facteur  x,  l'autre  pour 
le  facteur  y. 

On  désigne  souvent  les  tables  de  multiplication  sous  le  nom  de 
Tables  de  Pythagore^). 

Gomme  autrefois,  les  tables  de  multiplication  servent  aujourd'hui 
encore^  plus  que  tout  autre  procédé,  à  simplifier  dans  la  pratique  les 
calculs,  en  particulier  le  calcul  du  produit  exact  de  deux  nombres 
quelconques;  elles  peuvent  d'ailleurs,  en  général,  être  utilisées  aussi 
bien  pour  effectuer  des  divisions  que  pour  effectuer  des  multiplications. 

Plusieurs  de  ces  tables,  entre  autres  celles  qui  donnent  les  produits 
de  deux  nombres  d'un  seul  chiffre  chacun,  n'offrent  qu'un  intérêt 
pédagogique'*);  mais  il  en  existe  d'autres ^^),  en  assez  grand  nombre, 

the  Committee  on  mathematical  tables  [Report  Brit.  Assoc.  48,  Bradford  1878,  éd. 
Londres  1874,  p.  1/176]. 

88)  «Le  nom  de  „Table  de  Pythagore"  pour  „Table  de  multiplication*'  est 
dû  à  un  malentendu  et  probablement  aussi  à  une  confusion  faite  involontaire- 
ment entre  deux  types  de  tables  d'apparence  semblable  quoique,  au  fond,  bien 
distinctes.  La  Géométrie  attribuée  à  Boèce  mais  qui  date  probablement  du  llième 
siècle,  contenait  vers  la  fin  du  premier  livre  un  „Abaque'*  (Abacus)  [cf.  n°  14]  avec 
la  rubrique  „mensa  Pythagorica*^  Dans  les  éditions  successives  que  Ton  a  données 
de  cet  ouvrage  (et  peut-être  aussi  déjà  dans  quelques  mss.  de  la  Géométrie  elle- 
même),  cet  „Abacus*^  a  été  remplacé  par  une  table  ordinaire  de  multiplication. 
C'est  là  une  des  raisons  pour  lesquelles  cette  table  a  été  appelée  „Tabl6  de 
Pythagore''.  Voir  à  ce  spjet,  Q.  Enestrôm,  Bibl.  math.  (2)  8  (1894),  p.  120; 
P.  Tannery,  Interméd.  math.  4  (1897),  p.  162/8  [Question  972].  D'autre  part,  une 
table  ressemblant  entièrement  à  la  table  de  multiplication  mais  ayant  pour  objet 
de  permettre  de  voir  immédiatement  quels  sont,  parmi  les  cent  premiers  nombres, 
ceux  qui  appartiennent  à  certains  types  déterminés  (multiplices,  superparticulares, 
tetragoni,  longilateri)  a  été  reproduite  d'après  Nicomaque  de  Gérase  [Nicomachi 
Oeraseni  Pythagorei  Introductionis  arithmeticae  libri  II,  éd.  B,  Hoche ^  Leipzig 
1866,  p.  61]  et  Boèce  [A.  M.  T.  S.  Boetii  de  institutione  arithmetioa  libri  duo, 
éd.  G.  FriedJein,  Leipzig  1867,  p.  68]  dans  l'édition  de  r„Arithmetica  Jordani" 
de  J.  Lefèvre  d'Etaple  (Faber  Stapuiensis),  Paris  1496,  livre  9,  prop.  38,  avec 
l'indication  mensula  pyihagore.  Les  deux  types  de  tables,  d'aspect  si  semblable, 
ont  pu  aisément  être  confondus,  et  c'est  là  vraisemblablement  une  seconde  raison 
pour  laquelle  les  tables  ordinaires  de  multiplication  se  sont  trouvées  désignées 
sous  le  nom  de  ;,tables  de  Pythagore",  nom  qui  s'est  ensuite  transmis  de  géné- 
ration en  génération.    (Note  de  G.  Eneetrâm).* 

89)  ^On  prétend  ordinairement  que  la  table  de  multiplication  a  déjà  été 
construite  par  Nicomaque  de  Génue  et  qu'elle  a  été  reproduite,  d'après  lui,  par 
Boèce  [voir  par  ex.  M,  Cantor,  Yorles.  Gesch.  Math.  (2«  éd.)  1,  Leipzig  1894,  p.  402, 
689  et  même  encore  (8*  éd.)  1,  Leipzig  1907,  p.  4SI,  679];  mais  la  table  à 
laquelle  on  fait  alors  allusion  était  destinée  à  un  tout  autre  usage  (cf.  note  88). 

Nul  ne  conteste  que  les  règles  de  calcul  que  reproduit  la  table  de  multi- 
plication n'aient  été  enseignées  dans  l'antiquité.  On  connaît  par  ex.  plusieurs 
tables  babylonniennes  qui  contiennent  ces  règles  de  calcul  [cf.  M.  Cantor^  Yorles. 
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dont  l'emploi  est  souyent  avantageux  dans  la  pratique;  ce  sont  des 
tables  dans  lesquelles  un  des  deux  facteurs  reste  inférieur  à  10,  tandis 
que  Tautre  Ta  jusqu'à  100,  ou  1000  ou  même  parfois  jusqu'à  une 
puissance  encore  plus  élevée  de  10. 

Parmi  les  tables  anciennes,  celle  de  J.  Dodson^^)  permet  de  lire 
immédiatement  le  produit  d'un  nombre  naturel  quelconque  inférieur 
à  10000  par  chacun  des  nombres  naturels  inférieurs  à  10.  Les  tables 
plus  récentes  de  JR.  Picarte^^  et  de  Th.  wm  Eseréky^  sont  dans  le 
même  cas. 

Gesch.  Math.  (8*  éd.)  1,  Leipsig  1907,  p.  88/9].  D*autie  part,  on  passage  des 
^Confessiones^*  à^Awrelim  Auçustmus  {ÀMguatin,  évèqne  d'Hippone),  ouTiage  écrit 
vers  l'an  400  de  notre  ère  [cf.  8,  Oûnther,  (xeschichte  des  mathematiBchen  Unter- 
richts  im  deutschen  Mittelalter,  Berlin  1887,  p.  14],  nous  appiend  qne  ces  lègles 
de  calcnl  ont  été  enseignées  yerbalement,  sons  forme  de  chant,  vers  Tan  400  de 
notre  ère.  On  connaît  aussi  des  tables  de  multiplication  à  nne  seule  entrée 
dressées  vers  Tan  1000  [voir  par  ex.  Oerbert,  Œuvres,  éd.  A.  OUeria^  Clermont- 
Ferrand  1867,  p.  861/2]  et  résumant  ces  règles  de  calcul.  Mais  la  table  de 
multiplication,  actuellement  en  usage,  qui  est  à  double  entrée^  n'apparaît  en 
Europe  qu'à  l'époque  où  s'y  introduit  l'arithmétique,  arabe  (algorisme). 

Sons  forme  triangulaire  on  rencontre  la  table  de  multiplication  dans  un 
traité  du  l'iUme  siècle  publié  par  M.  Curtge  [Abh.  Gesch.  Math.  8  (1898),  p.  18]. 
Sous  forme  quadrtUique  on  la  rencontre  dans  les  additions  à  un  traité  [Liber 
algorismi  de  practica  arismetrîce]  attribué  ordinairement  à  Jean  de  SévtUe  {Jo- 
hannee  Hispalensie)  qui  a  été  pnbUé  par  B.  Boneompagni  [Trattati  d'aritmetica  2, 
Bome  1868,  p.  108]  (Note  de  G.  Uneatrôm)* 

40)  4,Parmi  les  tables  les  plus  anciennes,  il  convient  de  mentionner  celles  de 
Vietorius  d'Aquitaine  (ôi^^e  siècle)  publiées  par  G,  FriecUein  [Bnll.  bibl.  storia 
mat.  4  (1871)  p.  447/68]  qui  contiennent  les  produits  des  nombres  1  à  9,  des 
dizaines  10  à  90,  et  des  centaines  100  à  1000,  par  les  nombres  1  à  50. 

Au  moyen  âge  Pierre  de  Daee  [cf  G.  Enestrôm,  Bibl.  math.  (2)  4  (1890), 
p.  82]  a  calculé  (vers  1800)  dans  le  système  sexagésimal  une  table  des  produits 
de  deux  nombres  quelconques  chacun  inférieur  à  60,  et  Proedocimo  di  Béldomandi 
a,  de  son  côté  [cf.  A.  Favaro,  Bull.  bibl.  storia  mat.  12  (1879),  p.  148/6],  calculé  en 
1409,  dans  le  système  décimal,  une  table  des  produits  de  deux  nombres  naturels 
quelconques,  chacun  inférieur  à  28. 

Parmi  les  premières  tables  imprimées  on  peut  citer  celles  de  L.  Paeiuolo 
[Sununa  ^'),  fol.  29*^/80^]  qui  donnent  immédiatement,  ou  ramènent  à  de  simples 
additions,  le  produit  de  deux  nombres  naturels  quelconques  chacun  inférieur  à 
100  (Note  de  (?.  Enestrôm)* 

41)  The  Calculator:  being  correct  and  necessary  tables  for  computation^ 
Londres  1747. 

42)  ^Tables  de  multiplication  et  de  division  contenant  les  produits  par 
1,  2,  .  .  .,  9  de  toutes  les  quantités  au  dessous  de  10  000,  Paris  1888.* 

48)  Tables  de  multiplication  et  dirision  applicables  aux  nombres  de  toutes 
dimensions,  (6*  éd.)  S^  Pétersbourg  et  Leipzig  1874  (le  titre  et  le  texte  sont 
aussi  publiés  en  russe,  en  allemand  et  en  anglais).  Un  supplément  permet  de 
lire  jusqu'au  produit  de  1 111 111  par  chacun  des  nombres  inférieurs  à  10. 
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a  A.  Bretschneider^),  S.  L.  Laimdy^)  et  J.  IMjakov^  ont  dressé 
des  tables  permettant  de  lire  immédiatement  le  produit  d'un  nombre 
naturel  quelconque  inférieur  à  100000  par  chacun  des  nombres 
naturels  inférieurs  à  10. 

A,  L.  CréUe  va  plus  loin  encore:  dans  une  table  peu  connue, 
publiée  sous  le  nom  de  yyErleichierungstafél*''^^y  il  donne  le  produit  d'un 
nombre  naturel  quelconque  inférieur  à  10000000  par  chacun  des 
nombres  naturels  inférieurs  à  10. 

Gh.  Z.  Slonimsky^)  a,  il  est  vrai,  publié  une  table  dans  laquelle 
le  nombre  des  chiffires  de  Fun  des  deux  facteurs  dont  on  cherche  le 
produit  est  aussi  grand  que  l'on  veut.  Mais  cette  table  d'une  dispo- 
sition toute  spéciale  est  d'un  emploi  peu  pratique. 

Les  tables  de  A.  L.  Orélle^^  connues  sous  le  nom  de  y^Rechentaféln'* 

44)  Froductentafel  enthaltend  die  2,  8,  4,  6,  6,  7,  8,  9fachen  aller  Zahlea 
von  1  bis  100  000,  Hambourg  et  Gbtha  1841. 

45)  A  table  of  products,  Londres  1866. 

46)  Table  de  multiplication  (le  titre  et  le  texte  sont  aussi  publiés  en  russe 
et  en  allemand),  S*  Pétersbourg  1897.  Cette  table  comprend  1000  pages  in- 
quarto,  donc  autant  de  pages  que  la  '„Erleichiemngstafel^  de  A.  L.  OréUe*^ 
qui  ya  cent  fois  plus  loin;  la  table  de  8,  L.  Lav/ndy  **)  ne  comprend  que  10  pages 
et  celle  de  C  A,  Bret9c}meider*%  qui  est  disposée  comme  celle  de  A,  L.  OréUe^ 
n'a  que  100  pages. 

47)  n  est  intéressant  de  noter,  d'après  la  préface,  qu'aucun  manuscrit  n*a 
été  employé  pour  l'impression  de  cette  table.    Elle  a  été  publiée  en  1886  à  Berlin. 

48)  La  table  de  Ch.  Z.  SUmimshy  est  ajoutée  à  la  fin  du  volume:  J.  reine 
angew.  Math.  80  (1846).  A.  L.  OrèOe  [J.  reine  angew.  Math.  80  (1846),  p.  215]  a 
donné  une  démonstration  de  la  proposition  arithmétique  qui  a  servi  de  base  à 
la  construction  de  cette  table. 

Voir  aussi,  à  ce  siget,  la  note  140  de  l'article  actuel 

49)  Elles  parurent  d'abord,  en  1820  à  Berlin,  en  deux  volumes  in  -  8®  d'en- 
viron 900  pages.  La  seconde  édition  de  ces  tables,  publiée  par  C.  Bremiker, 
Berlin  1857,  ne  comprend  qu'un  volume  de  460  pages,  petit  in-folio  ;  une  dixième 
édition  a  été  publiée  par  0.  Seeliger  à  Berlin,  en  1904,  avec  titre  et  introduction 
en  allemand  et  en  français;  la  première  édition  anglaise  a  été  publiée  à  Londres 
en  1897.  Le  titre  français  est:  „Tables  de  calcul  où  se  trouvent  les  multiplications 
et  divisions  toutes  faites  de  tous  les  nombres  au-dessous  de  1000  et  qui  facilitent 
et  assurent  le  calcul.^^ 

Dès  la  seconde  édition  allemande  de  C.  Bremiker,  on  trouve,  sur  chaque 
demi  page,  les  produits  du  nombre  de  tôte  (à  1,  2  ou  3  chiffres)  par  les  nombres 
compris  entre  1  et  999;  mais  on  n'y  tient  pas  compte  des  facteurs  divisibles 
par  10.  L'économie  de  place  réalisée  par  rapport  à  la  première  édition  aUe- 
mande  provient  essentiellement  de  ce  que  les  deux  derniers  chi&es  conunons 
aux  produits  d'une  même  ligne  ont  été  séparés  et  placés  dans  une  colonne  à  part. 

Le  progrès  dû  à  A,  L.  Orètte  est  d'ailleurs  d'ordre  purement  pratique,  car 
les  „Tabulae  arithmeticae  nPOSBA^AIPESESli:  universales''  de  /.  G.  Herwarth 
wm  Hchenburg,  qui,  il  est  vrai,  ne  sont  guère  maniables,  mais  qui  datent  du  com<> 


Digitized  by  VjOOQIC 


9.  Tables  de  multiplication.  215 

jouissent  avec  raison  d'une  grande  popularité;  elles  donnent  tous  les 
produits  de  deux  nombres  naturels  quelconques  inférieurs  chacun  à 
1000;  et  leur  disposition  est  très  pratique. 

Toute  table  de  produits  ab,  dans  laquelle  chacun  des  deux  facteurs 
reste  inférieur  à  un  mâme  nombre  donné^  peut  être  réduite  de  moitié. 
n  sufBt  pour  cela  de  n'écrire  que  les  produits  des  deux  nombres  a 
et  b  pour  lesquels  a  est  plus  petit  que  6.  C'est  ainsi  que  B.  Picarte^), 
puis  C.  Cario  et  H.  G.  Sdkmidt^^)  d'une  part,  A,  Hensdin^^  d'autre 
part;  ont  construit  des  tables  réduites  de  moitié^'). 

Dans  bien  des  cas^  il  est  plus  commode  de  faire  us^e  de  tables 
dans  lesquelles  un  facteur  ne  varie  que  de  1  à  100  tandis  que  l'autre 
varie  de  1  à  1000").  On  rencontre  déjà  de  ces  tables  au  18**"«  siècle,  par 
exemple  les  tables  de  Ch.  Button^)  ^et  celles  publiées  en  l'an  VI 
par   le   ministère  français ^J  de  la  marine;*   de   nouvelles   tables   du 


mencement  du  17^*»*  siècle,  avaient  déjà  la  même  étendue.  Une  description  de 
ces  tables,  imprimées  à  Munich  en  1610,  a  été  donnée  par  F.  A,  Unger^  Die 
Meihodik  der  praktîschen  Arithmetik  in  historischer  Entwioklung,  Leipzig  ISSS, 
p.  127. 

50)  Tableau  pythagorique  étendu  jusqu^à  100  par  100,  sous  une  nouvelle 
forme  qui  a  permis  de  supprimer  la  moitié  des  produits,  Paris  1868. 

61)  Zahlenbuch;  Produkte  aller  Zahlen  bis  1000  mal  1000  (ébauché  par 
C.  Cario,  achevé  par  H.  C.  Schmidt),  Aschersleben  1896;  (2«  éd.)  Aschersleben  1898. 
Pour  faciliter  tant  soit  peu  les  recherches  rendues  bien  difficiles  par  les  changements 
apportés  à  la  disposition  de  ces  tables,  on  leur  a  adjoint  des  fiches  servant  de 
repères.  L*avantage  qu'of&ent  ces  tables  d'exiger  moins  de  place  est  compensé 
par  un  inconvénient  sérieux,  surtout  dans  les  divisions  d'ime  certaine  longueur: 
les  multiples  d'un  même  nombre  sont  généralement  dispersés  dans  toute  la 
table,  au  lieu  de  se  trouver,  comme  dans  les  tables  de  A,  L,  Creîle,  rassemblés 
sur  une  même  demi>page. 

62)  Eechentafel,  Berlin  1897,  (2*  éd.)  Berlin  1904.  Dans  l'édition  de 
1897  la  disposition  de  cette  table  est  bien  peu  pratique;  elle  a  été  quelque 
peu  améliorée  dans  l'édition  de  1904.  Les  remarques  (cf.  note  61)  concernant  les 
tables  de  C.  Cario  et  H,  C,  Schmidt  s'appliquent  aussi  à  ces  tables  de  A.  HenseUn. 

63)  ^Au  sujet  de  la  table  de  Pythagore  réduite  de  moitié,  voir  la  note  89.* 

64)  Entre  ces  tables  et  celles  de  A.  L,  CreUle  s'en  placent  quelques  autres  dont 
la  disposition  est  très  simple  et  dans  lesquelles  l'un  des  facteurs  va  jusqu'à  600. 
Nous  citerons  par  exemple  la  „Multiplikation8tabelle  aller  Zahlen  von  1  bis  600'\ 
parue  en  1860  à  Oldenbourg,  sans  nom  d'auteur;  dans  la  préface  de  cette 
table  on  indique  qu'elle  a  été  construite  d'après  une  table  d'origine  française, 
datée  de  1806. 

Citons  aussi  J-B,  Oyon,  Tables  de  multiplication,  (4*  éd.)  Orléans  1864.  Dans 
le  premier  des  deux  volumes  dont  est  formée  cette  table,  le  multiplicande  va  de 
2  à  600;  dans  le  second  volume,  il  va  de  601  à  1000. 

66)  Tables  of  the  products  and  powers  of  numbers,  Londres  1781,  table  I. 

66)  «Elles  ont  été  éditées  chez  F.  Didot,  à  Paris,  l'an  VU  de  la  République.* 
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même  genre  ont  été  dressées  au  194*««  siècle  par  C  L.  Petrick^''), 
H.  Zimmemumn^^),  C.  A.  MuUer^^),  et  L.  Zinmermcmn^). 

Dans  de  plus  grandes  tables  dressées  par  L.  Zimmermann^^), 
dans  les  tables  de  J.  Riem^^,  et  dans  celles  de  J.  de  Mendizâbal  y 
Tamborrél^  Tun  des  deux  facteurs  est  inférieur  à  100,  tandis  que 
l'autre  atteint  10000. 

Les  appareils  de  Ch.  Z.  Slonimsky,  de  G.  S.  loffe  et  de  H.  GenaiUey 


57)  Multiplikationstabellen,  geprflft  mit  der  Thomas'sclien  Reclienmsscliina. 
Dans  le  premier  fiascicole,  Liban  1875,  les  trois  facteurs  vont  chacun  de  1  à  1000; 
dans  les  trois  fascicules  suivants  publiés  à  Liban  respectivement  en  1876,  1878 
et  1879,  le  second  facteur  va  de  1001  à  2000,  de  2001  à  8000  et  de  8001  à  4000. 

68)  Bechentafel,  Berlin  1889;  (5«  éd.)  Berlin  1907. 

Edition  anglaise  publiée  par  L,  Descroix,  Galculating  tables  and  collection 
of  frequentlj  used  numerals,  Berlin  1904. 

69)  Multiplikationstabellen  ancb  tfïr  Divisionen  anwendbar,  bearbeitet  nach 
einei  neuen  Anordnung,  Carlsmhe  1897;  édition  suédoise,  Lund  1898.  Ces  tables 
sont  beaucoup  plus  maniables  que  celles  de  H.  Zimmennawn^^  gr&ce  à  leur 
disposition  qui  est  la  même  que  celle  des  tables  de  A.  L,  CrdU, 

60)  Rechentafeln^  zum  (ïebraucb  fOr  Scbule  und  Praxis,  Liebenwerda  1895. 
En  isolant  les  trois  derniers  chif&es  des  produits,  on  parvient  à  réduire  ces 
tables  à  10  pages  doubles  seulement  au  lieu  d'en  avoir  100  comme  dans  les 
tables  précédentes;  cependant  cette  table  fournit  rarement  les  produits  complets; 
Fezcédent  des  centaines,  qui  peut  atteindre  neuf  unités,  doit  être  additionné  de 
t6te,  ce  qui  nuit  considérablement  à  la  rapidité  du  calcul  et  diminue  la  con- 
fiance que  Ton  peut  avoir  dans  Tezactitude  des  résultats  obtenus. 

61)  Bechentafeln  welche  die  Produkte  aller  Zahlen  unter  10  000  in  aile 
ZaUen  bis  100  enthalten,  Liebenwerda  1896.  Les  quatre  derniers  chiffres  des 
produits  sont  isolés;  parfois  il  faut  augmenter  le  chifire  précédent,  mais  seulement 
d'une  unité. 

62)  Rechentabellen  fOr  Multiplikation  und  Division  (éd.  allemande  et  éd. 
française),  Bftle  1897;  (2*  éd.)  Munich  1901;  2*  éd.  française  publiée  sous  le 
titre:  Tables  de  multiplication  pour  le  commerce  et  l'industrie,  Paris  1901. 
Dans  cette  table  les  produits  sont  séparés  en  trois  groupes.  Par  l'emploi  des 
parties  proportionnelles,  cette  table  permet  d'ailleurs  aussi  de  trouver  les  produits 
des  nombres  de  2  chiffires  par  des  nombres  de  6  chiffres. 

La  différence  capitale  entre  les  tables  de  J.  Riem  et  les  grandes  tables  de 
Xr.  Zimmermamn^^)  consiste  en  ce  que,  dans  la  table  de  /.  Biem,  à  chaque  page 
double  de  trouvent  les  produits  du  nombre  de  tête  (ici  à  deux  chiffines)  par 
tous  les  nombres  de  1,  2,  8  ou  4  chiffires,  tandis  que  dans  la  grande  table  de 
L.  Zimmermannt  se  trouvent  les  produits  de  tous  les  nombres  de  1  et  2  chiffires 
par  les  100  nombres  de  4  chiffres  qui  présentent  au  milieu  les  2  mêmes  chiffines. 
Il  en  résulte  que,  dans  la  division  par  un  nombre  de  2  chiffires,  les  tables  de 
/.  Biem  conviennent  parfaitement;  dans  la  division  par  des  nombres  de  8  ou 
4  chiffiws  les  grandes  tables  de  L.  Zimmermann  sont  au  contraire  bien  plus 
avantageuses. 

68)  Tablas  de  multiplicar,  Mexico  1908. 
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signalés  an  n^  16  sont,  en  qnelqne  soite^  des  tables  de  mnltiplication 
à  parties  mobiles;  ils  peuvent  donc  aussi  être  cités  iqj. 

10.  Tables  de  mnltiplioation  à  simple  entrée;  Tables  de  quaartB 
de  carrés  et  de  nombres  triangulaires.  La  méthode  prosthapbérétique, 
les  tables  de  carrés  et  les  tables  de  logarithmes  permettent^  en  ne 
faisant  usage  que  de  tables  à  simple  entrée,  de  ramener  à  de  simples 
additions  et  soustractions  les  multiplications  que  Ton  a  à  effectuer. 

P.  S.  Laplace^)  s'est,  le  premier,  proposé  d'étudier  ce  procédé 
d'une  façon  systématique. 

A  cet  effet,  il  cherche  à  déterminer  une  fonction  X  d'une  seule 
yariable  x  et  une  fonction  T  d'une  seule  variable  y  telles  que  le 
produit  xy  puisse  être  mis  soit  sous  la  forme 

(1)  xy~viX+Y), 
soit  sous  la  forme 

(2)  xy-<p(X+T}-q>iX-T), 

soit  plus  généralement  encore  sous  la  forme 

a^»"=9  +  Ç?i  +  9îH y 

où  ç),  9)j,  9^2,  . . .  désignent  un  nombre  fini  de  fonctions  convenable- 
ment choisies  de  X+  Y  on  X—  T, 
L'équation  (1)  est  vérifiée  pour 

X^log^iT,     r=log„y 

si  l'on  suppose  que  9  représente  la  fonction  exponentielle  à  base  quel* 
conque  a  en  sorte  que 

l'hypothèse  (1)  conduit  donc  aux  logarithmes  pris  dans  un  système 
de  base  quelconque  a. 

L'équation  (2)  est  vérifiée  pour 

X  —  arc  sin  ic,     F  ™  arc  sin  y 

si  l'on  suppose  que  —  2ç7  représente  la  fonction  „cosinus''  en  sorte  que 

(3)  9)(X+  r)-ç?(X—  Y)-  — ^cos(X+  r)  +  ^cos(X-r) 

="  sin  X  sin  Y^  xy. 
C'est  sur  cette  relation  (3)  que  repose  la  méOiode  prosffiaphérétique^) 

64)  Sur  la  rédaction  des  fonctions  en  tables  [J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  16 
(1S09),  p.  268;  Œnvree  14,  Paris  1909,  p.  207]. 

66)  ^Des  traces  de  cette  méthode  se  tronyent  déjà  dans  les  écrits  du 
mathématicien  arabe  Ibn  Yûnos  [voir  A.  wm  BrawnmÛhi,  Bibl.  math.  (2)  10 
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qui  était  en  usage  pour  effectuer  les  multiplicationfl  ayant  Tinrention 
dee  logarithmes. 

Mais  réquation  (2)  est  encore  yérifiée  pour 

si  Ton  suppose  que  la  fonction  q)  représente  le  quart  du  carré  de  la 
variable  dont  elle  dépend;  on  a  alors**),  en  effet*^), 

(4)       ,,(X+r)-9)(X-r)-i[(a;  +  y)»-(a;-y)«]-a;y. 

Dès  1690,  J,  Ludolff^)  enseignait  Tusage  que  Ton  peut  faire 
de  cette  formule  pour  effectuer  le  produit  de  deux  nombres  entiers 
en   utilisant  une   table   de   carrés.     La   formule  pouvant  être  écrite 


(1896),  p.  105].  En  Europe  elle  a  été  exposée  déjà  an  commencement  du  16i*me 
siècle  par  J.  Wemer  (de  Noiemberg)  [voir  A.  von  BraunmiM,  id.  (2)  10  (1896), 
p.  106/8]  et  plus  tard  par  plusieurB  antres  mathématiciens,  en  particulier  par 
M.  Jôstel  (de  Dresde)  en  1598  [voir  A,  von  BraunmHhl,  Abh.  Gesch.  Math.  9 
(1899),  p.  22/5].  Même  après  Finvention  des  logarithmes  les  astronomes  en 
firent  encore  nn  fréquent  usage,  au  moins  an  17'*"^*  siècle  (Note  de  G.  EnestrM),* 
66)  ^La  méthode  de  multiplication  que  traduit  la  formule 


»»-m'-(^-T 


a  été  enseignée  par  plusieurs  mathématiciens  arabes  parmi  lesquels  nous  citerons 
Alkarkhi  [Al  E&fl  fil  Hisftb,  trad.  par  A.  Hochheitn,  Genûgendes  ûber  Arithmetik 
cah.  I,  Halle  1878,  p.  7],  Ibn  Albannâ  [Talkhîs"»),  trad.  par  E.  A.  Marre,  Atti 
Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  17  (1863/4),  p.  804]  et  Béhâ  Ed-Din  [Ghulftaat  al 
hisâb  (principes  de  Tart  du  calcul)  publ.  par  G.  H,  F.  Neasélmann,  Essanz  der 
Bechenkunst,  Berlin  1848,  p.  10/1]  (Note  de  G.  Enestràm).* 

67)  J,  J.  Syhester  [London  Ëdinb.  Dublin  philos,  mag.  (4)  7  (1854) ,  p.  430; 
Papers  2,  Cambridge  1908,  p.  84]  a  étendu  la  formule  (4)  et  «T.  W.  L,  GîaMer  [London 
Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (5)  6  (1878),  p.  881]  a  étendu  la  formule  (3)  au  cas 
d'un  produit  d'un  nombre  fini  quelconque  n  de  facteurs.  Les  types  des  formules 
(8)  et  (4)  se  trouvent  déjà  dans  J.  B.  Gergonne  [Ann.  math,  pures  appl.  7  (1816/7), 
p.  157]  mais  sous  une  forme  moins  générale. 

Dans  le  cas  de  trois  facteurs  par  exemple,  on  a 

24a6c  =  (a  +  6  +  c)«  —  (&  +  C  —  a)'  —  (c  +  a  —  6)«  —  (a  +  6  —  c)« 

et  Ton  a  aussi 

4  sin  a  sin  &  sin  c  «» 


et 


sin(&  +  c  —  a)  +  Bin(c  +  a  —  h)  +  sin(a  +  &— c)  —  sin(a  +  6  -f-  c) 

4cosacosgcose  »= 
cos(a  +  h  +  c)  +  cos(ô  4-  c—  a)  +  cos<c  +  a  —  6)  +  C08(a  4-  &  —  c). 
68)  Tetragonometria  tabularia,  Francfort  s/M  et  Leipzig  1690. 
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son  nsage  est  simplifié  quand  on  a  dressé  des  tables  de  qoarts  de 
carrés  ••). 

Les  tables  de  qnarts  de  carrés  sont  bien  moins  anciennes  que 
les  tables  de  carrés.  La  première  de  ces  tables  a  été  dressée  par 
A.  Voisin  "^^y^  elle  est  poussée  jusqu'au  quart  du  carré  du  nombre 
20000.  Les  tables  de  quarts  de  carrés  de  J.  A.  P.  Bwrger^^)  et  celles 
de  J.J.  Centnerschwer'^^)  sont  de  même  étendue;  celles  de  J.  Ph.  Kulik'^^ 
atteignent  déjà  le  quart  du  carré  de  30000,  celles  de  J.  M.  MerpaiW^) 
le  quart  du  carré  de  40000,  celles  de  8,  L.  Laundy''^)  le  quart  du 
carré  de  100000. 

La  meilleure  table  de  quarts  de  carrés  a  été  publiée  par  XMaier'^^ 
Elle  va  jusqu'au  quart  du  carré  de  200000  et  permet  de  trouver 
rigoureusement  les  produits  de  facteurs  ayant  tous  deux  jusqu'à  cinq 
chifiBres.  Toute  table  de  quarts  de  carrés  permet,  d'ailleurs,  d'obtenir 
le  produit  de  deux  nombres  de  n  chifiEres  si  la  somme  de  ces  deux 
nombres,  qui  est  manifestement  inférieure  à  2x10",  figure  dans  les 
arguments  de  la  table. 

Comme  Ta  fait  observer  J.  W.  L.  Glaisher'^'^^  une  table  de  nombres 


69)  La  fraction  f ,  qui  dans  le  cas  d'un  argnment  impair  se  présente 
dans  Texpression  du  quart  du  caxré  de  cet  argument,  est  ioigours  négligée 
dans  les  tables;  il  en  résulte  que  la  fonction  représentée  par  les  tables  est 
discontinue.  Si  Von  représente  par  f  la  fonction  fournie  par  les  tables  on  a 
ponr  xm  argument  pair  2  a;  la  relation  f(2x)  =  x*  tandis  que  ponr  un  argu- 
ment impair  2  a;  +  ^  oi^  <^  ^&  relation  f{2x  +l)'^x*  +  x, 

4.0n  peut  remarquer  que,  dans  Tapplication  des  tables  à  la  formation  du 
prodrdt  xy^  les  axguments  x-^y  et  x  —  y  étant  de  même  parité,  les  fractions 
j-,  qui  dans  le  cas  d'arguments  impairs  seraient  à  igouter  aux  nombres  lus  dans 
la  table,  disparaîtraient  de  la  différence;  il  n'y  a  donc  aucim  inconvénient  à 
laisser  de  côté  dans  les  tables  cette  fraction  additionnelle  f  dans  le  cas  où 
l'argument  est  impair.* 

70)  Tables  de  multiplication,  ou  logarithmes  des  nombres  entiers  depuis  1 
jusqu'à  20000,  Paris  1817  [1816]. 

71)  Tafeln  zur  Erleichterung  in  Recbnungen,  Carlsruhe  1818  [1817]. 

72)  Neu  erfundene  Multiplikations-  und  Quadrat-Tafeln,  Berlin  1826. 
78)  Neue  Multiplikationstafeln,  Leipzig  1861. 

74)  Tables  arithmonomiques,  Vannes  1882.  L'auteur  appelle  „arithmonome^^ 
le  quart  de  carré. 

76)  Table  of  quarter-squares  of  integer  numbers,  Londres  1866. 

76)  Tafel  der  Yiertel-Quadrate  aller  ganzen  Zablen  yon  1  bis  200  000, 
Vienne  1887.  En  faisant  usage  de  différents  artifices  dans  la  disposition  de 
cette  table,  on  a  pu  la  réduire  à  200  pages  in  4^.  Une  table  de  produits  qui 
rendrait  les  mêmes  services  et  serait  du  type  des  tables  de  A,  L,  CreUe 
comprendrait  environ  10000  volumes  in  folio. 

77)  Nature  40  (1889),  p.  676. 
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triangulaires^  dont  l'étendue  n'est  que  moitié  de  celle  d'une  table  de 
quarts  de  carrés ,  permet  d'effectuer  exactement  les  mêmes  multipli- 
cations. Si  l'on  désigne^  en  effet,  par  T^  le  nombre  triangulaire 
correspondant  à  x^  en  sorte  que 

on  a,  sous  l'hypothèse  a;>y,  la  relation'") 

dans  laquelle  il  n'entre  aucun  argument  supérieur  à  x. 

A.  Amtmdeau'^^)  a  dressé  une  table  de  nombres  triangulaires 
destinée  à  effectuer  la  multiplication  de  deux  nombres  entiers  en 
appliquant  cette  formule. 

Ni  les  tables  de  quarts  de  carrés,  ni  celles  de  nombres  trian- 
gulaires ne  se  prêtent  à  la  division. 

11.  Tables  de  quotients  et  de  division.  Parmi  les  tables  qui 
permettent  de  transformer  en  fraction  décimale  une  fraction  ordinaire 
donnée,  il  y  a  Ueu  de  distinguer  soigneusement  celles  qui  s'arrêtent 
à  un  nombre  déterminé  de  décimales  de  celles  qui  donnent  au  contraire 
une  période  complète  de  la  fraction  décimale.  Les  premières  ne  four- 
nissent, en  effet,  que  des  résultats  approchés;  les  secondes  four- 
nissent au  contraire  un  résultat  exact.  Conformément  au  plan  général 
adopté  dans  cet  article  (cf.  n^  1)  nous  ne  mentionnerons  les 
premières  qu'au  n^  38;  parmi  les  secondes  nous  citerons  ici  les  tables  de 
-F.  W.  C.  Bierstedt^),  celles  de  Jff.  Goodtoyn^^\  ceUes  de  C.  F.  Gauss^% 
^et  celles  de  B.  E.  Cousinery^.* 


78)  P.  S.  Laplace  [J.  Ec.  polyt.  (1)  cah.  16  (1809),  p.  258;  Œuvres  14,  Paris 
1909,  p.  207 J  ne  mentionne  pas  cette  solution.  Elle  a  le  défaut  de  forcer  à 
recouiii  trois  fois  à  la  table;  comme  le  remarque  /.  W.  L.  Glaiàher^%  en  effec- 
tuant le  même  trayail  on  obtiendrait  le  même  résultat  avec  une  table  de  quarts 
de  carrés,  ou  encore  mienx  avec  une  table  de  moitiés  de  carrés,  en  appliquant 
la  formule 

ab  =3  ia»  +  i6*  —  iCa  —  b)\ 

79)  n  n'en  a  été  publié  jusqu'ici  qu'un  fragment,  avec  des  éclaircissements, 
sous  le  titre:  Tables  de  triangulaires  de  1  à  100  000,  Paris  1896.  La  seule 
table  ancienne  paraît  être  celle  de  E,  de  Joneowrt,  De  natura  et  praeclaro  usu 
iimplicissimae  speciei  numeromm  tngonalium,  La  Haye  1762;  elle  va  jusqu'à 
80000.    Cette  table  a  aussi  été  publiée  avec  titre  en  hollandais  et  en  français. 

80)  Dezimalbruch-Tabellen  zur  Auffindnng  des  Wertes  der  gemeinen  Brfiche, 
deren  Nenner  zwischen  1  xmd  1000  fallen;  une  première  partie  de  cet  ouvrage 
contenant  les  fractions  du  dénominateur  1  jusqu'au  dénominateur  300  a  été  publiée 
en  1812  à  Fulda;  c'est  d'ailleurs  la  seule  qui  ait  été  publiée. 

81)  Tables    of   cirdes,    Londres    1828.     Cette    table   ne    donne  que   lee 
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Dans  des  tables  publiées  sous  le  nom  de  ^^Tables  des  cliiffres 
constants'^,  F.  CaUa^)  a  fait  connûtre  le  principe  de  tables  auxiliaires 
permettant  de  ramener  les  divisions  par  des  nombres  de  trois  et  de 
quatre  chiffires  à  des  additions  et  soustractions  très  aisées  à  effectuer 
rapidement.  Ces  mêmes  tables  auxiliaires  peuvent  d'ailleurs  être 
encore  utilisées  pour  effectuer  des  divisions  par  des  nombres  ayant 
jusqu'à  douze  chiffres. 

12.  Tables  de  carrés,  de  cubes  et  de  puissances  Bupérieures  à 
la  troisième  ^^).  Les  tables  des  carrés  des  nombres  entiers  compris 
entre  certaines  limites  déterminées^  auxquelles  sont  généralement  jointes 
celles  des  cubes  ^)  de  ces  nombres  entiers  ;  sont  presque  aussi  nom- 
breuses que  les  tables  de  produits. 


chiffires  de  la  période  qui  se  présente  dans  la  division  d'an  nombre  naturel  quel- 
conque par  un  nombre  naturel  inférieur  à  1024.  Elle  est  complétée  par  la 
table  à  8  décimales  publiée  sous  le  nom  de  „A  tabular  séries  of  décimal  quo- 
tients . .  .*%  Londres  1823.  Voyez  à  ce  sujet  J.  W.  L,  Glaisher,  Report  Brit.  Assoc. 
48,  firadford  1878,  éd.  Londres  1874,  p.  81;  cet  auteur  cite  d'ailleurs  aussi  deux 
tables  plus  petites  de  H.  Goodwyn  datant  de  1818. 

82)  Tafel  sur  Verwandlung  gemeiner  Bruche  mit  Nennem  ans  dem  ersten 
Tausend  in  Dezimalbrûche  (œuvre  posth.  datée  de  1795);  Werke  2,  Gk^ttingue 
1878,  p.  412/84.  Une  partie  de  cette  table  forme  la  table  m  des  Disquisi- 
tiones  arithmeticae,  Leipzig  1801  (trad.  A.  Ch.  M.  FovXleirDelisle,  Recherches  arith- 
métiques, Paris  1807);  on  y  trouve  n*»  816  [Werke  1,  GkJttingue  1870,  p.  886] 
Fexplication  de  Tusage  qu'on  en  peut  faire.  L'usage  de  la  table  exige  quelques 
connaissances  sur  la  partie  élémentaire  de  la  théorie  des  nombres. 

83)  ^Recueil  de  tables  à  Tusage  des  ingénieurs,  Paris  1846,  faisant  suite 
à  TouTrage  de  même  titre  de  B.  Génieys,  Paris  1841.  La  façon  dont  cette  table 
de  B,  E,  Cousinery  est  condensée  est  tout  à  fait  remarquable  Le  même  volume 
contient  un  grand  nombre  d'autres  tables  parmi  lesquelles  les  tables  purement 
arithmétiques  occupent  à  elles  seules  110  pages.* 

84)  Saggio  di  calcolazione  rapida  per  mezzo  délie  tavole  délie  ci&e  costanti, 
Naples  1898.  Un  spécimen  des  tables  de  F.  Calea  et  des  explications  sur 
Tusage  qu'on  en  peut  faire  ont  été  fournis  par  G,  C.  BaraveUiy  Annali  délia 
società  degli  ingegneri  e  degli  architetti  italiani  10  (1895),  p.  431;  un  tirage  à 
part  de  ce  mémoire  a  été  publié  sous  le  titre:  Nota  su  alcuni  aiuti  alla  ese- 
cuzione  dei  calcoli  numerici,  Rome  1895;  voir  p.  19  de  ce  tirage  à  part.  Voir 
aussi  G.  C.  BaravelU  [Z.  Math.  Phys.  44  (1899),  p.  50]  où  la  disposition  des  tables 
a  été  améliorée  de  façon  qu'elles  conviennent  aussi  bien  au  cas  où  l'on  a  à 
effectuer  des  multiplications  qu'à  celui  où  l'on  a  à  effectuer  des  divisions. 

85)  ^Plusieurs  des  machines  à  calcul  mentionnées  plus  loin  (n^  22  et  27) 
sont  particulièrement  propres  au  calcul  de  ces  tables.* 

86)  On  y  trouve  aussi  généralement  jointes  des  tables  de  racines  carrées  et 
cubiques.  Quand  il  sera  question  de  calculs  approchés,  nous  reviendrons  (n^  89 
et  40)  sur  ces  tables,  ainsi  que  sur  les  tables  de  carrés  et  de  cubes  réduits  à 
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^La  plus  ancienne  des  tables  de  carrés  et  de  cubes  qui  nons  ait 
été  conservée  est  nne  table  babylonienne  dressée  au  plus  tard  vers 
Tan  1600  avant  notre  ère^^.  Cette  table  donne,  dans  le  système 
sexagésimal,  les  carrés  des  nombres  naturels  de  1  à  60  et  il  y  est 
joint  une  table  des  cubes  des  nombres  naturels  de  1  à  32^. 

J.  BegiomofUanus^)  a  dressé  une  table  des  carrés  des  nombres 
naturels  de  1  à  1130  et  des  cubes  des  nombres  naturels  de  1  à  387. 
La  table  de  J.  A.  Magini^)  contient  les  carrés  des  nombres  naturels 
de  1  à  100100. 

Au  17**"*  siècle,  et  surtout  au  18"™*  siècle,  le  nombre  des  tables 
de  carrés  augmente  et  à  plusieurs  de  ces  tables  se  trouve  jointe  une 
table  de  cubes  •*).* 

Dans  beaucoup  de  recueils  et  de  manuels'')  on  trouve  les  carrés 
et  les  cubes  des  nombres  naturels  inférieurs  à  1000;  de  nombreuses 
tables  sont  même  poussées  jusqu'au  carré  et  au  cube  de  lOOOO*'). 
G.  A.  Jahn^)  a  dressé  des  tables  renfermant  les  carrés  de  tous  les 


leurs  n  premiers  chif&es,  où  n  est  un  nombre  déterminé,  et  aussi  sur  les  tabler 
de  puissances  supérieures  à  la  troisième. 

87)  ^EUe  a  été  découverte  en  1864  à  Senkerah;  voir  I  1,  8  note  49.* 

88)  ^Yoir  R.  Lepsius,  Die  Babylonisch-assyrischen  L&ngenmasse  nach  der 
Tafel  von  Senkerah  [Abh.  Akad.  Berlin  1877,  math.  p.  106/7].* 

89)  ^Ms.  Godez  Yindobonensis  5208  [Voir  M.  Cwrtze,  Centralblatt  fur  Biblio- 
thekswesen  16  (1899),  p.  289].* 

90)  ^Tabula  tetragonica  seu  quadratorum  numerorum,  Venise  1692.* 

91)  Les  premières  tables  de  cubes  poussées  jusqu'au  cube  de  10  000  semblent 
être  celles  qui  furent  ajoutées  à  Touvrage  de  Paul  Chddin,  De  centro  gravitatis, 
Vienne  1686. 

^J.  Prestet  a  ajouté  à  ses  „Nouveauz  élémens  de  math.  2,  Paris  1689,**  une 
table  des  carrés  des  nombres  naturels  de  1  à  10  000  et  une  table  des  cubes  des 
nombres  naturels  de  1  à  1000  (Texte  et  notes  87  à  91  de  G.  Enestrâm).* 

92)  Par  exemple  dans  J.  A.  Hûlsse  [Sammlung  mathematischer  Tafeln, 
Leipzig  1840;  (2«  éd.)  Leipzig  1849],  ^dans  B,  E.  Cowinery  [Recueil  de 
tables  ^')]*  et  dans  W,  Ligowski  [Taschenbuch  der  Mathematik,  Berlin  1867; 
(8«  éd.)  Berlin  1893]. 

Nous  passerons  ici  sous  silence  les  toutes  petites  tables  ne  contenant  que 
les  carrés  et  les  cubes  des  tout  premiers  nombres  naturels  seulement. 

98)  Parmi  ces  tables  il  convient  de  citer  les  tables  fort  bien  construites 
qui  sont  adjointes  au  traité  de  Charles  Seguin,  Manuel  d'architecture,  Paris  1786. 
n  faut  citer  aussi  P.  BarUno^  Tables  of  squares,  cubes,  roots,  stéréotypées 
Londres  1840,  éd.  Londres  1861;  (nouv.  éd.)  Londres  1860.  On  trouvera  encore 
d'autres  indications  historiques  à  ce  si:get  au  n?  89. 

94)  Tafeln  der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  aller  Zahlen  von  1  bis  26  600, 
der  Quadratzahlen  aller  Zahlen  von  1  bis  27  000,  der  Eubikzahlen  aller  Zahlen 
von  1  bis  24  000,  Leipzig  (s.  d.),  préface  datée  de  1889. 
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nombres  naturels  infériexirs  à  27  000  et  les  cubes  de  tous  les  nombres 
naturels  inférieurs  à  24000. 

Les  tables  de  carrés  et  de  cubes  dues  à  J,  Ph.  Ktdik^  sont 
encore  plus  étendues;  on  y  trouve  les  carrés  et  les  cubes  de  tous  les 
nombres  naturels  inférieurs  à  100  000.  La  ^Tetragonometria  tabularia^ 
de  J.  Ludolff^'^  fournissait  déjà  les  carrés  des  mêmes  nombres  mais, 
pour  les  cubes,  la  table  de  J.  Ph.  Kfdik  va  beaucoup  plus  loin  que 
toutes  celles  qui  Tout  précédée. 

Les  carrés  de  tous  les  nombres  naturels  inférieurs  à  100000 
peuvent  d'ailleurs  être  déterminés  sans  aucune  difficulté  au  moyen  de 
la  table  de  quarts  de  carrés  de  J.  Elater'^^). 

E.  Dîûuimd^)  a  publié,  sur  une  simple  feuille,  une  table  qui 
donne  directement  les  carrés  des  nombres  naturels  inférieurs  à  1000, 
et,  au  moyen  d'un  petit  nombre  d'additions  et  de  soustractions,  ceux 
de  tous  les  nombres  naturels  compris  entre  1000  et  1 000  000  000. 

Les  puissances  des  nombres  2,  3  et  5  se  rencontrent  dans 
plusieurs  recueils  de  tables  pour  des  valeurs  de  l'exposant  qui  varient 
en  général  d'une  table  à  l'autre.  On  les  trouve,  par  exemple,  dans  les 
tables  de  G.  von  Vega^'')  et  dans  celles  de  J.  A.  Hulsse^)  jusqu'à  2**, 
3««  et  5". 

Les    neuf   ou   dix   premières   puissances   des    nombres    naturels 


96)  Tafeln  der  Quadrat-  und  Enbikzahlen  aller  natûrlichen  Zahlen  bis 
Hunderttansend,  Leipzig  1848.  Les  entrées  de  ces  tables  sont  les  mêmes 
pour  les  carrés  et  les  cubes,  qui  sont  écrits  les  uns  à  côté  des  autres.  Cette 
disposition  très  resserrée  offire  une  grande  ressemblance  avec  la  disposition  des 
tables  de  A.  L.  Orélle  connues  sons  le  nom  de  ,3echentafeln"  **). 

96)  Carrés  et  racines  carrées,  tablean  donnant:  1°)  les  carrés  des  nombres 
entiers  jusqu'à  un  milliard;  2*^)  les  racines  carrées  des  nombres  jusqu'à  dix 
milliards,  Marseille  s.  d.  [1896]  (édité  par  Fauteur  lui-même;  imprimé  chez 
Barthelet  et  O*;  actuellement  déposé  chez  Gatàhier-Villars). 

97)  Logarithmische,  trigonometrische  und  andere  Tafeln  und  Formeln, 
Vienne  1788,  p.  867;  (2*  éd.)  en  deux  volumes  avec  titre  en  latin  et  en  allemand 
2,  Leipzig  1797,  p.  140. 

^J,  H.  Lambert  [Zus&tze  zu  den  logarithmischen  und  trigonometrischen 
Tabellen,  Berlin  1770,  p.  118/20  des  tables]  avait  déjà  indiqué  les  valeurs  des 
puissances  jusqu'à  2'**,  8*®  et  6*^  (Note  de  G,  Enestrùm)* 

98)  Sammlxmg  math.  Tafeln**),  Leipzig  1840. 

D'après  J.  W.  L.  Glaiàher  [Report  Brit.  Assoc.  48,  Bradford  1878,  éd. 
Londres  1874,  p.  29]  les  puissances  de  2,  jusqu'à  2^*\  se  trouvent  dans  John  Htll, 
Arithmetick  both  in  the  theory  and  practice  made  plain  [ouvrage  dont  il  a  été 
publié  vlh  assez  grand  nombre  d'éditions  dans  le  courant  du  18^*""*  siècle; 
(2«  éd.)  Londres  1716;  (If  éd.)  Londres  1772.  J.  TT.  L,  Glaisher  cite  l'édition 
publiée  à  Londres  en  1746]  et  les  puissances  de  2  se  rencontrent  de  12  en  12 
jusqu'à  2''^  dans  W.  Shanka,  Contribations  to  mathematics,  Londres  1868. 
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inférieurs  à  100  se  trouvent  indiquées  dans  les  tables  de  O,  vcn  Vega 
et  de  J.  A,  HiUsse  que  l'on  vient  de  citer  et  aussi  dans  les  tables  de 
Ch.  Hutton^),  de  P.  Barlow^)  ,et  de  B.  E.  Cousinery^y. 

Une  table  spéciale  des  12  premières  puissances  des  nombres 
naturels  inférieurs  à  1000  a  été  calculée  par  J.  W.  L.  GJaisher^^y, 
stéréotypée  en  1874,  cette  table  n'a  pas  encore  été  livrée  à  la  publicité. 

13.  Tables  de  diviseurs.  On  a  construit  des  tables  donnant  tous 
les  diviseurs  premiers  des  nombres  naturels  inférieurs  à  un  certain 
nombre  déterminé  (qui  varie  d'une  table  à  l'autre)  ou,  tout  au  moins, 
le  plus  petit  diviseur  de  tous  les  nombres  non  divisibles  par  2,  3  ou 
5  qui  sont  inférieurs  à  im  nombre  déterminé.  Ces  tables  rendent  des 
services  très  appréciables  dans  la  théorie  des  nombres  [cf.  I  15, 
26];  elles  en  rendent  de  non  moins  grands  dans  les  calculs  usuels, 
surtout  lorsque  ces  calculs  portent  sur  de  grands  nombres. 

^De  petites  tables  de  diviseurs  ont  été  dressées  par  Léonard  de 
Pise^^^)  pour  les  nombres  naturels  inférieurs  à  100  et  par  P.  A. 
CaUddi^^  pour  les  nombres  naturels  inférieurs  à  800.  Au  17**»* 
siècle  des  tables  des  plus  petits  diviseurs  ont  été  publiées  par  J.  H. 
Bahn^^)  pour  les  nombres  naturels  inférieurs  à  24000  et  par 
1%.  Brwncker^^)  pour  les  nombres  naturels  inférieurs  à  100000. 
Au  IS"*"*  siècle  on  a  publié  ^®^)  un  certain  nombre  de  tables  de 
diviseurs  des  nombres  naturels  inférieurs  à  10000  et  reproduit  les 
tables  de  Th.  Brancher  ^^'•y,  vers  la  fin  du  18**"»«  siècle,  J.  K  Lam- 

99)  New  mathemfttical  tables,  Londres  1814;  éd.  stéréotypée  en  1840  et 
en  1851. 

100)  Voir  J.  TF.  L.  Glaisher  [Report  Britisfa  Assoc.  48,  Bradford  1878,  édL 
Londres  1874,  p.  29,  168]. 

101)  ,Liber  abbaci  (1228);  Scritti«)  1,  p.  87.* 

102)  «Trattato  de'  numeri  perfetti,  Bologne  1608,  p.  28/40  [cf.  G.  TTerfAetsi, 
Bîbl.  math.  (3)  8  (1902)  p.  80/1].* 

108)  «Tentsche  Algebra,  Zurich  1669,  p.  87/48  [cf.  Q.  Wertheim,  Bibl.  matiu 
(8)  s  (1902),  p.  114].* 

104)  ^£n  appendice  à  la  traduction  de  Falgèbre  de  J.  H.  Bahn  ^^'),  publiée 
sous  le  titre:  An  introduction  to  algebra,  Londres  1668  [cf.  G,  Wertheim,  BibL 
math.  (8)  8  (1902),  p.  126].* 

106)  ^Yoir  par  ex.  J.  M,  PoelÂus,  Ghrûndliche  Anleitong  zu  der  aritti- 
metischen  Wissenschaft  samt  einer  Anatomia  nnmerorom  von  1  bis  10  000, 
Francfort  s/M  1728,  appendice  p.  8/88;  VoUstandiges  mathematischee  Lexicon  2, 
Leipzig  1742,  p.  630/48;  G,  Pigri,  Nnove  tavole  degli  elementi  dei  numeri  dall' 
1  a  10000,  Pîse  1758;  H.  Af^ema,  Tafel  der  Divisoren  van  aile  natunrlyke 
Getallen  van  1  af  tôt  10000,  Leyde  1767  (ces  tables  ont  été  aussi  pnbliées 
avec  titre  et  introduction  en  français  et  en  allemand).* 

106*)  «Cf.  J.  H.  Lambert,  Zusfttze  zu  den  logar.  trigon.  Tabellen*^,  p.  4 
du  texte.* 
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jg^io6b^  et,  d'après  lui,  G.  von  Vega^^^  ont  publié  une  table  des 
diviseurs  des  nombres  naturels  inférieurs  à  102000.* 

Les  tables  de  diviseurs  les  plus  étendues  que  l'on  possédait  au 
18**««  siècle  étaient  celles  de  A.  FéUcd^^.  Au  19**°»*  siècle,  L.  Chemac^^) 
a  publié  les  tables  des  diviseurs  premiers  des  nombres  naturels  in- 
férieurs à  1020000  et  J.  Chr.  Burekhardt^^^  celles  des  plus  petits 
diviseurs  des  nombres  naturels  inférieurs  à  3000000.  A  la  demande 
de  G.  F.  Oau88y  le  calculateur  Z.  Dase^^^)  a  dressé  des  tables"^) 
renfermant  les  plus  petits  diviseurs  des  nombres  naturels  compris 
entre  les  nombres  6000000  et  8000000  et  même,  quoique  seule^ 
ment  d'une  façon  incomplète,  les  plus  petits  diviseurs  des  nombres 
naturels  compris  entre  les  nombres  8000000  et  9000000.  Ces  tables 
de  Z»  Dose  n'ont  été  publiées  qu'après  sa  mort,  après  avoir  été  com- 
plétées en  ce  qui  concerne  le  neuvième  million  par  H.  Bosenberg,  La 
lacune  concernant  les  nombres  compris  entre  3000000  et  6000000 
a  été  comblée  plus  tard  par  J.  Olaisher^^^. 

On  n'a  jamais  imprimé  de  tables  renfermant  les  diviseurs  des 
nombres  supérieurs  à  9000000,  mais  l'Académie  de  Vienne  possède. 


105^)  «Zos&tze  zu  den  logar.  tiigon.  Tabellen^Oi  P*  ^/^^  àw  tables.* 

106)  ^Logar.  trigon.  Tafebi"'),  (?•  éd.)  2,  Leipzig  1797,  p.  1/86  (la  première 
édition^  Vienne  1788,  ne  contient  pas  ces  tables)  (Texte  et  notes  101  à  106  de 
G.  En€8trëm).* 

107)  Tafeln  aller  einfachen  Faktoren  der  dnrch  2, 8, 6  nicht  teUbaien  Zahlen  von 
1  bis  10000000  (première  partie,  contenant  les  factenrs  depuis  1  jusque  144000), 
Vienne  1776.  La  deuxième  partie  qui  s'étendait  jusqu'à  886  000  et  la  troisième 
partie  qui  s'étendait  jusqu'à  408  000  sont  extrêmement  rares  parce  que  presque 
tous  les  exemplaires  ont  été  mis  au  pilon.  En  manuscrit,  A,  FeUcel  avait  terminé 
sa  table  jusqu'à  2  000  000.  ^Indépendamment  de  A,  Feïïcd,  N.  Schenmark  avait, 
en  1780,  achevé  une  table  des  plus  petits  diviseurs  des  nombres  de  1  à  1  000  000 
et,  vers  la  même  époque,  C.F.Hindéburg  avait  calculé  une  table  semblable,  encore 
plus  étendue  [cf.  Jean  BemauUi,  Nouv.  Mém.  Acad.  Berlin  1781,  éd.  1788,  Hist. 
p.  81/6]  (Note  de  G.  Enestrôm)* 

108)  Cribrum  anthmeticum,  Deventer  1811. 

109)  Tables  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  deuxième  million, 
Paris  1814;  pour  tous  les  nombres  du  troisième  million,  Paris  1816;  pour  tous 
les  nombres  du  premier  nûllion,  Paris  1817. 

110)  ^Z.  Dasty  auteur  de  ces  tables,  était  un  calculateur  prodige  opérant  de 
tête.   Voir  à  son  stget,  M.â^Ocagne,  Le  calcul  simplifié^*^  (2*  éd.)  Paris  1906,  p. 4.* 

111)  Faktorentafeln  fOr  aile  Zahlen  der  siebenten  Million,  Hambourg  1862. 
La  table  pour  .le  huitième  million  parut  à  Hambourg  en  1868,  celle  pour  le  neuvième 
million  parut  à  Hambourg  en  1866  (Cf.  I  16,  26  note  267). 

112)  Factor  table  for  the  fourth  million,  Londres  1879;  fifth  million,  Londres 
1880;  sixth  million,  Londres  1888.  A.  X.  CrdU  et  J,  Chr.  Bwrdûuirdt  avaient 
chacun  de  son  côté  fait  les  mêmes  calculs. 

Enoyolop.  dei  aeiene.  mafhémat    I  4.  16 
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dans  ses  Ârchires^  un  manuscrit  renfermant  une  table  de  diviseurs 
qui  embrasse  tout  l'ensemble  des  nombres  de  3000000  à  100000000. 
Ce  gigantesque  travail  est  l'œuvre  de  J.  Ph,  Ktdik^^*). 

L'énergie  dépensée  par  les  auteurs  de  toutes  ces  tables  ^^^)  pour 
parvenir  à  les  dresser  d'une  façon  satisfaisante  est  certainement  remar- 
quable; ^elle  semble  cependant  presque  hors  de  proportion  avec  l'im- 
portance soit  théorique^  soit  pratique^  des  résultats  qu'elles  ont  permis 
d'obtenir.*  Q  est  d'ailleurs  certain  que  si  les  différents  auteurs  de  ces 
tables  avaient  toujours  été  au  courant  de  ceux  des  résultats  déjà 
obtenus  dans  lesquels  on  pouvait  avoir  toute  confiance^  ils  auraient 
pu,  bien  souvent,  gagner  beaucoup  de  temps  en  ne  recommençant  pas 
inutilement  de  longs  calculs  ^^^). 

Les  petites  tables  de  diviseurs  les  plus  commodes  pour  l'usi^ 
joiunalier  sont  peut-être  celles  de  H.  Zimmermann^)  qui  s'étendent 
jusqu'à  1000,  celles  de  G.  J.  Houd^^)  qui  s'étendent  jusqu'à  10841 
et  celles  de  J.  A,  HiOsse^^^)  qui  s'étendent  jusqu'à  102000. 

Caleuls  rigoureux 

effectués  à  l'aide  d'instruments  à  calcul. 

14.  Abaque  ^^^)  on  planchette  à  oalouL  Q  existe  aujourd'hui  un 
très  grand  nombre  d'instruments  à  calcul  mécanique  de  systèmes 
Ytàriéa,  qui  permettent  d'effectuer  rapidement,  en  toute  rigueur,  un 
certain  nombre  de  calculs  en  dispensant  le  calculateur  d'une  partie 
de  son  travail. 

Ïj  abaque  ou  planchette  à  calcul  est  le  plus  ancien  des  appareils 
de  ce  genre. 

118)  Ces  tables  sont  mentionnées  par  J.  Ph,  KuHk  [Àbh.  bôhm.  G^s.  Wias. 
(5)  11  (1860),  p.  26  en  note].  Voir,  an  snjet  de  ces  tables,  le  rapport  de  J.  PeUvàlj 
Sitzgsb.  Akad.  Wien  53 II  (1866),  p.  460].  Pour  gagner  de  la  place,  J.  Ph,  Kulik, 
comme  aussi  A.  FeUceî^  désigne  les  diviseurs  non  par  des  chiffires,  mais  par  des 
combinaisons  de  lettres,  dont  une  clef  donne  la  signification. 

114)  Au  s^jet  des  tables  de  diviseurs^  voir  aussi  P.  Sedhoff,  Geschichte  der 
Faktorentafeln  [Arch.  Math.  Phys.  (1)  70  (1884),  p.  413]. 

116)  Tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales,  Paris  1868,  p.  11^3;  (8*  éd.) 
Paris  1864  [il  a  été  fait  un  tirage  de  cette  seconde  édition  avec  texte  allemand]; 
dernière  édition  Paris  1907,  p.  116/7.  Ces  tables  contiennent  seulement  les  plus 
petits  diviseurs  des  nombres  non  divisibles  par  2,  3,  6  et  11. 

116)  Sammlung  math.  Tafeln**),  Leipzig  1840.  La  table  de  diviseurs  con- 
tenue dans  ce  recueil  est  une  nouvelle  édition  des  tables  de  G.wm  Vtga^^, 
La  disposition  adoptée  a  servi  de  t7i>e  à  d'autres  tables  construites  plus  tard, 
par  exemple  aux  tables  de  Jl  Chr.  BurekharéU,  de  Z.  Dose,  et  de  J.  Glaither, 

117)  ^11  faut  bien  se  garder  de  confondre  Tabaque  dont  il  est  ici  question 
avec   es  nomogrammes  qui  seront  désignés  par  le  même  terme  aux  n^  61  et  68.* 
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Vabaque  est  un  mstrament,  destiné  à  rexécntion  mécanique 
de  l'addition  et  de  la  soustraction,  qui  était  en  usage  chez  les  Ghrecs 
sous  le  nom  de  £/}a|  et  chez  les  Romains  sous  le  nom  de  aJxicus. 
Il  se  composait  de  fils  ou  de  rainures  parallèles,  le  long  desquels 
pouvaient  glisser  des  bâtonnets,  des  boules  ou  des  jetons  quelconques. 
Chaque  jeton  qui  se  trouvait  sur  un  premier  fil  ou  rainure  représentait 
une  unité;  sur  un  second  fil  ou  rainure,  il  représentait  une  dizaine; 
sur  im  troisième  fil  ou  rainure,  il  représentait  une  centaine,  etc.  Un 
nombre  marqué  se  trouvait  ainsi  décomposé  en  unités,  dizaines,  cen- 
taines, . . .,  chaque  ordre  décimal  étant  représenté  par  un  nombre  de 
jetons  inférieur  à  10.  Pour  ajouter  ou  pour  soustraire  deux  nombres 
naturels  il  suffisait^  après  avoir  déplacé  à  la  main  un  certain  nombre 
de  jetons,  de  compter  effectivement  les  unités,  les  dizaines,  les  cen- 
taines, . . .  représentées  par  des  jetons  déterminés.  On  commençait 
d'ailleurs  généralement  par  ajouter  les  unités  d'ordre  le  plus  élevé. 
Avec  un  peu  d'habitude  on  arrivait  à  compter  très  rapidement  les 
diverses  rangées  de  jetons,  souvent  même  d'un  simple  coup  d'œil^^^). 

Les  abaques  ont  aussi  été  en  usage  en  Occident  au  moyen-âge. 

^Âvant  l'introduction  en  Europe  de  l'arithmétique  arabe,  c'est-à 
dire  jusque  vers  la  seconde  moitié  du  12""**  siècle,  les  abaques  avaient 
la  forme  romaine  ^^^);  l'usage  de  ces  abaques  était  d'ailleurs  enseigné 
régulièrement  dans  tous  les  traités  d'arithmétique^^). 

Après  l'introduction  du  calcul  avec  les  chifiEres  arabes,  les  abaques 
devenaient  superflus.  Aussi,  depuis  le  commencement  du  13^^*^®  siècle 
et  jusque  vers  la  fin  du  16**™*  siècle  les  traités  d'arithmétique  n'en 
font-ils  plus  mention. 

Dès  le  milieu  du  13**°^*  siècle,  peut-être  même  auparavant,  des 
marchands  et  paysans  ont,  d'autre  part,  vraisemblablement  fait  usage, 
au  moins  en  Europe,  d'abaques  d'une  forme  un  peu  différente  de  la 
forme  romaine  en  ce  que  les  fils  y  sont  disposés  horizontalement  au 
lieu  de  l'être  verticalement.  On  possède,  en  effet,  un  grand  nombre 
de  jetons  ^*^)  dont  les  plus  anciens  datent  du  milieu  du  13**™®  siècle 
et  ces  jetons  semblent  avoir  été  presque  sûrement  destinés  à  des  abaques 
à  fils  horizontaux;  d'autre  part  on  sait,  par  des  traités  d'arithmétique 


118)  «Pour  plofl  de  détails  sur  Tabaqae  des  anciens,  Toir  A.  Nagî,  Abh. 
Gesch.  Math.  9  (1899),  p.  886/57  et  cf.  I  1,  8;  I^  p.  18  (Note  de  G,  Enestrôm)* 

119)  «Cf.  I  1,  8  et  9;  Ij  p.  18,  19.» 

120)  «Sur  ce  sijget  voir  A,  Nagî,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  (philoL-hist.  Classe) 
116  (1888),  p.  861/928.* 

121)  «Sur  le  calcol  arec  les  jetons,  voir  I  l,  8;  Ij  p.  18/14  et  les  notes  cor- 
respondantes.* 

16* 
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de  la  fin  du  \b^^^  siècle;  comment  les  calculs  ayec  des  jetons  étaient 
faits  sur  des  abaques  à  fils  horizontaux  ^'').* 

Au  18^^™®  siècle  les  abaques  disparaissent  complètement  de  l'Europe 
occidentale^').  Bs  ont  en  revanche  continué  à  être  utilisés,  d'une  façon 
courante,  par  les  Russes  sous  le  nom^**)  de  Scëty  (on  prononce  Stdioty), 
par  les  Chinois  sous  celui  de  Souan-pan  ou  Swanrpan  (vanne  à  calcul) 
et  par  les  Japonais,  qui  l'ont  importé  de  Chine,  sous  celui  de  Saro- 

G.  von  der  Gabdentz^^)  a  indiqué  l'usage  que  l'on  peut  faire 
d'une  planchette  à  calcul  de  forme  plus  générale,  convenablement 
disposée,  pour  effectuer  des  calculs  élémentaires  dans  des  systèmes 
de  numération  à  base  autre  que  10. 


122)  ^Les  plus  anciens  traités  imprimés  sur  le  calcul  avec  les  abaques 
semblent  être  deux  traités  publiés  peu  de  temps  après  1690  à  Leipzig  sous  le 
titre:  Algorithmus  linealis.  L'un  de  ces  deux  traités  a  probablement  pour  auteur 
J.  Widman  (d'Eger)  [voir  E.  Wappler,  Abb.  Qesch.  Matb.  6  (1890),  p.  152/4].  Des 
traités  manuscrits  plus  anciens  ont  été  retrouvés  par  M,  Owrtze  [Centralblatt 
fur  BibHothekswesen  16  (1899),  p.  287,  304]  (Texte  et  notes  120  à  12S  de 
Q.  Enestrômy 

128)  La  planchette  à  calcul,  ou  abaque,  fut  introduite  en  France  dans  les  écoles 
primaires  à  Tinstigation  de  J.  V.  Poncelet  qui  l'avait  vu  fonctionner  en  Russie  à 
l'époque  de  sa  captivité  dans  ce  pays  (1812/4);  de  France  elle  s'est  répandue 
dans  les  pays  voisins  ;  mais  actu^ement  on  ne  fr'en  sert  plus  guère  que  comme 
appareil  de  démonstration  ou  comme  objet  de  curiosité.  Récemment  on  a,  il  est 
vrai,  cherché  à  remettre  son  usage  en  pratique  dans  quelques  contrées  de  langue 
allemande  [voir  par  ex.  A.  R.  von  Loehr,  Osterreichische  Ëisenbahnzeitung  1897, 
p.  9];  mais  ces  essais  n'ont  guère  eu  de  succès.  En  supposant  cependant  qu'on 
revienne  un  jour  aux  abaques  il  faudrait  encore  examiner  laquelle  parmi  toutes 
les  formes  qu'on  peut  donner  à  ces  instruments  mérite  la  préférence;  la  forme 
russe  à  10  boules  dans  chaque  rangée  et  la  forme  sino-japonaîse  à  6  ou  7  boules, 
(dont  les  cinq  premières  représentent  chacune  une  unité  et  les  autres  chacune 
cinq  unités)  ont  chacune  leurs  partisans. 

124)  Ce  mot  Sèëty  est  une  transcription  du  russe  cHëru  mot  pluriel  qui 
signifie  littéralement  „comptes<^  Au  sujet  de  quelques  variétés  de  ces  abaques 
dont  l'usage  a  été  proposé  pour  la  multiplication  et  la  division,  voyez  F.  G,  von  BM^ 
(fon  BooT)  Pribory  i  maâiny  dlla  mechaniëeskago  proizvodstva  arithmetiieskich 
dëjsivîj  [Appareils  et  machines  pour  l'exécution  mécanique  des  opérations  de 
l'arithmétique],  Moscou  1896,  p.  8,  9. 

125)  Sur  le  calcul  à  l'aide  du  Soro-ban  (y  compris  l'extraction  des  racines) 
voir  A.  WestjpJuUf  Mitteilungen  der  deutschen  Gesellschaft  fOr  Natur-  und 
YOlkerkunde  Ostasiens  in  Tôkiô  1876,  cahier  8  (septembre  1876;  2^  éd.  avril  1886), 
p.  27;  T.  Hayashi,  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde  (2)  6  (1906),  p.  826/6;  B.  JV^- 
satoa,  Note  on  the  mathematics  of  the  old  japanese  school  [G.  R.  du  deuxième 
congrès  intem.  math.  Paris  1900,  pubL  par  E.  Duporcq,  Paris  1902,  p.  884]. 

126)  Archiv  Math.  Phys.  (2)  11  (1892),  p.  213. 


Digitized  by  VjOOQIC 


16.  Instmmentls  à  addition  sans  report  mécaniqae  des  dizaines;        229 

15,  Instruments  à  addition  (on  à  sonstraotion)  sans  report 
mécanique  des  disaines.  On  comprend  sous  ce  nom  des  appareils 
qui;  poar  la  plupart ^  se  distinguent  des  abaques  proprement  dits  en 
ce  qu'ils  permettent  d'effectuer  des  additions  et  des  soustractions  sans 
que  l'on  soit  obligé  de  compter  effectivement  les  boules  qui  repré- 
sentent les  unités^  les  dizaines^  les  centaines^  ...  du  résultat.  Ce 
comptage  est  rendu  inutile^  grâce  à  l'emploi  d'échelles  cbifi&ées^  droites 
ou  circulaires,  qui  sont  ou  bien  mobiles  sous  des  fenêtres,  ou  lucarnes, 
de  forme  appropriée,  ou  bien  fixes  et  alors  parcourues  par  un  index 
mobile  ^^;  à  cet  égard  ces  appareils  peuvent  être  regardés  conmie  des 
précurseurs  des  machines  à  addition  (n^  20).  Par  l'adjonction  d'une 
échelle  mobile  semblable  à  la  première,  on  peut  d'ailleurs  toujours 
rendre  purement  mécanique  ^^)  chacun  de  ces  appareils. 

Un  assemblage  d'appareils  de  ce  genre,  comportant  des  échelles 
spéciales  pour  les  divers  ordres  d'unités,  permet  de  trouver  aisément 
la  somme  de  plusieurs  nombres  ayant  plus  d'un  chiffire.  Les  appareils 
de  ce  genre  rentrent  dans  plusieurs  types  distincts.  Dans  les  uns, 
comme  ceux  de  C.  Gcuse^)  construit  en  1720  et  de  E.  E.  Kummer^^) 
construit   en  1847,  on  rencontre  de  petites  baguettes  mobiles  dans 

127)  D'après  R.  Méhmke^  on  rencontre  déjà  nne  idée  semblable  an  com- 
mencement du  14'*»«  siècle  dans  la  planchette  à  calcul  de  Jean  de  Meurs  (Joannes 
de  Mûris).    L'indice  mobile  qui  y  figure  consiste,  en  effet,  en  un  „calcnlas'V 

«D'après  G,  Enestrôm,  cette  opinion  repose  sur  une  interprétation  d'un 
passage  du  „Quadripartitum  numerorom**  de  Jean  de  Meurs,  publié  par  A.  Nagl 
[Abh.  Gescb.  Math.  6  (1890),  p.  141]  qui  est  inexacte;  les  „calculi^*  y  sont  utilisés 
exchtewement  pour  marquer  sur  l'abaque  les  chif&es  des  deux  nombres  à  addi- 
tionner et  les  chiffires  de  leur  somme.* 

128)  L'idée  de  faire  l'addition  en  faisant  glisser  une  règle  divisée  en  parties 
égales  le  long  d'ime  règle  divisée  de  la  môme  façon,  est  d'origine  inconnue; 
mais  en  tout  cas  elle  est  anciezme.  J.  Ch.  Houteau  de  Lekaie,  Second  fragment 
sur  le  calcul  numérique  ^)  [Bull.  Acad.  Belgique  (2)  40  (1876),  p.  88/4]  recommande 
y,raddîtion  au  ruban",  qui  est,  dit-il,  en  usage  dans  différentes  maisons  de  banque 
et  de  commerce:  elle  consiste  en  une  sorte  d'aunage  qui  se  flùt  le  long  d'une  règle 
divisée  en  parties  égales  depuis  1  jusqu'à  9,  au  moyen  d'un  ruban  divisé  de  la 
même  façon;  on  absorbe  ainsi  une  portion  sans  cesse  croissante  de  ruban  et  il 
suffit  de  lire  la  dernière  division  atteinte  à  la  fin  de  l'aunage  pour  avoir  la 
somme  cherchée  sans  que  dans  le  cours  de  l'opération  on  ait  à  garder  en  mémoire 
aucun  nombre.  Dans  l'appareil  breveté  de  L.  Beimann  [brevet  allemand  délivré 
le  11  mars  1888;  publié  sous  le  n*"  46  482,  Patentschrift,  7  décembre  1888]  on 
emploie  aussi  un  ruban  divisé  en  parties  égales. 

129)  Voir  M.  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifié  par  les  procédés  mécaniques  et 
graphiques,  (2*  éd.)  Paris  1906,  p.  9.  Une  première  édition  de  cet  ouvrage  avait 
paru  à  Paris  en  1894  comme  tirage  à  part  de  trois  conférences  publiées  dans 
les  „Annale8  du  Conservatoire  des  Arts  et  métiers"  (2)  6  (1898),  p.  2:U/68,  823/49; 
(2)  8  (1894),  p.  42/80. 
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des  rainures  parallèles  (ce  type  d'appareil  est  assez  fréquent);  d'autres, 
comme  ceux  de  Lagroux^^)  ^et  de  B.  Briet^^*  sont  formés  d'anneaux 
concentriques;  d'autres  enfin,  comme  ceux  de  J,  Dijakov^^  et  de 
Ch.  H.  Wdb^,  se  composent  de  rubans  mobiles  sur  des  roulettes. 
L'appareil  de  Ch.  H.  WM  (cf.  n^  20,  fig.  6)  est  connu  sous  le  nom 
de  „Ribbon's  Adder^'. 

Dans  tous  ces  appareils  le  point  délicat  est  le  report  des  dizaines. 
Si,  par  exemple,  on  ajoute  7  à  46,  en  faisant  ayancer  de  7  crans 
l'écbelle  des  unités  qui  marquait  6,  l'appareil  n'indiquera  que  43  si 
l'opérateur  ne  £Edt  pas  à  la  main  le  report  d'une  unité  dans  la  colonne 
des  dizaines.  Dans  bien  des  appareils  on  se  borne  à  donner  une 
règle  permettant  de  voir  s'il  j  a  lieu  ou  non  de  faire  un  report  de 
dizaines;  dans  l'appareil  de  E.  E,  Kummer^  au  contraire,  ce  report 
s'effectue  automatiquement  grâce  à  un  dispositif  qui  se  retrouve  dans 
plusieurs  arithmographes,  notamment  dans  ceux  de  L,  Troncet  et  de 
L.  BoUée  (cf.  n^  17,  en  partie,  fig.  4,  lettre  B)  ^et  dont  une  nouvelle 
variante  vient  d'être  donnée  par  L,  Cabrol^.* 

Quand  on  veut  utiliser  l'un  ou  l'autre  de  ces  instruments  à 
addition  pour  effectuer  des  soustractions  il  suffit  d'effectuer  dans  un 
ordre  inverse  les  manipulations  nécessaires  pour  effectuer  des  additions. 

Avec  ces  instruments  le  travail  effectue  est  relativement  lent. 

16.  Instruments  à  multiplication  et  à  division.  On  a,  depuis 
longtemps,  imaginé  un  grand  nombre  d'instruments  permettant  d'effec- 
tuer des  multiplications  et  des  divisions  et  on  les  a  utilisés  dans 
l'enseignement  élémentaire.  Chaque  année  on  voit  ainsi  apparaître  un 
certain  nombre  d'appareils,  de  peu  d'importance  d'ailleurs,  constitués 
par  une  table  de  produits  [n^  9],  généralement  de  faible  étendue; 
ces  divers  multiplicateurs,  quoique  de  formes  variées,  se  ramènent  au 

180)  Cf.  F.  G.  von  Bohl,  Pribory"*)  [Appareils  et  machines],  p.  14.  Cet 
appareil  figure  dans  la  collection  da  Conservatoire  des  Arts  et  métiers  à  Paria. 

ISl)  J.  F.  Jomard,  Bulletin  de  la  Société  d'encouragement  ponr  Tindastrie 
nationale  27  (1828),  p.  S94/8.  Lagrowc,  dont  le  prénom  est  inconnu,  habitait 
Paris,  quai  de  l'horloge  66.  C'est  par  errenr  qu'on  a  écrit  Lagrous  au  lieu  de 
Lagnmx. 

132)  ^Brevet  français  délivré  le  8  décembre  1829;  cf.  Description  des 
machines  et  procédés  consignés  dans  les  brevets  d'invention,  de  perfectionne- 
ment et  d'exportation  dont  la  durée  est  expirée  (1)  29  (1886),  p.  886.* 

188)  Cf.  F.  G.  van  Bohl,  Pribory»")  [Appareils  et  machines],  p.  191. 

184)  Voir  W.  von  Dyck,  Eatalog  mathematischer  nnd  mathematisch-phjsi- 
kalischer  Modelle,  Apparate  nnd  Instrumente,  Munich  1892;  Kachtrag  (supplé- 
ment), Munich  1898,  p.  6  (n°  24»);  F.  G.  von  BoM,  Pribory"*)  [Appareils  et 
machines],  p.  26.    Cf.  note  172. 

186)  4,(^t  additionneur  est  décrit  dans  le  journal:  Cosmos  66  (1906),  p.  666.* 
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fond  à  un  petit  nombre  de  types;  ces  types  diffèrent  entre  eux  parce 
qne  dans  certains  des  multiplicateurs  envisagés  la  table  de  produits 
est  placée  sur  une  coulisse^  tandis  que,  dans  d'autres^  elle  est  répétée 
sur  la  sur£BLce  latérale  de  prismes  ou  de  cylindres  parallèles  et  que,  dans 
d'autres  encore,  elle  est  placée  sur  des  roulettes.  La  taUe  de  produits 
est  d'ailleurs  généralement  disposée  de  façon  que,  dès  qu'on  a  mis  les 
facteurs  en  présence,  on  peut,  par  un  déplacement  approprié,  £aire  appa- 
raître le  produit  à  une  place  déterminée  où  il  est  facile  à  lire^^). 
Au  fond,  tous  ces  instruments  sont  de  peu  d'importance.  Les 
bâtons^^'^  de  Neper^^)^  connus  aussi  sous  le  nom  de  frirguicie  numéro- 
triées^  sont  déjà  plus  remarquables.  De  nombreuses  variétés  de  ces 
bâtons  ont  été  imaginées  au  17**™*  siècle  et  au  18***^  siècle;  on  les 
retrouve  d'ailleurs  encore  sous  divers  noms  au   19**™*  siècle"*). 

136)  Gomme  type  d'instroment  de  ce  genre  on  peut  citer  l'appareil  de  forme 
cylindrique  connu  sons  le  nom  de  „Zen8'*.  D  est  dû  à  E.  Schneider,  de  Munich, 
et  se  troave  an  mnsée  industriel  (Landes-Oewerbe-Museum)  de  Stnttgard.  ^On 
peut  aussi  citer  divers  appareils  de  ce  genre  qui  se  trouvent  au  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers  de  Paris.* 

Dans  l'appareil  de  F.  Sônnecken  [brevet  allemand  délivré  le  13  juin  1SS9; 
publié  sous  le  n°  61446,  Patentschrift  10  avril  1890]  un  index  donne  le  produit, 
quand  deux  autres  index  sont  placés  sur  les  facteurs.  Le  principe  de  cet 
appareil  s'étend  d'ailleurs  à  d'autres  opérations  qu'à  la  multiplication.  Si  au 
lieu  d'envisager  le  produit  s^=^xy  on  envisage  une  fonction  quelconque  de  deux 
variables,  s  =  f{x^  y\  on  peut  en  effet  construire  un  appareil  dn  type  de  celui  de 
F.  Sânneéken  où  un  index  donne  g  quand  deux  antres  index  sont  placés  respec- 
tivement sur  X  et  sur  y.  Naturellement,  on  peut  construire  des  tables  correspon- 
dantes, à  simple  ou  à  double  entrée. 

187)  «Le  principe  sur  lequel  on  peut  faire  reposer  l'emploi  des  b&tons  de 
Neper  était  connu  et  appliqué  d'une  façon  usuelle  par  les  Hindous  [voir  BTiâàkara 
(12**—  siècle),  V^aganita;  publ.  par  H.  T.  Colebrooke,  Alg.  with  arith.*»),  p.  7] 
pour  effectuer  le  produit  de  deux  nombres  donnés.  Les  Arabes  [voir  par  ex. 
Alka^âdi,  Traité  d'arithmétique  (16'*"«  siècle),  première  partie,  diap.  8;  trad. 
par  F.  Wôpéke,  Atti  Acoad.  pontif.  Nuovi  Lincei  12  (1868/9),  p.  246J  appliquaient 
ce  même  principe  sous  le  nom  de  ^méthode  du  réseau''. 

En  Europe^  la  même  méthode  a  été  enseignée  au  lAoyen  fige  et  au  16'*»* 
siècle  dans  plusieurs  traités  d'arithmétique  [voir  par  ex.  Oronce  Fine,  De  arithmetica 
practica,  Paris  1644,  fol.  11^,  12*]  sous  différents  noms,  sous  celui  de  „multipli- 
cation  à  l'échiquier^^  par  exemple. 

Une  étude  détaillée  sur  l'origine  et  le  développement  de  cette  méthode  a 
été  publiée  par  B,  Boncompagni  [Atti  Accad.  pontif.  Nuovi  Lincei  16  (186S^8), 
p.  880/64,  889/462,  608/68]  (Note  de  G,  Enesùrôm).* 

138)  J.  Neper  a  décrit  ces  bâtons  dans  un  ouvrage  spécial  [Rabdologiae 
seu  numerationis  per  virgnlas  libri  duo,  Edimbourg  1617].  On  en  trouve  une 
description  détaillée  dans  M.  d'Oeagne  [Le  calcul  simplifié^*"),  p.  11]  et  dans  F.  G. 
von  BM,  Pribory  ^*^  [Appareils  et  machines],  p.  29. 

189)  Parmi  les  formes  les  plus  récentes  sons  lesquelles   on   les  retrouve 


Digitized  by  VjOOQIC 


232 


B.  Mehtnke.    I  23.   Cslcnls  numériques.    M.  d'Oeagne. 


6 

2 

0 

9 

7 

8 

4 
8 

1 

6 

0 
0 

7 
2 

5 
6 

fig.  1.    Bâtons  de  Neper. 


Les  bâtons  de  Neper  peuvent  être  envisagés  comme  constitaés 
par  nne  table  de  multiplication  de  forme  spéciale  dont  les  diverses 
colonnes  sont  rendues  mobiles  par  un  découpage  en  bandes  de  façon 
à  pouvoir  être  juxtaposées  dans  Tordre  des  chiffres  du  multiplicande. 
On  ramène  ainsi  à  de  simples  additions  de  nombres  d'un  seul  chiffre 
la  formation  du  produit  par  2,  par  3^  .  .  .,  par  9,  d'un  nombre  ayant 
autant  de  chiffres  qu'on  le  veut. 

Afin  de  faciliter  ces  additions 
on  trouve  imprimé^  dans  chaque 
case^  en  haut  à  gauche,  le  chiffi-e 
des  dizaines  du  produit  et,  en  bas 
à  droite;  lé  chif&e  des  unités.  On 
n'a  alors  qu'à  ^jouter  parallèlement 
aux  diagonales  pour  avoir  le  pro- 
duit cherché. 

Soit,  par  exemple,  à  multiplier 
•  62097  par  8;  on  disposera  les  colonnes  comme  l'indique  la  figure  1; 
en  ajoutant  parallèlement  aux  diagonales  8  à  1,  6  à  0,  0  à  7,  2  à  5, 
on  lit 

62097  X  8  -  496776. 

Un  progrès  essentiel  dans  la  construction  des  bâtons  de  Neper 
a  consisté  à  rendre  inutile  toute  addition  en  s'arrangeant  de  façon 
que  chaque  juxtaposition  des  réglettes  donne  un  produit  achevé  "•). 

actuellement  citons  J,  EUxUr,  Erleichterungstafel  fûr  Jedermann  znr  Erzielung' 
fehierfreier  und  zngleich  rascherer  und  bequemer  AasfOLhmngen  von  Multiplica- 
tionen  nnd  Divisionen  (bous  forme  de  b&tons  contenns  dans  une  boîte),  Vienne  1889. 

D'antres  fozmes  anciennes  et  récentes  de  ces  bâtons  sont  décrites  dans 
3f.  éPOcagne,  Le  calcul  simplifié"»),  p.  12/4;  F.  Q.  von  Bohl,  Pribory  "*)  [Appareil» 
et  macliines],  p.  29/32.  Voir  aussi  la  classification  de  D.  D.  Boih  (docteur  en 
médecine),  BuU.  Soc.  encour.^*^)  42  (1848),  p.  415.  Presque  chaque  année  il  est 
délivré  des  brevets  pour  des  appareils  rentrant  au  fond  dans  le  même  type. 

140)  En  employant  beaucoup  plus  de  réglettes  que  ne  le  font  H,  GenaiHe  et 
E.  Lucas,  G.  8.  loffe  parlent  à  disposer  toi^ours  en  ligne  droite  les  chiffires  des  produits 
obtenus  à  l'aide  de  son  appareil.  Dans  les  appareils  de  ff.  Grenaille  et  de  JB,  Lucas 
au  contraire,  les  imités,  les  dizaines,  les  centaines,  ...  ne  peuvent  être  luee  que 
successivement  par  un  procédé  particulier  qui  consiste  à  suivie,  en  commençant 
à  droite  et  en  haut,  les  sommets  de  certains  triangles.  Sur  la  figure  2  ces 
sommets,  tous  dirigés  vers  la  gauche,  fournissent,  quand  on  commence  en  haut 
à  droite,  les  chif&es  successifs  6,  5,  6,  9,  3,  3  du  produit  339  656  de  42  457  par  8. 

Ces  appareils,  qui  donnent  d'ailleurs  de  bons  résultats,  reposent  en  fait  sur 
la  même  proposition  arithmétique  que  la  table  de  multiplication  peu  pratique 
de  Ck.  Z.  Shnimàky  [voir  note  48];  l'idée  d'appliquer  cette  proposition  d'arith- 
métique à  la  construction  d'appareils  convenables  s'est  ainsi  trouvée  être  bien 
plus  heureuse  que  celle  consistant  à  l'appliquer  à  la  construction  de  tables. 
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La  tendance  à  réaliser  ce  progrès  apparaît  déjà  dans  les  appareils 
de  Ch.  Z.  SUmifnsîey^^)  et  de  G.  S.  loffe^*)]  il  est  définitivement  réalisé 
sons  une  forme  très  élégante  par  H.  GenaiUe^^^)  (fig.  2)  et  popularisé 
ensuite^  sous  la  même  forme^  par  E,  Lucas.  On  donne  à  ces  appareils 
perfectionnés  le  nom  de  r^leUes  mtUiiplicatrices. 


3^      Ë 


8 


fig.  2.    Réglettes  multiplicatrices  de  fig.  3. 

Grenaille  et  Lucas. 


Béglettes  niultisectrices  de 
Genaille  et  Lucas. 


Une  disposition  analogue  à  celle  des  ^préglettes  multiplicatrices^'  se 
retrouve  dans  d'autres  appareils  auxquels  on  a  donné  le  nom  de 
réglettes  mtdtisectrices]  ces  appareils  sont  dus  à  H.  Genaille  et  E.  Lucas^^). 
A  Taide  de  ces  réglettes  (fig.  3),  on  obtient,  par  une  simple  .lecture, 
le  quotient  et  le  reste  de  la  division  d'un  nombre,  ayant  autant  de 
chiffres  que  Ton  veut,  par  un  nombre  d'un  seul  chiffre. 

Pour  trouver  le  produit  de  deux  nombres  formés  tous  deux  de 
plusieurs  chiffires  on  a  construit  des  instruments  dont  le  principe  est 
au  fond  le  même  que  celui  des  bâtons  de  Neper.  Parmi  ces  instruments 
nous    citerons    Tarithmographe    de    A.  Poppe^*^)^    le   calculateur    de 

141)  J.  reine  angew.  Math.  28  (1844),  p.  184.  La  description  de  Tappareil 
est  insuffisante;  eUe  laisse  cependant  supposer  qu'il  se  composait  de  réglettes 
de  forme  analogue  à  celles  de  l'appareil  de  G.  S,  loffe.  Il  possédait,  en  outre,  un 
mécanisme  permettant  d'amener  rapidement  les  réglettes  à  la  place  convenable. 

142)  Voir  F.  G.  von  Bohl,  Pribory  "*)  [Appareils  et  machines],  p.  194.  Les 
baguettes  de  G,  8.  loffe  datent  de  1881. 

148)  Réglettes  multiplicatrices,  Paris  1885  (chez  E.  Bdin). 

144)  Réglettes  multisectrices,  Paris  1886  (chez  E.  Bdin), 

En  commençant  sur  la  figure  8  en  haut  à  gauche  et  en  suivant  les  lignes 
on  lit  97180  divisé  par  7  est  égal  à  18  882  avec  un  reste  égal  à  6.  Voir 
M.  d'Oeagne,  Le  calcul  simplifié  *••),  p.  16/8. 

146)  Une  description  de  cet  instrument  a  été  publiée  par  F.  Graf  à  Franc- 
fort sur  le  Mein  en  1876  sous  le  titre  „Poppe'B  Arithmograph*'.  Cf.  (Dingler's) 
Polyt.  Journal  228  (1877),  p.  152;  F.  G,  von  Bohl,  Pribory"*)  [Appareils  et 
machines],  p.  88. 
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H.  GenaiUe^^)  et  le  ^Tableau  multiplicateur-diviseur"  de  L.  BoUée^^'^. 
Dans  ces  trois  appareils,  Faddition  des  produits  partiels  incombe  encore 
au  calculateur. 

Au  contraire^  le  résultat  final  de  la  multiplication  ou  de  la 
division  est  fourni  par  de  simples  lectures  successives  dans  VarUh- 
momètre  de  H.  GenaiUe  que  Ton  peut  envisager  comme  généralisant  ses 
^réglettes  multisectrices".  Cet  arithmomètre,  qui  totalise  automati- 
quement  les  divers  produits  partiels  au  fur  et  à  mesure  de  leur 
formation^  est,  dans  une  certaine  mesure,  l'équivalent  de  tables  de 
multiplication  et  de  division  dont  les  différentes  parties  (correspondant 
chacune  à  un  multiplicateur  à  un  seul  chiffre  déterminé)  pourraient 
être  déplacées  et  disposées  à  volonté  ^^).  Il  rend  d'ailleurs  plus  de 
services  qu'aucune  table  imprimée  ne  saurait  le  faire. 

^Poursuivant  l'idée  de  H.  Grenaille,  L,  Cdbrol^^^)  est  parvenu 
récemment  à  effectuer  sous  une  forme  pratique  la  multiplication  et  la 
division  de  deux  nombres  quelconques  par  la  juxtaposition  de  cylindres 
que  l'opérateur  fait  ensuite  tourner  sur  leur  axe  à  la  main,  en  se 
laissant  guider  par  des  lectures  simples.* 

17.  Arithmographes  ponr  les  quatre  règles*  D'autres  appareils 
que  nous  allons  mentionner  maintenant,  proviennent  de  la  réunion 
d'un  instrument  multiplicateur  et  d'un  instrument  additionneur. 

On'  rencontre,  par  exemple,  une  table  de  produits  associée  à  une 
planche  à  calcul  dans  l'appareil  de  Th.  von  Esersky^^)  qui  date 
de  1872;  une  table  de  produits  est  associée  à  des  coulisses  addition- 
nantes du  genre  Eummer^^)  dans  l'appareil  de  L.  Troncet^^^)\  les  bâtons 


Le  principe  sur  lequel  repose  la  construction  de  cet  appareil  est,  non  pas 
la  multiplication  ordinaire,  mais  la  multiplication  ordonnée  (n®  8);  aussi  j  voit-on 
Tun  des  facteurs  représenté  par  des  réglettes  dans  Tordre  inverse  de  ses  chiffres. 
Dans  la  pratique  Tusag^  de  cet  appareil  est  moins  simple  que  celui  des  appa- 
reils suivants. 

146)  Assoc.  fr.  avanc.  se.  20  (Marseille)  1S91\  p.  169;  28  (Caen)  1894\  p.  272. 

147)  Bull.  Soc.  encour.^")  (4)  10  (1896),  p.  986.  Pour  chaque  cbifire  des  deux 
facteurs  on  doit  tirer  des  coulisses  horizontales  et  verticales,  sur  lesquelles  on 
additionne  en  diagonale  les  produits  partiels  qui  apparaissent  par  les  ouvertures. 

148)  Assoc.  ôr.  avanc.  se.  24  (Bordeaux)  1896  \  p.  179.  Sur  cet  arithmomètre, 
voir  M.  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifié  ^'^,  p.  20/1. 

149)  ^Brevet  français,  délivré  le  22  décembre  1906;  publié  à  part  (ches 
E,  Belin  à  Paris)  sous  le  n''  370  664,  le  14  février  1907.* 

160)  F.  G.  wm  BoM,  Pribory  "*)  [Appareils  et  machines],  p.  12. 

161)  F.  (r.  von  BoMy  Pribory  "*)  [Appareils  et  machines],  p.  19  ;  ^Jlf.  d'Oeagne, 
Le  calcul  simplifié  ^*^,  p.  9,  19.*   Cet  appareil  de  L.  Troneet  date  de  1891. 

^Grftce  à  l'emploi  de  coulisses  mobiles,  Tinventeur  a  su  réduire  les  dimensions 
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de  Neper  se  trouvent  associés  à  une  planche  à  calcul  dans  l'appareil 
de  Michd  Bous^^^]  des  bâtons  de  Neper  sont  associés  à  des  coulisses 
du  genre  des  coulisses  Eummer  dans  l'appareil  de  Eggis^^, 

Mais  tous  ces  appareils  sont  moins  pratiques  que  Tarithmographe 
(fig.  4)  de  L.  BoUée^^).     Dans  cet  appareil  l'additionneur  et  le  multi- 


fig.  4.    Arithmographe  de  Bollée. 

plicateur  sont  liés  organiquement  de  façon  à  fonctionner  en  même 
temps;  cet  instrument  se  trouve  ainsi  à  la  limite  des  machines  à  calcul 
puisque  toutes  les  opérations  s'y  effectuent   automatiquement;   il   ne 


de  la  table  où  se  lisent  les  produits  partiels  à  reporter  sur  radditionneur  [C.  R. 
Acad.  se.  Paris  136  (1908),  p.  807].* 

162)  Bull.  Soc.  encour.»")  (2)  16  (1869),  p.  187.  La  planchette  à  calcul  n'a, 
dans  chaque  rangée,  que  quatre  boules  représentant  chacune  une  unité  et  une  ou 
deux  boules  représentant  chacune  cinq  imités. 

158)  F.  G.  von  BoM,  Pribory  ***)  [Appareils  et  machines],  p.  38.  L'appareil 
de  Eggis  date  de  1892.  La  ^machine  arithmétique"  de  Eené  GrUlet  [Nouyelle 
machine  arithmétique  par  le  S.  Qrillet,  Paris  1678;  cf.  J.  des  savants  1678, 
J.  86/7],  déjà  construite  en  1678,  se  composait  également  de  bâtons  de  Neper 
reliés  à  des  limbes  d'addition,  sans  transport  automatique  des  dizaines.  Voir 
J.  Letipold,  Theatrum  arithmetico-geometricum,  Leipzig  1727,  p.  26. 

164)  Bull.  Soc.  encour.»")  (4)  10  (1896),  p.  977  (rapport  fait  par  H.  Séberf) 
et  p.  985/96  (article  de  L.  BoUée).  Voir  aussi  le  brevet  allemand  délivré  le 
1"  mars  1895;  publié  sous  le  n«  82  968,  Patentschrift,  l*'  octobre  1895.  Il  y  a 
lieu  de  remarquer  que  les  produits  partiels,  dont  on  a  besoin  dans  la  multipli- 
cation, ne  sont  pas  donnés  en  chiffres,  comme  avec  les  bâtons  de  Neper,  mais 
que  leurs  valeurs  sont  indiquées  par  la  position  occupée  par  les  coulisses  d'addition. 


Digitized  by  VjOOQIC 


236  B.  Méhmke.    I  23.   Calculs  numériques.    M,  cTOcagne. 

saurait  pourtant  rendre  les  mêmes  services  ^faute  de  pouvoir  atteindre 
à  la  même  rapidité,  mais  il  se  recommande  par  son  prix  très  infâieur 
au  leur^  en  raison  d'une  construction  infiniment  plus  simple.* 

Calculs  rigoureux 

effectués  à  Taide  de  Machines  à  calcul  propres  à  Texécution  de 
calculs  simples. 

18.  Généralités.  Les  machines  à  calcul  ont  pris  de  nos  jours 
une  extension  considérable.  Elles  n'ont  pas  seulement  Tavanti^e  de 
simplifier  considérablement  la  besogne  de  ceux  qui  ont  à  effectuer  un. 
grand  nombre  de  calculs  numériques;  elles  permettent  encore  de 
supprimer  de  nombreuses  causes  d'erreur.  Aussi  leur  usage  s'est-il 
rapidement  généralisé  dans  le  commerce  et  dans  l'industrie. 

Les  machines  à  calcul  ont  ainsi  contribué  à  répandre  de  plus 
en  plus,  dans  les  domaines  les  plus  divers,  les  applications  des 
théories  mathématiques  aux  procédés  de  calculs  numériques^").  Dans 
l'exposé  des  résultats  obtenus  par  les  mathématiciens,  elles  commencent 
d'autre  part  à  exercer  une  influence  souvent  décisive  sur  le  choix 
qu'il  convient  de  faire,  en  vue  des  applications,  entre  certaines  for- 
mules équivalentes;  parfois  même  Tinfluence  des-  machines  à  calcul  se 
manifeste  dans  le  développement  des  méthodes  de  calcul  dont  on  fait 
usage,  exactement  comme  s'était  manifestée  autrefois  l'influence  des 
logarithmes  dans  le  développement  des  méthodes  de  résolution  des 
triangles  plans  et  des  triangles  sphériques,  par  exemple. 

Parmi  les  machines  à  calcul,  celles  qui,  dans  le  courant  du 
igiôme  siècle,  ont  marqué  un  progrès  sensible  sur  leurs  devancières  peuvent 
être  groupées  en  deux  types  bien  distincts.  Dans  les  unes  on  trouve 
réalisées  des  idées  déjà  anciennes  ^^),  souvent  plusieurs  fois  émises  à 
nouveau  par  suite  de  l'ignorance  dans  laquelle  leurs  auteurs  se  trou- 
vaient des  travaux  antérieurs,  et  qui  ont  fini  par  permettre  de  réaliser 
quelque  progrès  pratique;  dans  les  autres,  ce  sont  des  idées  neuves 

166)  On  rencontre,  dans  différentes  publications,  plus  de  120  types  distincts 
de  machines  à  calcul.  La  plupart,  il  est  vrai,  n*existent  qu*à  Tétat  de  dessins 
et  de  modèles,  et  n'ont  pu  ainsi  flaire  leurs  preuves.  En  fait,  le  nombre  des 
machines  à  calcul  effectivement  construites  (dont  la  plus  grande  partie  se 
ramène  à  tm  très  petit  nombre  de  types)  s'élève  au  moins  à  4000,  tandis  qu*à  la 
fin  du  18^*"*  siècle  on  en  comptait  à  peine  une  trentaine  se  ramenant  à  une 
quinzaine  de  types  distincts. 

166)  11  convient  particulièrement  de  remarquer  que  les  éléments  les  plus 
importants  des  machines  à  calcul,  atgourd*hui  si  répandues,  avaient  été  imaginés 
par  G.  W.  Leihnie^*^  dès  la  fin  du  17»*««  siècle. 
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qui,  après  s'être  fait  jour,  ont  pu  être,  au  moins  dans  une  certaine 
mesure,  réalisées  pratiquement. 

Depuis  une  vingtaine  d'années,  il  semble  que  l'essor  pris  par  le 
déyeloppement  de  ces  machines  tend  toujours  à  s'accentuer  davantage 
et  cela  s'applique  aussi  bien  aux  machines  du  premier  des  deux  types 
que  l'on  vient  de  caractériser  qu'à  celles  du  second  type. 

Il  existe  aussi  un  grand  nombre  d'appareils  dont  le  seul  objet 
est  de  venir  en  aide  à  l'enseignement  en  rendant  plus  tangibles,  en 
quelque  sorte,  les  notions  et  les  méthodes  du  calcul  ordinaire.  Bien 
qu'on  décerne  parfois  à  ces  appareils  le  nom  de  machines  à  calcul,  ils 
ne  méritent  pas  ce  titre  à  proprement  parler;  il  n'en  sera  donc  fait 
aucune  mention  dans  cet  article. 

19.  Compteur.  Le  compteur  est  la  partie  essentielle  de  toute 
machine  à  calcul  II  joue  dans  la  machine  le  rôle  dévolu  |t  la 
numération  dans  toute  opération  d'arithmétique. 

Le  compteur  est  généralement  adapté  au  système  décimal  et 
comporte,  en  conséquence,  un  assemblage  d'éléments  correspondant 
aux  divers  ordres  décimaux:  unités,  dizaines,  centaines,  etc.^*^).  Ces 
éléments  sont  habituellement  des  disques  cylindriques^^).  La  suite 
des  chiffres 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 

167)  Dans  les  figures  18,  16,  17,  19,  21,  23,  le  ^compteur*'  est  désigné  par 
la  lettre  Z.  Un  grand  nombre  de  machines  à  calcul  anciennes  étaient  cons- 
tmites  de  façon  que  Ton  pût  effectuer  les  calculs  en  faisant  usage  des  fractions 
ordinaires  {\,  ^,  |  etc.)  au  lieu  de  fractions  décimales;  parmi  ces  machines  il 
convient  de  signaJer  ici  celles  de  J.  I.  Pereire  [J.  des  savants  1761,  p.  607]  et 
de  /.  H.MaUer  [GOttingische  Anzeigen  von  gelehrten  Sachen,  120^  Stûck  (26 
juiUet  1784),  p.  1201  ;  cf.  notes  202  et  226].  A  Texception  de  celles  des  machines 
à  différences  (cf.  n^  27)  dans  lesquelles  il  convient,  en  vue  des  applications  à 
Tastronomie  par  exemple,  de  considérer  la  division  non  décimale  des  angles  et 
du  temps,  on  ne  construit  plus  actuellement  de  machines  de  ce  genre  que  dans 
les  pays  qui  n*ont  pas  adopté  le  système  métrique;  même  dans  ces  pays,  les 
seules  machines  de  ce  genre  que  Ton  construise  encore  sont  des  machines  à 
addition. 

168)  La  machine  à  addition  (dite  abctque  rhadoiogiqué)  de  Claude  Perrault 
antérieure  à  1688  (année  de  sa  mort)  [cf.  Machines  approuvées  par  Tacadémie 
royale  des  sciences  1  (1666/1701),  éd.  Paris  1785,  p.  66]  contenait  des  règles 
que  l'on  poussait  dans  des  rainures;  pendant  bien  longtemps,  et  jusqu'en  ces  der- 
nières années,  ces  règles  ne  s'étaient  plus  rencontrées  dans  aucune  véritable 
machine  à  calcul;  mais  E.  SeUing  a  récemment  construit  une  machine  [brevet 
allemand  délivré  le  9  janvier  1908;  publié  sous  le  n<>  149664,  Patentschrift, 
SI  mars  1904]  où  Ton  retrouve  de  nouveau  de  ces  règles  qu'on  pousse  dans  des 
rainures. 
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est  inscrite,  une  ou  plusieurs  fois,  soit  sur  le  pourtour  de  la  surfieuîe 
plane  de  ces  disques,  soit  sur  leur  surface  courbe,  parfois  dans  le 
sens  des  génératrices  de  la  surface,  parfois  dans  le  sens  perpendiculaire 
à  ces  génératrices ^^^).  La  distribution  de  ces  disques  chiffirés  Tarie; 
leurs  axes  de  rotation  sont  souvent  parallèles  et  tous  dans  un  même 
plan^^);  parfois  aussi  ces  axes  forment  les  génératrices  d'un  même 
cylindre  ^*^);  d'autres  fois  les  axes  de  rotation  des  disques  chifEiés  se 
prolongent  mutuellement  de  façon  à  ne  former  qu'un  seul  axe  sur 
lequel  sont  enfilés  les  disques  portant  à  leur  périphérie  une  chiffimson 
marquée  dans  le  sens  perpendiculaire  à  la  direction  de  Taxe.  Cette 
dernière  disposition,  que  Ton  rencontre  pour  la  première  fois  dans  la 
machine  de  J.  L  Pereire^^'),  construite  en  1750,  semble  se  répandre 
de  plus  en  plus;  eUe  mérite  d'ailleurs  la  préférence  sur  toute  autre 
disposition  en  raison  du  moindre  encombrement  qu'elle  procure  et 
aussi  en  raison  de  la  plus  grande  facilité  de  lecture  qui  en  est  la  con- 
séquence, puisque,  grâce  à  elle,  les  divers  chif&es  dont  se  compose 
le  résultat  se  trouvent  plus  rapprochés. 

Dans  aucune  véritable  machine  à  calcul,  le  compteur  n'est  dé- 
pourvu d'un  dispositif  propre  à  effectuer  le  report  mécanique  des 
dizaines  (voir  n^  16)  sans  intervention  de  l'opérateur.  Ce  dispositif 
est  le  plus  souvent  tel  que  si  un  des  disques  chiffi-és  est  amené  à 
franchir  la  position  dans  laquelle  il  indique  le  chiffire  9,  le  disque 
chiffré  de  l'ordre  immédiatement  supérieur  avance  brusquement  d'un 
cran;  parfois  aussi  le  dispositif  est  tel  que,  si  un  disque  chiffré  tourne 
d'une  division,  le  voisin  tourne  en  même  temps  de  -^  de  division, 
de  sorte  que  pendant  une  rotation  de  dix  divisions  du  premier,  le 


169)  La  disposition  des  chifOres  en  hélice  est  très  rare  (voir  n<*  20,  notes 
173  et  176). 

160)  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  les  machines  de  B.  Pascal  ^*^,  de  6r.  W.  Leibms  ^**), 
de  Ch,  X.  Hwmas*^')  et  dans  bien  d'autres  encore. 

161)  C'est  le  cas  pour  les  machines  construites  au  18'*"*  siècle  par  /.  Leu- 
p6ld^^%  par  Fh,  M,  Bohn*^"^,  par  J,  H.  MÛOer*''^  et  au  19»*«par  J.Ednumdaon 
[London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (6)  20  (18S6),  p.  16/9;  voir  n?  24,  note  228]. 
La  distribution  des  axes  des  disques  chiffirés  a  tout  naturellement  amené  les 
constructeurs  à  donner  à  ces  machines  la  forme  circulaire. 

Dans  la  nouvelle  machine  due  à  Chr,  Hamann*^^)  à  laquelle  on  a  donné 
d'abord  le  nom  de  „Qauss*^  puis  celui  de  „Mercédès'*  et  qui  a,  elle  aussi,  une 
forme  circulaire,  les  axes  des  disques  chiffirés  sont  disposés  suivant  des  rayons 
d'un  même  cercle. 

162)  J.  des  savants  1761,  p.  607.  Les  machines  de  6r.  B.  Orant  [Amer. 
J.  se.  arts  (8)  8  (1874),  p.  277;  voir  n<»  24,  note  218],  de  P.  L.  Ùebyiiv^**),  de  W,T. 
Odhner**^,  de  E,  SeUing "*),  de  0.  Bitttner^^^  de  L.  BoUée*^^  de  W.  KiUtner^^^ 
ont  toutes  la  même  disposition  que  la  machine  de  /.  I.  Ptreire. 
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second  avance  d'nne  division  entière.  Dans  le  premier  cas,  qni  est  le 
cas  habituel;  on  dit  qu'il  y  a  report  intermittent,  ou  par  déclenche- 
ment, des  dizaines;  dans  le  second,  qui  ne  se  présente  jusqu'ici  que 
très  rarement  ^^,  on  dit  qu'il  y  a  report  permanent  ou  continu. 

Pour  le  comptage  en  sens  inverse  exigé  par  la  soustraction,  celles 
des  anciennes  machines  dans  lesquelles  cette  opération  est  prévue 
portaient  en  général  sur  chaque  élément  du  compteur  une  deuxième 
chiffiraison,  distinguée  par  la  couleur  rouge,  et  inscrite  en  sens  con- 
traire de  la  première  ^^);  de  cette  façon,  la  rotation  des  disques  n'avait 
jamais  à  s'effectuer  que  dans  le  sens  des  nombres  croissants.  En 
raison  de  son  peu  de  commodité,  cette  disposition  a  été  abandonnée 
dans  les  nouvelles  machines;  elle  est  actuellement  remplacée  par  un 
changement  de  sens  dans  le  mouvement  des  disques  (voir  n^  24).  Il 
suffît  d'effectuer  ce  changement  de  sens  pour  passer  des  soustractions 
aux  additions  ou  inversement. 

20.  Machines  à  addition  et  à  souBtraotion*  Si  le  mécanisme 
d'un  compteur  est  combiné  de  façon  à  permettre  à  chaque  élément 
d'être  déplacé  indépendamment  des  autres  éléments  soit  de  un  chif&e, 
soit  de  deux  chiffres,  .  .  .,  soit  de  neuf  chiffres,  ce  compteur  pourra 
visiblement  servir  à  trouver  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'entiers 
positifs  ou  négatifs  donnés. 

Dans  certaines  machines,  ces  déplacements  des  divers  éléments 
du  compteur  sont  imprimés  directement  à  ces  éléments  par  la  main 
de  l'opérateur,  dans  d'autres  machines  ils  le  sont  indirectement  par 
l'intermédiaire  d'organes  spéciaux  qui  sont  en  général  des  roues  dentées, 
ou  des  crémaillères,  ou  des  chaînes  de  transmission,  ou  d'autres  organes 
analogues. 

La  rapidité  d'exécution  du  travail  n'est  guère  influencée  par  la 

168}  n  se  rencontre  d*abord  dans  „rarithniomètre"  de  P.  X.  Ôehyiëv  qni 
date  de  1878,  et  est  décrit  dans  M.  âPOcagne  [Le  calcnl  simplifié  ^*^,  p.  199]  et 
dans  V,  G,  von  BM,  Priboiy  *'*)  [Appareils  et  machines],  p.  118.  Jl  n^eziste  qn'nn 
exemplaire  unique  de  cette  machine;  cet  exemplaire,  exécuté  en  1882  par  le 
constructeur  P.  Gautier,  se  trouve  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  à  Paris*. 

11  se  rencontre  ensuite^  avec  les  mêmes  éléments  mécaniques,  dans  la  première 
machine  de  E.SéUing^*^;  ces  éléments  mécaniques  sont  des  roues  planétaires,  qui 
d'ailleurs  sont  déjà  employées  dans  Tarithmaurel  ^*^  quoique  dans  un  but  différent. 

La  caractéristique  de  ces  compteurs  est  que  les  chiffres  du  résultat  ne  se 
trouvent  pas  en  Ugne  droite;  c'est  là,  aux  yeux  de  plusieurs  calculateurs,  un 
inconvénient;  P.  L.  Ùebyèëv  et  E.  Seîling  ont  cherché  à  y  remédier  par  différents 
moyens. 

164)  Par  exemple  les  machines  de  B.  Pascal  ^^%  de  Claude  Perrault  ^''),  de 
Ph.  M.  fiaAn«««),  de  J.  H.  MUUer*^')  et  encore  la  machine  de  Ch,  X  Thomas  *^^) 
sous  sa  première  forme,  celle  qui  date  de  1820. 
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nature  de  ce  mode  de  transmission.  En  reyanche,  ce  qui  introduit 
une  différence  dans  la  rapidité  d'exécution  du  travail  c'est  le  fait 
que,  dans  certains  appareils,  les  divers  chiffres  de  même  rang  sont 
obtenus  par  les  déplacements  proportionnels  d'un  même  organe,  tandis 
que,  dans  d'autres  appareils,  les  chi£&es  de  même  rang  sont  obtenus 
par  les  déplacements  d'organes  différents  manœuvres  par  des  touches 
ou  par  des  boutons  de  pression.  Cette  différence  essentielle  dans  la 
rapidité  d'exécution  des  additions  et  soustractions  effectuées  à  l'aide 
des  machines  à  calcul  nous  amène  tout  naturellement  à  classer  dans 
deux  catégories  distinctes,  correspondant  aux  deux  cas  que  nous 
venons  de  mentionner,  les  nombreuses  machines  à  addition  et  sous- 
traction que  l'on  a  construites  jusqu'ici  ^*^). 

A  la  première  de  ces  deux  catégories,  où  le  travail  est  exécuté 
assez  lentement,  appartient  la  plus  ancienne  des  machines  à  calcul 
connue  (fig.  5),  la  machine  arithmétique  construite  par  Biaise  Paseal^^ 


fig.  5.    Machine  arithmétique  de  Pascal. 

en  1642.  Quoique  bien  imparfaite  encore  au  point  de  vue  tech- 
nique, elle  servait  toutefois  à  effectuer  couramment  des  additions  et 
des  soustractions  de  nombres  naturels  quelconques  donnés. 

^De  nombreuses  variantes  ont  été  successivement  apportées  au 
type  primitif  de  la  machine  de  B,  PoscoZ;  parmi  ces  variantes  on  peut 

166)  On  en  pourrait  compter  plus  de  80  espèces  et,  presque  chaque  année, 
il  en  paraît  de  nonvelles.  Il  ne  saurait  être  question  ici  que  de  donner  une 
idée  de  ce  développement,  par  des  exemples  choisis  dans  quelques-unes  des 
espèces  les  plus  importantes. 

166)  Cette  machine  comprend  comme  pièces  essentielles  des  roues  à  dix 
rayons  qui  correspondent  aux  unités,  dizaines,  centaines,  ...  du  nombre  à 
ajouter.  Pour  chaque  chifBce,  le  calculateur  place  contre  celui  des  rayons  de  la 
roue  correspondante,  qui  est  vis-à-vis  de  ce  chiffire  marqué,  une  pointe,  et  il  £sit 
tourner  ce  rayon  jusqu'à  ce  que  la  pointe  vienne  heurter  Taiguille  qui  sert  de 
buttoir  (elle  est  marquée  S  sur  la  fîgtire  6).  Les  descriptions  détaillées  qui  se 
trouvent  dans  les  diverses  éditions  des  couvres  complètes  de  B,  Faseal  sont 
dues  à  D.  Diderot  [Encyclopédie  ou  dictionnaire  raisonné  1,  Paris  1761,  p.  680/4; 
Encyclopédie  méthodique,  math.  1,  Paris  et  Liège  1784,  p.  136/41]. 
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citer  celle  de  Lépme^^'^)-  approuvée  par  T Académie  des  sciences  de 
Paris  en  1725  et  celles  de  HiUerin  de  Boistissandeau^^)  approuyées 
par  TAcadémie  en  1730.  D'autres  dispositions  mécaniques,  proposées 
à  la  fin  du  17"™®  siècle  et  dans  la  première  moitié  du  18**™*  siècle 
pour  effectuer  des  additions  et  des  soustractions,  quoique  rentrant  dans 
la  même  catégorie,  s'écartent  davantage  de  la  disposition  adoptée  par 
B.  Pascal',  c'est  le  cas,  par  exemple,  de  la  machine  à  addition  et 
soustraction  imaginée  en  1666  par  S.  Morland^^^,  et  de  celle  cons- 
truite plus  tard  par  (7.  L.  Gersten^'^^y 

Même  au  19**™*  siècle,  on  rencontre  encore  des  machines  rentrant 
dans  cette  première  catégorie  de  machines  à  addition  et  soustraction. 
Parmi  ces  machines,  qu'on  peut  envisager  comme  les  derniers  rejetons 
d'une  longue  lignée  issue  de  la  machine  arithmétique  de  B.  Pascal, 
on  peut  citer  l'additionneur  fort  bien  construit  de  D.  D.  JSott"*)  qui 
date  de  1843,  l'^Adder^'  (fig.  6)  de  Ch.  H:  WM''%  qui  date  de  1868, 
et  est  remarquable  par  sa  simplicité,   l'instrument  qu'on  a  nommé 

167}  ^Machines  approavées  Acad   sc.^*^  4  (1720/6),  éd.  1735,  p.  181  [1726].* 

168)  ^Machines  approuvées  Acad.  sc."^  6  (1727/81),  éd.  1786,  p.  108,  117, 
121  [1780J.* 

169)  ^The  description  and  use  of  two  arithmetick  instruments  together 
with  a  short  treatise  explaioing  and  demonstrating  the  ordinary  opérations  of 
arithmetick,  Londres  1673.* 

L*„instmmeDt  for  addition  and  soustraction**  dû  à  8,  Morland  est  moins 
perfectionné  que  la  machine  de  B.  Pascal;  il  est  donc  fort  probable  que 
S.  Morland  n'a  pas  connu  la  machine  de  B.  Pascal. 

^Yoir  à  ce  sujet  J.  Osanam^  Récréations  math,  et  phys.;  nouv.  éd.  totale- 
ment refondue  et  considérablement  augmentée  par  M'  de  C.  G.  F.  1,  Paris  1778, 
p.  17.  La  remarque  ayant  trait  à  la  machine  de  S.  Morland  est  de  celles  qui 
ont  été  ajoutées  au  texte  de  /.  Oeanam  par  le  continuateur  anonyme  qui  n'est 
autre  que  /.  E.  Moniucla.* 

170)  «Philos.  Trans.  London  89  (1786/6),  p.  79  (n*438)  [1735].  Cette  machine 
repose  sur  l'emploi  de  crics  mus  par  des  étoiles.  Poux  effectuer  un  report  de 
dizaines,  le  cric  correspondant  pousse  l'étoile  voisine  de  ^  de  tour.* 

Cette  machine  a  été  construite  en  1726;  elle  est  conservée  au  musée  de 
Darmstadt. 

171)  Bull.  Soc.  encour."*)  42  (1843),  p.  411  (rapport  de  Th.  Olivier),  p.  421 
(article  de  D.  D.  Both),  On  trouvera  une  description  de  cet  additionneur  dans 
M.  d'Ocagne  [Le  calcul  simplifié"»),  p.  81]  et  dans  F.  G.  von  Bohl,  Pribory"*) 
[Appareils  et  machines],  p.  103/10  (avec  une  planche  lithographiée).  Le  perfectionne- 
ment réalisé  par  D.  D.  Both  tient  à  ce  que  les  appareils  de  report  des  dizaine» 
n'ont  jamais  à  fonctionner  simultanément. 

172)  Scientific  American  (2)  20  (1869)  p.  20;  J.  Franklin  Inst.  Pennsylvania 
(8)  60  (1870),  p.  8.  Un  disque  circulaire  plus  grand,  pour  les  nombres  de  1  à 
100,  et  un  autre  plus  petit  pour  les  chifiErea  des  centaines,  sont  juxtaposés  et 
sont  mis  directement  en  mouvement  par  l'intermédiaire  d'une  pointe. 

Bnoyolop.  des  loieiic.  mathém»!    14.  16 
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jjUnion"  (fig.  7)  et  qui  est  dû  à  J.  Vgridi^'^%  enfin  la  machine  à  yi» 


fig.  6.    L'Adder  de  Webb. 


fig.  7.     L'Union  d*Ugrich. 


172»)  La  Nature  81  (1908)  I  [Supplément  intitulé  „Nouvelle8  scientifiques^ 
n"  1568,  18  juin  1907,  p.  7];  Deutsches  Oebrauchsmuster  n*"  267  869  ('J2  juin  1905) 
et  n  '  841  158  (26  mai  1908). 
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pour  l'addition  et  la  floustractîon  due  à  G.  Orlin^'^*)  qui  l'a  construite 
en  1893. 

^On  a  parlé  plus  haut^*')  de  l'additionneur  à  roues  enfilées  sur 
un  même  axe  de  J,  L  Pereire,  L'organe  additionneur  de  la  machine 
de  P.  L,  Cébysëv^^^  appartient  au  même  genre.  Une  machine  du 
même  type,  très  perfectionnée  dans  ses  détails,  est  due  à  C.  Fossa- 
JfofWîtm"*).* 

Par  l'introduction  de  touches  analogues  à  celles  des  machines  à 
écrire  ^^^)  y  on  a  pu  réaliser  un  accroissement  de  vitesse  et  une  plus 
grande  sûreté  de  manœuvre,  ce  qui  était  fort  à  désirer. 

On  a  ainsi  obtenu  des  machines  que  nous  rangerons  dans  la 
seconde  catégorie  des  machines  à  addition  et  soustraction.  Parmi  ces 
machines  .  il  y  a  lieu  de  tlistinguer  d'abord  celles  qui,  destinées  à 
n'additionner  que  des  nombres  d'un  seul  chifire,  ne  comportent  qu'une 
touche  pour  chacun  des  nombres  de  1  à  9.  Telles  sont  les  machine» 
de  A,  SieUner^'^^,  jàe  P.  J.  Bagge^'^'^,  de  A,  J,  R,  â!Aztveào,  de 
A.  PétéUn^^^y  et  de  Max  Mayer'^^)  (fig.  8). 

173)  Voix:  V.  G,  von  Bohl,  Zapiski  MoskoTskago  Otdjelen\ja  Imp.  Rnss- 
kago  TechniÔeskago  Obdèestra  [Kecxteil  de  la  section  de  Moscou  de  la  socîété^ 
impériale  technique  msse]  1898,  p.  810  (cah.  6).  Le  monyement  des  disques  à 
chiffires  (qui  sont  montés  sur  des  axes  de  vis  parallèles)  s'obtient  par  le  dé- 
placement (sans  rotation)  des  écrous  dans  la  direction  de  ces  axes.  On  ren- 
contre aussi  des  filets  de  vis,  portant  alors  tme  série  de  chiffres,  dans  le» 
„bftton8  additionneurs*',  destinés  à  Faddition  des  nombres  d'un  chiffire  seulement, 
mais  ces  appareils  n'ont  aucune  importance  pratique.  Un  appareil  de  ce  genre 
est  celui  de  M.  M,  Smith  et  F.  W.  PoU,  Scientific  American  (2)  38  (1876),  p.  214 
col.  1  ;  (Dingler's)  Polyt.  Journal  219  (1876),  p.  401.  Voir  aussi  à  ce  siget  la  note  176. 

174)  ^Ann.  Ponts  et  Chaussées  (7)  27  (1900),  p.  356  [lOi^me  année  de  la 
septième  série,  troisième  trimestre].  Cette  machine  est  pourvue  d'un  ingénieux 
dispositif  propre  à  contrebalancer  l'effet  des  forces  d'inertie,  quand  on  la  fait 
fonctionner  rapidement.* 

176)  Une  machine  à  addition  de  V.  SchiU,  qui  obtint  à  Texposition  unî- 
yerselle  de  Londres  en  1861  une  mention  honorable,  présentait  déjà  des  touches,, 
au  dire  de  C.  DieiMchold  [Ûie  Rechenmaschine,  Leipzig  1882,  p.  19].  Ni  R.  Mehmke 
ni  M.  d'Ocagne  n'ont  connaissance  d'exemples  antérieurs. 

176)  Brevets  allemands  délivrés  le  19  septembre  et  le  12  décembre  1882; 
publiés  sous  les  n<"  21286  et  23098,  Patentschrifb  27  février  et  19  juillet  1883. 
Cette  machine,  construite  en  1882 ,  est  caractérisée  par  la  disposition  des  nombres 
de  1  jusqu'à  1000  qui  y  sont  marqués  suivant  une  hélice  tracée  sur  un  tambour 
mobile  autour  de  son  axe  et  le  long  de  cet  axe. 

177)  Pour  cette  machine  de  P.  J.  Bagge  [brevet  allemand  délivré  le 
13  février  1884;  publié  sous  le  n«  27  902,  Patentschrift  14  juillet  1884]  et  la 
suivante  de  A.  J.  B.  cTAzevedo  [brevet  allemand  délivré  le  19  août  1884;  publié 
sous  le  n*'  30  421,  Patentschrift  19  janvier  1886],  voir  (Dingler's)  Polyt.  Journal^ 
260  (1886),  p.  262. 

16* 
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Pour  certaines  d*eutre  ces  machines,  on  s'est  même  astreint 
à  réduire  au  dessous  de  9  le  nombre  des  touches  ^^);  il  y  en  a  qui 
n'ont  que  cinq  touches ,  et  il  y  en  a  même  qui  n'en  ont  que  deux. 

Mais  on  rencontre  aussi  des  machines 
de  la  seconde  catégorie  sur  lesquelles  à 
[  chaque  ordre  décimal  correspond  une 
file  de  neuf  touches;  les  diverses  files 
sont  alors  généralement  disposées  dans 
un  ordre  parallèle  ^®^).  Après  avoir,  par 
fig.  8.    Additionneur  de  Mayer.     pression  de  touches,  marqué  le  nombre 

à  ajouter  à  un  nombre  déjà  formé,  on 
agit  sur  un  levier  et  la  somme  apparaît.  On  a,  dans  les  derniers 
temps,  complété  ces  machines  par  Fadjonction  d'un  mécanisme  propre 

178)  F.  O,  van  BoM,  Pribory"^  [Appareils  et  machines],  p.  67.  Cetle 
machine  date  de  1885. 

179)  Brevet  allemand  délivré  le  11  novembre  1887;  publié  sous  le  n*"  44  898, 
Fatentschrift  16  août  1888.  Cette  machine  date  de  1886;  elle  est  décrite  dans 
W.  «m  Dydfe,  Katalog"*),  p.  147  (n»  26)  et  dans  F.  G.  van  BoM,  Pribory"«) 
[Appareils  et  machines],  p.  63.  Elle  est  connue  aujourd'hui  dans  le  commerce 
80U8  le  nom  de  ^Summa^\  Pour  ce  qui  concerne  la  construction  ancienne  de 
cette  machine  de  Max  Mayer,  voir  la  note  181. 

180)  Abstraction  faite  des  „additionneurs  de  poche'S  qui  sont  sans  intérêt 
«t  permettent  seulement  d'addiiioner  des  unités  répétées,  il  faut  mentionner  parmi 
les  machines  à  touches,  Tadditionneur  de  F.  Areherger  [Schweiierische  polyt. 
Zeitschrift  11  (1866),  p.  88;  Polyt.  Journal  181  (1866),  p.  28]  qui  n'a  que  deux 
touches,  Tune  pour  le  chiffre  1  et  l'autre  pour  le  chiffre  8,  et  la  machine  du 
japonais  Shohé  Tanaka  [Brevet  allemand  délivré  le  14  novembre  1896;  publié 
sous  le  n**  90288,  Patentschrift  6  février  1897]  qui  a  cinq  touches  pour  les  cinq 
chiffres  1,  2,  S,  4  et  6  (pour  ^jouter  7  par  exemple,  on  appuie  simultanément 
sur  les  touches  6  et  2). 

181)  On  trouvera  une  description  de  ce  comptomètre  dans  F.  G.  van  BoM, 
Pribory"*)  [Appareils  et  machines],  p.  198.  ^D  a  été  perfectionné  en  1906  par 
la  maison  D.  E.  Feît  et  R.  Tarrant.  On  peut  lire  sur  Tappareil  même  les  totaux 
obtenus  à  de  petites  fenêtres.* 

L'ancienne  machine  à  additionner  de  Max  Mayer  [brevets  allemands  délivrés 
les  27  avril  1884  et  24  novembre  1885;  publiés  sous  les  n"^  29206  et  36496, 
Patentschrift  23  octobre  1884  et  6  mai  1886;  (Dingler's)  Polyt.  Journal  260  (1886), 
p.  263]  présentait,  il  est  vrai,  un  disque  spécial  pour  les  unités,  les  disaines,  etc. 
mais  elle  n'avait  qu'une  rangée  de  touches,  pour  les  chifi&es  de  1  à  9,  et  cette, 
rangée  unique  pouvait  être  reliée  à  chaque  disque  séparément  en  sorte  qu'on 
pouvait  faire  passer  un  chiffre  quelconque  dans  un  disque  quelconque. 

Le  principe  de  l'additionneur  de  E.  Bunge  [breyet  allemand  délivré  le 
1  janvier  1896;  publié  sous  le  n^"  87  776,  Patentschrift  18  août  1896]  est  ana- 
logue avec  cette  différence  que  l'action  des  touches  sur  chaque  disque  se  trans- 
met par  l'intermédiaire  d'une  deuxième  rangée  de  touches,  de  sorte  qu'on  peut 
additionner  des  nombres  de  plusieurs  chiffres;  mais  pour  chaque  chi&e  il  faut 
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à  imprimer,  sur  une  bande  de  papier  mobile,  les  nombres  à  ajouter 
et  leur  somme. 

Le  problème  des  macbines  à  additionner  peut  être  actuellement 
envisagé  comme  résolu  d'une  manière  satisfaisante  pour  les  besoins  de 
la  pratique.    Parmi  celles  de  ces  machines  qui  sont  les  plus  parfaites  on 


fig.  9.     Comptomètre  de  Felt. 

peut  citer  le  comptomètre  (fig.  9)  deD.  E,FeW^%  ^construit  en  1887 
par  la  maison  2).  E.  Felt  et  R.  Tarrant*,  la  machine  de  W.  8, 
Bîtrroughs^^^,   dite  „Registering  Accountant^^  (fig.  10)  construite  en 


appuyer  sur  deux  touches  à  la  fois.  On  trouve  [Abh.  Qesch.  Math.  9  (1899), 
p.  588]  une  description  de  cette  machine  due  à  F.  A.  Unger. 

^Le  fait  que,  dans  le  comptomètre  de  D.  E.  Felt  y  la  pression  des  touches 
correspondant  aux  chiffres  du  nombre  à  additionner  suffit  à  faire  entrer  celui-ci 
dans  le  totale  constitue  un  avantage  pour  Texécution  rapide  de  la  multiplication 
par  additions  répétées,  relativement  aux  machines  à  touches  munies  d'un  levier. 
Voir  aussi  n*»  21,  note  187.* 

182)  Brevet  allemand  délivré  à  r„American  Arithmometer  Company  in 
S*  Louis,  Missouri  U.  S.'*  le  18  septembre  1898;  publié  sous  le  n""  77  068,  Patent- 
schrift  6  octobre  1894  (voir  déjà,  au  sujet  d'une  ancienne  construction  de  la 
même  machine,  le  brevet  allemand  délivré  à  la  même  compagnie  le  22  août 
1888;  publié  sous  le  n<>  60824,  Patentschrift  24  janvier  1890).  Cette  machine 
très  répandue  en  France  dans  les  grands  établissements  financiers  a  été  intro- 
duite dans  beaucoup  de  bureaux  de  poste  allemands. 

Le   „comptographe^^  de  D.  E.  Felt  est  une  machine  imprimante  analogue 
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1888  et  celle  (fig.  11)  de  W.  Heinite^^^).    Si  Ton  remarque  que  dans 
ces  deux  dernières  machines  les  sommes  partielles  ne  sont  que  pré- 


fig.  10.    Additionneur  de  Burroughs. 

parées  par  la  pression  sur  les  touches,  pour  être  ensuite  efféctiyement 
réalisées  par  la  manœuvre  dW  levier,  on  est  naturellement  amené  à 
rapprocher  ces  deux  bonnes  machines  de  ceUes  qui  seront  enyisagées 
au  n^  22  et  dont  l'application  est  beaucoup  plus  étendue^). 

à  certains  égards  à  la  précédente;  le  comptomètre  (voir  note  181),  quoique  non 
imprimant,  en  est  une  forme  simplifiée. 

Dans  la  machine  non  imprimante  à^A.  Bahmann  [brevet  allemand  délivré 
le  31  juillet  1888;  publié  sous  le  n""  46  960,  Patentschrift  8  mai  1889]  on 
n'enregistre  pas  les  nombres  à  additionner  en  imprimant  les  chi&es  eux-mêmes, 
mais  (comme  dans  les  montres  servant  d'appareils  enregistreurs)  au  moyen  de 
styles  qui  en  se  déplaçant  indiquent,  par  la  position  qu'ils  viennent  occuper,  la 
valeur  des  chif&es  de  la  somme. 

183)  Brevet  allemand  délivré  le  13  septembre  1898;  publié  sous  le  n®  111906, 
Patentschrift  9  juillet  1900.  Cette  machine  imprimante  est  maintenant  construite 
par  la  société  „Monopol**,  à  Dresde.  Comme  les  comptomètres  elle  permet  de 
lire  à  de  petites  fenêtres  les  totaux  successifs  obtenus.  On  peut  ai:gourd*hui 
actionner  la  machine  à  Télectricité  en  empruntant  Fénergie  nécessaire  à  chaque 
fil  conducteur  de  lumière  électrique  que  Ton  a  à  sa  disposition;  sauf  la  pression 
des  touches  nécessaire  pour  indiquer  les  chif&es  des  nombres  que  Ton  veut 
additionner,  le  travail  se  fait  ainsi  d'une  façon  tout  à  fût  automatique. 

184)  Chaque  machine  servant  à  la  fois  aux  quatre  opérations  (cf.  n"*  22) 
peut  fournir  par  simplification  de  ses  organes  une  machine  à  addition.  C'est 
ainsi  qu'ont  procédé  Ph.  M.  Hahn^  Ch.  X  Thotnas,  E.  SeUing  et  d'autres.  Dans 
Tarithmomètre  de  P.  L.  6ebyiè'v  ^''),  la  machine  à  addition  peut  même  être  séparée 
et  employée  à  part. 
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Les  machines  à  addition  construites  en  ces  dernières  années 
ne  sont  généralement  pas  agencées  en  yne  de  se  prêter  à  la  soustrac- 
tion; cela  tient  à  ce  que  le 
besoin  d'effectuer  des  sous- 
tractions à  l'aide  de  machines 
est  moins  fréquent  que  celui 
d'effectuer  des  additions;  d'ail- 
leurs toute  soustraction  peut 
être  aisément  ramenée  de  tête 
à  une  addition  ^®^). 

^Bien  que  le  présent  ex- 
posé vice  avant  tout  un  but 
scientifique,  on  peut  rappeler 
ici  que  la  combinaison  d'ad- 
ditionneurs imprimants  à  tou- 
ches avec  des  enclenchements 
se  prêtant  à  certains  contrôles 
a  donné  naissance  à  des  ma- 
chines dites  ,;Caisses  enregis-  fig.  ii.  Additionneur  de  Heinitz. 
treuses"  capables  d'assurer 
tous   les   besoins   de  la   comptabilité   des   maisons   de   commerce  ^^)/ 

21.  Appareil  de  commande  des  disques  ohiifrés  (entraîneur). 
Pour  rendre  une  machine  à  calcul  susceptible  de  répéter  rapidement 
plusieurs  fois  de  suite  l'addition  d'un  même  nombre  de  plusieurs 
chiffres  et,  par  suite,  la  rendre  utilisable  pour  la  multiplication,  il 
faut  la  munir  d'un  mécanisme  spécial  qui,  par  un  seul  mouyement 
de  la  main  (agissant  par  exemple  sur  une  manivelle),  imprime  à  la 
fois  à  tous   les  disques  chiffrés  les  déplacements  voulus  ^®^.     Il  est 


Tant  que  ces  machines  ne  sont  pas  munies  de  touches  elles  opèrent  trop 
lentement.  Quand  elles  sont  munies  de  touches  elles  ressemblent  aux  machines 
décrites  en  dernier  lieu. 

185)  Pour  soustraire  6  de  a  il  suffit,  en  effet,  d*ajouter  à  a  le  complément 
de  6  à  la  puissance  de  10  immédiatement  supérieure  à  6  et  de  retrancher  du 
résultat  cette  même  puissance  déterminée  de  10.  Ce  complément  se  forme  faci- 
lement de  tête;  d'ailleurs  le  „comptomètre^^  ^"')  présente  sur  les  touches,  à  côté 
de  chaque  chiffre,  son  complément  à  10.  On  peut  comparer  ce  procédé  à  celui 
(n^  2,  note  6)  enseigné  par  /.  L.  Liigrange. 

186)  ^M.  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifié  ^*\  p.  36/7.* 

167)  ^Ayec  une  machine  fonctionnant  par  la  seule  pression  des  touches, 
sans  intervention  de  levier,  comme  le  comptomètre  ^^^),  on  peut  acquérir  une 
dextérité  telle  qu'il  devienne  possible  d'effectuer  plus  rapidement  les  multipli- 
cations en  se  servant  d'une  de  ces  machines  qu'en  utilisant  une  des  machines  qui 
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représenté  en  K  sur  les  figures  13,  16,  19,  21,  23.  C'est  à  ce 
mécanisme  qu'on  a  donné  le  nom  d'entraîneur  (en  allemand  „Schalt- 
werk"). 

Pour  l'élément  primordial  qui  constitue  Tentraîneur,  quatre  types  ont 
été,  jusqu'ici,  mis  en  pratique.  Le  plus  répandu,  dont  le  premier  inventeur 
fut  G.  W.  Leibniz j  est  constitué  (voir  fig.  12)  par  un  cylindre  ou  tam- 
bour denté*®®)  [en  allemand  „Stufenwalze^'  ou  „Staffelwalze*';  en  anglais 
p,,stepped  reckoner^^  portant  neuf  dents  d'inégale  longueur,  et  qui  peut 


fig.  12.    Entraîneur  de  la  machine  à  calculer  de  Leibniz. 

être  considéré  comme  produit  par  l'accolement  de  neuf  roues  munies  la 
première  d'une  dent,  la  seconde  de  deux  dents,  . . .,  la  neuvième  de  neuf 

▼ont  être  examinées  maintenant  [cf.  M.  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifié"^,  p.  38]. 
L'opérateur  peut,  dans  ce  cas,  être  comparé  à  un  dactylographe  arrivant  à  écrire 
avec  une  extrême  rapidité  à  T^ide  de  sa  machine  à  écrire.  Mais,  alors  que, 
quand  il  s*agit  d'un  dactylographe,  la  lecture  du  texte  révèle  les  lettres  fautives^ 
il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  chiffres  fautifs  dans  le  résultat  d'une  opération, 
à  moins  que  l'on  n*ait  soin  de  faire  au  moins  deux  fois  la  même  opération.* 

188)  Des  deux  machines  à  calcul  que  l'on  peut  sûrement  attribuer  à  G.  W, 
Leibnig  la  seule  qui  nous  soit  parvenue  (fig.  12  et  18)  est  conservée  à  la  biblio- 
thèque royale  de  Hanovre;  il  est  fort  vraisemblable  qu'elle  a  été  achevée  dès  1694; 
elle  a  été  récemment  remise  en  état  par  A.Burkhardt  [cf.  Z.  fur  Yermessungs-Wesen 
26  (1897),  p.  892  ;  C.  Bunge,  Yerhandl.  des  8**^  internat.  Math.-Eongresses  Heidelberg- 
1904,  publ.  par  A.  Krazer,  éd.  Leipzig  1906,  p.  737/B];  cette  machine  possède 
8  cylindres;  en  haut  de  la  figure  12,  on  les  voit  les  uns  à  côté  des  autres.  En 
outre,  on  trouve  des  tambours  à  dents  d'inégale  longueur  dans  la  machine  de 
Ph.  M.  H<ihn*^^  qui  date  de  1774;  on  en  trouve  aussi  dans  la  machine  de 
1776  de  Ch.  Mahon,  plus  tard  comte  de  Stanhope  [voir  /.  Edmondson^  London 
Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (6)  20  (1886),  p.  16],  dans  la  machine  de  /.  H,  MHUer**^ 
qui  date  de  1783,  et  dans  celle  de  Ch.  X.  Thomaa*^^)  qui  date  de  1880. 
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dents  d'égale  longaenr^^*).   On  fait  généralement  correspondre  à  chaque 
ordre  décimal  un  tel  tambour  denté  qui  engrène  alors  sur  une  roue 


fig.  18.    Intërienr  de  la  machine  à  calculer  de  Leibniz. 


fig.  18  a.    Entraîneur  de  la  machine  à  calculer  ,,le  Gauss^'  de  Hamann. 

commandant  un  disque  chifi&é  de  0  à  9;  on  peut  cependant  n'avoir 
recours  qu'à  un  seul  tambour  commandant  à  la  fois  les  disques  des 
divers  ordres  décimaux**®). 

189)  Une  petite  roue  dentée  mobile  le  long  d'une  rainure  de  la  platine  fixe 
est  amenée  par  ex.  dans  la  position  où  elle  peut  être  atteinte  par  7  dents  du 
tambour  denté;  à  chaque  tour  complet  de  tambour,  la  roue  avance  alors  de 
7  dents. 

190)  Cette  disposition  se  rencontre  dans  la  machine  (fig.  17)  de  T.  Maitrèl  et 
J.  H.Jayet  appelée  „arithmaureV'  [C.  B.  Acad.  se.  Paris  28  (1849),  p.  209];  pour  la 
description  du  mécanisme,  voir  L.  Laïanne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (8)  8  (1864) 
(deuxième  semestre),  p.  287  ;  cf.  M,  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifié  "•),  p.  64].  La 
même  disposition  se  rencontre  aussi  dans  la  machine  de  P.  2>.  Cebysè'v  *")  et  dans 
le  „Gauss"  ou  „Mercédès"  de  Chr.  Hamann'^^). 

«L*exemplaire  de  Tarithmaurel  qui  existe  au  Conservatoire  des  arts  et 
métiers  de  Paris  est,  sans  doute,  unique  au  monde,  comme  d'ailleurs  aussi  celui 
de  la  machine  de  P.  L,  Ùehyèëv.* 
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Récemment  Chr.  Hamann^^^)  a  proposé  de  remplacer  le  tambour 
dente  par  un  ^disque  denté"  (en  allemand  „Stufen8cheibe")  [cf.  n**  22]. 
Le  disque  (fig.  I3a)  porte  9  séries  de  dents;  la  série  intérieure  com- 
prend 9  dents;  la  suiTante  comprend  8  dents;  et  ainsi  de  suite;  la 
série  extérieure  ne  comprend  qu'une  seule  dent.  Cette  disposition  offire 
plusieurs  avantages ,  entre  autres  celui  de  rendre  la  résistance  à  peu 
près  constante  quel  que  soit  le  nombre  des  dents  qui  soient  en  prise 
quand  on  fait  tourner  le  disque;  il  en  résulte  qu'une  machine  à  calcul 
quelconque  munie  de  l'entraîneur  de  Chr,  Hamann  fonctionne  bien 
plus  régulièrement  que  si  elle  en  est  dépourvue. 


fig.  14.    Machine  à  calculer  de  Leibniz  *•••). 

Un  second  type  d'entraîneur,  que  (?.  W.  Leibnig  a  égalemrait 
connu  ^®^),  repose  sur  l'emploi  d'une  roue  sur  la  périphérie  de  la- 
quelle on  peut  faire  saillir  un  nombre  de  dents  variable  de  1  à  9, 
chacune  de  ces  dents  pouvant  d'ailleurs  rentrer  à  volonté  à  l'intérieur 
de  la  roue  (voir  fig.  15)  pour  devenir  inactive  ^^*).     L'emploi  de  ces 

190')  Les  figures  12,  18  et  14  sont  reproduites  d'après  des  photographies 
de  la  machine  de  Leibniz  prises  par  A,  Burkhardt  à  Hanovre. 

191)  Voir  la  trad.  publ.  par  W.  Jordan  d'un  ms.  inédit  de  G.  W.  Leibnû 
[Z.  fOr  Yermessungs-Wesen  26  (1897),  p.  308];  peut-être  la  deuxième  machine 
de  (r.  W.  Leibniz^  qui  a  disparu  ^""),  possédait-elle  un  engrenage  de  ce  genre. 

192)  Les  roues  dont  se  composait  Tentraîneur  de  la  machine,  d'ailleurs 
imparfaite,  de  G.  Poîeni,  présentaient  des  dents  qu'on  pouvait  coucher  sur  le 
côté.    Pour  cette  machine,  voir  G.  Poleni,   Miscellanea:   hoc  est  .  .  .  machinae 
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roues  permet  de  réduire  les  dimensions  exigées  dans  le  cas  des  tam- 
bours dentés^  ce  qui  a  beaucoup  contribué  à  répandre  ce  second  type 
d'entraîneur,  surtout  dans  les  dernières 
années"'). 

On  rencontre  aussi  des  entraîneurs 
d'un  troisième  type,  distinct  des  deux 
précédents,  qui  sont  fondés  sur  des 
engrenages  à  prise  momentanée,  dans 
lesquels  les  roues  dentées  cessent  d'être 
en  prise  dès  que  le  disque  chiffré  cor- 
respondant a  avancé  du  nombre  de  rangs 
voulu  ^•*). 

Enfin    on   peut   réaliser   une   dis- 
position  telle   que   les  organes  du  mé-        fîg-  l^-    Entraîneur  d'Odhner. 
canisme  de  commande,  par  exemple  les 

crémaillères"^),  se  laissent  manœuvrer  avec  des  vitesses  variables.    On 
obtient  ainsi  un  quatrième  type  d'entraîneur. 

arithmeticae  ejusque  ubub  descriptio,  Venise  1709,  p.  27  [voir  aussi  /.  Leupold, 
Theatrum  arithmetico-geometricum,  Leipzig  1727,  p.  27]. 

193)  C'est  à  rexemple  de  W.  T.  Odhner  que  0.  BUttner*^^,  H.  Esser**^) 
et  TF.  KûUner^^^  ont  adopté  ce  dispositif.  D'ailleurs  D.  D.  Boih  a  employé, 
environ  40  ans  avant  W.  T.  Odhner,  des  engrenages  du  même  genre  qui  sont 
exposés  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers  à  Paris  [M»  d'Ocagne^  Le  calcul 
simplifié  "»),  p.  62]. 

194)  Un  dispositif  semblable  se  rencontre  pour  la  première  fois  dans  une 
machine  décrite  par  J,  Leupold  [Theatrum  arithmetico-geometricum,  Leipzig  1727, 
p.  S8];  ce  dispositif  a  été  réalisé  plus  tard  dans  plusieurs  machines,  notamment 
dans  la  deuxième  machine  de  Ch.  Mahon^  plus  tard  comte  de  Stanhope^  construite 
en  1777  [voir  Ch.  A.  Vogîer,  Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln, 
Berlin  1877,  p.  59]  et  aussi  dans  la  machine  de  C.  Dietzsehold  [Die  Bechen- 
maschine,  Leipzig  1882,  p.  49]  qui  a  été  construite  dès  1877  et  dans  celles  de 
Friedrich  Weiss  [brevet  allemand  délivré  le  7  avril  1893;  publié  sous  le  n° 
73107,  Patentschrift  30  janvier  1894],  de  L.  BolUe^^*)  et  de  0.  Steiger*^*).  Le 
principe  de  la  machine  de  G.  B.  Grant*^')  est,  à  vrai  dire,  inverse:  chaque 
roue  de  Tentraîneur  ne  porte  qu'une  dent;  celle-ci  décroche  un  déclic  qui  arrête 
le  disque  dès  qu'il  a  accompli  la  rotation  (voulue  (sans  cet  arrêt  le  disque 
continuerait  à  tourner). 

196)  On  ne  connaît  qu'un  seul  exemple  de  cette  disposition:  elle  ne  se 
rencontre  que  dans  la  première  machine  de  E,  SeUing  (fig.  18)  [brevet  allemand 
délivré  le  16  avril  1886;  publié  sous  le  n«  39634,  Patentschrift  1  juillet  1887; 
Toir  aussi  E.  SeUing  y  Eine  neae  Bechenmachine,  Berlin  1887];  A.  Poppe 
[(Dingler's)  Polyt.  Journal  271  (1889),  p.  193]  a  donné  une  description  très  détaillée 
de  la  construction  de  cette  machine  exécutée  par  Max  Ott.  Chaque  crémaillère 
de  l'engrenage  peut  à  volonté  être  invariablement  liée  soit  au  premier,  soit  au 
second,   soit   au   troisième,  .  .  .,  soit  au  dernier  joint  mobile  d'une  „pince  de 
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n  est  d'ailleurs  de  la  plus  haute  importance  de  rendre  possible, 
ainsi  que  G.  W.  Leibniz  s'y  était  déjà  appliqué^  la  mise  en  prise  de 
Tentraîneur  ayec  le  compteur  à  partir  d'un  ordre  décimal  quelconque. 
Cela  permet  de  faire  entrer  d'un  seul  coup^  dans  le  compteur ^  le 
produit  par  10,  100, 1000,  10000, . .  .  d'un  nombre  quelconque  figurant 
sur  l'entraîneur^^). 

22.  Machines  à  addiUons  répétées  propres  aux  quatre  règles. 
Si  une  machine  à  addition  est  disposée  de  façon  à  permettre  d'effectuer 
non  seulement  des  additions  mais  aussi  des  soustractions  et  si  cette 
machine  est,  en  outre,  munie  d'un  entraîneur  amovible  (n^  21)  dont 
les  divers  éléments  sont  disposés  de  fsiçon  à  faire  avancer  le  disque 
correspondant   soit   de  1,   soit  de  2,  .  .  .,  soit  de  9  chiflfres"'),  on 


Nuremberg'';  de  sorte  que  si  l'on  ouvre  la  pince,  la  crémaillère  avance  d*un  seul 
coup  de  une,  deux,  trois,  .  .  .  dents  suivant  la  disposition  prise.  Au  sujet  de 
ce  dispositif  voir  aussi  la  note  215. 

^Dans  une  note  récente  [Z.  Math.  Phys.  62  (1906),  p.  86],  E.  SdUng  a  indi- 
qué divers  perfectionnements  de  sa  machine  [brevet  allemand  délivré  le  9  janvier 
1908;  publié  sous  le  n*"  149  664,  Patentschrift  21  mars  1904]  dont  le  principal^ 
fondé  sur  l'emploi  de  Torgane  que  les  horlogers  appellent  ^,sautoir''  ou  „tout  ou 
rien''  a  pour  objet  de  ramener  sur  un  même  alignement  les  chiffres  du  produit, 
qui  (cf.  note  168),  dans  le  modèle  primitif,  comme  dans  la  machine  de  P.  L. 
Cebyiëf)  ^"),  se  présentaient  le  long  d'une  ligne  ondulée.* 

196)  Comme  cela  ne  dépend  que  de  la  position  relative  de  Tentraîneur  et 
du  compteur,  peu  importe  que  le  premier  soit  en  mouvement  et  le  second  au 
repos,  comme  dans  les  machines  de  G.W.Leihnit^^^,  de  E.  SélUng^^^)^  de 
L,  BoUée  '^'),  et  d'autres,  ou  qu'inversement  le  premier  soit  en  repos  et  le  second 
en  mouvement,  comme  dans  les  machines  de  Fh.  M.  Hahn  *®^,  de  J.  H.  MÛller  *••), 
de  Ch.X.  Thomas*''^),  de  TT.  T.  Odhner *'''),  et  d'autres. 

En  général  le  transport  de  l'entraîneur  en  face  du  compteur  se  fait  à  la 
main;  mais  on  peut  aussi,  comme  le  faisait  G.  W.  Letbnig^  installer  à  cet  effet 
une  manivelle  spéciale  (fig.  18,  à  gauche),  ou  faire  remplir  ce  rôle  par  la 
manivelle  ordinaire  de  la  machine,  comme  le  font  Ch,  X.  Thomas  dans  ses 
dernières  machines  de  grand  format,  P.  L.  àèbyiëv^*^,  C,  JHetB9ch6ld^**)  et 
0.  Steiger*^^.  Dans  l'arithmaurel  **^  ce  transport  est  rendu  inutile  grftce  à  la 
multiplicité  des  manivelles  JST,  K,  JC\  K"'  (fig.  17). 

197)  Le  mécanisme  de  mise  en  place  est  constitué  par  un  ou  plusieurs 
^placeurs"  représentés  par  S— S  dans  les  figures  18,  16,  17,  19,  21,  28.  Par- 
fois pour  la  mise  en  place  des  unités,  dizaines,  etc.,  il  y  a  un  bouton  [comme  dan» 
la  machine  de  Ch.  X.  Thomas  '*^)]  ou  un  levier  [comme  dans  la  machine  de  W.  T. 
Odhner  '^')]  mobile  dans  une  fente  le  long  d'une  échelle,  ou  un  coulisseau  [comme 
dans  les  machines  de  Ph,  M.  Hahn*^^  et  de  /.  Edmondson**^],  ou  un  disque 
mobile  autour  de  son  axe  et  qui  porte  des  chiffres  pouvant  être  à  volonté  amenés 
sous  une  ouverture  [comme  dans  la  machine  de  G.  W.  Leibniz  (voir  fig.  18,  S—S)^ 
dans  celle  de  7.  H.  MûOer*^*),  et  dans  celle  de  0.  BtUtn^r'^")];  parfois  aussi 
le  placeur  est  formé  par  une  série  de  touches  correspondant  aux  neuf  chiffres  1^ 
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peut,  au  moyen  de  cette  machine,  effectuer  aussi  des  multiplications 
et  des  diyisions. 

Pour  effectuer,  par  exemple,  la  multiplication  de  1973  par  254, 
on  commencera,  après  aToir  mis  tous  les  disques  chiffirés  à  zéro  (cf.  n°  26), 
par  placer  les  unités  du  compteur  (n°  19)  en  face  des  unités  de  Ten- 
trfdneur  sur  lequel  on  marque  1973;  on  tournera  ensuite  quatre  fois  la 
maniyelle^^),  puis  on  fera  avancer  le  compteur  d'un  cran  yers  la  droite 
et  on  tournera  cinq  fois  la  manivelle;  enfin  on  fera  encore  avancer  le 
compteur  d'im  cran  vers  la  droite  et  on  tournera  deux  fois  la  manivelle; 
le  compteur  indiquera  alors  le  produit  cherché  501 142. 

A  Taide  de  cette  machine  le  produit  de  deux  nombres  s'obtient, 
en  fait,  par  une  suite  d'additions.  Cette  même  machine  permet  d'ailleurs 
aussi  d'obtenir  d'une  façon  analogue  le  quotient  de  deux  nombres 
par  une  suite  de  soustractions  (cf.  n"  24). 

C'est  de  considérations  de  ce  genre  que  sont  partis  les  inventeurs 
de  la  plupart  des  machines  à  calcul  qui  ont  été  successivement 
mises  en  circulation. 

Parmi  toutes  les  machines  à  additions  répétées  il  convient  de 
citer  en  toute  première  ligne  la  tnachina  arithmetiea  de  G.  W.  Leibniz  ^^) 
[fig.  12,  13,  14], 

2,  3,  .  .  . ,  9  [comme  dans  la  machine  de  E,  SeUing  ^*^)]  ce  qui  favorise  beaucoup 
la  rapidité  des  calculs.  Si  Ton  veut  en  outre  pouvoir  vérifier  après  coup  le 
nombre  posé,  il  est  bon  que  ses  chiffres  apparaissent  à  la  suite  les  uns  des  autres 
sur  une  seule  ligne  [comme  dans  les  machines  de  K,  Duschanek  "^),  0.  Bûttner^y 
0,  Steiger*^*),  et  dans  là  machine  du  ^^tjpe  Thomas^^  construite  parla  maison 
L.  Spitz  et  C^  (de  Berlin),  que  Ton  a  nommée  la  „Saxonia'']. 

Dans  les  machines  de  6r.  B.  Grant  '*")  et  de  E.  SelUng  ^°'^),  on  peut  représenter 
à  l'avance  certaines  constantes  qui  se  répètent  fréquemment,  de  telle  sorte  que 
rinscriptiôn  de  ces  constantes  se  fasse  d'une  façon  instantanée,  au  lieu  de  se 
faire  chiffre  par  chiffre,  chaque  fois  qu'on  en  a  besoin. 

198)  Dans  la  première  machine  de  Ch.  X.  Thomas*^^),  construite  en  1880, 
le  mouvement  était  obtenu  par  le  tirage  d'un  cordon.  Dans  l'arithmaurel  "^,  il 
suffit  d'amener  au  moyen  d'une  manivelle  un  index  sur  le  chi&e  voulu  d'un  cadran  ; 
il  y  a  d'ailleurs  de  ces  index  pour  chaque  ordre  décimal  du  multiplicateur 
[ils  sont  marqués  M  M'  M''  M'"  sur  la  figure  17];  aussi  cette  machine  opère-t-elle 
très  vite. 

Dans  la  machine  primitive  de  E.  SeUing  ^^'^)y  (fig.  18),  on  faisait  la  multi- 
plication par  2,  3,  .  .  .  en  ouvrant  le  système  de  pinces  de  Nuremberg  du  double, 
du  triple,  ...  du  déplacement  nécessaire  pour  une  simple  addition,  donc  par  un 
seul  mouvement  de  la  main. 

199)  Cette  machine  a  été  inventée  en  1671,  avant  que  G.  W.  Leibnit  ait 
connu  la  machine  de  B.  PasccU.  Elle  a  été  décrite  par  G.  W.  Leibniz  lui-même 
[Mise.  Berolin.  1  (1710),  p.  817;  trad.  en  allemand:  Z.  fur  Yermessungs-Wesen  21 
(1892),  p.  546].   Pour  Thistoire  de  la  découverte  de  cette  machine  voir  W.  Jordan, 
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^Gette  machine  est  assurément  très  remarquable  an  point  de  Tue 
théorique  et  renferme  au  moins  en  germe  un  grand  nombre  de  dis- 
positifs réappliqués,  ou  peut-être  réinventés  depuis  lors;  mais  l'habileté 
des'  constructeurs  auxquels  s'adressa  l'illustre  inventeur  ne  répondit 
pas  à  l'ingéniosité  de  sa  conception,  car,  en  dépit  de  la  peine  et  de 
l'argent  (une  centaine  de  mille  francs,  dit-on)  qu'il  j  dépensa^  il  ne 
put  obtenir  un  résultat  pratiquement  satisfaisant,  et  le  seul  de  ses 
modèles  qui  soit  parvenu  jusqu'à  nous  est  resté  à  l'état  de  simple 
curiosité  scientifique^*®).* 

La  première  machine  à  additions  répétées,  vraiment  utilisable,  et 
qui  ait  donné  naissance  à  un  type  industriel*^),  est  celle  que  Ph.M. 
Hàhn^)  a  inventée  en  1770. 

^EUe  a  d'ailleurs  été  suivie  de  près  par  la  machine  de  J.  H. 
MuUer^^y  Ces  deux  machines,  quoique  ayant  fait  &ire  un  pas  en 
avant  à  la  question,  ne  réalisaient  pas  encore  pour  elle  une  solution 
entièrement  satisfaisante**).* 

^Rappelons  aussi  les  machines  de  Ch.  Mahon,  comte  de  Stan- 
hope^  qui,  construites  en  1775  et  1777,  furent  à  cette  époque  con- 
sidérées comme  pratiques.* 

La  première  machine  à  additions  répétées  ayant  réellement  pénétré 
dans  la  pratique,  est  incontestablement  J'arithmomèér^^  (fig.  16)  de 
Ch.  X.  Thomas^,  ^qui  a  véritablement  inauguré  le  groupe  des  machines 

Z.  fOr  yermessnngs-Wesen  26  (1897),  p.  289.  Un  plan  de  la  machine  est  joint  à 
cet  article  de  W.  Jordan,  On  peut  aussi  consulter  au  sujet  de  cette  machine 
les  notes  188  et  191  (n»  21). 

200)  La  première  de  ces  machines  fut  terminée  en  1774;  voir  à  ce  suû^t 
Ih.  M.  Hahn,  Beschreibung  mechanischer  Kunstwerke,  Stuttgard  1774,  préface; 
Der  Teutsche  Merkur  26  (1779)  deuxième  trimestre,  p.  187/64  (mai).  On  ne  possède 
d'ailleurs  aucune  description  satisfaisante  de  la  structure  intérieure  de  cette 
machine,  mais  plusieurs  exemplaires  de  cette  machine,  la  plupart  en  fort  bon 
état,  existent  encore;  elle  figure,  entre  autres,  dans  les  collections  des  Ecoles 
polytechniques  ou  Universités  techniques  (Technische  Hochschulen)  de  Berlin 
(Charlottenbouxg),  de  Munich  et  de  Stuttgard. 

201)  Au  commencement  du  19'*"^*  siècle  des  machines  de  ce  type  étaient 
encore  construites  par  lliorloger  C.  Schuster  à  Ansbach;  cf.  W.  von  Dyek, 
Katalog  "*),  p.  160. 

202)  ^Der  Teutsche  Merkur  46  (1784)  premier  trimestre,  p.  269  (mars).  Un 
exemplaire  de  cette  machine  existe  encore  au  musée  de  Darmstadt.*  Voir  aussi 
la  note  226. 

208)  ^Der  Teutsche  Merkur  60  (1786)  deuxième  trimestre,  p.  86/95  (avril); 
cf.  Th.  Olivier  [Bull.  Soc.  encour"*)  42  (1848),  p.  420].* 

204)  Cf.  J.  Edmondson,  London  Ëdinb.  Dublin  philos,  mag.  (6)  20  (1886), 
p.  16.     Cf.  n*"  21  note  188. 

206)  Cette  machine  a  été  inventée  en  1820  à  Colmar,  en  Alsace.    Mais  elle 
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robustes^  d'un  type  industriel^  propres  à  fournir  un  service  continu 
et  prolongé.  Cest  de  beaucoup  la  machine  la  plus  répandue  en  France 
où,  depuis  cinquante  ans,  son  emploi  s'est  généralisé  dans  tous  les 
établissements  où  le  calcul  arithmétique  joue  un  rôle  important.* 
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fig.  16.    Arithmomètie  de  Thomas. 

L'arUhmaurd^  de  T.  Maurd  et  J.  H,  Jàyet  (fig.  17)  permet  en 
n'employant  qu'un  petit  effort  d'obtenir  une  rotation  très  rapide  de  ses 
différentes  pièces.     Par  sa  construction  spéciale  il  se  rapproche  des 


a  BUCcessiTement  suhi  un  grand  nombre  de  modifications  importantes.  Jusqu*en 
1868  environ,  peut-être  était-elle,  en  partie  du  moins,  moins  bien  appropriée  à 
son  but  que  les  machines  à  calculer  de  Ih.  M,  Hahn*^^^  de  /.  H.  MûUer*^^ 
et  même  que  celle  de  G.  TF.  Leibniz  ^^^j;  mais  elle  s'est  bien  transformée  depuis 
lors.  On  en  trouve  une  description  détaillée  avec  figure  dans  F.  Eeuleatuc^  Der 
Civilingenieur  8  (1862),  p.  182;  tirage  à  part:  Die  Thomas^sche  Bechenmaschine, 
Freiberg  1862;  (2*  éd.)  publiée  sous  le  titre:  Die  sogenannte  Thomas'sche 
Bechenmaschine,  Leipzig  1892.  Voir  aussi  le  rapport  de  H.  Sébert^  Bull.  Soc. 
encour."*)  (8)  6  (1879),  p.  398;  cf.  A.  CavàUero  [Ann.  Istituto  tecnico  di  Torino  8 
(1877/80),  p.  93/126;  Bibliothèque  universelle  et  Revue  suisse  8  (1880),  p.  309]. 
Pour  la  forme  primitive  de  la  machine  on  peut  consulter  L.  A,  D.  Hoyau  [Bull. 
Soc.  encour."*)  21  (1822),  p.  366]  et  le  rapport  de  P.  M.  N,  Benoit  [Bull.  Soc. 
encour.^'^)  60(1861),  p.  118].  Cette  machine  a  été  introduite  (avec  quelques  per- 
fectionnements) pour  la  première  fois  en  Allemagne  vers  1878  par  A.  BurJchardt, 
à  Glashûtte  en  Saxe. 

^Le  constructeur  français  L,  Payen  a,  de  son  côté,  pendant  les  quarante 
dernières  années,  grandement  perfectionné  le  type  primitif  de  Tarithmomètre  de 
Ch.  X.  Thomas  et  a  réussi  à  en  faire  une  machine  vraiment  accomplie; 
mais  les  perfectionnements  apportés  ont  imiquement  porté  sur  les  détails  du 
mécanisme;  la  partie  essentielle  est  restée  la  même  [If.  d'Oeagne,  Le  calcul 
gimpUfié  "»),  p.  46].* 

206)  C*e8t-à-dire  Varithmomètre  de  Maurèl  [C.  K  Acad.  se.  Paris  28  (1849), 
p.  209].    Cf.  note  190. 
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machines   à  nmltiplication   proprement   dite   (n^  23);    il    en   est   de 
même  de  la  première  ^^)  des  machines  (fig.  18)  de  E.  SeUing 


\ 


fig.  17.     L'arithmaureL 


fig.  18.    Machine  de  Selling  (type  ancien). 

La  machine  (fig.  19)  de  W.  T.  Odhner^'^),  dont  le  type  primitif 
tout  au  moins  était ^   à  divers   égards,   inférieur  aux  machines  pré- 

207)  Brevetée  d'abord  en  Russie,  puis  en  Allemagne  en  187B  [brevet  alle- 
mand délivré  à  la  maison  Konigsberg  ^  O  à  S^  Pétersbourg  le  19  novembre 
1878;  publié  sous  le  n"»  7393,  Patentschrift,  16  septembre  1879;  brevet  alle- 
mand délivré  à  W.  T,  Odhner  le  13  novembre  1891;  publié  sous  le  n<>  64  996, 
Patentschrift  14  octobre  1892],  on  la  rencontre  depuis  quinze  ans  càans  le 
commerce  en  Allemagne  sous  le  nom  de  ,,Brunsviga*'  [voir  F.  Trinks^  Z.  des 
Vereins  deutscher  Ingenieure  36  (1892),  p.  1622],  et  en  France  sous  le  nom  de 
„Rapide"  et  de  „Dactyle". 

«Perfectionnée,  dans  le  détail  de  ses  dispositions  mécaniques  par  les  fiDèrea 
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cédantes^,    a    Tavantage    de   prendre   peu    de   place    parce    qu'une 
seule  roue,  sur  la  tranche  de  laquelle  on  peut  faire  saillir  à  Tolonté 


fig.  19.    Arithmomètre  d'Odhner. 


fig.  20.     Le  Mercedes  de  Hamann. 
1,  2, . . .,  OU  9  dents,  y  remplace  le  tambour  à  neuf  dents  d'inégales 


E.  et  C.  ChfxteaUy  de  Paris,  elle  a  pris,  sous  le  nom  de  ^Dactyle^S  une  forme  excel- 
lente [M,  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifié  "•),  p.  66]*. 

208)  Ce  type  primitif  dit ,, Brans viga^^  ne  méritait  pas  toute  confiance  [voir 
la  critique  de  H.  Sossna,  Z.  fur  Vermessungs-Wesen  30  (1901),  p.  686],  car 
les  mouvements  n^y  étaient  pas  suffisamment  bien  assurés  et  les  transports 
de  dizaines  n*y  étaient  pas  conduits  assez  loin  [ce  type  ne  remplissait  pas  la 
condition  quW  doit  exiger  de  toute  machine  à  calcul,  à  savoir  que,  dans  le 
compteur,  on  voie  apparaître  0  0  0  •  •  •  0  quand,  après  avoir  marqué  9  9  9  •  •  9 
on  ajoute  1].  La  marche  était  très  délicate  et  elle  présentait  encore  d'autres 
défauts.  4,Ces  défauts  ont  tous  dispara  du  type  „Dacty1e''  de  la  maison  Château  '^^.* 

Encydop.  des  tcieno.  mathémat.     14.  17 
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longueurs  des  arithmomètres  ordinaires.  Il  convient  d'ailleurs  de 
remarquer  que  la  construction  de  cette  machine  a  provoqué  tout  un 
essor  d'inventions  nouvelles  *^*). 

^La  nouvelle  machine  à  additions  répétées**®),  de  Chr. Hamann^^^), 
à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  ^^Gauss^'  est  remarquable  par  ce 
que,  tout  en  ayant  de  très  petites  dimensions,  elle  est  facilement 
maniable  et  que  sa  marche  est  à  la  fois  simple  et  régulière.*  Un  type 
plus  récent  de  cette  même  machine,  connu  sous  le  nom  de  „Mercédès^ 
est  représenté  fig.  20.  . 

23.  Machines  à  multiplier  directement.  Une  idée  absolument 
nouvelle  apparaît  en  1888  dans  la  machine  de  Léon  Boliée^^. 

^Toutes  les  machines  précédemment  énumérées  n'effectuent  la 
multiplication  et  la  division  que  par  répétition  de  l'addition  et  de  la 
soustraction.  Si  nous  n'opérons  pas  ainsi,  la  plume  à  la  main,  c'est 
que  nous  avons  appris  la  Table  de  Pythagore.  L'invention  de  L.  Bollée 
a  consisté  à  réaliser  une  machine  (fig.  21  )  appliquant  la  Table  de  Pytha- 

209)  Une  construction  analogue,  complétée  par  divers  détails,  se  retrouTe 
dans  les  machines  de  H.Easer*^^)  et  de  W.KiiUner  [brevet  allemand  délivré  le 
23  novembre  1894;  publié  sous  le  n"*  84  269,  Patentschrift  3  décembre  1896;  cf. 
(Dingler's)  Polyt.  Journal  800  (1896),  p.  199].  La  machine  de  TF.  Kûttner  est 
actuellement  construite  par  la  Société  „Monopol"  à  Dresde,  ce  qui  lui  a  &it 
donner  le  nom  de  „Monopol^^  sous  lequel  elle  est  connue. 

La  machine  très  utile  de  0.  Bûttnei'  [brevet  allemand  délivré  le  7  novembre 

1888  à  0.  BUttner  qui  a  inventé  la  machine  et  à  W.  Brûckner  qui  Ta  construite; 

*  publié   sous   le   n^"  47  248,   Patentschrift  1*'  juin  1889]  paraît   s'en   être   aussi 

inspirée.    Cette   machine   est   décrite   dans    W.  von  Dyck,   Katalog^*'),  p.  161 

(n*»  36),  et  dans  F.  G.  von  Bohi,  Pribory  "*)  [Appareils  et  machines],  p.  102. 

210)  A  cette  catégorie  appartiennent  aussi  les  machines  à  calcul  de 
J.  Letipold  "*),  Ch,  Mahon  »*  •'  ^•*),  /.  H.  MiUler  "«),  Abraham  Stem  [de  Varsovie]  »«»^>, 
jr.  A.  StaffeV*%  G.  B.  Grant  "«),  P.  L,  Cebysev  »«»)i  C.  Dietzschold  "*),  J.  Ednumd- 
80n***),  K.  Duschanek**%  H.  Esser**^  Friedrich  Wei88^^%    Yoir  aussi  n«»  60. 

211)  ^Des  descriptions  de  cette  machine  de  type  circulaire,  se  rapprochant, 
au  moins  par  sa  disposition  extérieure,  de  la  machine  de  D.D.Eolh  [ilf.  d'Oea^e, 
Le  calcul  simplifié"*),  p.  61]  ont  été  données  par  W,  SetnnUer^  Z.  filr  Ver- 
messungs-Wesen  36  (1906),  p.  10,  88  et  par  J,  W.G.  SchuU  [Z.  fEir  Instrumenten- 
kunde  26  (1906),  p.  60].* 

212)  C.  B.  Acad.  se.  Paris  109  (1889),  p.  737.  Brevet  allemand  délivré  le 
21  décembre  1894;  publié  sous  le  n*"  88936,  Patentschrift  2  novembre  1896. 
L,  Bollée  a  donné  une  description  de  cette  machine  avec  figures  [Bull.  Soc. 
encour."*)  (4)  10  (1896),  p.  989];  voir  aussi  M.  d'Ocagne  [Le  calcul  simplifié**^, 
p.  71/7]  et  F.  G.  von  Bohl,  Pribory  "*)  [Appareils  et  machines],  p.  160. 

^D'après  des  essais  suivis,  cette  machine  peut  effectuer  à  Fheure,  en  marche 
normale,  une  série  de  100  divisions,  120  racines  carrées  et  260  multiplicatîoua 
de  rétendue 

10":  10»,  |/ÏÔ",  10»xl0".* 
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gore^  grâce  à  rintroduction,  dans  le  jeu  de  cette  machine,  de  plaques 
calculatrices  sur  lesquelles*  les  produits  mutuels  des  nombres  de  1  à  9 


fig.  21.    Machine  à  calcul  de  BoUée  (modèle  de  1888). 


fig.  22.    Calculateur  de  la  machine  de  BoUée. 

sont  mis  en  évidence  sous  forme  de  paires  de  chevilles  (fig.  22) 
dont  les  longueurs  expriment  les  compléments  à  10  du  chiffre  des 
unités  et  du  chiffre  des  dizaines  de  chacun  de  ces   produits*^').     Ces 

213)  On  a  donné  le  nom  de  ^.calculateur^*'  à  la  pièce  principale  |de  la^ 
machine  de  L.  Bolîée,  qui  est  représentée  fig.  22.  Ce  „calculateux^^  est  en  quel- 
que sorte  une  représentation  matérielle  de  la  table  de  Pythagore.  On  trouve, 
par  exemple,  au  croisement  de  la  ?**"•  ligne  et  de  la  9'*"*  colonne  deux 
pointes  dont  les  longueurs  sont  les  compléments  de  6  et  de  3,  parce  que  9  x  7  s=  68, 
Au  lieu  d'une  table  de  produits  on  peut  évidemment  matérialiser  toute  autre 
table  numérique  et  l'introduire  ainsi  dans  la  machine.  L,  BolUe  a  effectivement 
construit  de  cette  façon  des  machines  spéciales  pouvant  servir  aux  calculs  d'intérêts 
ou  encore  à  d'autres  calculs. 

«En  implantant  les  tiges  calculatrices  de  L,  Bollée  normalement  à  un  noyau 

17* 
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cheyilles  limitent  respectiTement  les  déplacements  des  tiges  dentées, 
commande  par  un  tour  de  manivelle^  et  qui  ont  pour  effet  de  faire 
apparaître  sur  le  compteur  le  produit  du  multiplicande  inscrit  sur 
la  macliine  par  un  cUffre  quelconque  du  multiplicateur. 


fig.  28.    Machine  à  calcul  de  Steiger  (en  projection  horizontale). 


fig.  24.    Secteurs  de  la  machine  de  Steiger. 

Dans  la  machine  de  0.  Steiger  ^^^)   (fig.  23),  qui  repose  sur  le 
même  principe,  les  produits  de  la  Table  de  Pythagore  sont  matérielle- 


cylindrique  pouvant  être  déplacé  à  la  fois  autour  de  son  axe  et  dans  le  sens  de 
cet  axe,  L,  Malassis  a  combiné  une  machine  à  multiplication  directe  très  in- 
génieuse dont  il  n'existe  encore  que  le  modèle  en  bois  construit  des  mains  de 
Tinventeur  [cf.  M.  d'Ocagne^  Le  calcul  simplifié  ^'^,  p.  73]  et  qui  est  resté  en 
sa  possession.* 

214)  Brevet  allemand  délivré  le  23  décembre  1S92;  publié  sous  le  n^"  78  870, 
Fatentschrift  11  janvier  1894].  Ce  sont  ici  les  rayons  des  divers  secteurs  qui 
sont  complémentaires  des  chifires  correspondants.  La  figure  24  montre  les  secteurs 
accouplés  correspondant  aux  multiples  du  nombre  3;  en  lisant  sur  la  figure  les 
chiUres  dans  le  sens  contraire  de  celui  des  aiguilles  d'une  montre,  on  y  voit 
à  gauche  les  chiffires  successifs  des  dizaines,  à  droite  les  chiffres  successifs  des 
unités  des  multiples  0,  3,  6,  9,  12,  16,  18,  21,  24,  27  du  nombre  8.  Voir  aussi 
à  ce  stget  H.  Sossna,  Z.  fOr  Yermessungs-Wesen  28  (1899),  p.  674.  Actuelle- 
ment 0.  Steiger  emploie  des  calculateurs  du  type  BoUée.  La  machine  de  0.  Steiger 
«st  construite  sous  le  nom  de  „Millionnaire'^  par-  H.  W.  Egîiy  à  Zurich. 
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ment  exprimés  au  moyen  de  secteurs  de  rayons  inégaux,  accouplés, 
placés  sur  un  treuil  commun  (cf.  fig.  24),  ^es  longueurs  des  rayons 
jouant  le  même  rôle  que  les  longueurs  des  chevilles  des  plaques 
calculatrices  de  L.BoUée.* 

Dans  sa  machine  à  calcul  électrique,  E.  SeUing  '^^)  assure  la  for- 
mation des  produits  partiels  par  l'intermédiaire  d'électro- aimants  dis- 
posés de  telle  sorte  que  des  interrupteurs  correspondant  aux  chiffres 
du  multiplicande  et  du  multiplicateur  ferment  des  circuits  correspon- 
dant aux  valeurs  des  chiffres  de  ces  produits  partiels. 

Une  machine  à  multiplication  proprement  dite,  sur  laquelle  le 
multiplicande  et  le  multiplicateur  peuvent  être  inscrits  au  moyen 
de  touches,  permet  d'effectuer  les  multiplications  et  les  divisions 
bien  plus  rapidement  que  les  machines  à  additions  répétées  qui 
ont  été  décrites  au  n^  22;  TarithmaureP^)  permet  cependant  d'effec- 
tuer les  multiplications  et  les  divisions  aussi  rapidement  qu'une 
machine  à  multiplication  proprement  dite'^*). 

Cependant  les  machines  actuelles  à  multiplication  proprement 
dites  présentent  encore  au  point  de  vue  de  leur  usage  pratique  un 
grave  inconvénient  qui  consiste  en  ce  qu'on  ne  peut  pas,  à  l'aide  de 
ces  machines,  multiplier  par  un  nombre  de  plus  d'un  chiffi-e  sans 
déplacer  l'entraîneur.  Quoique  dans  la  machine  de  0.  Steiger  le 
déplacement  de  l'entndneur  s'effectue  automatiquement  à  chaque  tour 
de  manivelle  cet  inconvénient  n'en  est  pas  moins  réel,  même  dans 
cette  machine,  car  il  est  cause  d'un  retard  appréciable  dans  la  marche 
des  opérations  *^^. 

K.  Strehl^^'^  a  décrit  un  dispositif,  reposant  sur  des  considérations 
géométriques  très  simples,  à  l'aide  duquel  on  a  cru  entrevoir  la  pos- 
sibilité d'atteindre,  à  brève  échéance,  à  l'idéal  des  machines  à  calcul. 


216)  Brevet  allemand  délivré  le  26  octobre  1894;  publié  bous  le  n°  88297, 
Patentschrift  2  octobre  1896.  Il  convient  d'ailleurs  d'observer  que  E.  SeUing  est 
parvenu  à  construire,  dans  les  dix  dernières  années,  des  machines  à  calcul  four- 
nissant les  résultats  des  opérations  par  des  procédés  mécaniques  ^^') ,  sans  inter- 
vention de  Télectricité,  tout  en  évitant,  dans  le  transport  simultané  de  plusieura 
retenues,  Taccumulation  des  résistances  mécaniques  que  Ton  rencontre  encore  dans 
plusieurs  machines  récentes,  par  exemple  dans  celles  de  L.  BoXlée  et  de  0.  Steiger 
[Cf.  E.  SeUing,  Z.  Math.  Phjs.  62  (1906),  p.  86]. 

216)  Avec  leur  arithmaurel,  qui  pourtant  n'était  que  Textension  d'une 
machine  à  addition,  T.  Maure!  et  /.  H.  Jayet  étaient  arrivés  plus  près  du  but  qu'il 
s'agit  ici  d'atteindre  et  qui  est  d'effectuer  rapidement  les  multiplications  et  les 
divisions.  Dans  leur  machine,  en  effet,  le  compteur  reste  immobile  et,  par  la 
simple  inscription  du  multiplicateur,  la  multiplication  se  trouve  effectuée. 

217)  Centralzeitung  fur  Optik  und  Mechanik  11  (1890),  p.  242. 
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Si  les  prévisionB  de  Tinveiiteur  venaient  à  se  réaliser,  il  suffirait, 
ayec  sa  machine^  d'effectuer  Tinscription  des  facteurs  pour  que,  du  coup, 
le  produit  se  trouvât  formé.  Il  n'est  pas  interdit  d'espérer  que  de 
nouveaux  essais  permettront  d'atteindre  ce  résultat. 

24,   SouBtraotion  et  diviaion.    Oompteur  acoessoire  ou  quotient. 

A  quelques  rares  exceptions  prës^^®),  les  machines  à  calcul  permettent 
d'effectuer  les  soustractions  de  la  manière  suivante:  on  les  munit  d'un 
organe  de  commande  des  déplacements  tel  que,  après  inscription  du 
plus  grand  des  deux  nombres  sur  le  compteur,  et  du  plus  petit  sur 
l'entraîneur,  les  disques  chiffrés  du  compteur  se  trouvent  contraints 
d'effectuer,  mais  en  sens  inverse,  des  rotations  correspondant  aux 
divers  chiffres  du  nombre  à  soustraire. 

Dans  la  machine  de  Ch,  X.  Thomas  ^^)y  et  dans  quelques  autres 
comme  celles  de  L.  BoUée^^)  et  de  0.  iSfe^er"*),  on  tourne  cependant 
la  manivelle  toujours  dans  le  même  sens.  Dans  ces  machines  il 
suffit,  en  effet,  de  pousser  un  levier,  ou  un  bouton,  vers  Tinscription 
^soustraction"  ou  „division"  qui  y  figure  pour  que,  par  l'intermédiaire 
d'un  mécanisme  à  renversement,  la  manivelle  en  se  mouvant  toujours 
dans  le  même  sens  fasse  tourner  en  sens  inverse  les  disques  chifl&és 
du  compteur. 

Depuis  quelques  années  on  cherche  plutôt  à  effectuer  les  sous- 
tractions et  les  divisions  à  l'aide  des  machines  à  addition  et  à 
multiplication  en  y  renversant  le  sens  de  la  rotation  de  la  manivelle, 
ou  de  l'organe  qui  en  tient  lieu;  c'est  ce  qui  se  pratiquait  déjà  avec 
la  machine  de  G.  W,  Leibniz  ^^y^  et  c'est  d'ailleurs  plus  commode 
pour  le  calculateur*^^). 

Pour  diviser   deux  nombres  naturels  l'un  par  l'autre,   on  inscrit 


21S)  Parmi  les  machines  de  construction  récente  ne  permettant  pas  d*effectaer 
les  soustractions  par  le  procédé  indiqué  dans  le  texte,  on  ne  saurait  guère  ranger 
<iue  quelques  machines  à  addition,  comme  le  comptomètre  de  D.  E.  FéU^^\ 
et  les  machines  de  G.  B.  OranJt  [Amer.  J.  se.  arts  (3)  S  (1874),  p.  277].  Les 
disques  chiffirés  du  compteur  de  ces  dernières  machines  ne  peuvent  tourner  que 
dans  un  sens  et  la  soustraction  d'un  chiffire  quelconque  se  fait  par  Taddition  de 
son  complément  à  10.    Voir  la  fin  du  n°  19  et  la  note  164. 

219)  On  rencontre  cette  disposition  dans  plusieurs  machines  récemment  cons- 
truites, par  ex.  dans  les  machines  de  W,  T.  Odhner*^^,  de  XlDu«cfcanefc "*),  de 
0.  BUttner*^^  [cette  dernière  est,  en  outre,  pourvue  d'un  mécanisme  de  renver- 
sement] de  H.  Esseï-**^)^  de  W.  Kûttner*^^),  et  aussi  dans  quelques  anciennes 
machines,  par  exemple  dans  la  seconde  machine  de  Ch.  Mahon  ^^%  dans  Tarith- 
maurel  de  T.  Maurel  et  J.  H.  Jayet^^^^  et  aussi  dans  une  machine  de  /.  A. 
Staffel  '**)  dans  laquelle  il  faut  non  seulement  renverser  la  manivelle  mais  encore 
placer  un  index  sur  le  mot  „Sou8traction'*  inscrit  sur  la  machine. 
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le  dividende  sur  le  compteur  et  le  diviseur  sur  Tentruneur,  puis  on 
dispose  le  compteur  et  Tentraineur  l'un  au-dessous  de  l'autre  de  façon 
que  les  chifEres  du  rang  le  plus  élevé  du  dividende  et  du  diviseur  se 
correspondent;  on  retranche  ensuite  le  diviseur  du  dividende  autant 
de  fois  que  cela  est  possible;  on  obtient  ainsi  le  chiffre  du  rang  le 
plus  élevé  du  quotient.  Ceci  fut,  on  déplace  le  compteur  d'un  rang 
vers  la  gauche  (ou  l'entraîneur  d'un  rang  vers  la  droite) ,  et  on 
retranche  le  diviseur  du  nouveau  dividende  autant  de  fois  que  faire 
se  peut;  et  ainsi  de  suite '^). 

La  plupart  des  machines  propres  aux  quatre  premières  opérations 
de  l'arithmétique  ont  un  compteur  auxiliaire  spécial  sur  lequel,  quand 
on  effectue  une  multiplication,  apparaît  le  multiplicateur,  et,  quand 
on  effectue  une  division,  le  quotient.  C'est  à  cette  dernière  circonstance 
que  ce  compteur  auxiliaire  spécial  doit  le  nom  de  „quoHeni^'  sous 
lequel  on  le  rencontre  assez  souvent  [il  est  désigné  par  les  lettres 
Ç-  Ç  sur  les  fig.  16,  19,  21  et  23]»^).  On  lui  donne  d'ailleurs 
aussi  assez  souvent  le  nom  de  ^compteur  accessoire^  de  la  machine"'). 

25.  DispoaitifB  spéciaux.  On  considérerait  aujourd'hui  comme 
un  grave  défaut  l'absence  dans  une  machine  à  calcul  d'un  effinceur, 
c'est-à-dire  d'un  dispositif  à  l'aide  duquel  tous  les  disques  chiffrés  du 
compteur  puissent  être  rapidement  remis  à  zéro'^^).     Dans  les  machines 

220)  L'arithmomètre  de  P.  L.  Cebyèëv^^^)  fait  exception:  pour  effectuer 
une  soustraction  on  marque  sur  le  compteur  le  complément  du  dividende  à  une 
puissance  supérieure  de  10  et  on  ajoute  le  diviseur;  le  procédé  employé  peut 
être  envisagé  comme  une  variante  de  la  division  complémentaire  [voir  n""  6]. 

221)  Ce  dispositif  se  trouvait  déjà  dans  les  machines  de  Ph.  M.  Hahn  '^^ 
et  de  J.  H.  MûUer*^*);  la  machine  de  Ch.  X.  Thanuis*'^^)  en  est  pourvue  depuis 
1858.  En  général  le  report  des  dizaines  n^est  pas  prévu  au  quotient;  de  sorte 
que,  dans  les  machines  à  manivelle,  les  rotations  ne  sont  exactement  indiquées 
que  si  leur  nombre  n'excède  pas  9.  Pour  les  calculs  scientifiques  il  serait  souvent 
désirable  que  ce  report  eût  lieu;  il  a  effectivement  lieu  dans  la  machine  de 
H.  Esser  [brevet  allemand  délivré  le  10  décembre  1892  ;  publié  sous  le  n^*  82  965, 
Patentschrift  6  septembre  1895]  et  dans  la  machine  „Duplex**  de  W.  KiUtner*^^)] 
dans  la  première  machine  de  E.  Selling^^^  ce  report  résulte  de  la  disposition 
même  de  la  machine. 

222)  Dans  la  „circular  calculating  machine^^  de  /.  Edmandaon  [cf.  London 
Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (6)  20  (1885),  p.  18  ;  F.  G.  von  Bohl,  Pribory  »")  [AppareUs 
et  machines],  p.  151  ;  TF.  von  Dyck,  Katalog  "*),  p.  151  <n°34)],  le  compteur  principal 
et  le  compteur  auxiliaire  sont  réunis.  La  forme  circulaire  de  la  machine  permet 
d'amener  chaque  chiffre  du  compteur  en  face  de  chaque  chif&e  de  Tentraîneur 
de  sorte  qu'on  peut  continuer  indéfiniment  une  division  qui  ne  se  fait  pas 
exactement,  et  cela  sans  avoir  jamais  à  disposer  à  nouveau  Tun  ou  l'autre  des 
restes  successifs  de  la  division. 

228)  Nous  trouvons  déjà  cet  organe  dans  la  machine  à  calcul  de  G.  W, 
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actuellement  en  nsage^  ce  dispositif  est  même  étendu  au  compteur 
auxiliaire  désigné  (n**  24)  sous  le  nom  de  compteur  accessoire  ou  de 
quotient^.  On  manœuvre  ordinairement  Teffaceur  soit  en  pressant  sur 
un  bouton,  soit  en  appuyant  sur  un  levier,  soit  en  tournant  un  bouton 
ou  une  manivelle  [désignée  par  la  lettre  L  dans  les  figures  16,  17, 
19,  21].  Son  emploi  fait  d'ailleurs  Fobjet  de  perfectionnements 
constants. 

La  machine  de  J,  H.  Muller^^^)  construite  en  1783  possédait  déjà 
un  timbre  qui  sonnait  lorsqu^on  essayait  de  lui  faire  soustraire  un 
nombre  d'un  autre  plus  petit  ou  de  lui  faire  efiFectuer  une  opération 
dépassant  sa  capacité.  La  machine  de  J,  A,  Staffd^^),  construite  en 
1845,  était  également  munie  d'un  timbre  du  même  genre.  L'emploi 
de  ce  timbre  s'est  généralisé  et  actuellement  on  en  rencontre  dans 
un  grand  nombre  de  machines  *^^). 

Il  y  aurait  intérêt  à  munir  toutes  les  machines  à  calcul  d'un 
appareil  imprimant,  propre  à  enregistrer  automatiquement  d'une  part 
les  nombres  soumis  aux  opérations  et  d'autre  part  les  nombres  obtenus 
comme  résultats  de  ces  opérations.     Cet  appareil  existe  déjà'^)   dans 

Leibniz.  Il  est  constitué  par  des  disques  polygonaux  représentés  par  la  lettre  L 
dans  la  figure  13;  A.  Burkhardt  en  a  reconnu  la  signification.  Ce  n'est  qu'en 
1868  que  cet  organe  a  été  appliqué  à  rarithmomètre  de  Ch.  X.  Thomas  '®')  ^sons 
une  forme  d'ailleurs  nouvelle  et  des  plus  ingénieuses  [M.  d'Ocagne,  Le  calcul 
simplifié"»),  p.  61].* 

224)  Dans  la  machine  de  K.  Buschanek  [brevet  allemand  délivré  le  31  juillet 
1883;  publié  sous  le  n«  26  778,  Patentschrift  28  avril  1884;  (Dingler's)  Polyt.  Journal 
260  (1886),  p.  264]  les  trois  rangées  de  chiffres  figurant  au  multiplicande,  au 
multiplicateur  et  au  produit  peuvent  être  ramenées  au  zéro  par  un  seul  tour  de 
la  manivelle;  il  en  est  de  même  dans  les  machines  dites  „Berolina^  récemment 
modifiées  par  la  maison  E.  Schuster  de  Berlin,  machines  qui  rentrent  dans  le 
type  de  la  „Brunsviga"  (cf.  note  208).  Dans  la  machine  de  J.  Ednumdsan**^) 
on  peut  ramener  à  zéro  tout  ou  partie  des  chiffres  apparents  aux  fenêtres  du 
cercle  intérieur  dans  lequel  sont  réunis  le  compteur  principal  et  le  compteur 
auxiliaire. 

226)  Gôttingische  Anzeigen  von  gelehrten  Sachen  120***  Stûck  (1784),  p.  1201  ; 
Ph.  E,  Klipstein,  J.  H.  Mûllers  Beschreibung  seiner  neu  erfondenen  Bechen- 
maschine  (avec  une  préface),  Francfort  s /M.  et  Mayence  1786;  W,  wm  Dyék, 
Katalog  »"),  p.  148  (n°  27  avec  figure). 

226)  Tygodnik  illustrowany  7  (n«  192),  éd.  Varsovie  1868  (17/80  mai),  p.  207. 

227)  Par  exemple  dans  la  machine  de  A.  Bwrkhardt  construite  d'après 
celle  de  Ck.  X.  Thonias*^^  depuis  1886.  Si  l'opérateur  ne  fait  pas  attention  au 
signal  avertisseur,  il  peut  en  résulter  des  fautes. 

^La  „Dactyle"*^^  est  également  munie  d*un  signal  de  cette  espèce.  Dans 
la  machine  de  L.  Bolîée*^*)  des  enclenchements  s'opposent  automatiquement  à  ce 
que,  par  inadvertance,  l'opérateur  fasse  une  fausse  manœuvre  [voir  la  note  231].* 

228)  Abstraction   faite   des   machines   à   différences   (p?  27),   la  première 
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les  machines  à  addition  (n**  20)  mais  on  ne  le  rencontre  encore  que 
très  rarement  dans  les  autres  machines  à  calcul. 

G.  W.  LeOmie  avait  déjà  signalé  la  possibilité  de  substituer  un 
moteur  mécanique  à  la  main  de  l'opérateur  pour  la  mise  en  marche 
de  la  machine.  En  dehors  de  la  machine  de  Abraham  Stem  [de 
Varsovie]  ^*)y  qui  fut  un  véritable  automate,  cette  idée  de  G.  W,  Leibnig 
ne  paraît  pas  avoir  été  jusqu'ici  mise  en  pratique*^). 

36.  Exéoution  de  oalouls  oomposés.  Lorsqu'on  fait  produire 
par  les  machines  décrites  aux  n^  22  et  28  tout  ce  dont  elles  sont 
capables,  on  peut  obtenir  les  valeurs  d'expressions  de  la  forme 

al  ±  a^\  ±(Hh±<Hh±'"±  ^nK 

où  a,  b,  a^,  b^,  a^,  b^^  a^,  ^sj  -  • -y  %}  b»« désignent  des  nombres 
naturels  quelconques  donnés. 

On  commence  à  cet  effet  par  inscrire  le  nombre  a  sur  l'entraîneur; 
après  avoir  effectué  le  produit  de  ce  nombre  par  le  nombre  b,  on 
laisse  figurer  ce  produit  ab  sur  le  compteui^  et  l'on  inscrit  à  nouveau 
le  nombre  a^  sur  l'entndneur;  après  avoir  effectué  le  produit  a^  par 
\  on  obtient  ieJors  sur  le  compteur  à  volonté  soit  la  somme  soit  la 
différence  de  ab  et  de  a^b^  (dans  les  machines  réversibles  on  pousse 


machine  qui  eo  ait  été  munie  est  probablement  celle  de  G,  B.  GtafU*^^\  la 
seconde  est  la  plus  ancienne  des  machines  construites  par  E.  Seîling^''^).  Dans 
la  n&achine  de  A.  T.  AshweU  dont  la  construction  dérive  manifestement  de  celle 
des  machines  à  écrire  [brevets  allemands  délivrés  tous  deux  le  22  septembre 
1897;  publiés  sous  les  n»-  102  986  et  108009,  Patentschrifb  6  et  16  mai  1899] 
on  peut  même  imprimer  sur  ime  feuille  de  papier,  adaptée  à  la  machine,  une 
série  de  rangées  parallèles  de  colonnes  de  chifi&es;  et  un  timbre  se  met  à  sonner 
quand  un  nombre  déterminé. de  rangées  a  été  imprimé. 

229)  Leipziger  Literatur-Zeitung  fOr  1814,  p.  244;  Roczniki  towarzjstwa 
krôlewskiego  warszawskiego  przyiaciol  nauk  [Société  des  sciences  de  Varsovie]  12 
(1818),  p.  106.  Une  fois  les  nombres  disposés  pour  l'opération,  la  machine 
effectuait  sans  aucune  aide  cette  opération  par  Tintermédiaire  d'un  moteur 
d'horlogerie;  la  fin  de  l'opération  était  signalée  par  un  timbre.  Voir  aussi 
note  286. 

230)  Dans  Tancienne  machine  à  addition  de  W.S.Burroughs^^^^  c'étaient  des 
ressorts,  bandés  par  une  pression  du  pied  et  détendus  uniquement  par  les 
touches,  qui  produisaient  le  mouvement.  D'après  C.  Biettschold  [DieRechenmaschine, 
Leipzig  1882,  p.  48],  il  serait  facile  (conformément  à  un  projet  de  (r.  A.  Zenner) 
de  disposer  dans  les  machines  à  manivelle  xm  rouage  commandé  par  une  pédale  et 
qui  donnerait  l'impulsion  au  cylindre  principal.  C.  DieUschold  mentionne  [id.  p.  19] 
des  machines  à  additionner  possédant  un  mouvement  d'horlogerie  et  des  touches; 
ces  machines  ont  été  exposées  à  Vienne  en  1873  par  T.  Bieringer  et  /.  H.  Hebetane; 
une  machine  analogue  a  été  construite  en  1890  par  F.  Ctûiel  [brevet  allemand 
délivré  le  18  août  1890;  publié  sous  le  n°  59  877,  Patentschrift  28  octobre  1891]. 
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à  cet  effet  un  bouton  soit  vers  la  marque  ^^addition^^,  soit  vers  la  marque 
,^oustraction^^;  dans  d'autres  machines  on  obtient  la  somme  ou  la 
différence  suivant  que  Ton  tourne  la  manivelle  dans  un  sens  ou  dans 
Tautre).  Pour  continuer  l'opération  on  laisse  figurer  sur  le  compteur 
la  somme  ab  +  a^bi  ou  la  différence  a&  — a^^^  obtenue^  et  l'on  con- 
tinue à  effectuer  les  multiplications  ci^b^y  a^b^,  . .  .^  %b^]  les  additions 
ou  les  soustractions  ^^^)  continuent  alors  à  s'effectuer  d'elles-mêmes 
dans  la  machine  pour  chaque  nouveau  produit  a^b^y  a^b^, . . ,,  ct^K^- 
G,  A.  Sim^^)  a  montré  comment  le  calcul  d'expressions  telles  que 

Yabc  —  d^  +  f^—a 

231)  Dans  la  machine  de  Ch.  X.  Thomca  '®^,  et  dans  d^autres,  quand  on  retranche 
de  zéro  le  nombre  inscrit  sur  l'entraîneur,  on  voit  apparaître  au  compteur  son 
complément  à  lO**,  n  désignant  le  nombre  de  décimales  du  compteur;  on  peut 
dire  que  la  machine  emprunte  une  unité  à  la  (n  -|-  !)>«»•  décimale  et  la  rend 
quand  on  ajoute  un  nombre  plus  grand.  On  peut  ainsi  introduire  dans  la 
machine  des  termes  positifs  et  négatifs  dans  un  ordre  arbitraire.  Au  contraire 
dans  Tarithmauiel  de  T,  Mawrél  et  J.H,  Jayet^^^^  comme  dans  la  machine  de 
X.  BoUée^^*),  un  enclenchement  empêche  de  retrancher  un  nombre  d'un  nombre 
plus  petit,  ce  qui  offre  un  avantage  appréciable  quand  il  s'agit  d*effectuer  des 
divisions  ou  des  extractions  de  racines  carrées. 

232)  Si  l'on  porte  sur  le  compteur  le  premier  terme  a  d'une  progression 

arithmétique  .    ,        .      , 

a,  a  +  d,  a  +  2d,  .  .  . 

et  sur  l'entraîneur  la  raison  d  de  cette  même  progression  arithmétique,  chaque 

tour  de  manivelle  fournit  le  terme  suivant  de  la  progression  arithmétique.    Il  en 

est  de  même  pour  la  progression  arithmétique 

a,  a  —  dy  a  —  24,  .  • . 

L'arithmaureP'*)  a  deux  compteurs:  sur  le  premier  (désigné  ûg.  17  par 

la  lettre  Z)  on  peut,  quand  on  a  à  évaluer  une  expression  de  la  forme 

lire,  quand  on  en  a  besoin,  les  valeurs  des  différents  termes  a&,  Oi&j,  .  .  .  qui 
figurent  dans  cette  expression,  puis  effacer  ces  valeurs;  sur  le  deuxième  compteur 
(désigné  fîg.  17  par  la  lettre  Z')  on  lit  la  valeur  de  l'expression  complète 

Ce  dispositif  facilite  bien  des  calculs,  entre  autres  la  détermination  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  naturels. 

A.  Burkhardt  livre  à  volonté  des  machines  du  type  de  Ch.  X  Thomas  avec 
deux  compteurs  et  des  machines  pour  la  multiplication  abrégée  (voir  n^  SO). 
Depuis  quelques  années  la  maison  L.  Spiùf  et  O  (de  Berlin)  construit  aussi  une 
machine  à  deux  compteurs  du  type  Thomas,  dite  „Unita8'\  et  la  maison  E.  Sdiugter 
(de  Berlin)  construit  de  son  côté  une  machine  à  deux  compteurs  du  type  Bruns- 
viga  dite  „Duplicator'^  Dans  cette  dernière  machine  on  peut,  en  tournant 
simplement  une  manivelle,  ramener  dans  le  premier  compteur  le  nombre  qui 
figure  dans  le  second  compteur. 

288)  Ann.  Grénie  civil  (deuxième  partie)  2  (1863),  p.  161/4. 
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et  autres  analogues  composées  de  termes  de  la  forme  abc,  de^,  f^, 
peut  aussi  se  faire  sans  qu'on  ait  à  écrire  les  résultats  partiels. 

Une  quelconque  des  machines  à  calcul  de  Tun  des  types  envi- 
sagés aux  n^*  23  et  23  permet  de  ramener  l'extraction  des  racines 
•carrées  ^^)  et,  plus  généralement,  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  ^^)  à  des  opérations  purement  mécaniques.  L'emploi 
simultané  de  deux  de  ces  machines  à  calcul  permet  de  même  de 
ramener  l'extraction  des  racines  cubiques  et  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  degré  à  des  opérations  purement  mécaniques. 

Pour  faciliter  l'extraction  des  racines  carrées,  certaines  de  ces 
machines  ont  été  munies  d'oi^anes  spéciaux ^'^). 

Calcnls  rigonrenx 

•effectués  à  l'aide  de  machines  propres  à  l'exéeution  directe  de  calculs 


27.  Machines  à  différences.  Les  machines  à  différences  ont 
pour  objet  le  calcul  des  valeurs  successives  d'une  fonction  au  moyen 
de  ses  différences  des  divers  ordres  [voir  l'article  I  21].  Par  leur 
iieul  jeu,  elles  permettent,  quand  on  a  inscrit  la  valeur  initiale  d'une 
fonction  rationnelle  entière  de  degré  n,  de  passer  de  la  différence 
•constante  du  n^^^^  ordre,  successivement  aux  valeurs  des  différences 
4' ordres  n  — 1,  n  — 2,...,  jusqu'à  la  valeur  de  la  fonction  rationnelle 


284)  On  peut  à  cet  effet  enivre  poni  Textraction  des  racines  la  méthode 
•ordinaire  et  tradnire  Bnccesfliyement  chacune  des  mnltiplications  ou  divisions 
'que  Ton  effectue  par  une  opération  purement  mécanique. 

A.  TôpUr  a  indiqué  un  procédé  particulier  [F,  Reuleaux,  Yerhandlungen 
des  Yereins  zur  Befôrdemng  des  Gewerbfleisses  44  (1865),  p.  112],  fondé  sur  le 
théorème  bien  connu  d'après  lequel  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs 
•est  égale  à  n\ 

236)  Voir  jB.  Méhmke,  Z.  Math.  Phys.  46  (1901),  p.  479. 

386)  C'est  le  cas,  par  exemple,  pour  les  machines  de  Abraham  Stem^*% 
■de  J.  A.  Staffel**^)  et  pour  celles  de  L.  BoUée*^')  modèle  1892. 

Abraham  Stem  [de  Yarsone]  a  construit  trois  machines:  la  première  qui 
•date  de  1818  sert  seulement  pour  effectuer  les  additions,  soustractions,  multi- 
plications et  divisions;  la  deuxième  a  été  construite  en  1817  en  vue  de  l'extraction 
des  racines;  la  troisième,  construite  en  1818,  permet  d'effectuer  les  mêmes 
•opérations  que  chacune  des  deux  précédentes. 

D'après  une  note  publiée  en  1814  [cf.  Leipziger  Literatur-Zeitung  f&r  1814, 
p.  244]  Abraham  Stem  travaillait  à  cette  époque  à  une  machine  devant  fournir 
les  nombres  premiers  contenus  dans  un  nombre  donné;  cette  annonce  avait  fait 
quelque  bruit,  mais  le  renseignement  était  erroné  et  ne  reposait  que  sur  une 
-confusion  faite  par  un  traducteur  étourdi  entre  les  deux  mots  polonais  signifiant 
Tun  „racine  carrée**  et  Tautre  „nombre  premier**. 
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entière  elle-même  pour  mie  valem:  quelconque  de  la  variable.  Or, 
dans  un  intervalle  donné,  chacune  des  fonctions  usuelles  peut  être 
remplacée  approximativement  par  la  fonction  rationnelle  entière  formée 
par  l'ensemble  des  premiers  termes  de  son  développement  en  série. 
Le  nombre  de  ces  termes  et  par  conséquent  le  degré  de  la  fonction 
rationnelle  entière  envisagée  dépend  du  degré  d'approximation  de- 
mandé. On  conçoit  ainsi  que  ces  machines  puissent  convenir  au  calcul 
de  toutes  les  fonctions  usuelles  pourvu  qu'elles  permettent  d'opérer 
sur  des  différences  d'ordre  n  suffisamment  grand.  Pour  les  besoins 
actuels  de  la  pratique  n  doit  être  le  plus  souvent  au  moins  égal  à  4. 

Les  machines  à  différences  sont  surtout  construites  en  vue  de 
simplifier  le  calcul  de  divers  types  de  tables  mathématiques,  parmi 
lesquelles  les  tables  astronomiques  sont  peut-être  les  plus  importantes. 

On  dispose  généralement  les  machines  à  différences  de  façon  qu'au 
lieu  d'effectuer  simplement  les  calculs  elles  stéréotypent  elles-mêmes 
les  tables,  ce  qui  en  rend  naturellement  l'emploi  encore  bien  plus 
avantageux. 

L^idée  première  des  machines  à  différences  revient  à  J.H.  Muller^^) 
et  date  de  1786.  En  1812,  Ch.  Babhage^)  la  conçut  à  nouveau  et,  le 
premier,  la  fit  passer  dans  la  pratique  en  entreprenant,  en  1823,  la 
construction  d'une  machine  ^n^opérant  que  sur  les  différences  se- 
condes*; par  suite  de  circonstances  extérieures  défavorables,  cette 
construction  n'aboutit  pas  et  on  cessa  de  s'en  occuper  *^^)  à  partir 
de  1833. 

Une  machine  à  différences  due  à   Georges  Scheuis^^)   et  à  son 


287)  Cf.  m.  E.  KUpstein,  J.  H.  MûUer's  Beschreibung  "*),  p.  4S. 

238)  Voir  Ch.  Bàbbage,  Calculating  engines,  being  a  oollectioii  of  papers 
relating  to  them;  their  historj,  and  construction,  Londres  1889,  en  partie,  p.  4/^, 
51/188,  226/81,  811/22.  Ce  lecueil,  publié  par  E,  P.  Bahhage,  comprend  de 
nombreux  travanx,  dns  en  partie  seulement  à  Ch.  Bàbbage,  se  rapportant  aux 
deux  machines  à  calcul  de  Ch.  Bàbbage  (celle  à  différences  dont  il  est  question 
ici  et  celle  du  n^  28),  dispersés  jusque  là  dans  divers  journaux  et  difficiles 
à  se  procurer;  il  comprend  aussi  des  mémoires  se  rapportant  à  la  machine  à 
différences  de  G.  Seheutz  et  E.  Saheute  '^^).  Ch.  Bàbbage  lui-même  n'a  pas  donné 
de  description  complète  de  sa  machine. 

289)  En  1882  on  trouve  encore  [Polyt.  Journal  47  (1882),  p.  441]  une 
traduction  anonyme  d'un  article  anglais  sur  la  machine  à  calcul  de  Œ.  Bàbbttge. 

240)  H.  Meidinger,  Polyt.  Journal  166  (1860),  p.  241,  821;  F.  Q.  wm  BM, 
Pribory  "^  [Appareils  et  machines],  p.  189.  On  en  trouve  une  description  détaillée 
dans:  Brit.  patent  spécifie,  tome  17  (octobre  1864),  brevet  anglais  n"*  2216.  ^Une 
autre  description,  fondée  sur  un  mode  spécial  de  représentation  schématique  dû 
à  L.  Bertrand  (lieut-colonel),  se  trouve  dans  M,  â^Oeagne^  Le  calcul  simplifié  ^'^^ 
p.  218.* 
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fils  Edouard  Scheufz^*^),  inventée  dès  1834  ^et  qui  opérait  sur  les 
différences  quatrièmes*  fut  exécutée  en  1853;  un  second  exemplaires^ 
vit  le  jour  en  1858.  Ces  machines  ont  permis  d'exécuter  pratiquement 
de  longs  et  nombreux  calculs  avec  toute  la  précision  désirable. 

D'autres  machines  à  différences,  dont  le  mode  d'action  est 
analogue,  ont  été  ensuite  construites  plus  aisément;  on  peut  citer 
à  cet  égard  les  machines  à  différences  de  M,  Wiberg^*^)  et  celles  de 
G,  B,  Grant^.  La  machine  de  M.  Wiberg  a^  en  particulier,  fourni 
des  preuves  très  remarquables  de  sa  capacité  de  travail  s^).     JL,  Bottée^ 

241)  Georges  et  Edouard  ScheuU,  Spécimen  de  tables  calcolées  stéréotypées 
et  imprimées  au  moyen  d'une  machine^  Paris  1868;  ce  spécimen  avait  été  déjà 
publié  à  Londres  en  anglais,  en  1857,  sous  le  titre:  Spécimens  of  tables,  calcnlated, 
stereomoulded,  and  printed  by  machinery.  Description  de  cette  machine  à  dif- 
férences dans  C%.  Bàbhage,  G.  B.  Acad.  se.  Paris  101  (1885),  p.  557;  Obser- 
vations adressed,  at  the  last  anniversary,  to  the  présidents  and  fellows  of  the 
Royal  Society,  after  the  delivery  of  the  medals,  Londres  1856;  voir  aussi:  Scheutz's 
Bâkne-maskin,  Ofversigt  Yetensk.  Akad.  fôrhandlingar  Stockholm  16  (1859),  éd. 
Stockholm  1860,  p.  391;  et  la  publication  officielle  de  tables  servant  au  calcul 
de  rentes  viagères  en  Angleterre:  Tables  of  lifetîmes,  annuities  premiums,  with 
an  introduction  by  W.  Farr,  Londres  1864. 

^Le  premier  exemplaire  de  la  machine  de  G.  Sc?ieutz  et  E.  Scheutz  est 
maintenant  la  propriété  de  l'Observatoire  Dudley,  à  Albany  (Etats-Unis).  Le 
second  exemplaire  a  été  exécuté  pour  TOffice  du  „Registrar  gênerai*^  de  Sommer- 
set-House  à  Londres  par  le  constructeur  B.  Donkin  qui  y  a  introduit  quelques 
perfectionnements.  * 

2:12)  Cette  machine  comporte  cinq  compteurs  correspondant  chacun  à  15 
ordres  décimaux;  Tun  d'eux  s'applique  aux  valeurs  de  la  fonction  u^>=f(x);  les 
autres  s'appliquent  aux  quatre  premières  différences  (1  21,  8);  les  différences 
quatrièmes  sont  supposées  égales  entre  elles.     Les  données  initiales  sont 

«0»    A«_i,    A*w.i,     A»t*«,,    A*u. 

Dans  la  première  moitié  du  mouvement  de  la  manivelle  la  machine  additionne 
les  différences  d'ordre  pair  A*w  et  A*«-i  avec  les  différences  voisines  A't*_2 
et  Au_i;  et  celles-ci  se  changent  ainsi  en  A^u_i  et  Au^;  dans  la  seconde 
moitié  du  mouvement  de  la  manivelle,  les  différences  impaires  A'm.|  et  Au^  sont 
ajoutées  aux  nombres  voisins  A*u_i  et  u^,  de  sorte  qu'on  a  alors  sur  les  compteurs 

u,    Awo,    A'Mo,    A'i*_i,    A*w; 

tous  les  indices  sont  ainsi  augmentés  d'une  unité. 

Si  la  différence  A^u  n'est  pas  constante,  mais  peut  cependant  être  limitée 
à  un  nombre  déterminé  de  décimales,  le  nombre  rond  ainsi  obtenu  peut  être 
regardé  comme  constant  au  moins  entre  certaines  limites. 

248)  Une  description  détaillée  de  cette  machine  a  été  donnée  par 
Ch,  E,  Delaunay  [C.  R.  Acad.  se.  Paris  56  (1868),  p.  830].  ^Voir  aussi:  M.  d'Ocagne, 
Le  calcul  simplifié"*),  p.  86/7.* 

244)  Amer.  J.  se.  arts  (8)  2  (1871),  p.  118. 

245)  Elle  a  été,  entre  autres,  employée  à  dresser  les  tables  de  logarithmes 
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dont  on  a  cite  (n°  23 ,  fig.  21  et  22)  la  machine  à  mnltiplication,  a 
dressé  le  projet  d'une  machine  opérant  sur  les  différences  yingt-sep- 
tièmes;  si  elle  était  réalisée  on  aurait,  pour  construire  les  différentes 
tables  dont  on  a  besoin,  une  approximation  plus  que  suffisante ^^j/ 
28.  Machine  analytique.  L'^^analytical  engine'^  que  Œ.Babbage*^'^ 
a  conçu  dès  1834,  a  pour  objet*")  d'effectuer  n'importe  quelle  suite 
d'opérations  arithmétiques,  sur  n'importe  quels  nombres^*),  ayant  autant 
de  chijB^B  qu'on  le  veut,  et  d'en  fournir  le  résultat  tout  imprimé  ^ayec 
l'indication,  au  moyen  des  signes  de  l'algèbre,  de  toute  la  suite  des 
opérations  effectuées*.  La  suite  des  opérations  que  doit  exécuter  la 
machine  lui  est  d'ailleurs  imposée  dans  chaque  cas  au  moyen  de 
cartons  ajourés  (analogues  à  ceux  des  métiers  Jacqwwd),  Jusqu'ici 
le  montage  de  cette  machine  n'a  été  effectué  qu'en  partie;  la  partie 
montée,  quoique  peu  étendue,  est  cependant  déjà  pratiquement  utili- 
sable««»), 

à  7  décimales  publiées  en  1875  à  Stockholm  sons  le  titre:  Logorithmiabeller, 
ntr9>knade  och  tryckte  med  r&knemaskin  af  M.  Wiherg.  Il  y  a  des  éditions  de 
ces  tables  qui  ont  les  unes  une  introduction  en  français,  les  autres  en  allemand 
ou  en  anglais. 

246)  ^M.  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifié"*),  p.  87.* 

247)  Voir  Ch.  Bcfbbage,  Calculating  engines"^,  en  partie,  p.  6/ô0,  15^3, 
262/3,  316/22. 

248)  Une  description  sommaire  de  cette  machine  a  été  donnée  par  L.  F. 
Menabrea  [G.  R.  Acad.  se.  Paris  99  (1884),  p.  179],  qui  lui  avait  précédemment 
consacré  un  Mémoire  assez  étendu  ^[Bibliothèque  universelle  de  Genève  (2)  41 
(1842),  p.  352].  Ce  mémoire  dont  il  avait  paru  un  tirage  à  part  [Notices  sur  la 
machine  analytique  de  Ch,  Bàbbage^  Genève  1842]  a  été  traduit  en  anglais  et 
enrichi  de  notes  intéressantes  par  Ada  Lovelace,  fille  unique  de  G.  G.  (lord)  ByroHy 
qui  ne  signait  que  de  ses  initiales  A»  L.  L.  Cette  traduction  anglaise  a  para 
sous  le  titre:  Sketch  of  the  analytical  engine  by  Ch.  Babbage,  dans  22.  Taylor^ 
Scientific  memoirs  8,  Londres  1843,  p.  666/731.  Elle  a  été  reproduite  dans 
Ch.  Babbage,  Calculating  engines'^"),  p.  6/20  avec  les  notes  de  A.  Lovelace 
p.  21/60.* 

249)  A  Faide  de  V analytical  engine  on  pourra,  par  exemple,  calculer  les 
nombres  de  Bemoulli  [121,  19;  voir  aussi  dans  le  tome  II  l'article  consacré  aux 
intégrales  définies];  le  procédé  est  indiqué  par  A.  Lovelace  [Ch.  Babbage ^  Cal- 
culating engines  *'^,  p.  46]. 

260)  Une  commission  spéciale,  nommée  par  TAssociation  britannique  pour 
Tavancement  des  sciences  [British  association  for  the  advancement  of  science] 
avait  été  chargée,  il  y  a  une  trentaine  d'années,  d'examiner  s'il  convenait  d'achever 
le  montage  de  la  machine  pour  l'employer  au  calcul  des  tables.  Dans  son 
rapport,  déposé  en  1878  au  nom  de  cette  commission,  C.  W.  MerrifiM  conseillait 
de  réduire  le  jeu  de  la  machine,  en  le  bornant  par  exemple  à  la  multiplication^ 
ou  à  la  résolution  d'un  système  d'équations  linéaires  (c'est-à-dire  au  calcul  dea 
déterminants).    Voir  Qi.  Babbage^  Calculating  engines''^,  p.  328;  Report  Brit. 
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Calculs  approchés. 

29.  OalOQl  des  nombres  approohéB  en  général.  Il  arrive  sou- 
vent qu'un  nombre  décimal  est  donné  avec  im  nombre  de  décimales 
supérieur  à  celui  dont  on  peut  répondre.  H  arrive  aussi  bien  souvent 
qu'on  connidt  certains  nombres  avec  plus  de  décimales  qu'il  n'est 
nécessaire  pour  obtenir,  avec  l'approximation  dont  on  a  besoin ,  la 
valeur  d'une  expression  dans  laquelle  figurent  ces  nombres.  Dans  l'un 
et  l'autre  de  ces  deux  cas  on  peut  efPacer  celles  des  décimales  qui 
sont  en  excédent,  ce  qui  revient  à  remplacer  ces  décimales  par  des 
zéros  **^). 

La  plupart  des  calculateurs  ont  pris  l'habitude  de  forcer 
le  dernier  chiffre  conservé,  c'est-à-dire  de  l'augmenter  d'une  unité 
lorsque  celui  qui  le  suit  immédiatement  à  droite  (le  premier  chiffre 
supprimé  par  conséquent)  est  égal  ou  supérieur  à  5;  c'est  ce  qu'on 
appelle  „forcer"  ou  encore  ^arrondir"***)  le  nombre  envisagé.    Par  ce 


ÂS80C.  48,  Dublin  1878,  éd.  Londres  1879,  p.  92.  ^La  partie  déjà  ébauchée  de  la 
machine  de  Ch.  Babhcige,  ainsi  que  les  pièces  préparées  pour  le  montage  complet 
figurent  au  „South  Eensington  Muséum*^  de  Londres.^ 

On  doit  à  H,  Genaille  [Assoc.  fr.  avanc.  se.  20  (Marseille)  1891^  p.  169]  un 
„piano  arithmétique**  dont  la  partie  essentielle  est  une  règle  à  chevilles  qui 
permet  de  reconnaître,  parmi  les  nombres  de  la  forme  2^*  —  1  inférieurs  à  un 
nombre  donné,  ceux  qui  sont  premiers. 

261)  Notre  façon  d'écrire  les  nombres  décimaux  ne  permet  pas  de 
reconnaître  à  partir  de  quel  ordre  décimal  les  zéros,  qui  terminent  un  nombre 
approché,  remplacent  d'autres  chifires;  il  faut  donc  indiquer  nettement  dans 
chaqne  cas  particulier  si  le  nombre  que  l'on  envisage  a  été  abrégé  ou  non  et, 
lorsqu'il  est  abrégé,  à  combien  de  décimales  il  a  été  réduit.  On  peut  par  ex. 
avec  A.  Gemerth  [Fflnfstellige  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen,  Vienne  1866] 
indiquer  qu'un  nombre  est  complet  en  igoutant  un  point  à  la  suite  de  ce  nombre. 

262)  Dans  une  lettre  de  /.  Kepler  à  Philippe  (landgrave)  de  Hesse,  datée  de 
décembre  1623  [Opéra,  éd.  C.  Friêch  1,  Francfort  Sy/M.  1868,  p.  806],  on  trouTC 
déjà  des  exemples  de  multiplication  et  de  division  abrégées. 

^n  semble  certain  que  J.  Kepler  n'a  d'ailleurs  cherché  qu'à  compenser  les 
erreurs  qu'il  commettait  et  non  à  arrondir  ses  résultats.  Il  ne  donne  à  la  page 
citée  (p.  806)  aucun  procédé  méthodique  pour  arrondir  les  nombres  envisagés, 
•  mais  indique  seulement  un  résultat  qui  peut,  il  est  vrai,  être  expliqué  en 
admettant  qu'il  a  arrondi  les  nombres,  mais  qui  peut  l'être  anssi  en  admettant 
qu'ayant  pris  pour  certains  nombres  des*  valeurs  trop  petites  il  prend  pour 
d'autres  nombres  des  valeurs  trop  grandes^  par  simple  compensation;  or  d'autres 
résultats  obtenus  par  J.  Kepler  à  la  page  citée  permettent  de  croire  que  c'est 
à  la  seconde  de  ces  alternatives  qu'il  faut  se  ranger  (Note  de  G.  EnesMm).* 

^Des  détails  sur  la  façon  d'effectuer  les  multiplications  et  les  divisions 
abrégées  sont  contenus  dans  /.  Ch.  Houzeau  de  Lehaie,  Second  fragment  sur  le 
calcul  numérique'')  [Bull.  Acad.  Belgique  (2)  40  (1876),  p.  86/94,  94/186].* 
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procédé  l'erreur,  au  lieu  d'être  inférieure  à  une  décimale  du  dernier 
ordre  conservé,  ne  peut  dépasser  une  demi-décimale  de  ce  même  ordre, 
n  est  d'ailleurs  utile  lorsque  le  dernier  chiffre  est  5,  de  distinguer  le 
cas  où  ce  dernier  chiffre  a  été  obtenu  en  forçant  4  du  cas  où  ce  chiffre  5 
figurait  déjà  tel  quel  dans  le  nombre  donné.  Dans  le  premier  cas 
on  dit  que  le  dernier  chiffre  du  nombre  envisagé  est  un  „5  faible"^ 
et  on  le  représente  ordinairement'^)  par  5;  dans  le  second  cas  on 
dit  que  le  dernier  chiffi-e  envisagé  est  un  „5  fort"*^*)  et  on  l'écrit  à  la 
fietçon  ordinaire  sans  le  souligner  par  aucun  trait ^^).  Lorsque,  dans 
le  courant  des  calculs,  on  est  amené  à  supprimer  un  chifi&e  de  plus 
qu'on  ne  l'avait  fait  au  début,  cette  distinction  entre  le  5  faible  et 
le  5  fort  est  tout  à  fait  indispensable. 

Un  nombre  approché  plus  petit  que  le  nombre  exact  est  dit 
„approché  par  défaut^.  Un  nombre  approché  plus  grand  que  le 
nombre  exact  est  dit  „approché  pa/r  excès" 

On  dit  qu'un  nombre  ct^  approché  d'un  nombre  a  a  m  chif&es  exacts 
si  les  m  premiers  chiffres  de  a^  comptés  à  partir  de  la  gauche  coïn- 
cident avec  ceux  de  même  rang  dans  le  développement  décimal  du 
nombre  exact  a.  Le  nombre  a^  formé  par  ces  m  chiffires  exacts  est  un 
nombre  approché  de  a  par  défaut,  avec  une  erreur  absolue  qui  atteint 
au  plus  une  décimale  du  w**"*  ordre. 

On  appelle  erreur  absolue  d'un  nombre  approché  la  valeur  absolue 
de  la  différence  entre  ce  nombre  approché  et  le  nombre  exact  dont 
il  est  approché. 

253)  JP.  G.  Gauss,  Fflnfstellige  vollstândige  logarithmiBohe  and  trigono- 
metrische  Tafeln,  Berlin  1870,  introduction;  (95*  éd.)  Halle  1907. 

254)  Sur  d'autres  modes  d'indication  des  chiffires  forcés  voir  la  note  311. 

255)  Pour  les  chiffires  terminaux  autres  que  5  il  est  moins  nécessaire  de 
pouvoir  reconnaître  s'Ub  ont  ou  non  été  forcés.  Plus  d'une  table  est  cependant 
construite  de  façon  que  Ton  puisse  reconnaître  si  le  dernier  chîf&e  est  forcé  ou 
non.  Le  signe  de  Terreur  se  trouve  alors  fixé,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
diminuer  pour  cela  la  limite  de  la  valeur  absolue  de  l'erreur.  Cette  limite  est 
réduite  au  quart  de  la  dernière  décimale,  si  l'on  a  soin  d'augmenter  de  0,25  chaque 
chiffire  final  non  forcé  et  de  diminuer  de  0,25  chaque  ohiffire  forcé;  on  trouve 
des  explications  à  ce  stget  par  exemple  dans  A,  Gemerih  [FûnfsteUige  gemeine 
Logaritbmeu'^^),  p.  121],  sous  le  titre  „zweite  Méthode''.  On  applique  assez, 
rarement  cette  méthode,  parce  que  c'est  bien  long. 

J.  Kepler  [Chilias  logarithmonfti,  Marbourg  1624;  Opéra '^')  7,  p.  390;  pour 
l'usage  de  ces  tables,  voir:  Supplementum  Ghiliadis  logarithmorum,  Marbourg  1624: 
Opéra  7,  p.  347]  arrive  au  même  résultat  en  ajoutant  au  dernier  ohiffire  d'une 
fraction  décimale  incomplète  f  un  des  deux  signes  +  ou  —  lorsque,  J^  étant  la 
valeur  de  la  fraction  décimale  complète,  |jP — f\  est  compris  entre  le  quart  et 
la  moitié  d'une  unité  de  la  dernière  décimale;  ce  signe  sera  d'ailleurs  -f  quand 
F  est  plus  grand  que  /et  —  quand  F  est  plus  petit  que  f. 
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On  appelle  erre^Jifir  reiaHve  d'un  nombre  approché  le  quotient  de 
Terreur  absolue  par  le  nombre  exact. 

L'erreur  relative  indique  mieux  que  Terreur,  absolue  le  degré 
d'exactitude  du  nombre  approché.  Mais  Terreur  absolue  est  sourent 
la  seule  qu'il  importe  de  connaître  et  son  calcul  est  généralement  bien 
moins  compliqué  que  celui  de  Terreur  relative. 

Au  point  de  vue  des  calculs  courants^  qui  est  celui  auquel  nous 
nous  plaçons  ici^  il  importe  surtout  de  résoudre  les  deux  problèmes 
que  voici: 

1^  Déterminer  Terreur  qui  peut,  au  plus,  affecter  un  résultat 
de  calcul  lorsque  les  erreurs  des  nombres  entrant  dans  ce  calcul  ne 
dépassent  pas  un  nombre  donné. 

2^  Prendre  avec  le  moins  de  chiffires  possible  les  nombres  entrant 
dans  un  calcul  déterminé,  de  façon  que  Ton  puisse^  sur  le  résultat, 
répondre  d'une  approximation  donnée  d'avance^*). 

Chacun  de  ces  deux  problèmes  peut  d'ailleurs  être  résolu  de  deux 
façons  distinctes  suivant  que  Ton  envisage  les  erreurs  absolues  ou  les 
erreurs  relatives. 

Dans  les  applications  usuelles  on  peut  presque  toujours  se  contenter 
de  les  résoudre  tous  deux  en  n'envisageant  que  les  erreurs  absolues  ^^. 

Quelques  théorèmes  qu'il  est  aisé  de  démontrer  par  des  con- 
sidérations élémentaires  facilitent  beaucoup  la  résolution  du  premier 
de  ces  deux  problèmes,  au  moins  dans  les  cas  les  plus  simples  qui 
se  présentent  souvent  dans  la  pratique.  Parmi  ces  théorèmes  nous 
ne  citerons  que  les  deux  suivants: 

L'erreur  absolue  d'une  somme  de  plusieurs  termes  est  au  plus 
^^e  à  la  somme  des  erreurs  des  termes  que  Ton  ajoute.  L'erreur 
absolue  d'une  différence  de  deux  termes  est  au  plus  égale  à  la  somme 
des  erreurs  des  deux  termes  qu'on  retranche  Tun  de  l'autre  •"). 

Des  propositions  du  même  genre  concernant  les  produits,  les 
quotients,  les  puissances  et  les  racines  peuvent,  il  est  vrai,  tout  aussi 


266)  n  Bcmble  assez  probable  que  oe  problème  a  été  posé  pour  la  première 
fois  par  F.  Wolff  [Theoretisch-praktische  Zahlenlebre,  (2*  éd.)  1,  Berlin  1882, 
p.  187 J,  mais  il  n*a  certainement  pas  été  résola  par  cet  auteur. 

867)  Quand  on  considère  le  signe  des  erreurs,  comme  le  fait  J.  Vieille  [Approx. 
numériques*),  (2*"  éd.)  p.  32],  on  peut  bien  arriver  aussi,  sans  trop  de  peine, 
à  renfermer  entre  deux  bornes  chaque  nombre  approché;  mais,  quand  on  ne  con- 
sidère que  les  valeurs  absolues  des  erreurs,  les  règles  et  les  formules  sont  cepen- 
dant bien  plus  simples  et  Ton  peut,  en  général,  s*en  contenter  dans  la  pratique. 

268)  C,  F.  Gau88,  Theoria  motus  corporum  coelestium,  Hambourg  1809, 
à  la  fin  du  n<>  31  ;  Werke  7,  Gôttingue  (Leipzig)  1906,  p.  41. 

Bnoyoiop.  des  soiena  mftthémAt.    14.  18 
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bien  être  établies  par  des  considérations  élémentaires  ^');  mais  il  est 
plus  simple  d'établir  ces  propositions,  comme  Fa  fait  £L  Guycu^ 
en  appliquant  les  règles  usuelles  du  calcul  différentiel*^^). 

L'emploi  des  dériyées  étant  tout  à  fait  indispensable  pour  établir 
les  propositions  analogues  relatiyes  aux  opérations  plus  compliquées 
que  l'on  peut  avoir  à  effectuer,  c'est  à  cette  méthode  de  E,  Guifou 
que  l'on  a  de  plus  en  plus  recours  dans  la  plupart  des  cas  qui  se 
présentent  dans  la  pratique. 

Quelle  que  soit  l'expression  à  calculer,  E.  Guyou^^)  commence  par 
remplacer  dans  cette  expression  les  nombres  approchés  ou  iDcomplète- 
ment  déterminés  par  des  lettres  distinctes  a,  b,c,.. .,  Z;  il  obtient  ainsi 
pour  cette  expression  une  certaine  fonction  f(a,  b,  c,  . .  .,T)  dont  il  est 

aisé  d'évaluer  les  dérivées  partielles  ^  ?  ~  ;  â^  '  *  '  '  '  'éî  P"^^  P^ 
rapport  à  a,  &,  c,  . . .,  Z. 

Si  Oj  désigne  une  valeur  approchée  connue  du  premier  des 
nombres  envisagés  a,  ce  nombre  a  sera  nécessairement  compris  entre 
deux  nombres  a^  +  ù.a  et  a^  —  A  a  où  A  a  est  un  nombre  positif 
déterminé;  on  appelle  A  a  la  home  supérieure  de  Verrewr  absolue  de  a^. 
De  même  si  \  désigne  une  valeur  approchée  connue  du  second 
nombre  envisagé  &,  ce  nombre  h  sera  compris  entre  deux  nombres 
déterminés  &^  + A&  et  b^  — A&  où  Ab  est  un  nombre  positif  déterminé 
que  l'on  appelle  la  borne  supérieure  de  l'erreur  absolue  de  \\  et 
ainsi  de  suite  pour  chacun  des  nombres  c,  . . .,  Z  qui  figurent  dans 
l'expression  /"(a,  6,  c, . . .,  l). 

Remplaçons  dans  chacune  des  dérivées  partielles  g-^?  -^y  -J^f  "-y 
-gY  les  lettres  a,  by  c,  . . .,  l  respectivement  par  celles  des  deux  valeurs 

«1  ±  ^^f  ^1  ±  ^^>  ^  ±  ^^7  •  •  •>  ^i  ±  AZ  pour  laquelle  cette  dérivée 
devient  la  plus  grande  possible  en  valeur  absolue.  Si  alors  A,  By 
C,  . .  .,  L  sont  les  valeurs   absolues  des  expressions  dans  lesquelles 

se  transforment  les  diverses  dérivées  partielles  —-,  ^^  'Fc^  '  "^  "^' 
la  plus  grande  erreur  absolue  commise  sur  f  (a,  b,  c,  . . ,,  l)  ea  j 
remplaçant  a  par  a^,  b  par  b^,  c  par  (î,  .  • .,  Z  par  Z^,  sera  inférieure 


269)  Voir  J.  Griesa,  Approx.  numériques*),  p.  14. 

260)  Nonv.  Ann.  math.  (8)  8  (1889),  p.  165;  Approx.  numériques*),  p.  5. 

261)  Pour  plus  de  détails,  voir  «71  Griess,  Approx.  numériques*),  p.  16.  Les 
premiers  principes  de  cette  théorie  se  trouvent  dans  Ch.  P.  Budumnet  [Calculs 
approx."),  (4»  éd.)  p.  64],  J,  Vieille  [Approx.  numériques*),  (2«  éd.)  p.  87  et  suiv.] 
et  déjà  dans  CF.  Gauss  [Theoria  motus***),  n*»  81;  Werke  7,  p.  41]. 
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à  TexpreBsioii 

(1)  Af  -  A'^a  +  B'^b  +  C'^e+'  +  L'Al. 
Dans  le  cas  de  monômes  de  la  forme 

on  calculera  plutôt  Terreur  relative  que  Terreur  absolue.  11  vaut 
toujours  mieuz^  en  effet^  connaître  Terreur  relative  que  Terreur  absolue 
et  pour  des  expressions  de  la  forme  enyisagée  le  calcul  de  Terreur 
relative  n'est  pas  plus  compliqué  que  celui  de  Terreur  absolue. 

En  conservant  les  mêmes  notations^  on  montre  que  si  Ton 
remplace  dans  un  monôme  fÇoy  6^  c^  d^ . . .)  de  la  forme  (2)  les  nombres 
Gy  by  Cf  d,  . . .  respectivement  par  (^9  ^i>  ^9  ^f  -  -  '  Terreur  relative  est 
toujours  inférieure  à  Tezpression^^ 

Dans  le  cas  où  Tezpression  f{a,  b,c,  . . .)  n'est  pas  de  la  forme 

(2)  on  se  contente  en  général^')  dans  la  pratique  d'appliquer  la 
formule  (1). 

Si  Terreur  absolue  d'un  nombre  approché  n'est  pas  supérieure  à 
jr^ }  ce  nombre  a  w  —  1  décimales  exactes,  à  moins  que  le  dernier 

chiffre  décimal  ne  soit  0  ou  9,  auquel  cas  on  ne  peut  compter  que 
sur  iw  —  2  décimales  exactes  *•*). 

Si  deux  nombres  a  et  &  sont  connus  respectivement  avec  m  et 
n  chiffires  exacts ,  et  si  m  <  n,  on  peut  compter ,  en  général ,  dans 

leur  produit  a&  ou  leur  quotient   ,  ;  sur  m  —  2  chiffires  exacts.     On 

ne  peut  toutefois  compter  que  sur  m  —  3  chiffi*es  exacts  si  le  nombre 
a  commence  par  le  chiffre  1'**). 


J,  Ghriesa,  Approx.  numériques*),  p.  18. 

268)  J.  Vieille  [Approx.  numériques  *),  (2®  éd.)  p.  2]  envisage  cependant  pres- 
que toujours  Terreur  relative,  mais  cela  entraine  de  grandes  complications  dans 
les  calculs  qu'il  lui  faut  alors  effectuer. 

264)  Cf.  J,  Griess,  Approx.  numériques  *),  p.  6,  44/5. 

Si  Ton  tient  compte,  dans  l'erreur  relative,  du  nombre  de  chiffres  exacte,  le 
premier  chiffire  significatif  doit  encore  entrer  en  considération.  Cf.  J.  VieiUe, 
Approx.  numériques*),  (2*  éd.)  p.  4;  /.  Griess,  Approx.  numériques*),  p.  7,  44. 

266)  /.  Griess^  Approx.  numériques *),  p.  19.  J.  Vieille  [Approx.  numériques*), 
(2*  éd.)  p.  29]  indique  d'autres  règles.  On  trouvera  des  propositions  du  même 
genre  plus  développées,  et  aussi  d'autres  propositions  analogues  concernant  les 
racines  carrées  et  cubiques  dans  /.  Griess^  Approx.  numériques  *),  p.  29,  40. 

18* 
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Le  second  des  problèmes  énonces  plus  haut  n'aurait  pas  de  sens 
si  l'approximation  s  qui  est  donnée  d'arance  dépassait  l'approximation 
que  Ton  obtient  en  substituant  dans  l'expression  f(a,  h,Cy,. ,,  ï)  à  a, 
hf  c^ . .  ,y  l  \&A  nombres  approchés  donnés  arec  toutes  leurs  décimales. 
On  supposera  donc  toujours  £  assez  petit  pour  que  les  nombres 
approchés  a,  h^  c,  . .  .^  l  donnés  soient  susceptibles  de  subir  une 
certaine  diminution  sans  que  l'erreur  absolue  dépasse  «;  et  le  problème 
consistera  alors  à  déterminer  de  combien  de  décimales  au  plus  on 
peut  éoourter  les  nombres  approchés  donnés  a,b,  c,  . ,  .^  l  pour  que 
l'erreur  absolue  Af  de  l'expression  /'(a,  b,  c,  . . .,  l)  ne  dépasse  pas  s. 
La  substitution  dans  l'expression  f(aybyC,,..f  l)  des  nombres  écourtés 
donnera,  en  général,  un  premier  résultat  renfermant  un  nombre  trop 
grand  de  décimales;  en  arrondissaut  ce  résultat  de  manière  à  le 
limiter  au  nombre  de]  décimales  fixé  par  le  degré  d'approximation 
demandé,  on  commet  une  nouvelle  erreur  qui  peut  atteindre  une 
demi-unité  de  l'ordre  décimal  auquel  on  s'arrête  •••).  Si  donc  la 
résultat  final  doit  être  approché  à  n  unités  près  d'un  certain  ordre 
décimal,  il  faudra  introduire  dans  le  calcul  au  lieu  des  nombres 
approchés  donnés  a,  b,Cy,,.jl  des  nombres  écourtés  tels  que  l'ex- 
pression /*(a,  b,  c, . .  ,f  l)  non  encore  arrondie  soit  encore  exacte  à 
moins  de  «  =*  w  —  ^  unités  de  l'ordre  décimal  désigné. 

Le  problème  est  indéterminé  car,  dans  l'équation  (1),  les  bornes 
d'erreurs  Aa,  A&,  Ac, . . .,  A?  peuvent  être  arbitrairement  choisies  de 
bien  des  manières  en  vue  de  satis&ire  à  l'inégalité 

Af^s. 

Le  plus  simple  est  de  prendre,  arec  E,  Guyou^^  Aa,  A6,  Ac, . . ., 
Al  tels  que  chacune  des  inégalités 

(2)      Aa<^,     Ab<^-^,     Ac<^,,    .••,      Al<^, 

dans  lesquelles  m  représente  le  nombre  des  lettres  a,  6,  o, . . .,  l,  soit 
vérifiée  «•^. 

866)  Cf.  E.  Guyou,  Nouv.  Ann.  math.  (3)  8  (1889),  p.  176;  Approx.  nomé- 
riques*),  p.  17. 

On  onbliejtrop  souvent  de  mettre  ce  fiftit  en  évidence  et  parfois  on  le  passe 
même  sous  silence.  Il  avait  cependant  déjà  |été  signalé  avant  JE.  Ouyou  par 
C,  Hartns  [Das  abgekflrzte  Rechnen  und  das  Bechnen  mit  abgekfiizten  Zahlen, 
Frogr.  Oldenbourg  1872]  sans  que  C,  HartM  Teût  toutefois,  comme  Fa  fiait 
JS,  Ouyou^  mis  en  relief. 

267)  n  suffît  pratiquement  d'obtenir  les  bornes  supérieures  d'eireura  Aa, 
A&,  Ac,  . . .  avec  1  ou  2  chiffres  significatifiB;  on  simplifiera  donc  le  plus  possible 
le  calcul  de  ces  bornes  d'erreurs  en  arrondissant  tous  les  nombres  qui  inter- 
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Au  lien  de  cette  méthode  générale^  on  appliquait  autrefois  et 
l'on  applique  encore  quelquefois  diverses  r^les  spéciales  convenant 
à  certains  calculs  particulièrement  simples. 

Ainsi  pour  ajouter  n  nombres  on  prescrivait  souvent^  quand  n 
était  suffisamment  petit^  de  prendre  chacun  de  ces  nombres  avec  une 
seule  décimale  surabondcmtej  c'est-à-dire  avec  une  décimale  de  plus 
que  ne  l'exigerait  le  résultat  final;  quand  n  était  un  peu  plus  grand, 
on  prenait  deux  décimales  surabondantes^  et  ainsi  de  suite '^. 

On  prescrivait  de  même  de  nombreuses  règles  spéciales  pour 
effectuer  les  multiplications  et  les  autres  opérations  élémentaires  qui 


viennent  dans  les  calculs  intermédiaires  fournissant  A^B^C,. ,.  On  pent d'ailleurs 
évidemment  prendre  pour  Aa,  A(,...  des  nombres  vérifiant,  an  lien  des  in- 
égalités (2),  d'antres  inégalités  obtenues  en  remplaçant  les  seconds  membres 
des  inégalités  (2)  par  des  nombres  plus  petits;  il  en  résulte  qu'en  effectuant  les 
calculs  de  ces  seconds  membres  on  peut  toujours  remplacer  les  nombres  A,  B, 
C,  . . .  qui  7  figurent  par  d'autres  plus  grands  en  remplaçant  les  seconds  membres 
des  inégalités  (2)  par  des  nombres  encore  plus  petits. 

E,  Guyou  [Nouv.  Ann.  math.  (8)  8  (1889),  p.  182;  Approx.  numériques*), 
p.  28]  dispose  les  calculs  d'une  façon  qui  est  très  avantageuse  dans  la  pratique. 
Son  schéma  comprend  dans  une  première  colonne  les  opérations  à  effectuer, 
dans  une  seconde  colonne  les  résultats  approchés  par  défaut,  dans  une  troisième 
colonne  les  résultats  approchés  par  excès,  et  dans  une  quatrième  colonne  les 
approximations  nécessairee  avec  lesquelles  il  faut  calculer. 

268)  La  règle  indiquant  jusqu'à  quel  nombre  n  il  convient  dans  la  pratique 
de  ne  prendre  qu'une  seule  décimale  surabondante  varie  beaucoup  avec  les 
auteurs.  /.  Babinet  et  Ch.  P,  Houael  [Calculs  pratiques  %  p.  861]  prescrivaient 
de  prendre  une  seule  décimale  surabondante  même  encore  pour  n  »  20,  donc 
quand  on  a  à  ajouter  jusqu'à  20  nombres;  mais  d'autres  calculateurs,  par 
exemple  /.  Vinot  [Ann.  Génie  civil  (deuxième  partie)  2  (1863),  p.  178],  ne  se 
contentaient  de  prendre  une  seule  décimale  surabondante  que  quand  ils  avaient 
à  ^jouter  dix  nombres  au  plus;  d'autres  encore  quand  ils  avaient  à  ajouter  huit 
nombres  au  plus;  certains  calculateurs  prenaient  déjà  plus  d'une  décimale 
surabondante  quand  n  dépassait  6  et  quelques-uns  même  quand  n  dépassait  S 
[Cf.  E.  Kidlrich,  Progr.  Schôneberg")  1898,  p.  18].  Tout  dépend  d'ailleurs  du 
degré  d'approximation  que  Ton  veut  obtenir.  Comme  le  fait  toutefois  déjà 
observer  E,  KuUrteh  [Progr,  SchOneberg>)  1898,  p.  19],  si  l'on  veut  avoir  le 
résultat  exact  à  une  demi  unité  près  de  la  dernière  décimale,  il  ne  suffit  pas 
totgours,  même  quand  ns»2,  et  à  plus  forte  raison  quand  n>-2,  de  prendre 
une  seule  décimale  surabondante;  à  ce  degré  d'approximation  toutes  les  règles 
précédentes  sont  donc  insuffisantes. 

Il  n'est  d'ailleurs  pas  nécessaire  de  supposer  n  bien  grand  pour  que 
l'erreur  du  résultat  puisse  dépasser  une  demi-unité  de  la  dernière  décimale  même 
quand  on  prend  deux  décimales  surabondantes  dans  chacun  des  nombres  à  ad- 
ditionner. E.  KuOrieh  [Progr.*)  Schôneberg  1898,  p.  21]  prescrit  de  prendre  deux 
décimales  surabondantes  quand  il  n'y  a  pas  plus  de  20  nombres  à  additionner. 


Digitized  by  VjOOQIC 


278  B.  MOmke.    I  88.   Galcnls  nnmériqnes.    M.  â^Oeagne. 

86  présentaient  fréquemment.  Les  calculateors  étaient  d'ailleors  loin 
d'être  d'accord  sur  celles  de  ces  règles  qu'il  convenait  pratiquement  de 
choisir  dans  chaque  cas  particulier. 

Aujourd'hui  encore  les  calculateurs  diffèrent  d'ayis  non  seulement 
à  ce  sujet  mais  même  sur  l'opportunité  qu'il  y  a  à  faire  usage  de 
règles  particulières  plutôt  que  d'appliquer  toujours  systématiquement 
le  procédé  général  de  E.  Cruyou,. 


Calculs  approchés 

effectués  sans  Instrument  auxiliaire. 

30.  ICultiplioation  et  division  abrégées.  Si  pour  former  le 
produit  de  deux  nombres  approchés  on  emploie  la  méthode  ordinaire, 
on  trouve,  sur  la  droite  du  produit  obtenu,  un  certain  nombre  de 
chiffires  qui  sont  surabondants  parce  qu'inexacts.  Gomme  l'avaient 
déjà  fait  observer  J".  Bilrgi^^),  J.  Pràiorius^'^%  J.  Kqoler^^)  et  d'autres, 
il  convient  donc  pour  effectuer  le  produit  de  deux  nombres  abrégés 
d'avoir  recours  à  un  procédé  particulier  de  multiplication  dans  lequel 
on  évite  d'écrire  ces  nombres  surabondants.  C'est  à  ce  procédé  que 
l'on  a  donné  le  nom  de  multiplication  abrégée. 

Dans  toute  multiplication  abrégée  on  effectue  les  multiplications 
partielles  en  commençant  par  la  gauche  c'est-à-dire  par  le  chiffre  de  l'ordre 
le  plus  élevé  du  multiplicateur;  pour  former  chaque  nouveau  produit 
partiel  on  supprime  un  chiffre  de  plus  sur  la  droite  du  multipUcande, 
de  telle  sorte  que  ces  produits  partiels  se  terminent  tous  à  droite 
par  un  chiffire  de  même  rang.  On  convient  d'ailleurs  de  reporter  la 
virgule  du  multiplicateur  après  le  premier  chiffire  significatif '^')  en 
déplaçant,  par  compensation,  la  virgule  dans  le  multiplicande  d'autant 
de  décimales  en  sens  inverse. 

Lorsqu'on  veut  obtenir  une  plus  grande  approximation,  on  prend 
le  multiplicande  partiel  avec  une  „décimale  surabondante'^  c'est-à-dire 


269)  Dans  ,^'arithmetica''  manuscrite,  écrite  on  peu  après  1692  et  dont  un 
extrait  a  été  pnblié  par  B.  Wolf  [Astron.  Mitteilongen  n^"  31,  publié  dans  le  jouinal 
Yiertelj.  Natorf.  Ges.  Zurich  17  (1872),  p.  288];  cf.  M.  CatUar,  Yorles.  Oesch. 
Math.  (2«  éd.)  2,  Leipzig  1900,  p.  618. 

270)  Dans  TouTTage  ms.  „Gompendio6a  multiplication^  écrit  en  1699.  Voir 
M.  Ourtge,  Z.  Math.  Phys.  40  hi8t..-lit.  Abt.  (1896),  p.  7. 

271)  Lettre'**)  à  Fhilippe  (landgrave)  de  Hesae;  Supplementom  Chiliadis 
logarithmorom,  Maibonxg  1724  [Opéra*'*)  7,  p.  306,  872,  et  autres].  J.  KepUr 
renvoie  à  J.  iVâtorttMy  et  procède  tout  à  &it  comme  loL 

272)  Voir  à  ce  s^jet  F.  Wolff,  Zahlenlehr©  **•),  p.  182. 
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arec  une  décimale  de  plus  que  ne  doit  finalement  en  comporter  le 
produit*"),  ou  même  avec  deux"*),  ou  trois *'^). 

Les  calculateurs  diffèrent  d'ailleurs  dans  la  fiEiçon  dont  ils 
retranchent  ensuite  dans  le  produit  les  décimales  surabondantes.  Cer- 
tains d'entre  eux  les  retranchent  déjà  dans  chacun  des  produits  par- 
tiels''^^),  d'autres  ne  les  retranchent  qu'une  fois  dans  le  produit  total 

278)  C'est  ainsi  que  procèdent  J.  IVotortw*^")  et  J.  KejgUr  [lettre"");  Opéra 
7,  p.  806].  Ainsi  «T.  Kepkr,  ayant  à  former  le  produit  partiel  abrégé  arec  six 
cbi&es  du  nombre  40620/51  par  6,  obtient  le  nombre  248728.  S*il  avait  pris 
pour  multiplicande  le  nombre  40620  il  aurait  obtenu  248720  mais,  ayant  tenu 
compte  du  chiffire  6,  il  obtient  comme  dernier  chiffre  8  et  non  0. 

^Toutefois,  si  Ton  poursuit  Texamen  du  procédé  dont  J.  Kepler  a  fait 
usage  pour  former  les  produite  partiels,  on  trouve  que  ce  procédé  n'est  guère 
aussi  méthodique  qu'on  pourrait  le  supposer  en  ne  citant  que  les  exemples 
précédents.  Pour  les  produits  partiels  abrégés  406  x  8  et  40  x  1 ,  J.  Kepler 
indique  respectivement  8260  et  40;  si  son  procédé  était  méthodique  il  devrait 
indiquer  8260  et  41  car,  en  prenant  dans  chacun  des  multiplicandes  une  décimale 
de  plus,  il  aurait  dû  former  les  produits  406 1 2  par  8  et  40 {6  par  1  ce  qui  lui 
aurait  donné  824916  et  40 1 6  (Note  de  G.  Enestrôm).* 

Cf.  H,  B.  BaUzety  Die  Elemente  der  Mathematik  (7*  éd.)  1,  Leipzig  1885, 
p.  48. 

274)  Ainsi  J.  BUrgi  prend  deux  décimales  de  plus  que  ne  doit  comporter  le 
produit.  De  même  A,L.  Cauchy  [C.  R.  Acad.  se.  Paris  11  (1840),  p.  847;  Œuvres 
(1)  6,  Paris  1886,  p.  448];  J.  Vieille,  Approx.  numériques  *),  (2*  éd.)  p.  86;  «T.  Bàbinet 
et  Ch.  P.  Housel,  Calculs  pratiques*),  p.  352;  J.  Griess,  Approx.  numériques "), 
p.  36,  et  bien  d'autres  auteurs  encore. 

D'après  B.  Mehmkey  il  en  est  incontestablement  de  même  de  J.  Kepler 
[Opéra  '**)  7,  p.  372],  car  J.  Kepler  en  effectuant  le  produit  partiel  de  242,82  par 
4  trouve  961 9;  s'il  n'avait  pris  qu'une  décimale  ce  qui  revenait  ici  à  former  le 
produit  de  242  par  4  il  aurait  trouvé  96 18;  il  a  donc  certainement  pris  deux 
décimales  ce  qui  revenait  ici  à  former  le  produit  de  2423  par  4  et  fournit  bien 
le  résultat  96|9  qu'il  a  obtenu. 

4,Avant  de  faire  cette  multiplication  abrégée,  J.  Kepler  avait  calculé 
exactement  le  produit  de  242,32  par  2842886  et  l'on  est  donc  en  droit  de 
supposer  que,  sans  avoir  songé  à  employer  aucun  procédé  méthodique,  il  a  trouvé 
naturel  de  garder,  dans  le  calcul  abrégé,  les  chiffres  qu'il  savait  être  exacts. 
Ayant  trouvé,  par  ex.  par  la  voie  ordinaire 

242|32x4»  96928 
il  eût  été  singulier  qu'il  donnât,  immédiatement  après,  à  la  valeur  abrégée  de 
ce  produit,  la  valeur   968   dans   le   calcul   abrégé.     On  peut  donc  dire  avec 
vraisemblance  que  rien  ne  prouve  que  J.  Kepler  ait  employé  un  procédé  métho- 
dique pour  effectuer  le  calcul  indiqué  (Note  de  G,  Ene8tr(m).* 

275)  Par  exemple  A,  Krànig,  Neue  Méthode  zur  Vermeidung  und  Auffindung 
Ton  Bechenfehlem,  Progr.  Berlin  1856;  E.  KuUrieh,  Prog.  SchOneberg*)  1898, 
p.  24. 

276)  J.Kepler,  lettre'**);  Opéra  7,  p.  306.  Cf.  H.B.BàltMer,  Die  Elemente 
der  Math.  1,  (7*  éd.)  Leipzig  .1886,  p.  48. 
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obtenu  ^^;  d'antres  enfin  effacent  dans  chacun  des  produits  partiels 
uue  seule  décimale  mais  en  tenant  compte  dans  le  produit  total  du 
report  pouvant  provenir  d'une  décimale  excédante*'®). 

Si  l'on  écrit  le  cliifiBre  de  l'ordre  le  plus  élevé  du  multiplicateur 
au-dessous  du  dernier  chifire  conservé  du  multiplicande^  puis  à  sa 
gauche  les  autres  chiffires  du  multiplicateur  en  ordre  inverse^  chacun 
de  ces  chiffres  se  trouve  placé  au-dessous  de  celui  des  chifi&es  du 
multiplicande  auquel  il  suffit  d'arrêter  celui-ci  pour  obtenir  le  produit 
partiel  correspondant^^. 

^Ainsi  pour  obtenir  avec  trois  décimales  le  produit  des  deux 
nombres  approchés 

627,934508 
et 

0,364394 

on  disposera  généralement  les  oalculs  de  la  manière  suivante 

6  279  345 
493463 

18838035 

3  767  604 

251 172 

18837 

5643 

248 


22  8815.. 
et  le  produit  approché  cherché  sera 

228,815.* 


277)  C'est  ainsi  qu'opèrent  J.  iVatonf«"")i  ^-  ■!'•  Cow<%  [C.  R.  Acad.  se. 
Paris  11  (1840),  p.  847,  Œuvres  (1)  5,  Paris  1886,  p.  448],  J.  VieilU  [Approx. 
numériques"),  (2*  éd.)  p.  86],  J.  Griess  [Approx.  numériques*),  p.  36],  A,  Krônig 
[Progr.  Berlin*'")],  et  d'autres  encore. 

Selon  que  le  chiffire  antépénultième  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  4, 

A,  Krônig  procède  différemment  pour  raccourcir  le  nombre  obtenu. 

J.  H,  MHÏÏer  arrondit  les  multiplicandes  partiels  au  nombre  de  chifires  que 
Ton  veut  considérer,  mais  E,  KuUrieh  [Progr.  SchOneberg")  1898,  p.  28],  a  hit 
observer  qu'il  n'y  a  aucun  intérêt  à  procéder  ainsi. 

278)  Cest  ce  que  font  par  exemple  /.  Bîirgi*^%  J.  Babinet  et  C%.  P.  Hwud 
[Calculs  pratiques  >),  p.  862],  E.  KuHrich  [Progr.  SchOneberg")  1898,  p.  28].  D'après 

B.  Mèhmke,  il  en  est  de  même  de  /.  Kq>ler  [Supplem.  Ghilias  logar.'*");  Opéra 
7,  p.  872],  mais  G.  Enestrâm  est  d'un  avis  opposé:  il  estime  que,  à  la  page 
citée,  J,  K^pUr  n'a  indiqué  aucun  procédé  méthodique*''). 

279)  Cette  règle  se  trouve  dans  W.  (G.)  Oughtred,  Arith.  "),  (4*  éd.)  p.  8/10; 
cf.  A.  Loewy,  Archiv  Math.  Phys.  (8)  8  (1902),  p.  821/B. 
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Pour  déterminer^  dans  une  multiplication  abrégée^  les  produits 
partiels  qui  y  figurent  on  peut  naturellement  faire  usage  du  procédé 
donné  au  n^  3  sous  le  nom  de  multiplication  méthodique  ou 
ordonnée*^). 

La  division  des  nombres  approchés  donne  lieu  à  des  remarques 
analogues. 

Pour  diviser  deux  nombres  approchés  on  a  recours  à  un  procédé 
particulier  de  division  auquel  on  a  donné  le  nom  de  division  abrégée. 
Ce  procédé  repose  d'ailleurs  sur  le  même  ordre  d'idées '^^)  que  la 
multiplication  abrégée;  aussi  l'étudie-t-on  habituellement  avec  la  multi- 
plication abrégée. 

«Pour  obtenir  par  exemple  avec  deux  chiffires  décimaux  le  quotient 
de  37  000  par  49,35684  on  disposera  en  général  le  calcul  abrégé  de 
la  manière  suivante 

3  700000  I  493668 
245024        74964 
47  600 
3185 
227 
la  seconde  ligne  245024  est  obtenue  en  retranchant  de  la  première 
ligne  3  700000  le  produit  493568  x  7;  la  troisième  ligne  47  600  est 
obtenue    en    retranchant    de    la    seconde    ligne    245024    le    produit 
49  356  X  4;   la  quatrième  ligne  3 185  est  obtenue  en  retranchant  de 
la  troisième  ligne  47  600  le  produit  4935x9;   la  cinquième  ligne 
227  est  obtenue  en  retranchant  de  la  quatrième  ligne  3 185  le  produit 
493  X  6.     Le  quotient  approché  est 

749.* 
La  division  méthodique  ou  ordonnée  (n*^  4)  se  prête  d'ailleurs 
sans  effort  au  calcul  successif  des  chiffres  des  nombres  approchés^. 


A.  X.  Cauchy,  C.  R.  Acad.  ac.  Parie  11  (1840),  p.  847  ;  Œuvres  (1)  6,  Paris 
1886,  p.  448. 

281)  n  va  de  soi  qu'on  n'obtient  que  le  quotient  (pins  on  moins  exact), 
mais  non  le  reste.  Règles  détaillées  dans  J.  A.  Serret,  Arith.*),  (7**  éd.)  p.  180. 
Voir  aussi  J,  Tannery,  Arith.^),  (2*  éd.)  p.  288. 

282)  J,  C.  JSaueeau  de  Lehaie,  Second  fragment")  [Bull.  Acad.  Belgique 
(2)  40  (1876),  p.  101  et  suiv.]  indique  encore  une  ^division  en  série^^  une 
^division  par  approximations  successives**  et  quelques  autres  méthodes,  dont 
l'utilité  semble  plutôt  douteuse.  Au  siijet  d'une  „multiplication  sommaire*^  ima- 
ginée par  le  même  auteur,  cf.  n^  66. 

283)  J,  Kepler,  lettre  "•);  Opéra  7,  p.  806.  Le  procédé  de  A.L.  CreUe  [J.  reine 
angew.  Math.  81  (1846),  p.  167]  est  identique  à  celui  de  J,  Kepler;  A.  L.  Oréde 
le  complète  toutefois  en  examinant  le  degré  d'approximation  qu'il  peut  fournir. 
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J.  Kepler  avait  déjà  fait  usage  de  divisions  abrégées.  U  renvoie*^*) 
à  ce  sujet  à  J,  Pràtorius;  on  n'a  toutefois  trouvé  aucun  exemple  de  di- 
vision abrégée  dans  celles  des  œuvres  de  J,  Pratorius  qui  nous  sont 
parvenues. 

31.  BAOines  abrégées.  Sous  ce  nom,  on  désigne^  dans  les  livres 
classiques  traitant  de  ce  sujet ,  le  résultat  obtenu  en  appliquant  une 
règle  qui  permet,  une  fois  connus  un  certain  nombre  de  chiffires  exacts 
d'une  racine*®*)  [racine  carrée,  racine  cubique  ou  même  racine  d'indice 
supérieur  à  3],  d'en  obtenir  encore  pareil  nombre  au  moyen  d'une 
simple  division*^). 


284)  Au  8i\jet  des  méthodes  habituelles  d*eztraction  des  racines  carrées  et 
cubiques,  on  doit  se  reporter  aux  traités  d'arithmétique  [Voir  /.  A,  Serret,  Arith.^, 
(7*  éd.)  p.  146  et  suiv.;  /.  Tannery,  Arith.*),  (2»  éd.)  p.  267,  288;  /.  Lûroth,  Numer. 
Rechnen*),  p.  141].  Du  reste,  quand  on  cherche  un  assez  grand  nombre  de 
chifi&es  exacts,  et  que  les  logarithmes  ne  suffisent  pas,  il  est  très  utile  de 
considérer  yN  comme  une  racine  de  l'équation  x^  —  ^  =  0  et  de  recourir  aux 
procédés  ordinaires  de  résolution  des  équations  numériques.  On  trouye  dans 
Tarticle  I  12  de  TEncyclopédie  une  méthode  d'extraction  de  racines,  particulière- 
ment avantageuse,  due  à  C.  Btmge  et  à  W.  F.  ]iâjsyer\  le  procédé  de  J.  Homer 
qui  est  décrit  dans  ce  même  article  I  12  est  d'ailleurs  plus  commode  que  tout 
autre  pour  l'extraction  des  racines  carrées  [Voir  H.  Sdieffler^  Die  Aufldsung  der 
algebraischen  und  transcendenten  Gleichungen,  Brunswick  1869,  p.  20  et  suiy.]. 

H.  ScTiuheri  [Mathematische  Mussestunden  1,  (2*  éd.)  Leipzig  1900,  p.  184  et 
suiv.]  montre  comment  on  peut  extraire  de  tète  les  racines  carrées,  cubiques 
ou  cinquièmes  de  nombres  ayant  respectivement  cinq,  six  ou  dix  chiffres 
au  plus. 

286)  ^Déjà  les  Grecs  se  sont  servis  d'un  procédé  de  calcul  de  racines 
carrées  qui  revient  à  l'emploi  de  la  formule  approchée 

^  ^      2a 

dans  laquelle  a  désigne  une  valeur  approchée  de  la  racine  cherchée  [voir  par 
ex.  Héron  d'Alexandrie,  Heronis  Alexandrini  Opéra  S,  éd.  JET.  Sthâne^  Leipzig 
1908,  p.  19].  Au  moyen  âge  cette  formule  était  connue  en  Europe  occidentale; 
elle  est  indiquée  dans  le  „Liber  algorismi  de  pratica  arismetrice''  attribué 
ordinairement  à  Jean  de  SéviUe  (Joannes  Hispalensis)  [Liber  algorismi**),  publié 
par  B.  Boncampagni,  Trattati  d'arit."*)  2,  p.  77]. 

Chez  les  Arabes,  par  l'intermédiaire  desquels  elle  était  parvenue  en 
Europe,  on  rencontre  aussi  les  formules  approchées 

^  "^  2a  +  l 

[voix  Alkarkhî,  Al  Kftfî  fil  Hîsâb,  trad.  par  A,  Hoehheim,  GenOgendes  fiber  Arith- 
metik,  cah.  U,  Halle  1879,  p.  14]  et 

^"^       ^^      2(a  +  l) 
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^Âinsi  pour  calculer  la  racine  carrée  de  2  à  10"^  prèB,  on  cal- 
culera par  le  procédé  ordinaire  V2  à  lO""^  près^  ce  qni  donne 


2 

1,4142 

10.0 
40.0 

2828 

1190.0 

6040.0 

3836 

En  diyiflant  ensuite  le  dernier  reste  3836,  multiplié  par  10*,  par 
14 142  X  2  on  obtient 

38  360  I  28  284 
10076  [-jj^ 
1592 
182 
et  Ton  a^  à  10-»  près, 

]/2- 1,414  213  56.* 

En  général  si  a  est  une  valeur  approchée  connue  de  f^,  Yappoini  d, 
c'est-à-dire  le  nombre  qui  ajoute  à  a  donne  une  meilleure  approxi- 
mation de  YN}  ^^  fourni  par  le  quotient  de  la  division  de  N  —  a' 
par  pc^'\  de  sorte  que  si  la  valeur  approchée  a  représente  une 
première  approximation  de  yi^,  la  valeur  approchée 

en  représente  une  seconde^. 


[voir  AJka^âdi,  Axith."^  (troisième  partie,  chap.  2)  trad.  par  F.  Wôpcke,  Atti 
Accad.  pontif.  NuoTi  Lincei  12  (tSbS/9),  p.  408;  cf.  G.  Enestrôm,  BibL  math.  (1) 
3  (1886),  col.  286]. 

Pour  le  calcul  des  racines  cubiques,  le  mathématicien  arabe  Alncuavt  semble 
aToir  employé  la  formule  approchée 

>^"^  +  3a'+3a+l 

[yoir  JET.  5u^,  Bibl.  math.  (8)  7  (1906/7),  p.  117];  la  même  formule  approchée  se 
trouve  d'ailleurs  aussi  dans  Léonard  de  Pise  [Liber  abbaci  (1228);  Scritti^)  1, 
p  880].  Au  16i*m«  siècle  des  formules  semblables  ont  été  indiquées  pour  le  calcul 
approché  des  racines  n^èmet  où  n  >  8  [voir  par  ex.  M,  OurUse,  Abh.  Gesch.  Math. 
18  (1902),  p.  608].   Le  procédé  qui  correspond  à  Temploi  de  la  formule  approchée 

yi,r^^a — ^ 

a  été  enseigné  par  H,  Cardan  [Opus  novum  de  proportionibus  numerorum,  Bftle 
1570,  p.  188]  (Note  de  G.  Enestrômy 

286)  Pour  éviter  les  divisions  qui  se  présentent  dans  la  correction  que  Ton 
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Cette  méthode  d'extraction  abr^ée  des  racines  carrées  rentre 
d'ailleurs  comme  cas  particulier  dans  la  méthode  générale  d'approxi- 
mation de  Newton  [yoir  Tarticle  1 12  de  l'Encyclopédie]. 

Caleuls  approehés 

effeotués  an  moyen  de  Tables  numériques. 

32.  Tables  de  logarithmes.  Dès  que  Ton  eut  construit  des 
tables  de  logarithmes  ^^^  ces  tables  jouèrent  un  rôle  capital  dans 
toutes  les  branches  de  nos  connaissances  où  intervient  le  calcul. 

Si  les  tables  de  quarts  de  carrés  ou  de  nombres  triangulaires 
(n^  10)  permettent,  en  effet^  de  ramener  toutes  les  multiplications 
à  des  additions,  l'emploi  des  logarithmes  permet  en  outre  de  ramener 
toutes  les  divisions  à  des  soustractions,  toutes  les  élévations  aux 
puissances  à  des  multiplications  et  toutes  les  extractions  de  racines 
à  des  divisions. 

Cette  transformation,  si  avantageuse  pour  le  calcul,  repose  sur 
l'emploi  des  quatre  formules  fondamentales  [1 1,  28;  I  3,  21] 

lofo  (a/S)  -  log,  a  +  log,  ft     log,  --  =  log,  a  -  log,  ft 

log,(«")«mlog,«,    log,(a)-5^jJ, 

qui  ont  lieu  quelle  que  soit  la  base  h  du  système  de  logarithmes 
que  Ton  envisage.  Dans  ces  formules  a,  /3,  h,  c  désignent  des  nombres 
positifs  quelconques  donnés. 

Quand  la  base  est  10  on  se  dispense  de  rindiquer,  de  sorte  que 


effectae  généralement  plusieurs  fois,  A.  X.  Cauchy  [G.  R.  Acad.  se.  Paris  11  (1S40), 
p.  S67;   Œuvres  (1)  6,  Paris  18S5,  p.  464]  prend  pour  appoint  â  l'expression 

—=^a(N—aP);  dans  ce  produit  de  trois  facteurs  — j^,  a  et  N^a^,  la  valeur 

du  facteur  —^  peut  être  calculée  une  fois  pour  toutes. 

S87)  Pour  rhistoire  de  la  découverte  des  logarithmes  on  peut  consulter 
Tintroduction  de  Touvrage  de  Ch.  Hutton^  Mathematical  tables  containing  the 
common  hyberbolic  and  logistic  logarithms;  (1**  éd.)  London  1785;  cette  intro- 
duction figure  aussi  dans  les  éditions  suivantes  de  ces  tables  de  Ch.  Sutton 
jusqu'à  la  6*  édition  inclusivement  qui  a  paru  à  Londres  en  1882.  Voir  aussi 
J.W.L.Glaisher,  Report  Brit.  Assoc.  48,  Bradford  1878,  éd.  Londres  1874,  p.  49/65; 
il  convient  toutefois  d'observer  que,  dans  ce  rapport  de  J.  W.  L,  Glaisher,  le 
rôle  joué  par  J.  Bii/rgi  dans  la  découverte  des  logarithmes  n'est  peut-être  pas 
*  toujours  apprécié  à  sa  juste  valeur.  Cf.  M.  CarUor^  Yorles.  GescL  Math.  (8*  éd.) 
2,  Leipzig  1900,  p.  726/47  et  la  note  858.  «.Un  résumé  historique  relatif  aux 
logarithmes  se  trouve  dans  M,  d'Oeagnt^  Le  calcul  simplifié  ^*^,  p.  lOO.t 
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log  et  signifie  toujours:  logariOme  de  a  dans  le  système  dont  la  base 
est  10;  en  d'autres  termes  on  a 

Le  système  de  logarithmes  dont  la  base  est  10  est  de  beaucoup 
le  plus  commode  pour  le  calcul  Les  logarithmes  écrits  dans  ce 
système  sont  dits  logarithmes  vuigaires^. 

On  écrit  toujours  sous  forme  décimale '^^)  les  logarithmes  vulgaires 
des  différents  nombres  positifs  que  Ton  enyisage,  les  nombres  étant 
eux-mêmes  supposés  écrits  sous  forme  décimale. 

La  partie  entière  du  logarithme  vulgaire  de  a  ne  dépend  que 
de  la  position  de  la  virgule  dans  le.  nombre  a;  on  FappeUe  la  caracté- 
ristique*^) de  log  tf;  elle  ne  figure  ordinairement  pas  dans  les  tables. 
Si  la  partie  entière  du  nombre  a  contient  n  chiffres^  la  caractéristique 
de  log  a  est  égale  à  n  ~  1. 

La  partie  décimale  ^^)  de  log  a  est  seule  donnée  dans  les  tables 
avec  un  certain  nombre  de  décimales^;  elle  ne  dépend  que  de  la  suite 
des  chifies  du  nombre  a;  on  la  nomme***)  la  mantisse  de  log  a^. 


288)  En  Allemagne  on  appelle  parfois  logarithmes  de  Briggs  les  logarithmes 
vulgaires  (de  base  10). 

289)  Pour  marquer  la  partie  décimale,  on  fait  assez  généralement  usage, 
du  moins  en  Allemagne,  du  point  quand  il  s*agit  de  logarithmes  et  de  la  virgule 
quand  il  s'agit  de  tout  autre  nombre.  C'est  là  une  distinction  opporirune  [of, 
E,  Hammer,  Trigon.*),  (2*  éd.)  p.  649,  note  8]  ^et  qu'il  y  aurait  donc  lieu  de 
chercher  à  répandre  de  plus  en  plus  dans  tous  les  pays.* 

290)  ^L'emploi  du  mot  „caractéristique"  dans  le  sens  actuel  est  presque 
aussi  ancien  que  celui  du  mot  „logarithme^^  lui-môme  [cf.  H.  Briggs,  Arithmetica 
logarithmica"*),  (2»  éd.)  publ.  par  A.  Vlaeq,  Gouda  1628,  p.  6]  (Note  de 
G.  Enestrôm).* 

291)  Le  mot  „mantisa^^  ou  „mantissa'\  d'après  un  passage  de  Festua  [Sexti 
Pompei  Festi  de  yerborum  significatione  quae  supersnnt  cum  Paoli  epitome, 
éd.  E,  0.  MûUer,  Leipzig  1880^  p.  182  ligne  10]  vient  de  l'étrusque  et  désigne 
un  excédent,  un  bon  poids.  Cf.  P.  Tannery,  Interméd.  math.  6  (1899)^  p.  181 
[Question  18S6];  R,  E.  Happe,  Mitt.  math.  Gtes.  Hamburg  4  (en  cours  de  publi- 
cation), p.  62  [cah.  n"  1,  paru  en  1901]. 

292)  ^Le  mot  momUsse  semble  avoir  été  introduit  comme  terme  de  mathé- 
matiques par  J,  WaUia  [Opéra  2,  Oxford  1698,  p.  41]  dans  la  traduction  latine 
„De  algebra  tractatus'^  de  son  algèbre  [A  treatise  of  .algebra,  Londres  1686]. 
Pour  désigner  une  fraction  décimale  jointe  à  un  nombre  entier,  il  emploie  dans 
l'édition  anglaise  (p.  38)  le  mot  ^,appendage'\  c'est-à-dire  „appendice^*  ;•  c'est  ce 
mot  qu'il  traduit  en  latin  par  „mantissa^^ 

On  trouve  le  mot  „mantissa"  avec  son  sens  actuel  dans  L.  Eider,  Introd.  in 
analysin  infin.  1,  Lausanne  1748,  p.  86  (n**  112)  (Note  de  G.  Eneetrôm)*. 

293)  Dans  ses  tables  de  logarithmes  '*^,  L.  Séhrân  nomme  mantisse  chaque 
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Le  logarithme  d'une  fracidoii  proprement  dite  est  n^atif;  on 
convient  toutefois  de  l'écrire  de  façon  que  sa  mantisse  soit  positive. 
A  cet  effet,  si  a  est  une  fraction  inférieure  à  1,  on  donne,  par  dé- 
finition, comme  mantisse  à  log  a  le  complément  à  1  de  la  partie 
décimale  de  log  a,  et  pour  ne  pas  changer  la  valeur  de  log  a,  on 
diminue  simultanément  de  1  la  valeur  de  la  partie  entière  de  log  a. 

Ceci  posé,  si  le  nombre  des  zéros  qui  précèdent  le  premier 
chiffire  significatif  est  m,  en  y  comprenant  le  zéro  qui*  précède  la 
viigule,  la  caractéristique  de  log  a  est  —  m  et  sa  mantisse  est  positive. 

Un  grand  nombre  d'auteurs  surmontent  d'un  trait  cette  caracté- 
ristique négative  placée  devant  la  mantisse  positive.  D'autres  rem- 
placent la  caractéristique  négative  par  son  complément  positif  à  10,  ou^ 
quand  elle  est  plus  grande  que  10,  par  son  complément  positif  au 
multiple  de  10  qui  lui  est  immédiatement  supérieur;  on  sous-entend 
alors  soit  —  10,  soit  le  multiple  de  —  10  que  l'on  devrait  ajouter. 

Ainsi,  au  lieu  d'écrire  l'^alité  approchée 

log  ^  =  log  0,02 1,69897 

on  écrit 

log  0,02  -  +  0,30103  -  2 
ou  encore  soit 

log  0,02  «  2,30103 
soit 

log  0,02  =  8,30103 -10 

soit  enfin,  en  sous-entendent  —  10, 

log  0,02  =  8,30103; 

la  mantisse  de  log  0,02  est  donc,  par  définition, 

0,30103 
et  sa  caractéristique  est 

-2. 

On  appelle  cologarUhme  d'un  nombre  (complementum  logarithmi) 
le  complément  à  10,  ou  à  1,  du  logarithme  de  ce  nombre.  On 
désigne  le  cologarithme  de  a  par  le  symbole '^^)  colog  a  de   sorte 

décimale  ajoutée  à  la  caractériBtiqne,  il  parle  ainsi  de  la  première  mantiase,  de 
la  seconde  mantisse,  an  lien  de  dire,  comme  on  le  fait  ordinairement,  le  premier, 
le  second  cbiffire  de  la  mantisse. 

294)  a  F.  Qau88  pisq.«")  n*  812;  Werke  1,  p.  382]  emploie  aussi  le  mot 
^mantisse*^  pour  désigner  la  série  de  décimales  qui  résulte  du  développement 
d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale  ^donc  à  peu  près  dans  le  sens  de 
J,  WaOû.* 

295)  Au  lieu  de  colog  a  on  écrit  aussi  quelquefois 

E  log  a  ou  cpl.  log  a. 
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que  Ton  a^  suivant  la  définition  adoptée^  soit 

colog  a  +  log  a  —  10, 
colog  a  +  log  a  «-  1 . 


soit 


An  lien  de  sonstnûre  nn  logarithme,  on  peut  ajouter  son  ^^cologarithme^ 
et  retrancher  10  ou  1^  suivant  la  définition  que  Ton  a  donnée  du 
cologarithme  *^. 

On  a  construit  un  si  grand  nombre  de  tables  de  logarithmes  qu'il 
serait  presque  impossible  d'en  dresser  une  liste  complète '^^.  Nous 
ne  chercherons  même  pas  à  donner  ici  une  liste  complète  des  auteurs 
des  plus  importantes  de  ces  tables  et  nous  nous  contenterons  de  ren- 
voyer le  lecteur  à  la  liste  la  plus  complète  que  nous  possédions  et 
qui  est  celle  dressée  par  D.  Bierens  de  Hcum^. 


296)  L'emploi  des  cologarithmes  est  très  avantageux  notamment  pour  des 
calculs  composés  de  multiplications  et  de  divisions.  On  forme  de  tête  le  complément 
décimal  d'un  logarithme  en  retranchant  chaque  chiffire  de  9  à  partir  de  la  gauche, 
jusqu'au  dernier  chiffire  sigpûficatif  qu'on  retranche  de  10.  Les  tables  spéciales 
de  cologarithmes  sont  superflues;  il  y  en  a  cependant,  par  exemple  dans  L.  G, 
Gascé  [Tablas  de  logaritmos,  cologaritmos  y  antilogaritmos  de  los  numéros  naturales 
y  trigonometricos  con  los  logaritmos  de  Gauss  y  de  Mendoza  (à  4  décimales), 
Valence  1884;  (7«  éd.)  Valence  1904],  ^dans  F.  M.  CailUt  [Tables  des  logarithmes 
et  des  cologarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigonométriques  à  6  décimales 
dressées  en  1849;  éd.  stéréotypée,  Paris  1854;  2*  tirage,  Paris  1858]*  et  dans  Silos 
W,  Holman  [Computation  raies  and  logarithms  (à  4  décimales),  New- York  1896]. 

Si  Ton  désigne  par  a  un  angle  déterminé  exprimé  en  secondes  d'arcs,  par 

ex.  1"  on  8600'',  le  log  —  ne  diffère  du  cologarithme  de  x  que  par  une  cons- 
tante;  les  valeurs  de  log  -      pour    les    diverses    valeurs    de  x  exprimées   en 

secondes  d'arc  ont  été  réunies  autrefois  dans  des  tables  spéciales  sous  le  nom 
de  ^logarithmes  logistiques"  ou  «logarithmes  proportionnels'*;  ces  tables  sont 
toi:gours  à  4  ou  à  6  décimales.  Cf.  J.  W.  L.  Glaisher,  Report  Brit.  Assoc.  48, 
Bradford  1878,  éd.  Londres  1874,  p.  73. 

297)  La  plupart  des  recueils  de  tables  que  l'on  a  publiés  contiennent,  outre 
les  tables  de  logarithmes  des  nombres  naturels,  des  tables  de  logarithmes  de 
fonctions  trigonométriques  et  souvent  on  y  trouve  aussi  des  tables  des  valeurs 
numériques  des  fonctions  trigonométriques  elles-mêmes,  des  tables  de  carrés, 
de  cubes,  ou  d'autres  tables  encore  dont  le  caractère  varie  suivant  que  ces 
recueils  sont  destinés  à  l'usage  des  astronomes,  des  géodésiens,  des  ingénieurs, 
ou  des  marins.  Pour  les  tables  trigonométriques  correspondant  à  la  division  déci- 
male des  angles,  voir  B.  Mehmke^  Bericht  ûber  Winkelteilung  vom  math.  geod&- 
tischem  Standpunkte  mit  histor.  bibliogr.  Anmerkungen  [Jahxesb.  deutsch.  Math.- 
Ver.  8'  (1899),  éd.  Leipzig  1900,  p.  139/58;  voix  en  partie,  la  note  20,  p.  149]. 

298)  Tvreede  ontwerp  eener  naamlijst  van  Logarithmentafels  [Verhand.  Akad. 


Digitized  by  VjOOQIC 


288  B.  Mehmke.    I  23.   Calools  numériqnes.    M,  d'Oeagne. 

Parmi  ces  tables  ^^  nous  distinguerons  tout  d'abord  celles  qui 
comportent  une  interpolation  au  moyen  des  différraices  premières  ou 
secondes  de  mantisses '^).  Celles  de  ces  tables  où  Finterpolation  se 
fait  à  l'aide  des  différences  premières  de  mantisses  sont  d'un  usage 
constant '^^);  on  les  désigne  communément  sous  le  nom  de  tMes  à 
parties  praporHonneUes. 

Les  tables  où  l'interpolation  se  fait  au  moyen  des  différences 
secondes  de  mantisses  sont  bien  moins  nombreuses. 

Nous  mentionnerons  d'autres  tables  encore  au  n^  33. 

La  première  table  complète  des  logarithmes  des  nombres  compris 


Wetensch.  Amsterdam  (1)  16  (1875),  p.  1].  Dang  cette  liste  D.  Bierens  de  Haan 
indique  plus  de  668  tables  distiactes.  Une  première  liste  moins  oomplète  du 
même  auteur  ayait  d'abord  para  soas  le  titre:  Jets  over  Logarithmentafeb 
[Yerslagen  Meded.  Akad.  Wetensch.,  Afdeeling  Natnurk.  [Amsterdam]  (1)  14 
(1862),  p.  16]. 

299)  Yoici  aussi  quelques  indications  au  sujet  de  tables  particulières 
employées  par  les  astronomes. 

G.  W.  mn  [Amer.  J.  math.  6  (1884),  p.  130]  a  donné  une  table  des 
logarithmes  des  nombres  ^,  |,  f,  ^,  f  pour  les  bases  nss-l,  2,  .  .  .,  80. 

Dans  le  recueil  de  tables  de  H.  Gfyîdén  [Astronomiska  iakttagelser  och 
undersdkningar  anst&lda  pâ  Stockholms  observatorium  1  (1880),  p.  XII  et  p.  188] 
on  trouve  : 

[§  e,  p.  6]  les  coefficients  du  binôme  0^  jusqu'à  C^J, 
[Table  B,  p.  101/4]  leurs  logarithmes  vulgaires  à  7  décimales, 
[Table  D,  p.  108/9]  ces  mêmes  logarithmes  vulgaires  dans  un  autre  ordre, 
[p.  13]  les  log.  vulgaires  des  puissances  de  4  jusqu'à  4'^, 
[Table  A,  p.  99/100]  pour  n  =  1,  2,  . . .  jusqu'à  40,  les  logarithmes  vulgaires 
avec  7  décimales  des  nombres  de  diverses  formes  telles  que 
n«,  2n(n+l),  (2n+ l)(2n  + 2), 
1  1  n  ?^_+l      2n—  1  (2n+l)(2w  — 3) 

n'     n(n  +  l)'    n  +  l'         2n      '        2n      '•*••'        16n(n  — 1) 

[Table  C,  p.  104/7]  pour  n  «=  1,  2,  . . .  jusqu'à  n  »  40  et  pour  m  ».  l,  2,  . . . 
jusqu'à  m  oe  39 ,  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  de  la  forme 

^  ^-m        (2nl(iii  +  »i)! 
4"     ^"     ""(«-»)!  2»»-^ 
(Note  de  H.  Burkhardt), 

800)  Dans  des  tables  à  10  décimales  on  a  besoin  en  général,  pour  l'inter- 
polation, des  différences  secondes  [I  21,  8].  J.  E,  A.  SteggaU  a  recherché  quel 
est  le  plus  petit  nombre  de  log^thmes  qu'une  table  doive  contenir  pour  que 
l'interpolation  avec  les  différences  premières  soit  possible  [Proc.  Edinb.  mAtk. 
Soc.  10  (1891/2),  p.  86]. 

801)  La  façon  dont  on  se  sert  des  tables  ordinaires  de  logarithmes  est  très 
connue  et  nous  la  passerons  d'autant  plus  volontiers  ici  sous  silence  que  la 
plupart  de  ces  tables  contiennent  des  indications  détaillées  sur  leur  usage. 
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entre  1  et  100000  a  été  dressée  par  Adrien  Vlaeq^^y  C'est  une  table 
à  dix  décimales.  Toutes  les  tables  de  quelque  étendue  dressées  avant 
la  sienne  présentaient  quelques  lacunes  et  ces  lacunes  étaient  souvent 
considérables. 

Les  tables  de  A.  Vlacq  ont  d'ailleurs  été  plus  ou  moins  copiées 
par  tous  ceux  qui  ont  dressé  des  tables  de  logarithmes  soit  au 
17"»*  siècle  soit  même  au  18**"*  siècle*»). 

A  la  fin  du  18^*™®  siècle^  on  a  cependant  dressé  de  nouvelles 
tables"*)  sous  la  direction  de  G.  C.  I.  M,  Riche  de  Prony^).     L'im- 

802)  Dans  son  „AritfameticA  logarithmica'',  Gouda  1628  (pâme  simultané- 
ment en  latin,  en  français  et  en  hollandais).  A.  Vlaeq  désignait  modestement 
cet  ouvrage  comme  étant  la  seconde  édition  d'un  ouvrage  de  H.  Briggs  para  à 
Londres  en  1624  sous  le  même  titre,  mais  avec  une  très  grande  lacune  s'éten- 
dant  du  logarithme  de  20000  à  celui  de  90000.  Une  nouvelle  édition  du  même 
ouvrage,  publiée  par  O.  Miller  avec  titre  et  éclaircissements  en  anglais,  a  paru 
à  Londres  en  1631.  Jl  convient  de  rappeler,  en  outre,  que  les  premières  tables 
de  logarithmes  trigonométriques  calculées  par  H.  Briggs  ont  été  complétées  et 
publiées  après  sa  mort  par  H.  CMiibrand  sous  le  titre:  Trigonometria  britannica, 
Gouda  16S8;  voir  à  ce  stget  A.  von  BraunmiM,  Yorles.  flber  Gesohichte  der 
Trigonométrie  2,  Leipzig  1908,  p.  28/9.* 

Jusqu'en  ces  derniers  temps  la  table  de  A.  Vlaeq  était,  avec  le  „ThesauTUB 
logarithmorum^*  de  G.  von  Vega^*^\  la  seule  table  à  10  décimales  qui  fût  complète. 
Plusieurs  mathématiciens,  entre  autres  J.  W,  L.  Glaisher,  préfèrent  d'ailleurs 
atgourd'hui  encore  employer  plutôt  les  tables  de  A.  Vlacq  que  celles  de  O.  von  Vega. 

Dans  un  grand  nombre  de  catalogues  les  tables  de  A.  Vlacq  sont  attribuées 
à  tort  à  H,  Briggs  ou  à  /.  Neper;  il  est  vrai  que  ces  noms  figurent  sur  le 
titre  de  l'ouvrage,  titre  qui  est  très  détaillé  suivant  Tusage  du  temps;  mais  la 
table  n'a  été  construite  ni  par  H,  Briggs,  ni  par  /.  Neper;  elle  a  été  construite 
par  A.  Vlacq. 

J.  W.  L.  Giaisher  indique  [Monthly  Notices  astron.  Soc.  82  (1871/2),  p.  266], 
toutes  les  publications  où  l'on  a  relevé  l'une  ou  l'autre  des  fautes  de  calcul  qui 
s'étaient  glissées  dans  les  tables  de  A,  Vlaeq;  on  en  a  découvert  plus  de  600. 

808)  On  trouvera  dans  Ch.  Hutton  [Math,  tables '^^,  introduction]  des  ren- 
seignements sur  les  méthodes  que  l'on  appliquait  autrefois  pour  caJculer  les 
logarithmes.  Les  méthodes  encore  actuellement  en  usage  sont  exposées  par 
G,  von  Vega  dans  l'introduction  de  son  „Thesaurus  logarithmorum**  "^)  ;  A.  L, 
Gauèhy,  Rapport  sur  un  travail  de  Ph.  Koralek  [Méthode  nouvelle  pour  calculer 
rapidement  les  logarithmes  des  nombres  et  pour  trouver  les  nombres  correspon- 
dant aux  logarithmeë,  Paris  1851]  sur  les  logarithmes  à  7  décimales  [G.  B.  Acad. 
se.  Paris  32  (1861),  p.  610;  Œuvres  (1)  11,  Paris  1899,  p.  382];  F.  Lefort,  [Nouv. 
Ann.  math.  (2)  6  (1867),  p.  808};  J.  Glaisher  [Factor  table  for  the  fourth  million  ^"), 
London  1879,  introduction].  Pour  faciliter  le  calcul  des  logarithmes  naturels  de 
nombres  donnés,  on  peut  aussi  utiliser  les  tables  de  facteurs  [n*"  18]. 

Sur  le  même  siget  voir  encore  A.  J.  EUis,  Proc.  R  Soc.  London  81  (1880/1), 
p.  881,  398;  K.  Zindkr,  Z.  Realschulwesen  (Vienne)  22  (1897),  p.  898  et  cf.  n*"  88. 

304)  Ges  tables  comprennent  celles  des  fonctions  trigonométriques  et  de 
leurs  logarithmes,  dans  le  cas  de  la  division  centésimale  du  quadrant. 

Snojolop.  d«t  icieno.  mftthémftt.    14.  19 
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pression  de  ces  tables  maanscrites  dites  ^^tables  dn  cadastre^'  a  été 
conunencée  avec  12  décimales  mais  elle  est  restée  inacheyée^^). 

Ce  n'est  que  dans  la  seconde  moitié  du  19^^°*®  siècle  ^^)  que  l'on 
retrouve  ensuite  une  nouyelle  détermination  de  logarithmes  ofi&ant 
quelque  ampleur.  Cette  détermination  a  été  effectuée  par  E,  Sang, 
Les  tables  de  E.  Sang  sont  donc,  en  fait,  les  premières  tables  véritable- 
ment  nouvelles  qui  aient  été  int^alement  publiées  depuis  celles  de 
A.  Tlacg. 

Tout  en  se  copiant  plus  ou  moins  les  uns  les  autres,  la  plupart 
des  auteurs  de  tables  n'ont  cependant  pas  négligé  de  vérifier,  en  tout 
ou  partie,  l'exactitude  des  valeurs  de  ceux  des  logarithmes  qu'ils 
reproduisaient^  de  sorte  que,  non  seulement  on  connût  aujourd'hui 
fort  bien  les  fautes  ^^)  qui  se  trouvent  dans  les  anciennes  tables  comme 


305)  4, Ces  tables  ont  fait  Tobjet  d'une  notice  due  à  R.  de  Frany  lui-même 
[Mém.  Institut  national  se.  et  arts,  se  math.  phjs.  6,  Paris  an  XTJ,  p.  49].  Cette 
notice  est  immédiatement  suivie  [id.  p.  56]  d'un  rapport  de  J-B.  J.  Delambre 
contenant  l'indication  de  la  méthode  suivie.  Sur  la  façon  dont  B.  de  Prony  a 
procédé  au  calcul  de  ses  tables,  voir  aussi  M,  &OcagM,  Le  calcul  simplifié^**), 
p.  103.* 

306)  Une  description  très  précise  des  tables  du  cadastre  a  été  donnée  par 
JP.  Lefùrt  [Ann.  Observ.  Paris,  Mémoires  4  (1868),  p.  128],  E,  Sang  [Proc.  E.  Soc. 
Edinb.  8  (1872/6),  p.  421,  681]  a  fortement  mis  en  doute  l'authenticité  de  ces 
tables  que  F,  Lefart  pProc.  B.  Soc.  Edinb.  8  (1872/5),  p.  668,  678]  a  par  contre 
affirmée  comme  certaine.  4,  Cette  authenticité  ne  saurait  plus  ai]û<>^^*^^  ^tre 
mise  en  doute.  C'est  sur  le  manuscrit  même  àe  B.  de  Prony  qu*ont  été  tirées 
les  tables  éditées  par  le  Service  géographique  de  l'Armée"^).*  Ce  manuscrit  a 
d'ailleurs  servi  plusieurs  fois  à  la  révision  d'autres  tables. 

807)  E.  Sang  a  calculé  complètement  les  logarithmes  des  nombres  de 
1  à  10000  avec  28  décimales  et  ceux  des  nombres  de  100000  à  870000  avec 
16  décimales.  En  1871  il  a  publié  une  table  à  7  décimales  qu'il  a  fait  précéder 
d'une  préface  dans  laquelle  il  expose  la  marche  qu'U  a  suivie.  Voir  aussi  E.  Sang, 
Proc.  R.  Soc.  Edinb.  8  (1872/6),  p.  421.    Cf.  note  828. 

808)  Outre  A.  Gemerth  [Z.  fur  die  5steneichbchen  Gymnasien  14  (1868), 
p.  407/48;  tirage  à  part  publié  sous  le  titre:  Bemerkungen  ûber  Sitere  und 
neuere  mathematische  Tafeln,  Vienne  1868],  à  qui  Ton  doit  une  vérification 
très  minutieuse  de  nombreuses  tables,  on  peut  mentionner  à  cet  égard  Ch.  Bob- 
bage^'%  C,  Bremiker''*^  E.Sang^^"^,  R  Shortrede^^")  et  i.Scfcrtffi"0. 

809)  J.  W,  X.  Glaisher^  On  the  progress  to  accuracy  of  logarithmic  tables 
[Monthly  Notices  astron.  Soc.  88  (1872/3),  p.  880].  Ce  n'est  toutefois  que  plus  de 
200  ans  après  l'impression  des  tables  de  A.  Vlaeq^^*)  que  parut  une  table  dans 
laquelle  toutes  les  fautes  des  tables  de  A,  Vlaeq  étaient  corrigées  et  cette  table 
est  loin  d'être  parfaite  puisque  de  nouvelles  fautes  s'y  sont  glissées  à  plusieurs 
reprises. 

Une  liste  de  toutes  les  fautes  d'impression  connues  qui  se  trouvent  dans 
les  tables  actuellement  en  usage  est  dressée  depuis  longtemps  par  le  „Table 
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celléB  de  A,  Vîacq^  ou  de  G.vonVega^^^)^  mais  que  les  meilleures  des 
tables  actuelles  peuvent  être  considérées  comme  exemptes  d'erreurs '^®)^ 
D  y  a  d'ailleurs  lieu  de  remarquer  que^  relatiyement  à  l'exactitude  de 
la  dernière  décimale^  les  exigences  qui  étaient  d'abord  bien  modestes^ 
sont  devenues  de  génération  en  génération  de  plus  en  plus  im- 
périeuses^**). 


Gommittee*^  de  la  „Bntish  association  for  the  advancement  of  sciences^^  mais  cette 
liste  n'a  pas  encore  été  publiée. 

310)  Les  tables  à  7  décimales  de  M.  Wiberg  '^')  ont  été  dressées  en  faisant 
usage  de  machines  à  calcul  et  elles  ont  été  imprimées  automatiquement;  on  peut 
donc,  avec  beaucoup  de  yraisemblance,  les  supposer  exemptes  de  fautes. 

811)  Au  IS'*"**  siècle,  une  erreur  de  plusieurs  unités  de  la  dernière  décimale 
était  assez  facilement  tolérée  par  les  calculateurs  [cf.  A.  Gernerth^^') ^  intro- 
duction]; mais  déjà  CF.  Gauss  [Einige  Bemerkungen  zuYega's  Thésaurus  Loga- 
rithmorum,  Astron.  Nachr.  (Altona)  32  (1851),  col.  181  ;  Werke  3,  Gdttingne  1876, 
p.  867]  exigeait  que  „la  valeur  fournie  par  une  table  approche  de  la  vraie  valeur 
autant  que  le  permet  le  nombre  de  décimales  adopté*'  et  peu  à  peu  cette  règle 
s'est  imposée  comme  un  principe  à  observer  pour  la  construction  de  bonnes 
tables  de  logarithmes. 

Contrairement  à  ce  principe  J.  W.  L.  Glaiàher  [Monthly  Notices  astron. 
Soc.  83  (1872/3),  p.  440]  se  contente  toutefois  d'exiger  que  Terreur  sur  la  valeur 
tabulaire  ne  dépasse  pas  0,656  .  .  .  unités  de  la  dernière  décimale. 

Quelques  constructeurs  de  tables  de  logarithmes  se  sont,  par  contre,  montrés 
plus  exigeants  encore  que  C.  F.  Gauss^  et  ont  indiqué  pour  chaque  logarithme 
si  le  dernier  chiffre  imprimé  est  trop  fort  ou  non. 

/.  Kepler  [Ohilias  logar.*^^);  Opéra  7,  p.  890/408]  signale  tous  ceux  des 
chiffires  qui  ont  été  forcés;  parmi  les  auteurs  qui  ont  fait  comme  lui,  nous 
citerons  M.  von  Prasse  piOgarithmische  Tafeln  fOr  die  Zahlen,  Sinus  und 
Tangenten,  Leipzig  1810]  (tables  à  cinq  décimales),  Ch.  Bàbhage*^*)  dont  les 
tables  ont  été  publiées  en  1827,  A.  Stemhauser*^^  dont  les  tables  ont  été 
publiées  en  1857,  L.  Sehrôn^*^  dont  les  tables  ont  été  publiées  en  1860, 
A.  Gemerth*'^^)  dont  les  tables  ont  été  publiées  en  1866,  F.  Sedlacstek,  Tafel 
zur  bequemen  Berechnung  zwôlfstelliger  gemeiner  Logarithmen,  Vienne  1874, 
et  X.  G,  Gaseâ*^  dont  les  tables  ont  été  publiées  en  1884. 

D'autres  auteurs  indiquent  seulement  les  nombres  où  le  chifire  forcé  est  un 
6;  c'est  ainsi  que  font,  par  exemple,  H.  F.  Ptlipotoshi^^*)  en  1849  et  F.  G, 
Gatêss*'^^  en  1870. 

Dans  certaines  tables  le  chiffire  final,  quand  il  est  forcé,  se  distingue  par  sa 
forme  :  ainsi  il  est  imprimé  en  carac&res  italiques  dans  les  tables  de  M,  von  JPtcisse*^^  ; 
il  est  désigné  par  Y  au  lieu  de  6  dans  les  tables  de  H.  F.  Fûipoujàki'^*);  il  est 
imprimé  en  caractères  gras  dans  les.  tables  de  X.  G,  Gcucô^^;  parfois  aussi,  au 
lieu  de  lui  donner  une  autre  forme,  on  le  surmonte  d'un  point  ou  on  le  fait  suivre 
d'un  point;  c'est  ce  que  font  Ch.  Bàbhage^^^,  F.  Sedlaczék^^^  et  A.  Stein- 
hau$er*^^.  Quand  le  chifEre  final  est  forcé,  L.SchrGn*^^  marque  un  trait  au  dessus 
de  ce  chiffire  final;  F,  G.  Gams^^^)  le  souligne;  A.  Gemerth"^)  le  traverse 
par  un  trait.   Quel  que  soit  d'ailleurs  le  mode  adopté  pour  distinguer  les  derniers 

19* 
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Au  19^*^  siècle  seulement  on  a  commencé  à  se  préoccuper  sérieuse- 
ment de  la  meilleure  disposition  à  donner  aux  tables  pour  les  rendre 
très  pratiques  et  d'un  usage  tout  à  fait  commode.  Il  convient  cepen- 
dant d'observer  que  dès  le  IV^""  siède,  John  Newton,  afin  de  gagner 
de  la  place  et  de  faciliter  la  lecture'^');  avait  déjà  eu  l'idée  de  n'écrire 
qu'une  fois*^');  au  commencement  de  certaines  lignes,  les  trois  premiers 
chiffires  communs  à  plusieurs  mantisses  figurant  dans  cette  ligne  et 
dans  les  suivantes  ^^^);  il  inscrivait  de  plus  dans  une  même  colonne 
les  mantisses  des  logarithmes  des  nombres  se  terminant  par  un  même 
chiffirC;  de  sorte  que  sa  table  était,  en  fait,  à  double  entrée 
et  devenait  par  cela  même  d'un  emploi  plus  commode  que  celles  de 
ses  contemporains.  A  part  de  rares  exceptions'^),  cette  disposition  de 
John  Newton  a  d'ailleurs  été  employée  dans  toutes  les  tables  de  loga- 
rithmes qui  ont  été  publiées  après  la  sienne. 


chiffires  qui  sont  forcés  de  ceux  qni  ne  le  sont  pas,  le  simple  fait  de  les 
distinguer  augmente  de  beaucoup  la  valeur  d'une  table  [cf.  n®  29  et  en  parti- 
culier la  note  266].  N,  E,  Lomh(M*^^  se  place  à  un  point  de  vue  plus  élevé,  en 
choisissant  le  dernier  chiffire  de  façon  que  si  l'on  envisage  tous  les  logarithmes 
fournis  par  la  table  (j  compris  ceux  qu'on  obtient  par  interpolation)  l'écart 
moyen  entre  ces  logarithmes  et  leurs  vraies  valeurs  soit  minime. 

312)  John  Newton,  Trigonometria  britannica,  Londres  1668.  Cette  table, 
qui  Ta  jusqu'à  100000,  est  à  8  décimales  et^  au  lieu  des  différences,  elle  donne, 
dans  une  colonne  particulière,  leurs  logarithmes  avec  6  décimales.  Dans  la  cons- 
truction de  cette  table  Jc^n  Newton  ne  fait  d'ailleurs  au  fond  qu'appliquer 
simultanément  les  remarques  faites  avant  lui,  les  unes  par  N,  Boe  [Tabulae 
logarithmicae  or  two  tables  of  logarithmes,  Londres  1688],  les  autres  par 
E.  Wingate,  Construction,  description  et  usage  de  la  règle  de  proportion,  Paris 
1624  [of.  Ch,  HutUm,  Math,  tables  '*'),  introduction,  p.  86,  39]. 

818)  Dans  les  tables  à  6  décimales  on  n'écrit  ordinairement  qu'une  fois, 
dans  une  mftme  colonne,  les  deux  premiers  des  cinq  chiffires  décimaux;  dans  les 
tables  à  4  décimales,  au  contraire,  on  écrit  ordinairement  les  quatre  décimales 
de  chaque  mantisse. 

814)  Si,  dans  une  môme  ligne,  le  dernier  chiffire  séparé  vient  à  changer, 
on  l'indique  généralement  en  faisant  précéder  d'une  astérisque  chaque  partie  de 
mantisse  qui  suit  sur  la  même  'ligne;  c'est  ce  que  faisait  déjà  G,  von  Vega^*^. 

Four  indiquer  le  même  fait  Ch.  Hutton*^^  surmonte  le  chiffi»  initial  d'un 
trait,  H,  E.  FUipowski  "*)  le  surmonte  de  deux  points  ;  E.  Sang  "•)  et  B.  Shortrede  "») 
remplacent  le  zéro  par  le  Nokta  arabe  #  (,^Nokta**  si^^e  point  et  le  zéro 
ressemble  à  ce  signe  arabe  du  point);  on  trouve  d'ailleurs  dans  plusieurs  autres 
tables  encore  d'autres  signes  choisis  un  peu  arbitrairement  par  leurs  auteurs 
pour  mettre  le  même  fait  en  éridence. 

816)  G,  J.  Houel  [Tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales  ^^^),  Paris  1868; 
dernière  édition  Paris  1907]  et  T.  Alhrecht  [Logarithm.-trigonometrische  Tafeln 
mit  fOnf  Decimalstellen,  Berlin  1884;  (9"  éd.)  Berlin  1906]  sont  tous  deux 
revenus  aux  tables  à  simple  entrée. 
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Mais  la  question  de  la  simplification  dans  Fusage  des  tables  porte 
en  réalité  snrtont  snr  la  disposition  pins  on  moins  pratique  des  tables 
de  parties  proportionnelles  servant  à  l'interpolation.  Ces  tables  étaient 
pendant  longtemps  toujours  données  à  part,  dans  une  colonne  tout  à 
fait  indépendante  des  autres  colonnes.  Dans  le  but  de  faciliter  encore 
davantage  les  interpolations,  A.  M.  Ndl^^*),  L,  G.  Gasco^),  N.  E. 
Lomholt*^'^  et  quelques  autres  calculateurs  ont  disposé  leurs  tables 
en  7  adjoignant  en  quelque  sorte  une  troisième  entrée;  à  cet  effet, 
ils  inscrivent  sur  une  même  ligne  les  logarithmes  et  leurs  parties  pro- 
portionnelles •^®). 

Au  19^^«  siècle  les  soins  des  éditeurs  de  tables  de  logarithmes 
se  sont  aussi  portés  sur  le  format  des  tables  ainsi  que  sur  la  grandeur 
et  la  forme  à  donner  aux  chiffres  dans  les  différents  intervalles.  Les 
éditeurs  se  sont  même  préoccupés  de  la  couleur  du  papier  et  de 
celle  de  l'encre  qu'il  peut  être  le  plus  avantageux  d'adopter  pour 
faciliter  l'usage  des  tables  •^•). 

Suivant  Fusage  que  Ton  compte  faire  d'ime  table  de  logarithmes, 
il  est  dair  que  Ton  aura  avantage  à  se  servir  de  tables  plus  ou  moins 
volumineuses,  donnant  les  logarithmes  avec  plus  ou  moins  de  décimales. 

316)  FOnfstellige  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonometriBchen  Fnnk- 
tionen,  Danustadt  1866;  (9*  éd.)  Darmstadt  1898. 

817)  Firci&et  logarithmetabel,  Copenhague  1897  [explication  en  allemand: 
Z.  fîir  YermessnngB-Wesen  27  (1898),  p.  240J;  parmi  tontes  les  tables  à  4  déci- 
males,  c'est  celle  qui  offire  la  pins  grande  exactitude  moyenne,  et  elle  est  en 
outre  d'un  nsage  très  commode.    Voir  la  fin  de  la  note  811. 

818)  Voici  une  ligne  tirée  de  la  table  de  N.  E.  LomhoU: 


Tl 

1 

2 

8 

.  .  . 

7 

8 

9 

1 

2   8 

.  .  . 

7 

8 

9 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

9016 

9020 

9026 

1 

1   2 

4 

4 

6 

On  en  dédnit  par  exemple  nne  vàlenr  approchée  de  log  7,988  en  écrivant: 
log  7,988  »  log  7,98  +  partie  proportionnelle  à  8  »  0,9020  -|-  2  -»  0,9022. 

819)  Ch,  Babhage  a  établi  à  ce  suget  12  règles  déduites  de  la  comparaison 
â*nn  grand  nombre  de  tables  [Tables  of  the  logarithms  of  the  natoral  nnmbers 
ftom  1  to  108  000,  Londres  1827;  (2*  éd.)  Londres  1831,  préface;  (S*  éd.)  avec 
introduction  en  allemand,  en  anglais  et  en  hongrois,  pnbl.  par  K,  Nagy  sous 
le  titre:  Logarithmen  der  natOrlichen  Zahlen  von  1  bis  108  000,  Londres  1884]; 
voir  aussi  L.  Schrân,  Tables  de  logarithmes'*'),  introduction. 

C.  F.  Gauss  lui-même  a  appelé  Tattention  sur  ce  genre  de  questions  dans 
les  analyses  qu'il  a  faites  de  différentes  tables  de  lo£^thmes  [cf.  QOttingische 
gelehrte  Anzeigen  1811,  p.  827/9;  1814,  p.  2032;  1817,  p.  1669/74;  1819,  p.  180/2; 
1828,  p.  118/21;  1881,  p.  608/4;  Werke  8,  Gtôttingue  1876,  p.  241/66];  ces  analyses 
prouvent  l'importance  que  C.  F.  Gaus9  attachait  à  la  construction  de  bonnes 
tables. 
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Au  début  de  la  construction  des  tables,  on  s'est  attaché  à  donner 
les  logarithmes  des  nombres  envisagés,  avec  un  grand  nombre  de  déci- 
males*^); il  paraissait  alors  essentiel  à  ceux  qui  dressaient  des  tables 
que  Ton  put  utiliser  les  mêmes  tables  dans  tous  les  cas  qui  se  présen- 
taient dans  la  pratique.  On  a  cependant  bientôt  abandonné  ce  point 
de  vue.  Actuellement  les  tables  de  logarithmes  à  un  grand  nombre 
de  décimales  sont  même  exclusivement  réservées  à  certaines  questions 
spéciales  où  il  importe  d'effectuer  les  calculs  avec  une  grande  précision. 
Elles  sont  alors  effectivement  tout  à  fait  indispensables. 

Mais,  daus  bien  des  cas  où  une  précision  moindre  suffit  pour 
l'objet  que  l'on  a  en  vue,  on  a  été  amené  peu  à  peu  à  limiter  le 
nombre  des  décimales;  au  19^^*  siècle  on  est  allé  dans  cette  voie 
jusqu'à  construire  des  tables  à  4  décimales  (ou  même  à  3  décimales 
seulement)  qui  sont  aujourd'hui  d'un  usage  courant. 

Pour  obtenir  les  logarithmes  avec  10  décimales  on  utilise  tou- 
jours l'^Arithmetica  logarithmica^  de  A,  Vlacq^y  mais  cet  ouvrage 
étant  devenu  assez  rare,  on  fait  aussi  beaucoup  usage  du  „The8aumB 
logarithmorum^^  de  G.  van  Vega^^^)  dont  on  possède  des  reproductions 
zincographiques  '^. 


820)  La  plus  ancienne  table  -  de  logarithmes  vxilgaires  est  celle  que 
H.  Briggs  a  fait  imprimer  à  Londres  en  1617  sous  le  titre  „Logarithmonim 
chilias  prima^;  elle  n*a  été  publiée  qu'en  1618,  après  la  mort  de  J.  Neper, 
D'après  J,  W.  L.  Glaisker  [Report  Brit;  Assoc.  43,  Bradford  187S,  éd.  Londres 
1874,  p.  55]  elle  était  à  14  décimales  tout  comme  la  table  du  même  auteur 
publiée  sous  le  titre:  Arithmetica  logarithmica'®*),  Londres  1624.  ^Ch.  HuUon 
[Tracts  of  many  interesting  x>arts  of  mathematical  and  philosophical  sciences  1, 
Londres  1812,  p.  828]  dit,  il  est  vrai,  que  le  „Ghilia8*^ avait  hmi  dédmales; 
mais  il  7  a  lieu  de  croire  cette  indication  inexacte;  cf.  N.  L.  W,  A.  Grctvélaar, 
John  Napier*8  werken  [Yerhand.  Akad.  Wetensch.  Amsterdam,  Afdeeling  natuur- 
kunde  eerste  sectie  (2)  6  (1897/9),  mém.  n®  6,  p.  106].* 

821)  Thésaurus  logarithmomm  complétas  ex  arithmetica  logarithmica  et  ex 
trigonometria,  publié  aussi  sous  le  titre:  YoUst&ndige  Sammlung  grOsserer  loga- 
rithmiscben-trigonometrischen  Tafeln  nach  A.  Ylacks  Arithmetica  logarithmica 
und  Trigonometria  artificalis,  yerbessert  neugeordnet  und  yermehrt,  Leipsig  1794 
(la  préface  et  Tintroduction  en  latin  et  en  allemand).  Une  reproduction  de  ces  tables 
a  été  publiée  en  1889  à  Florence  par  r„Istituto  geografico  militare'';  une  seconde 
reproduction  est  datée  de  1896.  Des  tables  auxiliaires  pour  faciliter  Tinter- 
polation  dans  l'emploi  du  ^Thésaurus  logarithmorum^^  (ayec  une  liste  des  errata)  sont 
données  par  M.  de  Leber,  Tabularum  ad  faciliorem  et  breyiorem  in  (ïeorgii  Yegae 
thesauri  logarithmorum  magnis  canonibus  interpolationis  computationem  utUium, 
Trias,  Vienne  1897  (ayec  une  introduction  en  latin  et  en  allemand).  \oix  S.  Gunàd- 
finger  et  A.  M.  NeU,  Tafeln  zur  Berechnung  neunstelliger  Logarithmen  mittelst 
einer  neuen  Literpolationsmethode,  Darmstadt  1891,  p.  60. 

822)  En  réalité  W.  W.  Duffieïd  [Report  of  the  Superintendent  of  the  C.  S. 
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n  ne  paraît  guère  qu'on  ait  publié  de  tables  de  logarithmes  à 
9  décimales'^;  celles  à  8  décimales  ne  sont  pas  non  plus  très 
répandues'^).  Ce  sont  les  tables  de  logarithmes  à  7  décimales  qui, 
pendant  longtemps,  ont  été  presque  les  seules  employées. 

Les  premières  tables  à  7  décimales  comprenant  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  naturels  de  1  jusqu'à  100000 ''^)  ont  été  publiées 
en  1633  par  N.  Boe^^). 

Parmi  les  tables  à  7  décimales ,  celles  dont  les  calculateurs  se 
servent  généralement  de  préférence  sont  celles  de  L.  Schrim^").  Celles 
de  E.  Sang^^)  sont  des  plus  commodes  ;  car  elles  s'étendent  du 
logarithme  de  20000  à  celui  de  200000.    Parmi  les  autres  tables  de 

coast  and  geodetic  survey  (1895/6),  éd.  Washington  1897,  appendice  12, 
p.  422/721]  a  publié  une  nouyelle  table  à  10  décimales  (calculée  d'abord  avec 
12  décimales  et  comparée  ensuite  à  la  table  de  G.  non  Vega);  mais  Texactitude  des 
résultats  demanderait  à  être  contrôlée;  d'autre  part  sa  disposition  ne  la  recom- 
mande pas  aux  calculateurs. 

328)  E.  Sang  a  ouvert  une  souscription  dans  le  but  de  réunir  les  fonds 
nécessaires  à  la  publication  d'une  table  de  logarithmes  à  9  décimales  des 
nombres  compris  entre  100000  et  1000000  avec  les  différences  premières;  la 
publication  de  cette  table  était  encore  annoncée  en  1883  dans  la  2*  édition  de 
la  table  à  7  décimales  de  E.  Sang  et  son  apparition  semblait  alors  ne  plus  devoir 
tarder;  mais  depuis  1888  on  n'en  a  plus  entendu  parler. 

324)  Les  „tables  de  logarithmes  à  8  décimales  des  nombres  entien  de  1 
à  120  000  et  des  sinus  et  tangentes  de  dix  secondes  en  dix  secondes  d'arc  dans 
le  système  de  la  division  centésimale  du  quadrant",  publiées  par  le  „Service 
géographique  de  l'armée  française*^  Paris  1891,  sont  les  premières  tables  de 
logarithmes  à  huit  décimales  qui  aient  été  publiées  depuis  1668'^*).  (3es  tables 
ne  sont  d'ailleurs  qu'un  abrégé  corrigé  des  ^Tables  du  Cadastre^^  dont  il  a  été 
question  plus  haut  (cf.  notes  804  à  806). 

825)  Beaucoup  de  tables  à  7  décimales,  entre  autres  celles  de  J.  F.  CàUet**') 
et  de  L.  Sdtrôn*^^^  donnent  outre  les  logarithmes  des  nombres  compris  entre 
1  et  100000  les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  100001  et  108000;  elles 
donnent  en  général  les  8000  derniers  de  ces  logarithmes  avec  8  décimales  au 
lieu  de  7,  ce  qui  peut  d'ailleurs  sembler  superflu. 

826)  Tabulae  logarithmicae"*). 

327)  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen,  Brunswick  1860;  (26*  éd.)  Bruns- 
wick 1904;  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales  par  L,  Schran  [précédées 
d'une  introduction  par  G.  J.  Haûeï],  Paris  1866;  (2*  éd.)  Paris  1884;  dernier 
tirage,  Paris  1906.  H  j  a  aussi  des  éditions  anglaise,  italienne,  suédoise,  hon- 
groise, et  autres,  de  ces  mômes  tables,  éditées  à  Brunswick  dès  1868. 

828)  A  new  table  of  seven-place  logarithms,  Londres  et  Edimbourg  1871, 
(2*  éd.)  Londres  et  Edimbourg  1883.  Dans  la  première  édition  de  cette  table 
les  grandes  différences  qui  se  trouvent  au  début  des  autres  tables  sont  laissées 
de  côté;  quoique  dans  la  seconde  édition  on  ait  inséré  les  logarithmes  des  nombres 
naturels  de  1  à  20000,  il  convient  de  chercher  plutôt  dans  la  seconde  moitié  de 
la  table  les  logarithmes  des  nombres  de  plus  de  cinq  chiffires  commençant  par 
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logarithmes  à  7  décimales,  il  convient  particulièrement  de  mentionner 
ceUes  de  J.  F.  CaUet^^),  de  Ch,  Babbage^),  de  R  Shortrede^^),  et 
de  a  Bruhns^). 

Les  tables  à  6  décimales  sont  aussi  assez  nombreuses.  Les  plus 
anciennes  sont  celles  de  S.  Dunn^.  Parmi  les  plus  appréciées  par 
les  calculateurs  on  peut  citer  celles  de  C.  Bremiker^. 

Les  tables  de  logarithmes  les  plus  répandues  sont  celles  à  6  déci- 
males; à  celles  déjà  mentionnées  de  T.  Attreckt^),  de  F.  G.  Grauss^^ 
de  A.  Gemertk^'^y  de  G,  J.  Houd^),  et  de  A  M.  NeU^),  nous  ajouterons 
ici  eeUes  de  D.Bates^^)  qui  sont  sans  doute  les  plus  anciennes ^^),  ainsi 
que  celles  de  ^M.  J.  J.  Le  Français  de  Lalande^^*,  de  C.  Bremiker^,  de 

un  1.  Cette  table  ne  oontient  d'aUleurs  que  les  logarithmes  des  nombres  natmels 
et  non  ceux  des  fonctions  trigonométriqnes. 

829)  Tables  portatives  de  logarithmes,  Paris  an  lU,  et  beaucoup  de  non- 
veaux  tirages  dont  plusieuis  non  numérotés.  ^C'est  à  Toocasion  de  la  publication 
de  Tédition  de  Tan  m  de  ces  tables  que  rimprimenr  Firmin  Didot  a  inventé  la 
stéréotypie.* 

880)  Tables  of  logarithms*^^,  Londres  1827;  (8*  éd.)  Londres  1884. 

881)  Logarithmic  tables  to  se^en  places  of  décimais,  Edimbouig  1844;  (2*  éd.) 
Edimbourg  1849.  Cette  table  va  jusqu'au  logarithme  de  120000.  Une  seconde 
partie  contient  les  logarithmes  des  fonctions  trigonométriqnes,  (2*  éd.)  Edim- 
bourg 1864. 

882)  Nenes  logarithmisoh-trigonometrisches  Handbuch  anf  sieben  Decimalen, 
Leipzig  1870.  Cette  table  est  publié  simultanément  en  anglais,  en  français  et 
en  italien;  (7*  éd.)  Leipzig  1906. 

888)  Tables  of  coxxect  and  concise  logarithms,  Londres  1784;  cette  table 
va  seulement  jusqu'au  logarithme  de  100000. 

884)  Logarithmoram  YI  decimalium  nova  tabula,  Berlin  1862;  Logarithmisch- 
trigonometrische  Tafeln  mit  sechs  Decimalstellen,  Berlin  1860.  Ces  deux  éditions 
ne  sont  pas  encore  stéréotypées;  une  18*  édition  de  ces  tables  a  été  publiée  à 
Berlin  en  1900  par  T.  AJbreckt,  «Les  tables  de  J.  F.  CaUet^*^  ont,  elles  aussi,  été 
publiées  avec  6  décimales  seulement.* 

886)  Logar.-trigon.  Tafeln  *^<),  Berlin  1884;  (9«  éd.)  Berlin  1906. 

886)  Ffinfstellige  logar.  trigon.  Tafeln  **>). 

387)  Fûnfstellige  gemeine  Logarithmen'*^). 

888)  Tables  de  logarithmes  à  6  décimales"*),  Paris  1868;  dernière  édition 
Paris  1907. 

889)  Ffinfstellige  Logarithmen"*);  (9*  éd.)  Darmstadt  1898. 

840)  Logarithnuc  tables,  containing  the  logarithms  of  ail  numbers  from 
1  to  10000,  Dublin  1781. 

841)  «Dès  1698,  Pierre  Ehius  avait  cependant  publié  à  Upsal  une  petite 
table  de  logarithmes  à  cinq  décimales  ponr  les  nombres  de  1  à  1000  sons  le 
titre  „Tabula  compendiosa  logarithmoram  sinaum  .  .  .  nec  non  numerorum  abso- 
lutoram'<  [cf.  G.  JSttes^râm,  BibL  math.  (1)  1  (1884),  col.  121].* 

842)  ^Tables  de  logarithmes  pour  les  nombres  et  les  sinus,  éd.  stéréotypée 
Paris  1806  [plusieurs  éditions  contenant  des  fautes  assez  nombreuses  avaient  para 
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F.  W.  Bex^\  de  T.  WiUstein^%  .et  ceUee  du  service  géographique 
de  Farmée  françaifle'^)*.  Ces  tables  à  5  décimales  qui  ont  peu  à 
peu  remplacé,  au  moins  dans  les  établissements  d'instruction  publique, 
les  tables  à  7  décimales,  tendent  à  leur  tour  à  se  voir  évincées  par 
les  tables  à  4  décimales. 

Nous  avons  déjà  signalé  les  tables  à  4  décimales  de  L.  G.  Gasco^'') 
et  de  N.  E.  LamkdU^;  mais  il  y  en  a  beaucoup  d'autres.  Les  plus 
anciennes  sont  peut-être^')  celles  de  J.  F,  Etkîke^]  parmi  les  plus 
récentes  nous  nous  contenterons  de  mentionner  ici  ceUee  de  F.  G. 
Gauss^^)  et  ceUes  de  F.  W.  Bex^^. 


à  Paris  en  1760,  1768,  1781,  1791,  1799].  Nivelle  édition,  étendue  à  sept 
dédmaleB,  par  F.  Ch,  M.  Marie  avec  instractîon  de  A.  A,  L.  Beynaud^  Paris  1889. 
Edition  stéréotypée,  avec  recneil  de  formules  par  A,  BaiHeul^  dernier  tirage 
Paris  1903.* 

343)  Logaritbm.-trigonometrische  Tafeln  mit  fânf  Desimalstellen ,  Berlin 
1872;  (10*  éd.)  publ.  par  A,  KaOius,  Berlin  1906. 

344)  Fûnfstellige  Logarithmen- Tafeln,  Stnttgard  1884;  (2*  éd.)  Stattgaid 
1904.  n  a  été  pnblié  aussi  une  édition  française  de  ces  tables,  à  Stnttgard^ 
en  1903. 

346)  Fûnfstellige  logarithmisch  -  trigonometzische  Tafeln,  Hanovre  1869; 
(17*  éd.)  Hanovre  1896. 

346)  ^Nouvelles  tables  de  logarithmes  à  6  décimales,  poni  les  lignes  trigo- 
Bométriqnes  dans  les  deux  systèmes  de  la  division  centésimale  et  de  la  division 
sexagésimale  dn  quadrant  et  pour  les  nombres  de  1  à  12000  suivies  des  mdmes 
tables  à  4  décimales,  (1**  éd.)  Paris  1889;  (2*  éd.)  Paris  1906;  éd.  spéciale  à 
l'usage  des  candidats  aux  Ecoles  polytechnique  et  de  Saint  Cyr,  Paris  1901.  Il 
ne  faut  pas  confondre  ces  tables  avec  celles  à  8  décimales'**)  publiées  par  le 
même  service,  bien  qu'elles  soient,  comme  elles,  extraites  des  tables  du  Cadastre  '^'). 
Elles  donnent  les  logarithmes  trigonométriques  à  la  fois  dans  le  système  sexa- 
gésimal et  dans  le  système  centésimal,  ce  dernier  étant  depuis  1906  obligatoire 
pour  les  examens  d'admission  aux  écoles  militaires  françaises.* 

847)  Tablas  logar."«). 

348)  Fircifret  logar."»). 

349)  «La  Table  de  P.  Elvius^*^  contient  („ob  defectum  spatii'O  les  loga- 
rithmes des  sinus  des  angles  de  0*  à  14*  avec  quatre  décimales  seulement;  mais 
les  autres  logarithmes  sont  donnés  avec  cinq  décimales  (Note  de  G.  Enes^âm).* 

360)  Logarithmen  von  vier  Decimalstellen,  Berlin  1828,  publ.  sans  indication 
du  nom  de  l'auteur. 

361)  Vierstellige  logarithmisch -trigonometrische  Handtafel,  Berlin  1873; 
(3*  éd.)  Halle  1899.  Ces  tables  ont  aussi  été  dressées  avec  division  décimale  du 
quadrant,  (1*  éd.)  Berlin  1873,  (2*  éd.)  HaUe  1899, 

La  faible  étendue  des  tables  à  4  décimales  permet  de  les  imprimer  sur 
un  petit  nombre  de  cartons,  format  de  poche,  faciles  à  déplier  de  sorte  qu'on 
peut  les  avoir  à  tout  instant  tous  à  la  fois  sous  les  yeux.  On  rencontre  cette 
disposition  dans  les  tables  à  4  et  à  3  décimales  de  H,  Schoâer  [Logarithmen 
mit  vier  und  drei  Stellen,  Stnttgard  1866;  (2*  éd.)  Logarithmische  und  trigono- 
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Des  tables  à  3  décimales  se  tronyent  sourent  jointes  à  des  recueils 
de  tables  à  4  on  à  5  décimales^'). 

La  question  de  la  précision  arec  laquelle  on  peut  obtenir  par 
interpolation^  soit  la  mantisse  du  logarithme  dW  nombre  donné;  soit 
inversement  le  nombre  correspondant  à  une  mantisse  donnée,  ressortit 
au  calcul  des  probabilités.  Les  théories  de  G.Bremiker^,  H.A,Howe^ 
et  H.  Stadihagen^^^)  sont  effectiyement  fondées  sur  ce  calcul;  on  a 
d'ailleurs  cherché  à  contrôler  par  l'expérience  les  résultats  qu'ils  ont 
obtenus**'). 

Nous  n'avons  parlé  jusqu'ici  que  des  tables  de  logarithmes 
Tulgaires.  On  rencontre  aussi^  quoiqu'en  bien  moins  grand  nombre, 
des  tables  de  logarithmes  naturels^.     Ces  tables  dont  la  base  est 


metrische  Tafeln  mit  yier  imd  dxei  SteUen,  Stuttgard  1869]  et  dans  la  ««Vier- 
steUige  logarithmische  Taschentafel**  de  la  section  de  trigonométrie  dn  service 
géographique  royal  prussien  (Kgl.  preussiscben  Landesaufhahme),  Berlin  1897. 
Les  logarithmes  des  fonctions  trigonométriques  figoient  dans  ces  petites  tables 
de  H.  Schoder  mais  non  dans  celles  du  service  géographique  prussien.  Dans  ces 
dernières  tables  le  chiffre  final  est  surmonté  d'un  point  ou  d'un  trait  chaque 
fois  que  le  dernier  chiffre  de  la  valeur  approchée  du  logarithme,  à  une  unité 
de  la  cinquième  décimale  près,  est  un  6  et  que  pour  avoir  un  nombre  rond  à 
4  décimales,  on  a  dû  diminuer  ou  augmenter  la  quatrième  décimale.  A  certains 
égards  cette  méthode  rappelle  celle  de  J,  Kepler  dont  on  a  parlé  dans  la 
noie  266. 

862)  ViersteUige  Logarithmentafeln ,  Stuttgard  (s.  d.)  [chez  J.  B,  MetzUr]; 
(2*  éd.)  Stuttgard  190i. 

868)  L.  Sàtrân,  Tafeln  der  drei-  und  fOnfstelligen  Logarithmen,  léna  1888; 
G.  J,  Hùitel,  Tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales"*),  Paris  1868;  demièze 
édition  Paris  1907;  [avec  5,  i  et  8  décimales],  A.  M.  NeU^  Ffinfstellige  Loga- 
rithmen*^') [avec  6  et  8  décimales],  H.  Sdioder^  Logarithmen**^)  [ayec  4  et  S 
décimales]. 

864)  De  enoribus,  quibus  computationes  logarithmicae  afficiuntar  [dans 
l'introduction  à  l'édition  de  1862  de  ses  tables  à  6  décimales**^). 

866)  Annale  of  math.  (1)  1  (1884),  p.  126;  (1)  8  (1887),  p.  74.  Cette  théorie 
de  H,  A.  Howe  n'est  d'ailleurs  exacte  que  sous  certaines  restrictions. 

866)  tTber  die  G^auigkeit  logarithmischer  Berechnungen,  Berlin  1888. 
Cette  théorie  s'appuie  sur  les  recherches  de  C,  Bremiker;  eUe  n'est  d'ailleurs  pas 
définitive  car  il  subsiste  encore  un  désaccord  entre  les  résultats  qu'elle  fournit 
et  les  faits  observés.  J.  Lefort  [Proc.  B.  Soc.  Edinb.  8  (1872/6),  p.  602]  a  montré 
que,  avec  les  tables  en  faveur  et  les  différences  de  tous  ordres,  il  faut,  dans 
l'interpolation,  préférer  les  différences  tabulaires  aux  différences  exactes. 

867)  Au  s^jet  des  tables  graphiques  de  logarithmes,  Toir  n^  50. 

868)  Jusqu'en  ces  derniers  temps  l'erreur  s'était  accréditée  que  lee  loga- 
rithmes des  sinus,  donnés  par  Jean  Neper  (John  Napier^  Joannes  Neperus)  [Mirifiei 
logarithmorum  canonis  descriptîo,  Edimbourg  1614],  étaient  des  logarithmes 
naturels;  c'est  pourquoi  ces  derniers  étaient  fréquemment  appelés  logarithmes 
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le  nombre  [I  3,  12  note  123;  81  note  247] 

««2,71828182845904..... 

sont  an  fond  de  très  médiocre  importance  pour  le  calcul  ordinaire; 
elles  peuvent  cependant  parfois  servir  à  des  calculs  de  contrôle. 

Les  tables  de  logarithmes  naturels  les  plus  complètes  sont  celles 
de  Z.  Base^^),  Elles  sont  à  7  décimales  et  sont  analogues  aux 
meilleures  tables  à  7  décimales  de  logarithmes  vulgaires;  mais  elles 
sont  cependant  dW  usage  moins  commode  que  ces  dernières.  Comme 
tables  de  logarithmes  naturels  à  5  décimales  on  peut  citer  celles  de 
G.  J.  Houd^). 

33.    Tables   de  logarithmes   abrégées.     Les   calculs   de    haute 
précision  se  rapportant  à  un  certain  nombre  de  questions  spéciales  ne 
peuvent  être  effectués  à  Taide  de  tables  de  logarithmes   que  si   cee- 
tables  ont  un  grand  nombre  de  décimales. 

Parmi  ces  questions  spéciales  nous  mentionnerons  surtout  le  calcul 


népériena.    En  réalité  les  logarithmes  népérienB  correspondent  à  la  base  —  bien 

que  la  notion  de  base  soit  étrangère  à  J.  Neper  [voir  par  ex.  G.  Keuntsch^  Z. 
Math.-Natarw.  Unterricht  27  (1896),  p.  821,  677].  D'antre  part,  les  premières 
tables  de  logarithmes  correspondant  à  la  base  e  ont  été  publiées  par  J,  SpeidèU^ 
New  logarithmes,  Londres  1619.  Ces  tables  ne  contenaient  toutefois  qne  les 
logarithmes  des  sinns,  tangentes  et  sécantes;  ce  n'est  que  dans  leur  cinqoième 
édition,  publiée  à  Londres  en  1628  par  /.  SpeideU,  que  Ton  rencontre  aussi  les 
logarithmes  hyperboliques  de  quelques  nombres  naturels;  sur  ce  point  /.  BUrgi 
a  dçnc  incontestablement  la  priorité  sur  J,  SpeideU. 

^La  remarque  de  O,  KewUsèh  sur  la  véritable  base  des  logarithmes  népériens 
avait  d'ailleurs  été  faite  un  demi-siècle  plus  tôt  par  J.  B.  Biot  au  cours  d'une 
savante  analyse  de  la  méthode  orig^ale  de  J.  Neper  [J.  des  savant»  1835,  p.  354].* 

Une  reproduction  phototypique  de  l'édition  de  Lyon  de  1620  du  ^Mirifici  loga- 
rithmorum  canonis  constructio,  Edimbourg  1618*^  «(postérieur  au  mirifici  loga- 
rithmorum  canonis  descriptio,  avec  lequel  il  ne  faut  pas  le  confondre)*  a  été 
publiée  à  Paris  en  1895. 

D'autre  part  les  nombres  imprimes  en  ronge,  dans  J.  Bik'gi  (Jobst  Byrgs) 
[Arithmetische  und  geometrische  Progress-Tabuln,  Prague  1620]  correspondent 
à  la  base  1,0001  et  par  un  simple  déplacement  de  virgule  (dans  les  logarithmes 
aussi  bien  que  dans  les  nombres)  on  peut  les  faire  correspondre  à  la  base 
(1,0001)"***  «2,718 145  93  qui  ne  diffère  guère  de  e  [cf.  M.  Koppe,  Sitzgsb. 
Berliner  math.  Ges.  3  (1904),  p.  48]. 

859)  Tafeln  der  natfirlichen  Logarithmen  der  Zahlen,  Vienne  1850  [tirage 
à  part  du  journal:  Ann.  Stemwarte  Wien  (2)  14  (1851),  p.  2/195]. 

860)  ^G.  J.  HaUel,  Tables  de  logarithmes  naturels,  ou  hyperboliques,  con- 
tenues dans  son  „Itecueil  de  formules  et  de  tables  numériques,*^  (1*  éd.)  Paris 
1866,  insérées  à  la  fin  du  volume*.  Mém.  Soc.  se.  phys.  nat.  Bordeaux  (1)  4  (1866); 
(8«  éd.)  Paris  1885.* 
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des  puissances  à  exposant  élevé  ^  celui  des  racines  ayant  pour  indice 
un  nombre  assez  grand,  les  calculs  d'ordre  pratique,  comme  ceux  des 
intérêts  composés,  des  annuités  ou  des  amortissements,  enfin  les 
calculs  ayant  pour  objet  de  yérifier  certaines  recherches  théoriques, 
par  exemple  des  propositions  de  la  Théorie  des  nombres  ^^). 

Des  tables  de  logarithmes  à  un  grand  nombre  de  décimales,  dis- 
posées comme  le  sont  les  tables  usuelles,  seraient  très  encombrantes 
et  fort  coûteuses.  Aussi  a-t-on  renoncé  à  en  construire  de  ce  genre; 
on  a  préféré  chercher  à  tourner  la  difficulté. 

On  y  est  parvenu  en  imaginant  un  certain  nombre  d'artifices 
qui,  convenablement  appliqués,  ont  permis  de  dresser  peu  à  peu  des 
tables  convenant  à  l'objet  que  Ton  a  en  vue.  Ces  tables,  quoique 
peu  étendues,  permettent  en  effet  d'obtenir,  au  moyen  d'un  petit 
nombre  d'opérations  simples,  les  logarithmes  de  nombres  quelconques 
avec  un  grand  nombre  de  décimales.  Ces  mêmes  tables^*)  permettent 
d'ailleurs  aussi,  en  renversant  simplement  l'ordre  des  opérations, 
d'effectuer  aisément  le  retour  du  logarithme  au  nombre. 

Les  artifices  dont  nous  venons  de  parler  se  ramènent  finale- 
ment, quand  on  cherche  le  logarithme  d'un  nombre  avec  un  grand 
nombre  de  décimales,  à  envisager  le  nombre  donné  comme  un  produit 
de  deux  ou  plusieurs  nombres  convenablement  choisis;  des  tables  peu 
étendues  donnent  les  logarithmes  de  chacun  des  feu^teurs  envisagés  et 
il  sufBt  d'ajouter  ces  logarithmes  pour  avoir  le  logarithme  du  nombre 
cherché  ••'). 

Pour  effectuer  la  décomposition  d'un  nombre  donné  en  un  pro- 
duit de  plusieurs  nombres  convenant  à  l'objet  que  l'on  a  ici  en  vue, 
H,  Briggs^  prenait  comme  premier  facteur  du  produit  le  premier 

861)  Pour  les  calculs  d^intérèts  composés,  d'annuités  on  d'amortÎBsement, 
on  peut  constdter  par  exemple  F,  27k>man,  Tables  de  logarithmes  à  87  déci- 
males ponr  les  calculs  de  précision,  Paris  1867,  p.  24  et  suiv. 

Poor  la  vérification  de  propositions  d'arithmétique  supérieure  on  peut  con- 
sulter  par  exemple  P.  Oray,  Tables  of  logarithms  ***). 

Voir  aussi  G,  Govi^  Rapport  sur  l'utilité  des  tables  de  logarithmes  à  plus 
de  7  décimales  [Atti  Accad.  Torino  8  (1872y^),  p.  168]. 

86S)  Le  nombre  de  ces  tables  abrégées  est  assez  grand  ;  ou  pourrait  en  citer 
au  moins  26  différentes;  nous  nous  bornerons  ici  à  mentionner  les  plus  im- 
portantes. 

868)  On  trouvera  des  renseignements  historiques  sur  les  érigées  et  le 
développement  de  cette  méthode  dans  A,  J.  Ellis  [Proc.  R.  Soc.  London  31 
(1880/1),  p.  898]  avec  un  appendice  (Postscript)  concernant  la  méthode  de 
G,  Atwood  [id.  82  (1881),  p.  877]. 

864)  La  „Tabula  inventioni  logarithmorum  insenriens^',  qui  se  trouve  dans 
H.  Briggs  [Arithmetica  logarithmica  ^®'),  Londres  1624,  p.  82]  donne,  avec  16  déci- 
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chiffire  du  nombre  donné,  comme  second  facteur  le  nombre  formé  par 
les  deux  premiers  cbifi&es  dn  quotient  du  nombre  donné  par  le  premier 
facteur,  comme  troisième  facteur  le  nombre  formé  par  les  trois  premiers 
chiffires  du  quotient  du  nombre  donné  par  le  produit  des  deux  premiers 
facteurs,  et  ainsi  de  suite.  En  effectuant  la  décomposition  du  nombre 
donné  en  facteurs,  P.  Crray  donnait  au  contraire  au  premier  facteur 
deux"^)  ou  trois  cbiffires"^  et,  à  chaque  facteur  suiyaut,  le  même 
nombre  de  cliif&es  en  plus. 

Ch,  Barda  et  J,-B.  J,  Ddambre^'^  décomposaient  le  nombre  donné 
en  deux  facteurs  dont  le  premier  était  formé  par  les  3  premiers 
chiffres  significatifs  de  ce  nombre.  A.  Steinhauser,  après  avoir  d'abord 
suivi  leur  exemple'^),  a  été  ensuite  amené  à  décomposer  plutôt  le 
nombre  donné  en  trois  jEacteurs**'),  puis  même  en  quatre '^^  facteurs, 
formés,  sauf  le  dernier,  par  des  groupes  de  trois  ou  quatre  chiffres. 


maies,  les  logarithmes  yolgaires  des  nombres  1,  2, . . . ,  9  et  ceux  des  nombres 

de  la  forme 

1,0000...  Or 

où  le  nombre  de  zéros  compris  entre  la  partie  entière  1  et  le  dernier  chif&e  r 
est  successivement  égal  à  zéro,  à  un,  à  deux,  ...  et  à  boit;  ces  tables  sont 
d'ailleurs  dressées  pour  r  »»  1,  r  »:  2,  ...  et  r  «>  9. 

22.  FUmer  [The  radix^'^)]  désigne  cette  table  sous  le  nom  de  „a  positive 
numerical  radix^S 

A,  Vlacq*^*)  a  réimprimé  la  même  table  en  donnant  les  logarithmes 
vulgaires  des  mêmes  nombres  avec  10  décimales  seulement. 

365)  The  mechanics  magazine  (1)  48  (1848),  p.  166;  ces  tables  sont  à  12 
décimales. 

366)  Tables  for  the  formation  of  logarithms,  Londres  1876.  Ces  tables 
sont  à  24  décimales.  Dès  1865  des  tables  analogues  avaient  été  publiées  par 
P.  Oray  avec  12  décimales  seulement.  Pour  trouver  Tantilogarithme  d*un  nombre 
P.  Gray  applique  la  méthode  de  E.  Fhtcer. 

867)  „Sapplément  aux  tables  de  logarithmes  ynlgaires^' dans  J-^. /.  DeZam^e, 
Tables  trigonométriques  décimaleiB  calculées  par  Borda,  revues  et  augmentées, 
Paris  an  IX;  ces  tables  sont  à  11  décimales. 

868)  Anhang  zn  allen  dentschen  Ansgaben  von  Logarithmentafeln,  ent- 
haltend  zwei  Htilfstafeln  zur  Berechnung  eilfstelliger  Logarithmen,  nach  Bordas 
Anhang  erweitert.  Vienne  1857.  C'est,  comme  on  le  voit  d'après  son  titre,  une 
extension  de  la  table  de  Ch.  Borda. 

369)  Kurze  Hilfstafel  zur  bequemen  Berechnung  fûnfzehnstelliger  Logarithmen, 
Vienne  1865.  Chacune  des  20  pages  comprend  3  colonnes  qui  contiennent  la 
première  les  logarithmes  des  nombres  naturels  de  1  jusqu'à  999,  la  seconde  les 
logarithmes  des  nombres  naturels  de  1001  jusqu'à  100999  et  la  troisième  les 
logarithmes  des  nombres  naturels  de  100  000  001  jusqu'à  100000999.  Comme 
dans  la  table  précédente ''^,  et  comme  aussi  dans  la  table  suivante '^^,  une  inter- 
polation est  nécessaire  pour  calculer  les  logarithmes  avec  15  décimales. 

370)  Hilfstafeln    zur  prftcisen   Berechnung  zwanzigsteUiger  Logarithmen, 
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Afin  d'éviter  de  grandes  dirisions^  B.  Fhwer^^)  met  d'abord  le 
nombre  donné  abc . ,  .d  sons  la  forme 

0,  abc  . . .  Z 
et  le  multiplie  ensuite^  snccessivement  par  des  nombres  de  la  forme 

l,a;     1,0 /î;     1,00  y,    ... 
les  chiffires  a,  /),  y, . . .  étant  choisis  dans  Tordre  indiqué  de  façon  que 
les  produits  succesiyement  obtenus  soient  de  la  forme 

0,96iCi...ï,;     0,99ci..:ï,;     0,999 ...  I^;     ... 
où  le  nombre  de  chiffires  9  qui  suivent  la  virgule  augmente  au  moins 
d'une  unité  à  chaque  nouvelle  multiplication;  en  sorte  que  finalement 
le  produit  tend  vers  1. 

Pour  atteindre  le  même  but^  G  Attoood^^)  se  servait  aussi  des 

Vienne  1880.  Ces  tables  ont  été  yérifiées  par  J.  PeroU  [Bull.  se.  math.  (8)  11 
(1887),  p.  61],  par  /.  Blater  [voir  F,  C,  Lukas,  (Ëhrenzweig's)  Âsseknranz- 
Jahrbnch  20  (1899),  p.  69,  78],  et  par  plusieurs  autres  mathématiciens  qui  y  ont 
relevé  de  nombreuses  erreurs. 

371)  The  radix,  a  new  way  of  making  logarithms,  Londres  1771;  on  j 
trouve  aussi  des  tables  coirespondantes  de  logarithmes  vulgaires  avec  28  déci- 
males. 

G,  Z,  Leoneïli  [Supplément  logarithmique,  contenant  la  décomposition  des 
grandeurs  numériques  quelconques  en  facteurs  finis  et  la  théorie  des  logarithmes 
additionnels  et  déductifs,  Bordeaux  an  XI;  (2*  éd.)  publ.  par  G.  J.  jBbâeZ,  Paris 
1876;  édition  allemande  avec  compléments  publ.  par  G,  W.  Leonhardi^  Dresde 
1806]  publie  ces  tables  de  logarithmes  vulgaires  avec  20  décimales  seulement, 
mais  il  y  joint  des  tables  d'égale  étendue  pour  les  logarithmes  naturels,  et  aussi 
des  tables  pour  les  logarithmes  vulgaires,  à  16  décimales,  des  nombres  de  la  forme 

T  T  T  T 

r;       l+i^j;       1  +  ÏÔÔ'       ^  +  ÎÔÔÔ'       ^+10000 

pour  r  =  1,  2,  8,  . . .,  98,  99. 

Ces  tables  ont  été  réimprimées  plusieurs  fois,  entre  autres  par  G,  J,  HcOél  "*)  '^^ 
et  par  X.  Sc^d^'")  avec  16  décimales.  G.  J.  HoUel  a  fait  connaître  [Mém. 
Soc.  se.  phys.  nat.  Bordeaux  (1)  8  (1870),  p.  188]  une  méthode  de  F.  Btcniter, 
permettant  de  calculer  très  rapidement  au  moyen  de  ces  tables. 

872)  An  essay  on  the  arithmetic  of  faotors,  Londres  1786  [d'après  A.  J. 
EllM^')'].  G.  Atwood  applique  aussi  sa  méthode  à  l'extraction  des  racines.  C'est 
de  ce  côté  que  semblent  s'être  tournés  les  efPorts  de  0.  Byme  [Dual  arithmetio, 
a  new  art,  Londres  1868,  nouv.  éd.  dès  1864;  Tables  of  dual  logarithms,  Londres 
1867]  qui  cherche  à  représenter  tous  les  nombres  irrationnels  sous  l'une  ou 
Tautre  des  deux  formes 

(l,l)a  .  (1,01)/* .  (l,001)y  ...  ou  (0,9)«  .  (0,99>ï  •  (0,999)/  .  • . 
dans  lesquelles  a^  fi^  y  désignent  des  nombres  d'un  seul  chiffre,  convenablement 
choisis. 

0.  Byme  représente  d'ailleurs  ces  deux  produits  le  premier  par  le  symbole 
I  afiy  ...  et  le  second  par  le  symbole  afiy  .  .  .  f . 
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Xiombres  de  la  forme '^') 

1-0,  a;     1-0,0/î;     1-0,00  y;    ... 

ea  choisissant  les  chiffres  a,  fi^y, , . .  de  fÎEtçon  que  les  produits  suc- 
cessifs du  nombre 

O^abc ...  2 

par  ces  facteurs  tendent  vers  1  par  valeurs  décroissantes. 

La  détermination  des  chifEres  a,  fi,  yf  . . .  peut  d'ailleurs  être 
facilitée  par  des  tables  auxiliaires  et  des  règles  appropriées  aux 
difi*érents  cas. 

Au  19^*''*  siècle,  les  méthodes  de  6r.  Atwood  (ainsi  d'ailleurs  que 
celles  de  K  Flower  et  de  H.  Briggs)  ont  été  réinventées  en  tout  ou 
en  partie,  notamment  par  T.  Weddle^'^%  K  Wace^'^^),  F.  J%owan*'«) 
et  K  B.  E.  Hoppe*'^'^)]  ce  dernier  les  a  présentées  sous  une  forme 
très  simple. 

En  multipliant  le  nombre  donné  par  un  seul  facteur  conyenable- 
ment  choisi,  E,  S,  Pineto^'^^)  ramène  le  produit  dans  les  limites  de  la 
table.     A,  Namur^''^   parvient   au   même   résultat   en   multipliant   le 


373)  A.  J.  Ellia^^')  qui,  pour  la  ^Tabula  inventioDi^*  citée  pins  haut'**), 
avait  adopté  la  terminologie  de  B.  Flofoer  ,,a  positive  nnmerical  radix^^,  applique 
cette  même  locution  à  toute  table  des  nombres  de  la  première  des  deux  formes 
envisagées  par  0.  Byme  et  des  logarithmes  de  ces  nombres;  il  appeUe  ,,a  négative 
numerical  radix^^  une  table  des  valeurs  des  nombres  de  la  forme  envisagée  et  des 
logarithmes  de  ces  nombres,  changés  de  signe. 

374)  The  mathematician  1  (18i6),  p.  17.  Des  tables  à  16  et  à  25  décimales 
ont  été  dressées  par  E.  Shortrede**^)  en  1849. 

876)  Messenger  math.  (2)  8  (1874),  p.  66.  Ce  sont  des  tables  de  loga- 
rithmes vxdgaires  et  des  tables  de  logarithmes  naturels,  les  unes  et  les  autres 
à  20  décimales. 

876)  Tables  de  logarithmes  à  27  décimales  pour  les  calculs  de  précision, 
Paris  1867. 

377)  Tafeln  zur  dreissigstelligen  logarithmischen  Bechnung,  Leipzig  1876. 
Les  logarithmes  naturels  sont  donnés  avec  83  décimales,  sur  7  pages  in-8®  seule- 
ment. E.  R  E,  Hoppe  insiste  sur  les  avantages  qu*il  peut  y  avoir  à  faire  usage  des 
logarithmes  naturels  quand  on  calcule  avec  un  très  grand  nombre  de  décimales. 

878)  Tables  de  logarithmes  vulgaires  à  10  décimales.  S*  Pétersbourg  1871. 
Ces  tables  comportent  66  pages  in-8^  La  table  principale  va  de  1000000  jusqu'à 
1011000;  les  facteurs  ont  trois  chiffires  au  plus  (et  encore  n*en  ont-ils  trois  que 
rarement);  une  interpolation  est  en  général  nécessaire. 

379)  Tables  de  logarithmes  à  12  décimales,  Bruxelles  1877;  Introduction 
concernant  la  théorie  de  ces  tables,  par  P.  Mansion, 

Ces  tables  comprennent  10  pages  in -8^.  Elles  donnent  directement  les 
logarithmes  vulgaires  des  nombres  naturels  compris  entre  488  800  et  484299. 
Cela  tient  à  ce  que,  en  vertu  d'une  règle  trouvée  empiriquement  par  A,  Namur 
et  démontrée  par  P.  Mansûm    dans  la  notice  jointe  à  ces  tables,  pour  des 
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nombre  donné  tantôt  par  nn  facteur  auxiliaire,  tantôt  par  deux  facteura 
auxiliaires  conyenablement  choisis. 

Qrâce  à  l'emploi  des  logarithmes  d'addition  (n®  35)  de  la  forme 

log  (1  +  j^j  ,  où  n  désigne  un  logarithme  donné,  H.  Prytsf  parvient 

à  éviter  ces  multiplications  et  divisions  auxiliaires,  ainsi  d'ailleurs 
que  toute  interpolation. 

H.  Prtfte^  suppose  tout  nombre  N  mis  tout  d'abord  sous 
la  forme 

2^-^(l  +  a,)(l  +  a,)(H-«,)...(l+a,), 

OÙ  l'on  a  posé  pour  abréger 

^-10^    «i-i^'    *^-ï^'     •••'    '*''i^' 

X,  L^,  Z|, . . .,  L^  étant  des  logarithmes  contenus  dans  la  table;  le 
nombre  r  des  facteurs  1  +  a^  yarie  naturellement  suivant  le  nombre 
N  envisagé. 
On  a  alors 

logiV^-L  +  logCH- 10-^0 +l0g(l  +  10-^)  +  . •.  +  log(l  +  10-^r); 

une  table  auxiliaire  donne  les  valeurs  des  logarithmes  d'addition 
log  (1  +  10~^*)  qui  figurent  dans  cette  formule;  d'où  log  N  par  une 
simple  addition. 

D'autre  part,  puisque 

N^A{l+ai  +  a^  +  a^a^  +  a,  +  <h<h  +  «!«»  +  «i«i<»»  H )> 

on  a  aussi 
^— 10^  + 10^-^  + 10^-^  + 10^-^i-^  + 10^-^  + 10^-^-^'+  •  • 

ce  qui  fournit  un  moyen  d'obtenir  N"  par  de  simples  additions  quand 
on  se  donne  log  N.  En  effet,  les  nombres  naturels  L,  L^^  L^, . , .,  L^ 
sont  fournis  par  interpolation,  au  moyen  de  la  table  auxiliaire,  comme 

nombres  voisins  du  produit  du  module  par  un  million,  les  différences  logarith- 
miques commencent  par  100,  de  sorte  que  les  interpolations  sont  faciles  à  faire. 
Chaque  détermination  d'un  logarithme  ou  d*un  antilogarithme  est  possible  de 
deux  façons  ce  qui  facilite  singulièrement  les  vérifications,  n  y  a  encore 
d*autres  vérifications  qui  sont  rendues  possibles  par  la  disposition  particulière 
de  ces  tables;  elles  permettent  aussi  d'apprécier  fiusilement  Tordre  de  grandeur 
des  erreurs  commises. 

sao)  Tables  d'anti- logarithmes,  Copenhague,  (s.  d.)  [1886].  Elles  com- 
prennent (p.  10/9)  une  table  d'antilog^rithmes  à  16  décimales,  (p.  20/4)  une 
table  d'antilogarithmes  à  10  décimales,  (p.  26/ï)  une  table  d'antilogarithmes  i 
5  décimales. 
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^lombres  correspondant  respectivement  aux  logarithmes  d'addition 

log(l+^),    log(n-ji;),  ...,  log(n-ji:) 
*qae  Ton  choisit^  ainsi  qne  L,  de  façon  que  leur  somme 

soit  précisément  égale  à  log  N^^), 

S,  Oiindelfinger^^  se  contente  de  décomposer  N  en  deux  facteurs. 


8S1)  Le  principe  qui  a  guidé  H.  Pryts  dans  la  constnictioii  de  ces  tables 
-peat  d'ailleurs  donner  lieu  à  d'autres  applications  encore.  Ainsi  à  Taide  d'une 
table  auxiliaire  d'une  seule  page  (p.  26),  on  peut,  en  appliquant  ce  principe, 
-obtenir  les  logarithmes  sinus  à  16  décimales  par  de  simples  additions  et  sous- 
tractions. 

Une  table  à  8  décimales  de  H,  Prytz  construite  d'après  le  même  principe 
.Avait  déjà  paru  en  1881  à  Copenhague  sous  le  titre  ^Udkast  til  Antilogarith- 
metabel'S 

882)  Tafebi  zur  Berechnung  neunstelliger  Logarithmen'*^;  ces  tables  ont 
-été  publiées  en  collaboration  avec  A.  M.  NeU;  voir  aussi  une  note  de  S.  Crvndél- 
Jinger,  J.  reine  angew.  Math.  124  (1902),  p.  91. 

iSi.  Chênddfinger  désigne  par  n  le  nombre  formé  par  les  4  premiers  chiffres 
significatifs  de  N  suivis  d'autant  de  zéros  qu'il  est  nécessaire  pour  que  ^  et  n 
.aient  le  même  nombre  de  chiffres  et  il  désigne  par  p  la  différence  N — n  en 
.sorte  que 

Une  première  table  donne  les  logarithmes  à  9  décimales  des  nombres  compris 
entre  1000  et  10000  et  permet  donc  de  lire  totgours  la  valeur  de  log  n;  une 

.seconde  table   donne  B  =^  log  |l  -f     )  en  regard  de  J.  =»  log  -  et  permet  donc, 

nne  fois  qu'on  a  formé  A  à  l'aide  de  la  première  table,  de  lire  B  dans  la  seconde 
table.    On  a  alors 

log^'=logn  + J5. 

Les  deux  tables  réunies  comprennent  ensemble  60  pages  grand  in-8*.  Au 
.siget  de  la  précision  que  l'on  peut  obtenir  en  faisant  usage  de  ces  tables  on 
peut  constdter  J,  LUroth^  Numer.  Rechnen^,  p.  118. 

C'est  sur  le  même  principe  que  repose  l'emploi  d'une  nouvelle  table  à 
"1  décimales  de  S,  Gundélfinger  [SechssteJlige  Gaussische  und  siebensteUige  ge- 
meine  Logarithmen,  Leipzig  1900;  (2*  éd.)  Leipzig  1902]  qui  comporte  9  pages 
in-4^  pour  les  logarithmes  d'addition  et  18  pages  in-4^  pour  les  logarithmes 
proprement  dits. 

On  pourrait  d'ailleurs  étendre  la  même  méthode  à  des  logarithmes  de  plus 
de  9  décimales;  on  aurait  alors  toutefois  finalement  à  additionner  non  plus  deux 
nombres  mais  trois  nombres,  ou  même  plus  de  trois  nombres;  cette  extension  de 
.la  méthode  de  S,  Ounddfinger  ne  semble  pas  avoir  été  tentée. 

Snojolop.  dM  aoieno.  mAthéiiuit    I  4.  20 
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ce   qui  lui   permet  de  réduire  le  nombre  des  additions  et  des  sous- 
tractions à  effectuer,  mais  ce  qui  exige  des  interpolations '^). 

Parmi  les  tables  de  logarithmes  à  un  grand  nombre  de  décimales, 
auxquelles  on  peut  avoir  «recours  pour  résoudre  certaines  questions 
d'ordre  théorique,  nous  citerons  les  tables  de  logarithmes  naturels 
à  48  décimales  de  J.  Wolfram^,  qui  ont  été  sourent  réimprimées, 
et  les  tables  de  logarithmes  vulgaires  à  Gl  décimales  de  A.  Sharp^. 
Les  tables  de  logarithmes  à  102  décimales  de  H.  M.  Tarkh/wrsP^) 


883)  An  fond,  c'est  snr  remploi  de  logarithmes  d'addition  que  reposent  aussi 
les  ^siz  canons  de  logarithmes'^  de  J,  JSœne  WronM  qui  ont  été  construits  plnsienra 
années  ayant  lenr  publication  en  1827  [Canons  de  logarithmes  avec  un  supplément 
donnant  la  résolution  de  Téquation  générale  du  cinquième  degré,  Paris  18S7; 
édition  russe  de  A.  Annenàkij,  Tablicy  logarithmovl  Vronskago,  Saint  Péters- 
bourg  1846;  deux  éditions  polonaises  de  8.  Dickstein,  Elanony-  logaiytmôw 
Hoene-WroDskiego,  Varsovie  1890;  Tablica  logarytmôw  Hoene-Wroâskiego,  Yar- 
sovie  1890  (voir  aussi  S.  Diekstein,  Bibl.  math.  (2)  7  (1898),  p.  11).  Ces 
logarithmes  ne  sont,  il  est  vrai,  donnés  qu'avec  4,  5,  6  ou  7  décimales  suivant 
celui  des  six  canons  que  Ton  consulte.  Four  un  même  nombre  de  décimales 
tous  les  logarithmes  sont  d'ailleurs  sur  une  même  page;  la  disposition  de  ces 
tables  est  donc  très  ingénieuse,  mais  elle  est  bien  trop  peu  naturelle  pour  que 
ces  tables  puissent  être  vraiment  utilisées  dans  la  pratique. 

Mentionnons  encore  E,  A.  Brauer,  Spiingende  Logarithmen,  Carlsruhe 
1901;  c'est  une  table  de  logarithmes  à  6  décimales,  qui  se  distingue  par  sa 
disposition  particulière.  Le  principe  suivant  lequel  est  construite  la  table  à 
7  décimales  de  0.  Dietrichkeit  [Siebenstellige  Logarithmen  und  Antilogarithmen 
aller  vierstelliger  Zahlen  und  Mantissen  von  1000—9999  bezw.  0000—9999  mit 
Randindex  und  Interpolations  Einrichtuog  fur  vier-  bis  siebenstelliges  Schnell- 
rechnen,  Berlin  1908]  s'applique  aussi  aux  tables  à  10  décimales  [cf.  0.  Diébrià^ 
keii,  Z.  Math.  Phys.  48  (1903),  p.  467]. 

384)  Ces  tables  comprennent  les  logarithmes  des  nombres  naturels  de  1 
jusqu'à  2200;  à  partir  de  2200  jusqu'à  10009  elles  ne  contiennent  plus  guère 
que  les  logarithmes  des  nombres  premiers.  Elles  ont  paru  d'abord  dans 
J.  C.  SehuUe,  Neue  und  erweiterte  Sammlung  logarithmischer,  trigonometrischer 
und  anderer  zum  Gebrauche  der  Mathematik  unentbehrlicher  Tafeln  1,  Berlin 
1778,  p.  189/269;  elles  ont  été  ensuite  reproduites  par  divers  auteurs,  par 
exemple  par  G,  von  Vega**^)  et  par  J.  F.  CaUet**^. 

386)  A.  Sharp  les  a  publiées  en  1717  en  ne  signant  que  de  ses  initiales;  voir 
A,  8,  phUomcUh^  Geometiy  improved,  Londres  1717.  Ces  tables  renferment  les 
logarithmes  des  nombres  naturels  compris  entre  1  et  100  et  ceux  des  nombres 
premiers  compris  entre  100  et  1097;  et  aussi  ceux  des  nombres  de  999980  jusqu'à 
1000020  avec  les  différences  de  divers  ordres.  EUes  ont  été  reproduites  par 
divers  auteurs,  entre  autres  par  Ch.  Huttofiy  Math,  tables  *^^  et  par  JT.  F,  Caîlet^ 
Tables  portatives  de  logarithmes'*^. 

886)  Astronomical  tables,  New -York  1871.  Ces  tables  renferment  les 
logarithmes  vulgaires  des  nombres  naturels  de  1  jusqu'à  109. 
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et  celles  à  260  décimales  de  J,  C.  Adams^'^  sont  celles  où  le  nombre 
de  décimales  des  logaritlimes  enyisagés  est  le  plus  élevé. 

84.  Tables  d'antilogarithmes.  Les  tables  d'antilogarithmes 
peuvent  être  considérées  comme  des  tables  inverses  de  tables  de 
logarithmes.  Dans  ces  tables^  c'est  en  effet  le  logarithme ^  ou  plutôt 
la  mantisse;  qui  figure  comme  argument;  elles  font  connaître  les 
nombres  correspondants;  lorsqu'il  s'agit  de  tables  d^antilogarithmes 
vulgaires,  elles  font  ainsi  conncutre  les  valeurs  de  la  fonction 

pour  des  valeurs  données  de  la  variable  X]  lorsqu'il  s'agit  de  tables 
d'antilogarithmes  naturels^  elles  font  connaître  les  valeurs  de  la 
fonction 

pour  des  valeurs  données  de  la  variable  x. 


387)  Froc.  B.  Soo.  London  27  (1878),  p.  88/94.  Ces  tablée  renfennent  les 
logarithmes  naturels  des  nombres  2,  8^  6,  7,  10  avec  272  décimales  et  le  module  M 
avec  282  décimales,  dont  260  sont  considérées  comme  certaines. 

888)  Les  tables  d'antilogarithmes  naturels  sont  souvent  publiées  sous  le 
nom  de  tables  de  logarithmes  ^hyperboliques".  Ces  tables  sont  plus  utiles  pour 
certaines  recherches  analytiques  que  pour  effectuer  des  calculs  usuels. 

Dans  J.  H.  Lambert  [Zus&tze  zu  den  logar.  trigon.  TabeUen*^,  on  trouve 
(p.  121  des  tables),  non  pas  e«,  mais  e-*,  avec  7  décimales,  pour  x  variant  de 
dixième  en  dixième  de  0,1  jusqu'à  1,0  et  d*unité  en  unité  depuis  1  jusqu'à  10]. 

Il  convient  de  mentionner  tout  particulièrement  les  tables  d'antilogarithmes 
dues  à  G.vonVega  [Logarithm.  trigon.  Tafeln^^,  Vienne  1788,  p.  209/12]  qui 
contiennent,  avec  7  chifires  exacts,  les  valeurs  de  e^  et,  en  outre,  à  partir  de 
la  seconde  édition,  Leipzig  1797,  aussi  avec  7  décimales,  les  valeurs  du  logarithme 
vulgaire  de  e*  pour  x  variant  de  centième  en  centième  depuis  0,00  jusqu'à  10,00. 

Ces  tables  d'antilogarithmes  ont  été  reproduites  par  J,  A.  BtUsse  [Sammlung 
math.  Tafebi*'),  Leipzig  1840,  p.  141/B],  par  J,W,L.Glai8?ier  [Trans.  Gambr.  philos. 
Soc.  18  (1888),  p.  248;  ici  e^  est  donné  avec  9  décimales  pour  x  variant  de 
millième  en  millième  depuis  0,001  jusqu'à  0,100  et  pour  x  variant  de  dixième 
en  dixième  depuis  0,1  jusqu'à  10,0;  e~'  pour  x  variant  de  centième  en 
centième  depuis  0,01  jusqu'à  2,00  et  pour  x  variant  d'unité  en  unité  depuis 
1  jusqu'à  600;  les  logarithmes  vulgaires  correspondants  sont  donnés  avee 
10  décimales]  et  par  H,  W,  Newman  [Trans.  Gambr.  philos.  Soc.  18  (1888), 
p.  146;  ici  e-«  est  donné  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre '  rc  »»  0,001 
et  27,686  variant  différemment  dans  divers  intervalles;  d'ailleurs  e~*  est  donné 
avec  un  nombre  de  décimales  qui  varie  entre  12  et  18].  Les  puissances  de  e 
avec  les  exposants  1,  2,  .  .  .,  26,  80,  60  ont  été  données  par  J.  C,  Sài/ulte, 
[Neue  und  erweiterte  Sammlung'*^),  Berlin  1778]  avec  27  chiffres  significatifs 
exacts.  Dans  le  mémoire  cité  plus  haut,  J,  W.  X.  Glaiàher  a  reproduit  ces 
résultats. 

20* 
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Malgré  certains  arantages  qu'elles  offirent  incontestablement  dans 
les  calculs  usuels,  ces  tables  d'antilogarithmes  ne  sont  pas  très  répandues. 
Gela  tient  à  ce  qu'on  peut  au  fond  s'en  passer  et  à  ce  qu'elles  prennent 
autant  de  place  que  les  tables  de  logarithmes  elles-mêmes.  Elles  se 
rencontrent  toutefois  assez  souvent  jointes  aux  tables  de  logarithmes  à 
4  décimales,  où  elles  n'occupent  généralement  que  deux  pages,  et  aux 
tables  de  logarithmes  à  3  décimales  où  elles  prennent  encore  bien 
moins  de  place. 

Les  ,,ProgresBtafeln^  de  J.  Btirgi^^)  ont  été  les  premières  des  tables 
de  ce  genre '^);  puis  viennent,  après  plus  d'un  siècle  d'intervalle, 
les  tables  à  11  décimales  de  J.Dodson^^^):  ce  sont  les  plus  étendues'^ 
qui  aient  été  publiées;  une  table  à  7  décimales  de  B.  Shortrede^^)  n'a 
paru  qu'un  siècle  plus  tard. 

On  peut  citer,  en  outre ,  une  table  à  7  décimales  de  H.  E. 
FUipawshi*^),  xme  table  à  5  décimales ••^)  de  B.  W.  Bauer^^,  une 


889)  Arith.  nnd  geom.  Pzogress-Tabnln  **^,  Prague  1620. 

890)  H,  Schubert  [Yierstellige  Tafôhi  und  Gegentafeln  fOr  logacithinisches 
Txnd  tzigonometiisches  Bechnen,  Leipzig  1898;  (8*  éd.)  Leipzig  1908]  est  zeyenu 
aux  caractères  rouges  de  «71  Biirgi  pour  distinguer  les  logarithmes  des  autres 
nombres.  Pour  éviter  toute  confusion,  il  suffirait  d'entourer  d'un  trait  rouge 
chaque  page  d'antilogarithmes. 

891)  The  antilogarithmic  canon,  Londres  1742.  Même  disposition  que 
celle  d'une  table  à  7  décimales;  les  mantisses  vont  de  00000  à  99999. 

892)  n  est  vrai  que  W.  Oardiner  [Tables  of  logarithms,  Londres  1742; 
édition  française,  Avignon  1770]  donne  les  antilogarithmes  avec  20  décimales 
ainsi  que  les  différences  premières,  secondes  et  troisièmes;  mais  il  ne  les  donne 
que  pour  les  mantisses  ne  dépassant  pas  00189.  ^J.  F.  OaUet  a  étendu  ces 
tables  jusqu'à  la  mantisse  00 179.* 

898)  Logarithmic  tables  ''^),  Edimbourg  1844. 

894)  A  table  of  antilogarithms,  Londres  1849;  (2*  éd.)  Londres  1861.  Les 
mantisses  vont  de  00000  à  99999  comme  dans  les  tables  de  J.  Dodson  et  de 
B,  Shartrede. 

896)  Une  table  à  6  décimales  d'une  espèce  toute  particulière  est  celle  de 
B.  von  Stemeek  intitulée:  Antilogarithmen,  Yiepne  1878.  Le  titre  est  trompeur; 
ces  tables  ne  fournissent  en  effet  pas  du  tout  les  antilogarithmes  de  logaritiimes 
donnés;  quoique  leur  diBx>osition  soit  celle  d'une  table  ordinaire  de  logarithmes, 
elles  ne  donnent  pas  non  plus  les  logarithmes  des  nombres  allant  de  1  à  10000 
qui  y  figurent  conmie  entrée. 

Pour  construire  sa  table  B,  wm  Stemeek  a  pris  une  table  de  logarithmes 
à  7  décimales;  il  a  arrondi  à  6  chiffires  toutes  les  mantisses  et  à  4  chiffres  les 
antilogarithmes  correspondants;  ceci  fait,  il  a  inscrit  dans  sa  table  tous  les 
logarithmes  arrondis  à  6  chiffres  en  n'écrivant  en  regard  de  duwwn  d'eux  que 
le  plus  petit  seulement  des  antilogarithmes  à  quatre  chif&es  conespondanti. 

896)  Femciffirede  logarithmer  til  hele  tal  fra  1  — 16600  og  anti-logarithmert 
Copenhague  1876. 
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antre  à  5  décimales  de   F.  L,  Stegmann*^  et  enfin  la  table  à  5  dé- 
cimales de  H.  SdiMberi^^). 

Une  des  plus  maniables  des  tables  d'antilogarithmes  à  4  déci- 
males *••)  qni  aient  été  dressées  jusqu'ici  est  celle  de  N.  E.  LomhoU^. 

36.  Logarithmes  d'addition  et  de  soiistraotion.  Si^  pour  effectuer 
des  multiplications^  des  divisions^  des  élévations  aux  puissances,  des 
extractions  de  racines  et  en  général  des  opérations  de  rang  plus  grand 
que  un,  Temploi  des  logarithmes  présente  de  sérieux  avantages,  il  n'est 
d'aucune  utilité  et  n'offrirait  au  contraire  que  des  inconvénients  dans 
le  calcul  des  sommes  et  des  différences. 

Quand  une  somme  ou  une  différence  de  deux  nombres  a  et  & 
figure  en  facteur  dans  une  expression  plus  compliquée^  il  7  a  toute- 
fois souvent  un  grand  intérêt,  pour  la  suite  des  calculs,  à  évaluer  le 
plus  simplement  possible  log  (a  ±  b)  connaissant  log  a  et  log  i. 

Afin  d'éviter  d'avoir,  dans  ce  cas,  à  chercher  d'abord  les  nombres 
a  et  &  qui  correspondent  à  log  a  et  log  b,  pour  en  ^EÛre  ensuite  la 
somme  ou  la  différence,  dont  il  faut  encore  chercher  finalement  le 
logarithme  dans  les  tables,  G.  Z.  LeoneUi^^)  a  dressé  de  nouvelles 
tables  d'un  emploi  fort  commode  pour  l'objet  qu'on  a  en  vue.  Il  a 
donné  à  ces  tables  le  nom  de  tcMes  de  logarithmes  additionnels  et 
déductifs]  nous  les  appelons  aujourd'hui  tables  de  logarithmes  d^addition 
et  de  soustraction*^*). 


897)  Tafeln  der  fonfatelligen  Logarithxnen  und  Antilogaiithinen,  Marbonzg 
1865.    Dans  ces  tables  les  mantisses  vont  de  0000  à  9999. 

898)  Fûnfstellige  Tafeln  und  Gegentafehi,  Leipzig  1897.  Dans  les  tables 
d'antilogarithmes  auxquelles  sont  annexées  des  tables  où  Targument  est  le  loga- 
rithme d'une  fonction  trigonométrique  et  où  on  lit  la  valeur  correspondante  de 
Faïc,  les  logarithmes  sont  toDÙours  imprimés  avec  des  types  spéciaux;  il  en  est 
de  même  dans  les  tables  fournissant  la  valeur  principale  d'un  arc  connaissant 
la  valeur  correspondante  d'une  des  fonctions  trigonométriques  de  cet  arc. 

899)  Peut-être  les  plus  anciennes  tables  d'antilogarithmes  à  quatre  déci- 
males sont-elles  celles  contenues  dans  J.  H,  T.  MiUler^  Vierstellige  Logarithmen*®')^ 
(2*  éd.)  Halle  1860;  on  peut  citer  aussi  celles  de  G.  J.  Houel  "^),  de  X.  G.  Gaseô  *^% 
de  F.  W.  Bex  "«),  et  de  SOas  W.  Holman  "«). 

400)  Fircifret  logar.»*'). 

401)  Supplément  logarithmique ''^),  Bordeaux,  an  XI.  Ce  recueil  qui  com- 
prend deux  parties,  renferme,  dans  sa  seconde  partie,  les  logarithmes  d'addition 
et  de  soustraction. 

402)  On  avait  recours  auparavant  aux  fonctions  trigonométriques. 

JLe  premier  procédé  de  cette  nature  a  été  indiqué  en  1689  par  JB,  Cavalien 
[Centuria  di  varii  problemi  per  dimostrare  Tuso  e  la  facilita  dei  logaritmi,  Bologne 
1689,  p.  486/92;  cf  G,  Govi,  Atti  R.  Accad.  Lincei,  Memorie  mat.  (2)  8  (1876/6), 
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La  table  de  G,  Z.  LeondU  est  composée  de  trois  colonnes  telles  que, 
si  Ton  désigne,  ayec  G.  F,  Gauss^  par  A^  B,  G  trois  nombres  appartenant 

p.  173/8].    B,  Cavàlieri  employait  les  règles  qae  tradriiBeiit  les  équations 

lofiT  («  +  ^)  ■=  log  a  +  log  2  +  2  log  sin  /  —  +  -?- j    avec   log  sin  9  <-  log  &  —  log  a 

et 

log(a  — 5)«loga-|-logcoB29      ayec      logsin^ -B^log^)  — |log2a; 

on  suppose  q>  égal  à  la  yaleor  principale  de  Tare  dont  le  logarithme  du  sinus 
est  donné  par  les  formules  précédentes. 

La  règle  de  B.  Cavàlieri  pour  log(a4-()  fat  réinventée  plus  tard  par 
«T.  Muaeheî  [Miscellanea  curiosa  Academiae  Gaeeareo  Leopoldinae  decnria  S 
annus  lY,  Nuremberg  1697,  p.  102/6  [1696]]  qui  indiquait  de  plus  la  règle 
que  traduit  Téquation 

log  (a  —  6)  —  log  a  -f  log  2  +  2  log  sin  /— —  ~  j  avec  log  sin  9  -b  log  &  —  log  a, 

q>  étant,  dans  cette  équation,  la  valeur  principale  dont  le  logarithme  du  sinus  est 
donné  par  la  dernière  formule. 

En  1716,  Chr.  Wolf  a  donné  [Âcta  Erud.  Lps.  1716,  p.  267/60;  cf. 
la  lettre  de  Chr.  Wolf  à  (7.  W.  LeibniM  datée  du  4  mai  1716,  publ.  par 
(7.  J.  Gerhardt,  Briefnrechsel  zwischen  Leibnig  xmd  Christian  Wolf,  Halle  1860, 
p.  166]  d*antres  règles  trouvées  déjà  quelques  années  auparavant  par  J,  Hermainn 
et  qui  reviennent  à  l'emploi  des  formules 

l<>fi»  (a  -f  &)  "=  log  a  —  2  log  cos  tp      avec      log  tg  9  »  ^  log  6  —  ^  log  a 
et 

log  (a  —  6)  -»  log  a'\-2  log  cos  9      avec      log  sin  9  »  ^  log  b  —  \  log  a, 

9  étant  toigours  la  valeur  principale  dont  le  logarithme  de  la  tangente  ou  du 
sinus  est  donné  par  la  première  où  la  seconde  des  formules  précédentes. 

Enfin  J'B,  J.  Délambre  [E.  Yetenskaps  Acad.  nya  Handlingar  (Stockholm)  9 
(1788),  p.  82/8;  cf.  G.  Z.  LeoneSU,  Supplément  logarithmique*"),  (2«  éd.)  publ.  par 
G.  J.  HoUél,  Paris  1876,  p.  64]  a  proposé  les  règles  que  traduisent  les  formules 

log  («  ±  *)  =•  log  ft  +  log  tg  9  ±  log  COtg  ^-  f 


log(a±5)-loga  +  log2  +  2log^^"(| 


^, 


où,  dans  la  dernière  formule,  log  cos  correspond  à  -f  ^  et  log  sin  à  — 6;  et  où 
(p  désigne  la  valeur  principale  de  Tare  dont  le  logarithme  du  cosinus  est  égal  i 

log  6  —  log  a. 
(Note  de  G.  Enettrâm).* 

J.  Ch,  Houeeau  de  Lehaie  [Annuaire  Observatoire  Bruxelles  61  (1884),  p.  lOS] 
emploie  les  formules  de  Chr.  Wolf 

log  (a  -f  ^)  "=-  log  a  —  2  log  cos  tp      avec      log  tg  qp  »  |  (log  b  —  log  a), 
et  les  formules 

log  (a  —  6)  »  log  6  4~  ^  log  cotg  9      avec      logsin9>s|(iog&  —  log  a), 
ce  revient,  au  fond,  à  faire  usage  du  procédé  de  B.  Cavàlieri. 

Il  est   assez   singulier  qu*en  1866  A.  ChmerHh   doute  encore  de  Tutilité 
des  logarithmes  d*addition.  Il  est  vrai  que  cette  utilité  ne  se  manifeste  claiiemeat 
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à  une  même  ligne  et  situés  respectivement  dans  la  première,  la  seconde 
et  la  troisième  de  ces  trois  colonnes,  et  si  Ton  pose^ 

A  «  log  X, 
on  ait 

C-log(l  +  a;)     et     B«logî-±-î. 
Pour  j?  »  1  +  â;  on  voit  donc  que  si  0  »  log  jer  on  a 
^  =  log(0-l)  et  B-log^. 

Si  l'on  fait  a;  -»  y  il  résulte  de  là  qu'en  calculant  d'abord  A  au  moyen 

•de  la  formule 

log  a  —  log  6  -=  J. 

et  en  lisant,  sur  la  ligne  où  se  trouve  ce  nombre  A^  la  valeur  corres- 
pondante de  B  (avec  interpolation  s'il  7  a  lieu),  on  a 

log(a  +  6)-loga  +  -B. 

En  lisant  sur  la  même  ligne  la  valeur  correspondante  de  G  on 
a  aussi 

log  (a  +  6)  -  log  6  +  C. 

Si  l'on  fait  0  «  y  on  voit  de  même  que  l'on  a*^*) 

log(a  —  6)  =«  loga  —  5  -=  log6  +  A. 

que  dans  dee  applications  où  les  calculs  sont  suffisamment  étendus;  mais  àTépoque 
où  A,  Cremerth  croyait  encore  devoir  émettre  des  doutes  au  S!:get  de  leur  utilité, 
on  avait  eu  cependant  déjà  bien  souvent  Toccasion  d^mployer  ces  logarithmes 
avec  grand  profit. 

Pour  former  log  (a  ±6)  quand  on  connaît  log  a  et  log  &,  A.  GemerG^  [Fûnf- 
stellige    gemeine    Logarithmen'**),    p.   142]    propose    de    procéder    comme    il 

suit:  On  évalue  d'abord  log  ^  -eloga  —  log&;  on  cherche  ensuite  le  nombre 
'Correspondant  -j-\  on  ajoute  ou  on  soustrait  de  tète  xme  unité,  ce  qui  donne 

_X_  on  — r — ;  on  cherche  dans  les  tables  usuelles  log    ~-    ;  et  enfin  on  ajoute 

log  b.  C'est  là  exactement  le  procédé  que  (?.  Z.  LeoneUi  [Supplément  logarith- 
mique"»), (2«  éd.)  pubLpar  G.  J,  Houël,  Paris  1875,  p.  78]  avait  donné  plus  de 
soixante  ans  auparavant  comme  un  pis-aller. 

408)  On  a  évidemment  C  =»  log(l  -f  ^)  ®t,  pour  B  =  log  y, 


y-1  y-i 

On  peut  envisager  la  table  comme  formée  de  deux  parties  dont  Tune  serait 
dressée  en  vue  des  additions  (colonnes  A  et  B)  et  Tautre  en  vue  des  soustractions 
<colonnes  C  et  B);  la  colonne  B  étant  commune  aux  deux  parties. 

404)  Plus  gén<^jralement,  f{a^  b)  étant  une  fonction  homogène  de  degré  n 


Digitized  by  VjOOQIC 


312  -B-  Mehmke*    I  88.   Calcak  nnmériqnes.    M.  d^Oeagne. 

Gonnaissajit  log  a  et  log  &^  il  est  donc  facile^  à  l'aide  de  ce^- 
tables,  d'obtenir  par  de  simples  additions  la  yalenr  de  log  (a  +  by. 
ou  celle  de  log  (a  —  6). 

La  table  de  G,  Z.  LeaneUiy  à  14  décimales,  n'a  pas  été  pnbli^;  iL 
a  toutefois  été  tiré,  à  titre  d'essai,  trois  pages  de  cette  table  dans  le 
„Suppléikient  logarithmique"'^*).  C7.  F.  Gauss^  a  repris  la  même- 
idée  et  a  publié  la  première  table  complète  de  logarithmes  d'addition 
et  de  soustraction;  ses  tables  ne  diffèrent  d'ailleurs  de  celles  de 
G.  Z.  LeaneUi  que  par  ce  qu'elles  sont  à  ô  décimales  seulement. 

En  publiant  successivement  plusieurs  tables  de  ce  genre^,  diyers^ 
auteurs  ont  essayé  d'y  apporter  quelques  améliorations^.  Ainsi 
J,  Zech*^  affecte  une  table  spéciale  (à  sept  décimales)  à  l'addition  et 


de  a  et  &  on  peut  se  proposer  de  fonner  log /(a,  5)  au  moyen  de  log  a  et  dé- 
loge, sans  qn'on  connaisse  ni  a  ni  &,  en  faisant  usage  d'une  table  anziliaire  à 
simple  entrée  donnant  la  valeur  de  la  fonction  v  »  log  /*(!,  Q  lorsqu'on  connaît  ceUe 
de  la  fonction  u  »»  log  t  pour  le  même  l'argument  t.  En  posant  u  «=  log  a  —  log  h- 
on  a  alors,  en  effet,  \ogf{a^h)^v-{-n\ogh\  or  u  est  connu  comme  différence 
de  deux  nombres  connus  log  a  et  log&;  on  lit  donc  v  dans  la  table  auxiliaire  et 
Ton  ajoute  n  log  h.  C'est  là  au  fond  une  simple  généralisation  des  tablée 
d'addition  de  O,  Z.  LeoneUi;  pour  retrouver  ces  tables  il  suffit  de  prendre 
f{a,b)'^a-\-b.  Naturellement  on  peut  aussi  construire  des  tables  analogue» 
pour  d'autres  fonctions  fia,  b).  Des  fonctions  homogènes  de  trois  variables  réelles 
ou  de  deux  variables  imaginaires  exigeraient  des  tables  à  double  entrée.  Voir^ 
à  ce  sxg^t,  K  Mehmke,  dans  W.  van  Dyck,  Katalog^'^,  Nachtrag  (supplément)^ 
p.  SO]. 

405)  Monatliche  Correspondenz  zur  Bef5rderung  der  Ërd-  und  Himmels- 
kunde  26  (1812),  p.  498  et  suivantes. 

406)  Entre  autres,  la  première  table  de  logarithmes  d'addition  et  de  sous- 
traction à  7  décimales,  celle  de  E,  A,  MaUhiessen  [Tabulae  ad  expeditiorem  cal- 
culum  log^thmi  summae  vel  differentiae  . . .  oder  Tafel  zurbequemen  Berechnung 
des  Logarithmen  der  Summe  oder  Differenz  . . . ,  Altona  1818],  qui  n'a  d'ailleurs 
eu  aucun  succès. 

407)  J.  H.  T.  MOUer  [Vierstellige  Logarithmen'^^  der  natfirlichen  Zahlen 
xmd  der  Winkelfnnctionen,  Halle  1844]  semble  avoir  été  le  premier  de  ces  auteur» 
dont  les  améliorations  méritent  d'être  signalées;  dans  ses  tables,  il  prend  comme 
colonne  commune,  au  lieu  de  la  colonne  des  résultats,  la  colonne  d'entrée  A;  cette 
colonne  d'entrée  A  dépend  d'ailleurs,  dans  ses  tables, 'des  colonnes  intitulées  S 
(Summe,  c'est-à-dire  „8omme")  et  U  (Unterschied  c'est-à-dire  „différence")  de  la 
même  façon  que  les  colonnes  ^  et  C  des  tables  de  G.  Z.  LeoneUi  dépendent  de 
la  colonne  B  de  ces  dernières  tables. 

408)  „Tafel  der  Additions-  und  Subtraktionslogarithmen'*  dans  /.  A.  Hulêfer 
Sammlung  math.  Tafeln®*),  (2*  éd.)  Leipzig  1849  (les  logarithmes  d'addition 
et  de  soustraction  ne  sont  pas  encore  contenus  dans  la  première  édition  du 
même  recueil  publiée  à  Leipzig,  en  1840).  Ces  tables  de  logarithmes  d'addition 
et  de  soustraction  de  X  Zeeh  ont  aussi  paru  séparément  à  Leipzig  en  1849;  une 
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ime  antre  à  la  soustraction.  D'autres  auteurs  ont  essayé  de  remplacer 
une  des  fonctions  logarithmiques  de  G,  Z.  Leandli  par  une  antre^ 
fonction  peAnettant  des  calculs  plus  rapides^. 

T.  WiUstein^^^)  est  parvenu  à  remplacer  les  trois  colonnes  de- 
G.  Z.  Leaném  par  deux  colonnes  seulement;  il  réalise  ainsi  la  table  unique 
dont  la  possibilité  avait  déjà  été  entrevue  par  G.  Z.  LeoneUi  lui-même^^^)^ 
Dans  cette  disposition^  qui  est  aujourd'hui  la  plus  répandue^^'),  les- 


seconde  édition  en  a  été  publiée,  avec  7  décimales,  sons  le  titre:  J.  Zeek,  Tafel 
der  Additions-  nnd  Subtraktionslogarithmen,  Berlin  1868. 

An  fond  ces  tables  ne  diffèrent  de  celles  de  J,  H,  1.  MîUkr^^^  qne  par 
lenr  pins  grande  étendue  qui  provient  seulement  de  ce  qu'elles  fournissent  les- 
logarithmes  ayec  7  décimales  au  lieu  de  ne  les  fournir  qu'avec  4  décimales. 

Dans  ses  tables  à  six'*'),  cinq'^")  et  quatre  décimales  (ces  dernières  ont- 
paru  à  Berlin  en  1874),  C.  Bremiker  prend  [comme  l'avaient  déjà  fait  avant  lui 
P.  Chray  *®*)  et  plusieurs  autres  auteurs]  pour  logarithmes  d'addition  log  (1  -|-  x} 
et  il  remplace  les  logarithmes  de  soustraction  par  les  compléments  à  10  des 
logarithmes  qui  avaient  été  choisis  depuis  G.  Z,  LeoneUi  jusqu'à  J.  Zeeh;  giftce 
à  cette  légère  modification  les  différences  qui  figurent  dans  ses  tables  sont 
toutes  positives.    H  en  est  de  même  de  T.  ATbrechi,  Logar.  trigon.  Tafeln'^*). 

409)  P.  Grray^  Tables  and  formulae  for  the  computation  of  life  contingencies, 
Londres  1849;  (2*  éd.)  Londres  1870.  Pour  effectuer  les  additions,  P.  Gray  fait 
usage  de  la  fonction  log(l-|-2;),  tandis  que  pour  effectuer  les  soustractions  il 
emploie  la  fonction  log  (1  —  x);  G.  J.  Hoûd  [Recueil  de  formules  et  de  table» 
nxmiériques^^]    remplace   cette    dernière    fonction    par  la  fonction  croissante 

:r^ — ;  il  en  est  de  même  de  F.  W.  J2«c  »**)"«). 
1  —  a;  ^     ^ 

n  convient  d'observer  que  dans  plus  d'une  application,  c'est  un  incon- 
vénient d'être  limité  aux  valeurs  négatives  de  l'argument  qui  seules  figurent  dans 
les  premières  tables  de  F.  W.  Bex. 

410)  D'abord  dans  une  des  tables  à  5  décimales  figurant  dans  la  collection 
de  tables  intitulée:  Fûnfstellige  logarithmisch - trigonometrische  Tafeln'^^,. 
Hanovre  1859;  puis  dans  la  table  publiée  séparément  sous  le  titre:  Siebenstellige 
Gaussische  Logarithmen,  Hanovre  1866;  Logarithmes  de  Gauss  à  7  décimales^ 
Hanovre  1866  (avec  texte  en  allemand  et  en  français). 

Bien  ne  légitime  l'usage  qui  s'est  peu  à  peu  répandu  de  désigner  les 
logarithmes  d'addition  et  de  soustration  sous  le  nom  de  logarithmes  de  Gaussa 
C.  F.  Gauss  lui-même  a  attribué  à  G.  Z.  LeoneUi  la  première  idée  de  ces 
logarithmes  et  il  a  même  analysé  en  délhil  l'ouvrage  de  G.  Z.  LeoneUi  dana 
un  article  paru  sous  le  titre:  Leonellis  logarithmische  Supplemente  ans  dem 
franz5sischen  von  Gottfided  Wilhelm  Leonhardi  1806  [AUgemeine  Literaturzeitnng 
vom  Jahre  1808,  1  (janvier-avril),  éd.  Halle  et  Leipzig  1808,  col.  353/8;  Werke  8,. 
G^ttingue  (Leipzig)  1900,  p.  121]. 

411)  Supplément  logarithmique '7^),  (2«  éd.)  publ.  par  G.  J.  HoM,  Pari» 
1876,  p.  65. 

412)  F.  G.  6?a««s "»)•"),  ^'  M.  NeU''^'^  ^et  H.  E.  FUipotcM^^*)*  ont  aussi 
adopté  la  même  disposition.    A  dire  vrai  ce  n'est  là  qu'une  modification  de  la 
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nombres  J.  de  la  première  colonne  et  les  nombres  correspondants  B 
de  la  seconde  colonne  sont  liés  par  la  relation 

10»  =  1  +  10^, 

en  sorte  qne  si  J.  =  logrc^  on  a  B  »  log(l  +  x).  Connaissant  log  a 
et  log  hj  la  yalenr  de  log  (a  +  b)  et  celle  de  log  (a  —  h)  sont  alors 
données  par  les  formules 

log  (a  +  6)  =  JB  +  log  6  -  log  a  +  (5  -  A) 
ou 

log  (a  —  6)  «  J.  +  log  6  —  log  a  —  (jB  —  -1) 

que  l'on  obtient^  la  première  en  faisant  A  »  log  a  —  log  h,  la  seconde 
en  faisant  B  »  log  a  —  log  h,  dans  la  relation  précédente  qui  lie  ^  à  jB. 

R.  Méhmke^^^  a  donné  une  esquisse  de  table  de  log^thmes 
d'addition  à  3  décimales  pour  nombres  complexes. 

On  peut  rattacher  aux  tables  de  log^thmes  d'addition  les  tables 

fournissant  la  râleur  de  log    _^   quand   on  connaît  celle  de  log x. 

Une  table  de  ce  genre  a  été  calculée  par  von  Weidenbach^^)  sur  la 
demande  de  C,  F.  Gauss  qui  en  ayait^  le  premier,  aperçu  l'opportunité. 
Des  tables  semblables  ont  été  ensuite  publiées  par  G.  J.  Haud^^^)  et 


table  de  G.  Z.  Leoneîli^  car  la  colonne  É  de  T.  WUUtein  répond  dans  sa  seconde 
moitié  à  la  troisième  colonne  de  G,  Z.  LeoneUi  (an  moins  qnand  A  est  positif,  cas 
qne  G.  Z,  LeaneUi  considère  senl)  et  elle  contient  en  somme  dans  la  première  moitié 
(quand  A  est  négatif)  les  mêmes  Taleors  de  la  fonction  envisagée  qne  la  seconde 

colonne  de  G.  Z.  Leoneîli]  on  a,  en  effet,  pour  x'  ^=^  —  t 

A'  «  logo;'  =  —  logic  =  —  ^,      B*  —  log(l  +  x') , 
d'où 

B'  «  log(l  +  «)  —  log»  «  B  —  ul; 

si  donc  on  entre  dans  la  table  en  prenant  le  complément  de  J.  à  10,  on 
obtient  B  —  A\  c'est  pour  cette  raison  que  8.  Chmdelfinger ^  dans  la  table  à 
4  décimales  qui  figure  à  la  première  page  de  son  recueil  de  tables  ^^'),  et  aossi 
dans  sa  table  à  6  décimales  datant  de  1902  que  nous  avons  citée  dans  la  note 
882,  a  placé  à  droite  ces  compléments  à  10,  qni  forment  ainsi  comme  xme  se- 
conde entrée;  un  modèle  de  cette  façon  de  procéder  était  déjà  donné  dans  la 
plupart  des  tables  trigonométriques. 

413)  Z.  Math.  Fhys.  40  (1896),  p.  15. 

414)  Tafel,  um  den  Logarithmen  von  — ^^^   zu  finden,  wenn  der  Loga- 

rithme  von  x  gegeben  ist,  Copenhague  1829;  préface  de  C.  F.  Gauss.  Cette  table 
est  à  5  décimales;  elle  a  été  réimprimée  dans  Tédition  de  K.  B.  MoUweide  et 
G,  A,  John  des  tables  de  logarithmes'")  de  M.vonPrasse,  Logarithmische 
Tafeln,  Leipzig  (s.  d.)  [1821]. 

416)  Recueil  de  formules  et  de  tables  numériques"*). 
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par  F,  W.  Bex^^^),    Elles  ont  été  récemment  étendues  à  6  décimales 
par  E.  JTammer**^. 

86.  Logarithmes  quadratiques.  Soient  a  et  &  denx  constantes 
positires  quelconques  données^  rr  et  y  deux  yariables  liées  par  la 
relation 

on  en  déduit  que  y  s'exprime  en  fonction  de  x  par  la  formule 

log  logâ?  —  log  loga 

^  ïôgft 

Si  l'on  prend,  en  particulier,  pour  a  et  6  les  nombres  ^^) 

a^^VïÔ,    6-2; 
on  a  donc 

A.  di  Prampero^^*)  appelle,  dans  ce  cas,  y  le  loga/rUhfne  quadrcUique 
de  X  et  écrit  y  —  L^x  en  sorte  que  par  définition 

j  ^       log  log  g   ,    1/. 

Les  propriétés  fondamentales  du  log^thme  quadratique  s'expriment 
par  les  formules 

n  en  résulte  qu'une  table  de  logarithmes  quadratiques,  complétée  par 


416)  FûnfBtellige  Logarithmen-Tafeln  ^**)  ;  YientelligeLogaiiihmen-Tafeln  ***). 

417)  Sechsstellige  Tafel  der  Werte  log  |  "*"  ^  ,  Leipzig  1902. 

418)  £n  posant  asB5»=10,  on  a  y  s»loglogâ;,  fonction  que  Ton  ren- 
contre assez  souvent  dans  la  pratique  mais  pour  laquelle  il  semble  n'avoir  pas 
encore  été  dressé  de  table. 

419)  Saggio  di  tavole  dei  logaritmi  quadratici,  Udine  1885. 

La  table  principale  donne,  avec  nn  nombre  variable  de  décimales,  les  valeurs 
de  X  correspondant  à  des  valeurs  de  LqX  avec  6  décimales;  ces  valeurs  de  LqX 
ne  se  suivent  d'ailleura  pas  à  intervalles  réguliers;  elles  sont  toutes  comprises 
entre  0  et  un  nombre  xm  peu  supérieur  à  12. 

n  serait  peut  être  plus  simple  de  prendre  a  et  &  égaux  tous  deux  à  10  ce 
qui  donnerait 

X9â;-alogloga;. 

On  n'a  d'ailleurs  pas  encore  publié  de  tables  de  cette  fonction  itérée  log  log  â?. 
Tant  que  les  tables  de  A,  di  Prampero  ne  seront  pas  améliorées,  il  est 
préférable  de  calculer  avec  des  logarithmes  ordinaires  les  puissances  et  les 
racines  à  exposants  non  entiers.  Il  semble  d'ailleurs  vraisemblable  qu'xme 
amélioration  notable  de  ces  tables  ne  pourra  être  obtenue  qu'en  modifiant  quelque 
peu  l'idée  qui  a  présidé  à  leur  construction. 
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tme  table  de  yalenrs  du  quotient  ,  ^,    pour  des  valeurs  de  ^  et  de  & 

yariant  de  centième  en  centième  ou  de  millième  en  millième,  par  exemple, 
et  au  besoin  par  ime  table  d'antilogarithmes  quadratiques,  permettrait 
de  ramener  à  une  simple  addition  ou  soustraction  l'éTaluation  d'une 
puissance  à  exposant  quelconque  donné  ou  d'une  racine  à  indice  quel- 
conque donné. 

En  général  on  peut  ainsi  ramener  chaque  opération  de  l'arithmé- 
tique, lorsqu'elle  est  de  rang  n,  à  une  opération  de  rang  n  —  2. 

87.  Tables  de  parties  proportionnelles.  On  appelle  ainsi  dea 
tables  donnant,  ayec  un  nombre  déterminé  de  décimales,  pour  toutes 
les  yaleurs  de  x  (avec  interpolation  s'il  y  a  lieu)  et  pour  une  valeur 
déterminée  de  a,  les  valeurs  de 

X      2x      Sx                (a—  l)x 
—  ,     — ,     — ,     . . .,    . 

a         a         a  a 

La  constante  a  est  ordinairement  prise  égale  à  10  ou  à  100;  les 
tables  qui  correspondent  à  ce  choix  de  a  sont  dites  tables  décimales. 
Parfois  cependant  on  prend  a  égale  à  60  ou  à  600;  les  tables  qui 
correspondent  à  ce  choix  de  a  sont  dites  tables  sexagésimales^^). 

Parmi  les  tables  décimales  les  plus  anciennes  on  peut  citer  cellea 
de  Jonas  Moore^^^)  où  a  »  10  et  a;  va  de  44  à  4320. 

H  convient  en  outre  de  citer  aussi  les  tables  décimales  de 
C.  Bremiker^^)  où  a  =  100  et  a;  va  de  70  à  699;  celles  de  L.  SchrSn*^} 
où  a  «  100  et  a;  va  de  40  à  409,  mais  que  l'on  peut  étendre,  au 


420)  On  trouve  dans  la  plupart  des  recueils  de  logarithmes  différentes 
petites  tables  donnant  les  parties  proportionnelles  pour  Tinterpolation  linéaire;  en 
réunissant  ces  petites  tables  dans  une  table  spéciale,  pouvant  aassi  être  utilisée 
pour  d'autres  calculs,  on  obtiendrait  précisément  une  table  comme  celles  dont 
il  est  question  dans  le  texte.  Au  lieu  de  ces  tables  on  peut  également  employer 
avantageusement,  pour  Tinterpolation,  des  tables  ordinaires  de  produits  (n°  9); 
il  est  même  souvent  plus  avantageux  encore  d'interpoler  en  faisant  usage  d'auxi- 
liaires mécaniques  tels  que  la  règle  à  calcul  (cf.  n^  57). 

421)  Elles  sont  contenues  dans  Jonas  Moare,  A  new  système  of  the  mathe- 
maticks  2,  Londres  1681. 

422)  Tafeln  der  Proportionalteile,  Berlin  1843. 

428)  C'est  la  table  m  du  recueil  *'0;  elle  a  d^ailleurs  paru  aussi  séparément. 
Au  lieu  de  „table  des  parties  proportionnelles",  L.  Schrân  dit  „Interpolationstafél^, 
mais  cela  peut  prêter  à  confusion  ce  mot  étant  aussi  employé  dans  xm  autre 
sens,  par  exemple  par  J,A.H%U88e  [Sammlung  math.  Tafeln*'),  Leipzig  1840], 
qui  désigne  par  „lnterpolationstafel"  une  table  des  valeurs  des  expressions 

a?(g-~l)         œ(x--  1)  (a?  — 2) 
12'  1.2.8  '    "* 
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moyen  d'une  table  auxiliaire,  jusqu'à  x  *  40955;  enfin  celles  de 
H.  Schubert^)  où  a  est  égal  soit  à  10  soit  à  100  et  a;  Ta  de  1  à  180. 
Parmi  les  meilleures  des  tables  sexagésimales  on  peut  citer  celles 
de  Jean  III  Bemoidli^^  où  a  -»  600  tandis  que  x  exprimé  en  mi- 
nutes et  secondes  d'arc  ya  de  1"  à  IC  et  celles  de  K  Schubert*^  où 
a  «  60  et  a;  Ta  de  1  à  150. 

88.  Tables  d'inverses  et  de  transformation  des  fractions 
ordinaires  en  fraotionB  décimales.  Les  tables  d'inverses,  donnant 
les  valeurs  de  —  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  un  nombre 
donné  (avec  interpolation  s'il  j  a  lieu),  permettent  de  ramener  toutes 
les  divisions  à  des  multiplications.  Parmi  les  meilleures  de  ces  tables, 
on  peut  citer: 

1®)  pour  X  variant  de  1  jusqu'à  1000,  les  tables  à  7  décimales 
de  Ch,  jHirftow*"),  celles  à  10  décimales  de  E.  Gdin*^  et  celles  à 
6  cbiffires  significatifs  de  W.  Ligawski^^] 

2?)  pour  X  variant  de  1  jusqu'à  10000,  les  tables  à  9  et  10 
décimales  de  P.Barlaw^] 

3®)  pour  X  variant  de  1  jusqu'à  100000,  les  tables  à  7  cbiffires 
significatifs  de  W.  H,  Ooies*"). 

On  peut  aussi  ramener  les  divisions  à  des  additions  au  moyen 
de  tables  donnant,  outre  les  inverses  de  —  ;   les  multiples  de  ces  in- 


424)  Sous  le  titre:  ^Dezimale  Interpolationstafel'*  dsais  H.  Schubert,  Fftnf- 
fltellige  Tafeln  nnd  Gegentafeln,  Leipzig  1897. 

425)  A  sexcentenary  table  exbibiting  at  sight,  tbe  résultat  of  anj  proportion, 
Londres  1779. 

426)  Sous  le  titre:  ^Sexagésimale  Laterpolationstafel^*  dans  H.  Schubert, 
Fûnstellige  Tafeln  und  Gegentafeln,  Leipzig  1897. 

427)  Miscellanea  mathematica  1  (1775),  p.  381/40.  On  trouve  aussi  dans 
ces  tables,  avec  dix  décimales,  les  racines  cairées  des  nombres  naturels  inférieurs 
à  10  000. 

428)  Recueil  de  tables  numériques  et  de  formules  (en  8  fascicules  impr.  à 
Kamur),  éd.  Huy  1881,  1882  et  1894. 

429)  Elles  sont  contenues  dans  le  recueil  intitulé  J.  A.  Hûlsse,  Sammlung 
math.  Tafeln®*),  Leipzig  1840;  cette  table  est  reproduite  dans  le  „Ta8chenbuch  der 
Hûtte*^  (19*  éd.)  Berlin  1905;  «trad.  française  par  Ph.  Huguenin,  sous  le  titre: 
Aide-mémoire  de  Tingénieur,  Paris  1877.* 

480)  New  math,  tables  <^. 

481)  Table  of  the  reciprocal  of  numbers  from  1  to  100000,  Londres  1865. 
Ces  tables  sont  disposées  comme  les  tables  de  logarithmes  à  7  décimales,  avec 
différences  et  parties  proportionelles  qui  permettent  d'aller  jusqu'à  a;  «=  10  000  000. 

A.Amaudeau  [Tables  de  triangulaires  de  1  à  100000,  Paris  1896]  donne, 
à  titre  de  spécimen,  une  page  d*une  table  d'inverses  allant  également  jusqu'à 
100000,  mais  ne  donnant  que  5  cbiffires  significatifs. 
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y  erses  par  les  neuf  premiers  nombres  naturels  1,  2^  . . .,  9.  Il  existe 
des  tables  de  ce  genre,  dues  à  B.  Picarte^*),  où  â?  Ta  de  1  à 
10000  et  qui  sont  dressées  avec  10  et  11  chiffires  significatifs;  il  y 
en  a  d'autres  du  même  genre  dues  à  J.  Ch.  Houseau  de  Lehaie^^)  qui 
fournissent  les  inyerses  des  nombres  jusqu'à  100  avec  20  décimales  et 
leurs  9  premiers  multiples  ayec  12  décimales.  Ces  tables  constituent 
un  acheminement  des  tables  d'inverses  aux  tables  servant  à  la  trans- 
formation des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales. 

A  celles  de  ces  tables  qui  ont  déjà  été  citées  au  n^  11,  il  con- 
vient de  joindre  ici,  où  il  s'agit  surtout  de  calculs  approchés,  trois 
autres  fort  bonnes  tables  qui  s'arrêtent  toutes  trois  à  une  même 
décimale  déterminée.  Ce  sont  les  tables  de  W.  F.  Wucherer^^)  qui 
sont  à  cinq  décimales  et  dans  lesquelles  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  chaque  fraction,  tous  deux  inférieurs  à  50,  sont  premiers 
entre  eux;  les  tables  à  8  décimales  de  H.  Goodwyn^^)  dans  lesquelles 
le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  tous  deux  inférieurs  à  1000 

99 

et  où  les  fractions  elles-mêmes,  inférieures  à  ^^  sont  rangées  par  ordre 
de  grandeur  croissante;  enfin  les  tables  de  A,  Brocot^  qui  permet- 
tent de  convertir  les  fractions  ordinaires  à  dénominateur  plus  petit 
que  100  en  fractions  décimales. 

39*  Tables  de  carrés,  de  puissances  supérieures  à  la  aeoonde 
et  de  factorieUes.  En  dehors  des  tables  mentionnées  au  n^  12,  on 
rencontre,  dans  nombre  de  recueils^'^  ou  de  traités  didactiques  relatifs 

432)  La  diWsion  réduite  à  une  addition,  'Paris  (b.  d.)  [1859]. 

^LoB  tables  de  B.  Picarte  ne  portent  pas  de  date,  mais  elles  ont  été  Tobjet 
d'xm  rapport  à  TAcadémie  des  scienceB  le  14  février  1869  [C.  B.  Acad.  bc.  Paris 
48  (1869),  p.  328].* 

Elles  sont  aussi  citées  par  J.  W.  L.  Glaùher  [Report  Brit.  Assoc.  48,  Brad- 
ford  1873,  éd.  Londres  1874,  p.  34]  qui  admet  comme  fort  vraisemblable  qu'elles 
ont  été  éditées  à  Paris  en  1861. 

483)  Bull.  Acad.  Belgique  (2)  40  (1876),  p.  107. 

434)  BeytrS^e  zum  allgemeinem  Gebrauch  der  Decimalbrûche,  Carlsruhe  1796. 

436)  A  tabular  séries  of  décimal  quotients"^),  Londres  1828. 

486)  Calcul  des  rouages  par  approximation,  Paris  et  Londres  1862.  Ces 
tables  ont  été  aussi  publiées  en  allemand  par  la  société  „Hûtte^^  sous  le  titre: 
Berechnung  der  B&derdbersetzungen,  Berlin  1870;  (2*  éd.)  Berlin  1879.  Les 
„Interpolatîon8tabellen"  de  8.  Gttndelfinger  qui  se  trouvent  dans  son  recueil 
[Tafeln^*^,  Leipzig  1897,  p.  2/8]  ne  donnent  la  valeur  de  la  fraction  décimale 
qu'avec  deux  décimales  seulement. 

437)  Dans  le  recueil  de  F.  G.  Oauss  [Funfstellige  logar.  trigon.  Tafeln***)] 
par  ex.,  on  trouve  les  valeurs  de  x'  avec  4  décimales,  pour  x  variant  de  millième 
en  millième  depuis  0,000  jusqu'à  10,009  avec  parties  proportionnelles  pour  Tinter- 
polation. 
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au  calcul  des  probabilités,  à  la  théorie  des  interpolations  ou  à  celle  des 
erreurs  [I  20,  21,  22]^,  des  tables  donnant  les  carrés  limités  à  un 
nombre  déterminé  de  décimales^^. 

Pour  les  puissances  supérieures  à  la  seconde,  on  possède  des  tables, 
analogues  aux  tables  de  carrés,  dues  à  J.  H.  Lambert^  et  à.  J.  A. 

jyn  possède  également  des  tables  de  factorielles  n!  et  de  leurs 
logarithmes;  nous  citerons  en  particulier  les  tables  de  C,  F.  Degen^^, 
dans  lesquelles  on  trouve  log  (ni)  avec  18  décimales  de  n  »  1  à 
n  »  1200  ainsi  que  les  cologarithmes;  les  tables  de  A.  F.  D.Wacker- 
barth^)  et  celles  de  G.  J.  Hoikl^y 

488)  Dans  F.  Faà  di  Bruno  [Galcolo  di  exrori,  Tnzin  1867,  table  I;  Traité 
élémentaire  du  calcul  des  erreurs,  Paris  1869]  les  tables  de  carrés  donnent  les 
carrés  des  nombres  de  millième  en  millième  depuis  le  carré  de  0,001  jusqu'au 
carré  de  12,000  et  elles  donnent  la  valeur  de  chacun  de  ces  carrés  avec  4  déci- 
males. 

489)  La  table  planimétrique  de  H.  Ehrhctrdt  [Neues  System  der  Fl&chen- 
berechnung  und  Fl&chenteilung  mit  Hûlfe  einer  planimetrischen  Tafel,  Stuttgard 
1900]  est  une  table  abrégée  de  huitièmes  de  carrés.  La  table  s'étend  jusqu'au 
huitième  du  carré  de  999,8;  tous  les  nombres  qu'elle  fournit  sont  arrondis  et 
exacts  à  une  unité  près.  Elle  sert  à  obtenir  le  demi-produit  de  deux  nombres 
contenant  chacun  6  chifi&es  au  plus,  ainsi  qu'à  obtenir  des  carrés  et  des  racines 
carrées.    Cf.  n<>  10. 

440)  Ces  tables  donnent  x^  avec  8  décimales  pour  n^l,  2,  .  .  .,  11;  x 
variant  de  centième  en  centième  depuis  0,01  jusqu'à  1,00.  Elles  sont  contenues 
dans  J.  H.  Lambert  [Zus&tze  zu  den  logar.  trigon.  Tabellen®^,  p.  202/7  des 
tables]  et  ont  été  réimprimées  à  plusieurs  reprises,  par  ex.  par  J.  C.  SehuUse, 
Neue  und  erweiterte  Sammlung  ••*),  Berlin  1778. 

441)  Dans   le  recueil:    Sammlung  math.   Tafeln**),   Leipzig   1840.     Plus 

étendue  que  la  table  de  J.  H.  Lambert,  cette  table  de  J,  A.  HÛlsse  donne,  de  plus, 

x^  avec  6  décimales  pour  ncsl,  2,  .  .  .,  99,  100  et  pour  12  valeurs  de  x  dont 

la  plus  petite  est  1,01  et  la  plus  grande  1,06.    Cette  même  table  donne  aussi, 

avec  7  décimales,  les  valeurs  inverses  des  précédentes;  et  l'on  y  trouve  encore 

les  valeurs  des  sommes 

x  +  x*  +  x^'\ !-«"• 

et 

X  "^  «*  "*"  Oî»  "^  ^  «*••  ' 

pour  les  valeurs  consécutives  de  x  figurant  dans  les  deux  tables  précédentes. 

442)  ^Tabulamm  ad  faciliorem  et  breviorem  probabilitatis  computationem 
utilium   enneas,   Copenhague  1824.^ 

448)  «Femstâlliga  logaritmiska  tabeller,  Upsal  1867;  (8«  éd.)  Stockholm 
1908.  La  table  II  de  ce  recueil  renferme,  avec  6  décimales,  les  valeurs  de 
log(n!)  de  n  — 1  à  n=100;  celles  de  log[l  .8-6  •  7.  •  (2n+ 1)]  de  w«0 
à  n»82;  et  celles  de  log[2.4- 6-8  •  •  •  (2n)]  de  n»l  à  n^S^* 

444)  ^RecueU  de  formules  et  de  tables  numériques ''^.    La  table  XYU  de 
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40.  Tables  de  racines  carrées  et  cubiques.  A  Taide  d'une  quel- 
conque des  tables  de  carrés  mentionnées  au  n"  89  on  peut  trourer 
les  racines  carrées  de  nombres  donnés  par  la  même  opération  que 
-celle  qui^  à  l'aide  d'une  table  de  logarithmes  usuels^  permet  de  re- 
monter d'un  logaritbme  au  nombre  correspondant. 

n  existe  toutefois  des  tables  particulières  fournissant  directement 
des  valeurs  approchées  pour  les  racines  carrées  et  cubiques  de  nom- 
bres naturels  donnés.  Un  grand  nombre  de  ces  tables  contiennent 
les  racines  carrées  et  cubiques  approchées  de  la  suite  des  nombres 
naturels  depuis  1  jusqu'à  1000*").    Les  tables  de  P.  Ba/rhw*^)  qui 

rsont  à  7  décimales,  et  celles  de  «71  A.  HiUsse^'')  qui  sont  à  12  dé- 
cimales pour  les  racines  carrées,  à  7  décimales  pour  les  racines  cubiques, 
sont  poussées  jusqu'à  10000.    La  table  de  G,  A,  Jahn^^)   va  même 

Jusqu'à  25500;  les  racines  des  premiers  noiubres  y  sont  données  avec 
14  décimales;  à  partir  de  1100  avec  5  décimales  seulement. 

41.  Tables  poUr  la  résolution  d'équations  numériques.  Par 
une  substitution  de  la  forme  x'^Xx',  suivie  d'une   division  par  une 

•constante,  on  peut  ramener  toute  équation  trinôme  à  une  forme  telle 
que  deux  des  coefficients  de  l'équation  transformée  soient,  en  valeur 
•absolue,  égaux  à  l'unité.  Il  ne  subsiste  alors  dans  l'équation  trans- 
formée qu'un  seul  paramètre. 

L'équation  du  troisième  degré  peut  ainsi  être  réduite,  par  exemple, 
•à  la  forme 

a^  +  X'='  c 
•ou  encore  à  la  forme 

rc'  —  0?  —  c, 
•où  c  désigne  un  paramètre. 

Une  table  des  valeurs  correspondantes  de  â;  et  de  c  fournit 
les  racines  des  équations  du  troisième  degré  réduites  à  l'une  ou  à 
l'autre  de  ces  deux  formes.    Pour  des  valeurs  positives  et  négatives 


ce  lecneil  donne,  avec  8  décimales,  les  valeun  de  log  (ni)  de  n  »»  i  an»  99  et, 
avec  6  décimales,  les  yaleurs  de  logr(l-|-^)  poni  x  yariant  de  centième  en 
centième  depuis  0  jusqn*à  1.* 

446)  Par  exemple  la  table  de  W.  Ligmoski^^  avec  6  on  6  chiffres  significatifs. 

446)  Elles  sont  contenues  dans  son  recueil:  New  math,  tables*^. 

447)  Dans  son  recueil  [Sammlung  math.  Tafeln**),  Leipzig  1840]  on  trouve 
les  racines  canrées  avec  12  décimales,  les  racines  cubiques  avec  7  décimales. 

448)  C'est  une  des  tables  de  son  recueil:  Tafel  der  Quadrat-  und  Eubik- 
wurzeln'^. 

E,  Gelin  [Tables  numériques  ^'^]  donne  les  racines  carrées  des  100  premiers 
nombres  naturels  seulement,  mais  avec  16  décimales;  il  donne  aussi  avec  10  déei> 
maies  les  racines  cubiques  des  100  premiers  nombres  naturels. 
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de  X  variant  de  millième  en  millième  (de  0,001  à  1,156)  J.  H.  Lam- 
bert ^^)  a  donné  nne  table  à  7  décimales  contenant  les  Yalenrs  des 
fonctions  x  — x^  et  x^  —  x]  P.  Barhw*^)  a  de  même  dressé  une  table 
à  8  décimales  fournissant  les  yaleors  de  la  fonction  a^  —  x  pour  des 
valeurs  de  x  variant  de  dix-millième  en  dix-millième  de  1,0000  à 
1,1549  et  J,  Ph.  Kuiik^^)  a  dressé  des  tables  pins  étendues  à  6  et  7 
décimales  poar  les  valeurs  de  la  fonction  ti?  —  x  et  en  outre  une 
table  à  6  et  7  décimales  pour  les  valeurs  de  la  fonction  x?  -\-  x 
quand  x  varie  de  dix-millième  en  dix-millième  de  0,0001  à  3,2800. 
A.  Gvldberg^^)  choisit,  comme  forme  normale  d'une  équation 
trinôme  de  degré  n,  l'équation 

sf  +  CX  +  C'^O 

(où  c  peut  être  positif  ou  négatif)  et,  dans  le  cas  où  n  est  égal  à  2, 
à  3  ou  à  5,  il  indique  dans  plusieurs  tables,  pour  des  valeurs  en  pro- 
gression arithmétique  de  rr  et  de  —  ;  non  pas  les  valeurs  de  c  mêmes, 
mais  celles  du  logarithme  de  c,  ce  qui  donne  à  ces  tables  une  place 


449)  Cette  table  fait  partie  du  recueil:  ZuB&tze  zu  den  logar.  trigon.  Tabellen  ^^, 
p.  163/78.  Elle  n'est  dressée  qu'en  vue  de  la  résolution  des  équations  du  troisième 
degré  dont  les  trois  racines  sont  réelles. 

450)  Dans  une  table  de  son  recueil:  New  math,  tables®^.  Cette  table 
n'est  aussi  dressée  qu'en  vue  de  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré 
dont  les  trois  racines  sont  réelles. 

451)  Abh.  bObm.  Ges.  Wiss.  (5)  11  (1860),  éd.  Prague  1861,  p.  28  et  suiv. 
Ces  tables  conviennent  aussi  bien  au  cas  où  l'équation  du  8'^*  degré  envisagée 
a  une  seule  racine  réelle  qu'au  cas  où  ses  trois  racines  sont  réelles. 

452)  Forhandlinger  Yidenskabs-Selskabet  Christiania  1871,  éd.  1872,  p.  287/95, 
307/16,  avec  résumés  en  français  p.  296/B,  817/8;  id.  1872,  éd.  1878  (en  français), 
p.  144/69.    Uinversion  de  la  fonction 

H 

est  désignée  par  rc  =  r(y),  de  sorte,   par  exemple,   qu'une  racine  de  l'équation 
x^  -{-  ax  +  h  *==  0  mise  sous  la  forme 


m' 


•+t 


ax  6* 


est  désignée  par 


Les  tables  donnent  des  logarithmes  à  5  et  à  7  décimales;  mais  elles  ne  sont 
pas  assez  étendues  pour  être  d'un  usage  commode. 

Eneyclop.  dm  leieno.  nathémat.    14.  21 
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intermédiaire   entre   les   tables   précédentes   et  celles  dont  il  ya  être 
question. 

n  est  éyidemment  plus  ayantageux,  en  vue  du  calcul  logarith- 
mique, que  les  tables  dressées  pour  la  résolution  d'équations  numériques 
f(x)  *  0  donnent  la  yaleur  de  log  x  plutôt  que  celle  de  x.  Des  tables 
de  ce  genre  ont  été  calculées  sur  Tinitiatiye  de  C.  F.  Gams^y  pour 
les  équations  du  second  d^pré  de  la  forme 

arc*  +  bx^c 


468)  Ces  tables  sont  contenues  dans  la  première  édition  de  /.  A.  HiUase, 
Sammlting  math.  Tafebi**),  Leipzig  1840;  elles  ne  sont  plus  contenues  dans 
Tédition  Baivante,  publiée  à  Leipzig  en  1849.    Dans  trois  colonnes  distinctes, 

intitolëes  D,  E,  F  on  trouve  les  yalenrs  de  log  \    de   log  (â;  -f  x*),   et   de 

X 

1  4-x 
log     J,     pour  des  valenis  données  de  x;  dans  trois  autres  colonnes  distinctes 

intitulées  A,  B,  G  on  trouve  des  logarithmes  d'addition  qui  permettent  de  déduire  de 

chacime  de  ces  trois  valeurs  celles  de  logâs,  de  log  f  1  -{ — j  et  de  log  (1  -f  x). 

Pour  trouver  à  Taide  de  ces  tables  les  logarithmes  des  valeurs  absolues  des 
racines  réelles  x^^x^  d'une  équation  du  second  degré 

px*  +  gaî  +  r  =«  0, 
oii  p,  q,  r  sont  des  nombres  réels  donnés  tels  que  S*  — 4pr^0,  il  faut  distin- 
guer trois  cas  suivant  que 

l*')  j>  et  r  sont  de  même  signe, 

2**)  p  et  r  sont  de  signes  contraires  et  —  -^  >  2 , 

8°)  p  et  r  sont  de  signes  contraires  et  —  ^-^  •<  2 . 

Suivant  que  Ton  est  dans  Tun  ou  Tautre  de  ces  trois  cas,  les  formules  qui  per- 
mettent de  calculer  rapidement  les  racines  sont  différentes.  Dans  le  cas  8*),  par 
exemple,  on  calculera  successivement  les  valeurs  de 


F~log[-±], 


puis  on  cherchera  dans  la  colonne  F  de  la  table  la  valeur  trouvée  pour  F  et 
on  lira  la  valeur  correspondante  de  la  colonne  ^  ou  de  la  colonne  B;  on  aura 
alors,  en  désignant  par  x^  la  racine  positive  et  par  x^  la  racine  négative, 

log  «1  =-  log  /--  il  —  log  (—  g)  —  JB, 

log  (-  X,)  »  log  {^g)  +  A^  logf+B. 

Ainsi,  soit 

logp  -»  0,69897 

log  q  »  0,84610 

log  (~r)- 0,77816; 
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et  pour  celles  de  la  forme 

ax^  —  6a:  =-  c 

à  coefficients  positifs  quelconques  a,  &,  c  (ayec  interpolation  s'il  y  a 
lieu).    iS.  3feAmA»^  a  donné  à  ces  tables  une  disposition  qui  les 

on  en  déduit 

log/*0,U618 

log(— ^)  — M8S06 

F  -  log  (—  g)  —  log  /  =  1,78692; 

la  table  donne  la  valeux  correspondante 

^  —  0,86798 
et  Ton  «n  déduit 

log«i  »  1,77816 
log  (—«,)«  0,30103. 
464)  Z.  Math.  Phys.  48  (1898),  p.  80.  Les  tables  à  trois  décimales  cons- 
truites par  22.  Mélmàot  sont  à  simple  entrée.  Elles  ont,  sur  les  tables  qui  ont 
été  calculées  sur  Tinitiative  de  O.  JP.  Qaww^  le  même  avantage  qu'ont  les  tables 
d'antilogarithmes  sur  les  tables  de  logarithmes  quand  on  se  propose  de  rechercher 
le  nombre  correspondant  à  un  logarithme  donné.  Elles  comprennent  deux 
parties  dont  Tune  fournit  les  valeurs  de  t;  =  logâ;  pour  des  valeurs  données  de 

tt  s.  log  (a*  —  a?) 
et  IWtre  les  valeurs  de  v^^\o%x  pour  des  valeurs  données  de 

u  =»  log  (a;  —  x\ 
Les  valeurs  de  u  données  dans  les  tables  forment  une  progression  arithmé- 
tique; le  calcul  par  interpolation  d'une  valeur  de  o  correspondant  à  une  valeur 
donnée  de  u  est  un  peu  plus  aisé  que  celui  de  t»  correspondant  à  une  valeur 
donnée  de  v.  Pour  obtenir,  à  Taide  des  tables  de  JS.  Mehmke,  les  logarithmes 
des  valeurs  absolues  des  racines  réelles  ^^  ^  ^i  des  équations 

I)  aaB*  +  6x  =  c 

et 

U)  afc*  — 6a;«c, 

où  a,  h,  c  sont  des  nombres  positifs  quelconques  donnés,  on  a  à  calculer  d'abord 
u  par  la  formule 

u-log-j^,=.logy-log--; 

on  cherche  ensuite  dans  les  tables  la  valeur  correspondante  de  v  et  Ton  remplace 
enfin  v  par  cette  valeur  dans  les  relations 

c  h 

log  (+«!)  — log -J-  —  V,       log(— a5,)=-v  +  log  — 

ou  dans  les  relations 

e  h 

l0g(— «i)  —  logy  —  t?,         l0g(+  flî,)  =  «  +  log  -^  , 

suivant  que  Ton  cherche  à  résoudre  une  équation  du  type  I  ou  du  type  E. 

De  même,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  valeurs  absolues  des  racines 
réelles  x^'^x^  des  équations 

ni)  ax*  +  bx  +  e^O 

21» 
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rend  plus  maniables.    Enfin  S.  Crundelfinger^^^)  a  déyeloppé  l'idée  de 


et 

IV)  ax*  —  6rc  +  c  «  0, 

où  a,  &,  c  sont  des  nombres  positifs  donnés  tels  que  &' —  4ac^0,  on  a  à  cal- 
culer d'abord  u  par  la  formule 

,      ac      ^       c       %       h 
«  =  log^  =  log-^--log-, 

on  cherche  ensuite  dans  les  tables  la  valeur  correspondante  de  v  et  on  remplace 
enfin  v  par  cette  valeur  dans  les  relations 

e  h 

log(-iCi)«logy  — v;    log(— a:,)=:«>  +  log~ 

ou  dans  les  relations 

c  b 

log  (x^)  «  log  y  —  v;       log  (a:,)  =  t?  +  log  —, 

suivant  que  Ton  cherche  à  résoudre  une  équation  du  type  m  ou  du  type  lY. 
On  observera  que  dans  les  tables  de  B.  Mehmke  on  n'a  d*abord  à  distinguer 
que  deux  cas  et  non  trois,  les  équations  des  types  I  et  II  d'une  part  et  celles 
des  types  m  et  IV  d'autre  part  rentrant  dans  le  même  cas;  de  plus,  et  ceci 
est  assez  important  au  point  de  vue  pratique,  les  formules  sont  les  mêmes  dans 
les  deux  cas. 

En  reprenant  l'exemple  numérique  de  la  note  463  qui  rentre  ici  dans  le 
type  I,  on  disposerait  les  calculs  de  la  manière  que  voici: 


1) 

loge 

=  0,77816 

2) 

log  6 

=  0,84610 

3) 

logo 

=  0,69897 

4)-l)- 

-2) 

log-|- 

=  1,93306 

7) 

V 

=  0,16490 

6)-2)- 

-8) 

%l 

=  0,14613 

6)-4)- 

-6) 

u 

=  1,78692 

8)  =-4)  — 7)        loga^i        =1,77816 

9)  —  7)  +  6)         log  (—  «,)  =  0,30 103 

Les  chiffres  marqués  à  gauche  dans  une  première  colonne  indiquent  Tordre 
dans  lequel  les  opérations  sont  à  effectuer.  On  laisse  d'abord  en  blanc  la  valeur 
de  V  pour  ne  l'écrire  qu^après  avoir  calculé  u,  mais  la  place  occupée  par  v  permet 
d'effectuer  commodément  la  soustraction  finale  8)  et  l'addition  finale  9). 

466)  Tafeln  zur  Berechnung  der  reellen  Wurseln  s&mtlicher  trinomischer 
Gleichungen,  Leipzig  1897  [voir  l'article  I  12].  Elles  reposent  sur  l'application^ 
d^à  donnée  par  H.  Geélmuyden  [Forhandlinger  Videnskabs-Selskabet  Christiania 
1873,  éd.  1874,  p.  481/4],  des  formules  de  C  F.  Gauss  pour  la  résolution  des 
équations  trinômes  au  moyen  des  logarithmes  d'addition  pris  avec  la  disposition 
de  T.  Wittstdn  (n^  85,  note  410).    Deux  tables  donnent  les  valeurs  de 

■S  1   I  X 

ul  —  ttB—   log      TT—, T—  OU  B—   tt  jl=l0g— i-- 
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C  F.  Oauss  et  a  donné  des  tables  à  3  décimales  et  à  double  entrée  qai 
permettent  de  résoudre  des  équations  trinômes  de  tous  les  degrés  à 
coefficients  quelconques. 

Tracés  graphiques.    Calcul  par  le  trait. 

42.  Gténéralitéa.  Le  calcul  graphique,  pris  dans  son  acception  la 
plus  large,  comprend  Texposé  des  méthodes  qui  ont  pour  objet  de 
résoudre  par  le  trait  les  divers  problèmes  que  Ton  rencontre  dans 
toutes  les  branches  de  TAnalyse  mathématique.  Nous  n'envisagerons 
toutefois  ici  (cf.  n°  1  note  1)  que  celles  de  ces  méthodes  qui  visent  les 
problèmes  de  l'arithmétique  et  de  l'algèbre  élémentaire;  nous  montre- 
rons surtout  comment  on  peut,  par  le  trait,  efifectuer  les  opérations 
fondamentales  de  l'arithmétique  et  déterminer  les  racines  des  équations 
à  coefficients  numériques  donnés. 

En  comparant  les  méthodes  graphiques  à  celles  du  calcul  ordi- 
naire, on  observe  d'une  manière  générale  que  les  premières  sont  plus 
abordables,  plus  parlantes,  plus  expéditives  que  les  secondes,  tout  en 
exigeant  une  moindre  tension  d'esprit  ^^). 


pour  des  Taleurs  données  de 

A^log  X 
et  de 

fi-=0,00;     0,06;     0,10;  .  .  .;     1,00 

et  aussi  pour  des  valeurs  données  de 

/A  =  0,000;     0,026;     0,076;     .  .  .;     0,500. 

Lorsqnll  s^agit  de  résoudre  une  équation  du  troisième  degré  il  y  a  en  général 
avantage,  surtout  lorsqu'on  cherche  les  valeurs  des  8  racines  avec  plus  de  S  dé- 
cimales, à  adopter  la  solution  trigonométrique  [Voir  par  ex.  Z.  Matthiessen, 
Gmndzûge  der  antiken  und  modemen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen,  Leipzig 
187S,  (2*  éd.)  Leipzig  1896,  p.  888/912]  ou  la  solution  au  moyen  des  fonctions 
hyperboliques,  suivant  que  les  trois  racines  sont  réelles  ou  que  deux  d'entre 
elles  sont  imaginaires  conjuguées  [voir  par  ex.  S.  Crûnther^  Die  Lehre  von  der 
gewOhnlichen  und  verallgemeinerten  Hyperbelfunktionen,  Halle  1881,  p.  154]. 

466)  G.  Hauck  [Z.  Math.-Naturw.  Unterricht  12  (1881),  p.  888]  ne  reconnaît 
ces  avantages  qu'à  la  conception  ^géométrique*^  du  calcul  graphique  où  les 
données  et  les  résultats  sont  non  pas  des  nombres,  mais  des  segments  de  droite. 
Cette  façon  de  voir  est  peut-être  un  peu  trop  absolue.  Sans  doute,  dans  le  cas 
de  calculs  très  simples  et  isolés,  il  n'est  presque  jamais  avantageux,  surtout 
quand  on  emploie  une  échelle  métrique,  de  remplacer  par  des  segments 
les  nombres  donnés,  d'effectuer  ensuite  sur  ces  segments  les  constructions  géo- 
métriques qui  correspondent  aux  opérations  à  effectuer  sur  les  nombres  donnés, 
et  enfin  de  traduire  en  nombres  les  résultats  obtenus  sous  forme  de  segments. 
Mais  cette  façon  de  procéder  peut  cependant  être  avantageuse  dans  le  cas  de 
calculs  plus  compliqués,  ou  lorsqu'on  change  d'échelle;  elle  est  souvent  préci- 


Digitized  by  VjOOQIC 


326  B.  Mèhinke.    l  28.   Calcul  par  le  trait.    M.  d'Ocagne. 

Dans  nombre  de  cas  (notamment  pour  la  résolution  de  cer- 
taines équations)  les  méthodes  graphiques  donnent  seules  la  possibilité 
d'une  solution  directe.  Dans  tous  les  cas  où  la  précision  qu'elles 
comportent  n'est  pas  suffisante,  elles  peuvent  au  moins  servir  de 
préparation,  de  complément  et  de  vérification  pour  un  calcul  plue 
rigoureux. 

^L'approximation  qu'elles  comportent  est,  en  tait,  largement  suffi- 
sante dans  une  foule  de  cas  qui  se  présentent  dans  la  pratique;  elle 
l'est,  en  particulier,  presque  toujours  dans  les  applications  qui  se 
rapportent  aux  diverses  branches  de  l'art  de  l'ingénieur^^.'* 

Quoique  le  calcul  graphique  se  soit  surtout  développé  à  partir 
de  la  seconde  moitié  du  19^^°^  siècle,  son  origine  est  plus  ancienne^; 


6086  pour  la  résolution  des  équationg  numériques  et  elle  convient  particulièrement 
aux  cas  où  Ton  applique  la  méthode  logaritlimographique  (n<^  46  à  48). 

457)  Dans  la  première  édition  de  son  ouvrage  fondamental,  K,  (Ck.)  (M- 
fitonti  [Die  graphische  Statik,  Zurich  1864/6,  p.  Y]  déclare  que  l'on  peut  parfaite- 
ment atteindre  ainsi  à  une  précision  de  Viooo*  «I^u^b  hb  préface  (p.  EX)  de  la 
traduction  française  de  cet  ouvrage  par  G,  OUuser,  J.  Jacquier  et  A.  VaHai, 
publiée  sous  le  titre:  Traité  de  statique  graphique,  Paris  1880,  il  est  simplement 
dit  qu*on  atteint  la  précision  requise  pour  les  besoins  pratiques.  Cf.  M,  â^Oeagne, 
Calcul  graphique  et  nomographie  ^),  p.  26.* 

458)  4.A  proprement  parler  on  ne  rencontre  pas  la  moindre  trace  de  véri- 
table calcul  graphique  chez  les  Grecs.  On  dit  souvent  qu'ils  ont  résolu  géomé- 
triquement des  équations  du  second  degré,  mais  en  réalité  ces  solutions  concer- 
naient toujours  certains  problèmes  de  géométrie  qui,  quoique  se  ramenant  à 
la  solution  d'équations  du  second  degré  lorsqu'on  fait  usage  de  nos  notations 
algébriques  modernes,  ne  sont  cependant  pas  de  véritables  solutions  graphiques 
d'équations  du  second  degré. 

Les  Arabes  ne  semblent  guère  non  plus  avoir  fait  usage  de  calculs 
graphiques.  On  a  avancé  [voir  par  ex.  L.  Matthiesien,  Algebra***),  (2*  éd.) 
Leipzig  1896,  p.  924]  que  la  méthode  de  résolution  des  équations  linéaires  que 
les  Arabes  avaient  appelée  „méthode  des  balances^'  était  oziginairemeat  une 
méthode  géométrique;  mais  ce  n'est  là  qu'une  simple  hjx^othèse  qui  est  d'ailleurs 
peu  vraisemblable  [cf.  H.  Swter,  Bibl.  math.  (8)  8  (1907/B),  p.  26].  En  ce  qui 
concerne  les  équations  du  second  degré,  les  Arabes  se  sont  en  réalité  bornés  à 
reproduire  les  constructions  géométriques  des  Grecs  et  cela  uniquement  pour 
vérifier  l'exactitude  des  formules  algébriques  ordinaires.  Cependant  Omar  Jlk- 
hayamî  a  enseigné  [voir  son  Algèbre  écrite  vers  1100,  trad.  par  F.  Wâpdte, 
Paris  1851,  p.  82,  46]  comment  on  peut  résoudre  les  équations  du  troisième 
degré  en  traçant  une  parabole  ou  une  hyperbole  suivant  les  cas,  et  ce  procédé 
pourrait  être  regardé  comme  précurseur  des  calculs  graphiques. 

En  Europe,  on  a  tout  d'abord  attaché  fort  peu  d'importance  aux  construc- 
tions géométriques  d'expressions  algébriques  ou  de  racines  d'équations  données. 
Vers  la  fin  du  le^^me  siècle  seulement,  F.  Viète  a  publié  deux  petits  traités 
,,Effectionum  geometricarum  canonica  reoensio^^  (s.  1.  et  s.  d.,  probablement  avant 
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maifly  vers  la  fin  du  18^^^  siècle  et  pendant  la  première  moitié  du 
]^9ième  BÎ^ey  le  grand  essor  pris  par  les  méthodes  de  calcul  algébrique 
l'avait  quelque  peu  relégué  au  second  plan.  Aussi  quand^  sous  Fin- 
fiuence  de  besoins  nouyeaux  que  le  déyeloppement  de  l'industrie  et 
des  trayauz  publics  avaient  £etit  naître^  les  procédés  graphiques  prirent^ 
dans  la  seconde  moitié  du  19^^™®  siècle,  une  vaste  ampleur^  ils  sem- 
blèrent à  beaucoup  être  entièrement  nouveaux. 

L'essor  pris  de  nos  jours  par  les  procédés  graphiques  vient  sans 
doute  de  ce  qu'ils  se  prêtent  mieux  que  les  méthodes  de  calcul  algébrique 
à  une  application  systématique  et  à  un  déyeloppement  rationnel  des 
méthodes  nouvelles  habilement  mises  en  œuvre  par  les  ingénieurs 
contemporains  pour  résoudre  les  problèmes  qui  se  présentent  jour- 
nellement dans  la  pratique;  quoi  qu'il  en  soit;  l'importance  du  calcul 
graphique  ne  fait  que  croître  d'année  en  année. 

Dans  un  calcul  graphique  tout  dépend  des  conventions  que  Ton 
fait  pour  représenter  géométriquement  les  nombres  sur  lesquels  on 
opère. 

Généralement  on  fournit  une  image  sensible  des  nombres  réels, 
en  établissant  une  correspondance  entre  ces  nombres  et  les  points 
d'une  ligne  (droite  ou  courbe,  plane  ou  gauche)  que  l'on  oriente^') 
par  le  choix,  sur  cette  ligne,  d'une  origine  0,  d'un  sens  positif  et 
d'une  unité  arbitrairement  fixée  qu'on  appelle  le  modîde.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  la  ligne  envisagée  soit  une  ligne  droite  (si 
elle  est  courbe  il  suffit  de  remplacer,  dans  ce  qui  suit,  l'abscisse  Xa 
par  le  nombre  positif  ou  négatif  8^  qui  mesure  l'arc  OA  sur  la  courbe 
orientée).  On  peut  alors  faire  correspondre,  suivant  une  loi  déter- 
minée, à  chaque  point  J.  de  la  droite,  d'abscisse  rr^,  un  nombre  réel 
a  que  l'on  appelle  la  cote  du  point  A.  Pour  éviter  toute  ambiguïté 
on  s'arrange  d'ailleurs  toujours  de  façon  que  la  loi  de  correspon- 
dance soit  parfaite  (I  1,  1). 


)598)  [Opéra,  éd.  F.  van  Sekooten,  Leyde  1646,  p.  289/39]  et  „8npplementum 
geometriae'*  (s.  1.  et  s.  d.,  probablement  avant  1698)  [Opéra,  éd.  F,  van  Schooten^ 
Leyde  1646,  p.  240/67]  dont  le  premier  se  rapporte  aux  constructions  que  Ton 
peut  exécuter  avec  la  règle  et  le  compas,  tandis  que  le  second  contient  certaines 
constructions  permettant  de  résoudre  les  problèmes  du  3*^*  et  ceux  du  4'*™*  degré. 

Ce  n'est  ensuite  que  vers  le  milieu  du  iSi^me  siècle  que  la  théorie  de  la 
construction  des  expressions  algébriques  fait  quelques  progrès  marquants  (cf  n'éé). 
Pour  ce  qui  concerne  la  construction  géométrique  de  racines  d'équations  données, 
voir  la  note  489  (Note  de  G,  Enestrâm)* 

469)  Sur  remploi  des  échelles  ponctuelles  curvilignes,  voir  les  n°*  5S  et  &8 
et  plus  généralement  les  deux  chapitres  sur  la  nomographie  et  les  instruments 
à  calcul  continu. 
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Le  choix  de  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  A 
d'abscisses  x^  de  la  droite  et  les  cotes  a  de  ces  points  joue  natarelle- 
ment  un  rôle  fondamental  Si  l'on  représente  par  fi  le  module  et  si 
la  loi  de  correspondance  est  représentée  par  une  fonction  f(x)y  le 
point  A  d'abscisse  x^  aura  pour  cote  le  nombre  a  tel  que 

Si,  à  côté  des  traits  qui  marquent  les  abscisses  x^  on  inscrit^  les 
cotes  correspondantes  a  on  obtient  une  échéUe^^^  de  la  fonction  f(x). 

Le  plus  simple  est  évidemment  de  prendre  les  cotes  des  différents 
peints  de  la  droite,  proportionnelles  aux  abscisses  de  ces  points;  les 

points  cotés —  3,  —  2,  —  1,  0,  1,  2,  3, sont  alors  équi- 

distants,  et  l'on  dit  que  les  points  A  de  la  droite  dont  les  cotes  sont 
les  nombres  naturels  1,  2,  3,  . . .  forment  une  échelle  routière  (cons- 
tituée par  des  divisions  égales)  ou  métrique  (n~  43  à  46).  Le  module 
de  cette  échelle  est  la  distance  qui  sépare  deux  points  dont  la  cote 
diffère  de  1. 

Parfois  cependant^  et  notamment  en  vue  de  la  résolution  numérique 
d'équations  de  degré  supérieur  au  second,  il  est  plus  avantageux  de 
donner  comme  cote  à  chaque  point  A  de  la  droite  orientée,  d'abscisse 
x^f  le  nombre  a  défini  par 

x^==liloga, 

où  (i  est  un  module  convenablement  choisi.  On  dit  dans  ce  cas  que 
les  points  A  de  la  droite  correspondant  aux  nombres  naturels  forment 
une  échelle  logarithmique*^^*)  (n^  46  à  48).  Le  module  de  cette 
échelle  est  la  distance  des  points  cotés  1  et  10. 

D'autres  échelles  d'un  usage  assez  fréquent  seront  signalées  au  n^60. 

43.  Bmploi  d'une  éohelle  métrique.  Opérations  arithmé- 
tiques  ordinaiTeB.  Dans  le  cas  d'une  échelle  métrique,  on  effectue 
l'addition  de  deux  nombres  réels  quelconques  a  et  &  de  la  manière 
suivante  : 

Soient  0,  A,  B  les  points  de  cotes  respectivement  égales  à  0,  a,  h. 
Lorsqu'on  fait  glisser  le  segment  OBy  le  long  de  la  droite  qui  le  porte, 
jusqu'à  ce  que  son  origine  soit  venue  en  Ay  l'extrémité  de  ce  segment 
vient  en  un  point  déterminé  C  de  cette  droite;  si  c  est  la  cote  de 
ce  point  on  a 

c«  a  +  6. 


469*)  ,Les  échelles  logarithmiques  ne  sont  pas  les  seules  qui  puissent  être 
ntilisées  en  oalcol  graphique.  F.  BotUad  a  fait  un  heureux  emploi  d'échelles 
paraboliques  pour  divers  tracés  intéressant  le  calcul  des  ponts  métalliques  [Ann. 
Ponts  et  Chaussées  (8)  19  (1905)  troisième  trimestre,  p.  165].* 
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La  soustraction  se  ramène  à  l'addition  d'un  segment  changé  de  sens. 
Pour  obtenir  (fig.  25)  la  différence  a  —  &  on  fait  glisser  le  segment  OB^ 
le  long  de  la  droite  qui  le  porte,  jusqu'à  ce  que  son  extrémité  soit 

-♦        -5        -;?       -/         c        i        2        3        4» 

l.i.ilÉ.>il....l....l.ii.li..Jit.tl..i|L..ili«..ii.i.  j....l|iâili..tl.|..liiiil 
0     B         C       A  X 

Fig.  26.    Echelle  métrique. 

venue  en  A^  son  origine  vient  alors  en  un  point  déterminé  C  de 
cette  droite;  la  cote  c  de  ce  point  C  est  égale  ik  a  —  h, 

^L'addition  et  la  soustraction  graphique  ont  été  réalisées  aussi, 
d'une  manière  et  dans  un  but  différents,  par  Ch,  LaUemand^  en 
utilisant  cette  propriété  de  ITiexagone  régulier,  que  la  projection  d'un 
segment  de  droite  quelconque  sur  l'un  de  ses  diamètres  est  égale  à 
la  somme  (ou  à  la  différence  suivant  les  cas)  des  projections  du  même 
segment  sur  les  deux  autres  diamètres.* 

Des  règles  précédentes  relatives  à  l'addition  et  à  la  soustraction 
de  deux  nombres,  on  conclut  aisément  pour  l'opération 

a?  —  a  —  fc  +  c 

la  solution  que  voici  (fig.  26): 

Soient  Ay  B,  C  les  points  de  cotes  a,  &,  c;  on  fait  glisser  le 
segment  BA  le  long  de  la  droite  qui  le  porte  jusqu'à  ce  que  son 
origine  vienne  en  Cj  la  cote  de  son  extrémité  est  alors  x. 

L'addition  et  la  soustraction  de  deux  nombres  apparaissent  comme 
cas  particuliers  de  cette  opération  qui  est  ici  fondamentale;  il  suffit, 

en  effet,  d'écrire 

a+b^a—O+b 
et 

a— 6«a— 6+0 

pour  pouvoir  appliquer  dans  tous  les  cas  la  règle  concernant  l'opéra"? 
tion  dite  fondamentale.  Mais  l'avantage  de  cette  façon  de  procéder 
consiste  surtout  en  ce  que  le  nombre  des  constructions  nécessaires 
pour  ajouter  (ou  soustraire)  des  nombres  réels  quelconques  est  ainsi 
réduit;  pour  détemûner  a  +  b  +  c  par  exemple  (a,  6,  c  positifs  ou 
négatifs)  à  la  manière  ordinaire  il  faut  faire  sept  applications  des 
pointes  du  compas;  il  n'en  faut  faire  que  quatre  si  l'on  applique  la 
règle  concernant  l'opération  fondamentale  à  l'expression 

a  -  (-  5)  +  c. 


460)  ^Les  abaques  hexagonaux  (mémoire  antographié) ,  Paris  1885,  p.  12.* 
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La  multiplication  et  la  diTision  dérivent  de  même  de  Topération 
x^  —Cy  lorsqu'on  y  fait  soit  2»  »  1   soit  o  »  1.     Or  pour  effectuer 

ropération 

a 

il  suffit  de  remarquer  que  la  proportion 

hiav.cix 

conduit  tout  naturellement  à  construire,  avec  les  segments  OAy  OB, 
OC,  OXy  dont  les  extrémités  ont  respectivement  pour  cotes  a,  b,  Cj  x, 
deux  triangles  semblables  ayant,  si  l'on  veut,  un  angle  commun  et 
dont  les  côtés  homologues  sont  fournis  par  cette  proportion.  Dans 
cette  construction  les  points  A  et  B,  de  cotes  a  et  b,  pourront 
d'ailleurs  ^*^),  si  Ton  veut,  appartenir  au  même  triangle  (iig.  26  et  27), 
ou,  si  on  le  préfère,  être  choisis  tous  deux  sur  un  même  côté  de 
l'angle  commun  (fig.  28). 


461)  Quelques  autros  interprétations  se  rencontrent  dans  X.  Cremona^  Elé- 
ment di  calcolo  grafico,  Turin  1874;  trad.  en  allemand  par  M.  CurUe^  Elemente 
des  graphischen  Calculs,  Leipzig  1876;  trad.  en  anglais  avec  le  traité:  Le  figure 
reciproche  nella  statica  grafica,  Milan  1872,  par  Th,  Hudson  Beare,  Qrafical 
Btatics:  two  troatises  on  the  graphical  calculus  and  reciprocal  figures  in  grafical 
staticB,  Oxford  1890.  Le  traité  ,,Le  figure  .  .  .'^  a  été  traduit  en  finuiçais  par 
L.  Bo88îU,  Les  figures  réciproques  en  statique  graphique,  Paris  1886. 

On  peut  par  ex.  représenter  le  rapport  j-  par  la  tangente  ou  par  le  sinus 
d'un  angle.  Dans  ce  dernier  cas,  l'angle  étant  tracé,  on  peut  obtenir  directement, 
au  moyen  du  compas,  la  valeur  de  a?  «  .-  c  [K.  {Ch.)  Culniann,  Statique  graphi- 
que^''), p.  10;  le  cas  de  a>&  est  également  traité  par  K,  {Ch.)  Cuimann]. 

Lorsqu'on  a  à  multiplier  une  série  de  valeurs  c  par  le  même  rapport  -^, 

on  part  de  la  figure  27  ou  de  la  figure  28;  les  extrémités  des  points  de  cotes 
e  et  X  décrivent  alors  des  ponctuelles  semblables  ce  qui  facilite  les  constructions 
et  permet,  si  Ton  veut,  d'efPectuer  de  nombreuses  vérifications.  On  a  aussi  pro- 
posé d'utiliser  le  théorème  d'après  lequel  une  tangente  mobile  à  une  parabole 
détermine,  sur  deux  tangentes  fixes  menées  à  cette  oourbe,  deux  ponctuelles 
semblables  [B.  E.  Coueinery^  Le  calcul  par  le  trait,  Paris  1840,  p.  19],  et 
aussi  le  théorème  d'après  lequel  toute  droite,  passant  par  un  des  deux  points 
réels  conununs  à  tous  les  cercles  d'un  liûsceau  de  cercles,  détermine  sur  ces 
cercles  des  ponctuelles  semblables  [A,  Favaro,  Lezioni  di  statica  grafica,  Padoue 
1877;  trad.  avec  additions  par  P.  Terrier^  Leçons  de  statique  graphique  2,  Calcul 
graphique,  Paris  1886,  p.  17].  Le  problème  envisagé  peut  d'ailleurs  être  con- 
sidéré comme  un  cas  particulier  d'un  problème  plus  général  que  l'on  résout  aussi 
en  utilisant  des  ponctuelles  projectives  et  que  l'on  peut  énoncer  ainsi:  déter- 
miner la  valeur  de  x  correspondant  à  c,  quand  c  et  x  sont  liés  par  une  équation 
bilinéaîre  quelconque  donnée. 
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Les  expressions  de  la  forme 

penyent  s'obtenir  au  moyen  des  polygones  d'addition  et  de  multi- 
plication de  K.  (Ch.)  Cidmann^^^yj  ces  polygones  se  déduisent  d'ailleurs 
aisément  des  polygones  funiculaires  de  la  Statique. 


Pig.  26. 


Fig.  27. 


Fig.  28. 


^n  semble  d'ailleurs  plus  rationnel^  ainsi  que  le  &it  J.  Massau^^ 
de  rendre  le  calcul  graphique  proprement  dit  indépendant  de  la  statique 
en  ramenant  ses  constructions  à  des  considérations  purement  géo- 
métriques et  d'ailleurs  fort  simples. 

Pour  représenter;  par  exemple^  l'expression 


t^+?^+ 


portons  (fig.  29)  sur  OY,  h  partir  de  0,  avec  un  module  a,  des  seg- 
ments mesurés  par  les  nombres  a^,  ct^f  ^s»  •  •  -  P^^  ^^^^  ^^^^  ^^ff^^y 
et  portons  aussi  sur  OX,  à  partir  de  Oy  avec  un  module  fi,  des  seg- 
ments mesurés  par  les  nombres  b^,  b^,  b^,  ...  changés  de  signe;  enfin 
portons  bout  à  bout  sur  OX,  en  partant  de  0,  avec  un  module  y, 
des  segments  mesurés  par  les  nombres  e^,  c^y  c^,  -  -  »  pns  avec  leur 
signe.  Si  l'on  trace  la  lig^e  polygonale  Op^p^p^  . , ,,  dont  les 
côtés  Op^,  PxP%}  P%Pt}  •  •  •  sont  respectivement  parallèles  aux  droites 


462)  K.  {Ch,)  Ouknann,  Ghraph.  Statik^'^,  (2'  éd.)  p.  21;  Statique  graphi- 
que"'), p.  29. 

En  construisant  une  série  de  polygones  funiculaires,  on  peut  obtenir  de 
même  les  valeurs  de  certaines  expressions  plus  compliquées  telles  que 

cf.  JT.  (C^.)  Cuîmann,  Graph.  Statik"'),  (2«  éd.)  p.  2S;  Statique  graphique"»), 
p.  26. 

468)  Voix  Tarticle  sur  la  statique  graphique  dans  le  tome  lY  de  TEncyclopédie. 

464)  «/.  Massau,  Annales  de  Tassociation  des  ingénieurs  sortis  des  Ecoles 
spéciales  de  Gand  (1)  2  (1877/8),  p.  18,  208;  Mémoire  sur  l'intégration  graphique, 
livres  I  et  II,  Bruxelles  1878;  (2«  éd.)  comprenant  les  livres  I  à  VI,  Liège  1887.* 
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B.  Mthmke.    I  88.   Calcul  par  le  tnût.    M.  d'Oeagne. 


^i\)    ^t^»    ^s^sf  •  ■  V    ®^    ^'^^^    1^    sommets    sont    situés    sor   les 
parallèles  &  OY  menées  par  c^,  c,,  Cf,  . . .,  on  Toit  que,  d'une  manière 


Y 


^. —-7 

I    ^*i — \     I     m 


X 


6, 


Fig.  29. 


*i--- 


I54.JL9  .  1Î7^?!^ 


générale^  Tordoimée  du  point  p^,  mesurée  arec  un  module  d  tel  que 

ay  '='  pd,  est  égale  à  ^  J  c^.     Ainsi   que   Fa  fait   voir  X  Massau, 

toutes  les  opérations  du  calcul  graphique,  y  compris  même  Fint^ration 
graphique,  peuvent  se  ramener  à  cette  construction  fondamentale.* 

En  répétant  plusieurs  fois  les  constructions  précédentes,  on  peut 
obtenir  graphiquement  les  valeurs  de  nombres  représentés  par  des 
produits  de  plus  de  deux  facteurs  et,  par  conséquent  aussi,  celles  des 
puissances  entières  quelconques  de  nombres  réels  donnés^.  Mais 
il  est  souvent  plus  avantageux  d'éviter  ces  répétitions  en  traçant  une 
fois  pour  toutes  une  spirale  logarithmique,  convenablement  choisie. 

D'une  façon  générale,  au  lieu  d'effectuer  une  suite  de  constructioDS 
graphiques  dont  chacune  correspondrait  à  l'une  des  opérations  arith- 
métiques qu'exige  l'application  d'une  formule,  il  y  a  avantage,  le  plus 
souvent,  à  utiliser  les  propriétés  d'une  ou  de  plusieurs  courbes,  tracées 
une  fois  pour  toutes  en  vue  du  but  final  que  l'on  veut  atteindre. 


465)  Voir  L.  Cremona,  Galcolo  grafico***),  p.  86,  86;  A,  Favaro,  trad. 
P.  Terrier  2,  Caictd  graphiqne^'^),  p.  24,  85.  Des  constnictionB  poui  les  po- 
IjBomes  entiers  qui  ont  été  indiquées  an  n*"  44,  on  tire  aussi,  comme  cas  parti- 
culiers, des  méthodes  graphiques  pour  l'élévation  aux  puissances;  par  exemple  de 
la  construction  de  E.  LiU*^^  résulte  aisément  la  méthode  graphique  d'élévation 
aux  puissances  qui  fut  donnée  plus  tard  par  F.  BeuUaux  [Der  Eonstmkteor, 
(3«  éd.)  Brunswick  1869,  p.  84;  cf.  L,  Oremona,  Calcolo  grafico*«'),  p.  50]. 
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Ainsi  il  est  tonjoors  possible  de  tracer  une  spirale  logarithmique 
et  une  spirale  d'Archimède  (fig.  30)  de  façon  ^^)  que  chaque  multi- 
plication^^^ se  ramène  à  une  simple  addition 
de  segments,  que  chaque  élévation  à  une 
puissance  se  ramène  à  une  simple^^)  mul- 
tiplication de  segments,  et  que  chaque  ex- 
traction de  racine  se  ramène  à  une  simple 
division  de  segments  ^*^.  L'ensemble  des 
deux  spirales  ainsi  tracées  équivaut  alors, 
pour  le  calcul  graphique^^®),  à  l'emploi  des 
logarithmes  pour  le  calcul  numérique^^^). 

Supposons  par  exemple  (fig. 30)  que  Ion 
veuille  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre 
positif  donné  x.    Du  pôle  0  comme  centre  Fig.  ao. 

avec  un  rayon  égal  à  a?  on  tracera  une  cir- 
conférence de  cercle  qui  coupera  la  spirale  logarithmique  au  point  x. 
Le  vecteur  Ox  coupant  la  spirale  d'Archimède  au  point  y,  on  mar- 
quera sur  le  rayon  Oy  le  point  a  à  une  distance  de  0  égale  au  tiers 
de  Oy,  La  circonférence  tracée  de  0  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à  Ob  rencontrera  la  spirale  d'Archimède  en  un  point  u.  La 
valeur  de  yx  sera  donnée  par  le  vecteur  de  la  spirale  logarithmique 
dirigé  suivant  Ou. 

Dans  tous  les  cas  où  l'emploi  des  logarithmes  serait  avantageux 
pour  les  calculs  numériques,  on  atteint  d'ailleurs  le  même  but  en 
utilisant,  au  lieu  des  deux  spirales  envisagées,  une  courbe  logarith- 


466)  B.  E.  CotMineryy  Calcul  par  le  trait  *•'),  p.  44;  A.  Faviwo,  trad. 
P.  Terrier  2,  Calcul  graphique  *«*),  p.  42,  62. 

467)  On  dispose  les  deux  spirales  de  façon  que,  aux  rayons  vecteurs  de  la 
spirale  d'Archimède,  croissant  en  progression  arithmétique,  soient  superposés  les 
rayons  vecteurs  de  la  spirale  logarithmique,  croissant  en  progression  géométrique. 
Si,  en  coordonnées  polaires,  l'équation  de  la  spirale  logarithmique  envisagée  est 
roBe*"^,  celle  de  la  spirale  d'Archimède  qu'on  lui  adjoint  sera  r^^a^;  a  et  m 
désignent  ici  des  constantes  positives. 

468)  Pour  les  constructions  les  plus  avantageuses  relatives  à  la  spirale 
logarithmique,  voir  aussi  L,  Cremona^  Calcolo  grafico*^^),  p.  40. 

469)  «L'usage  de  la  spirale  logarithmique  a  été  recommandé  dès  1676 
par  /.  CoUins  {voir  par  ex.  A.  Favaro,  Bibl.  math.  (2)  6  (1891),  p.  24].* 

470)  Pourvu  que  les  nombres  soient  représentés  par  des  segments  qui  leur 
soient  proportionnels. 

471)  Ce  fait  résulte  de  ce  que  si  r'^a^f  est  l'équation  en  coordonnées 
polaires  de  la  spirale  logarithmique,  et  ç^g>  ceUe  de  la  spirale  d'Archimède, 
on  a  9  »  loga  r. 


Digitized  by  VjOOQIC 


334  B.  Mehmke.    I  88.   Calcul  par  le  trait.    M.  éTOcagne. 

miqae  convenablement  choisie.  J.  Maîttard  de  la  Goumerie^'^^  prenait 
ponr  cette  courbe  logarithmique  une  courbe  dans  laquelle  les  abscisses 
sont  proportionnelles  aux  logarithmes  des  nombres  représentés  par 
les  ordonnées  correspondantes.  L,  Oremona^''^  prenait^  au  contraire, 
pour  courbe  logarithmique  une  courbe  dans  laquelle  les  ordonnées  sont 
proportionnelles  aux  logarithmes  des  nombres  représentés  par  les  abs- 
cisses. Ces  deux  courbes  rendent  d'excellents  services  dans  la  pratique; 
en  utilisant  Tune  ou  Tautre,  les  constructions  que  l'on  a  à  effectuer 
en  coordonnées  rectangulaires  sont  tout  à  fait  semblables  à  celles  qui 
en  coordonnées  polaires  correspondent  à  l'emploi  des  deux  spirales 
ci-dessus  envisagées. 

Lorsqu'on  a  à  calculer  graphiquement  un  grand  nombre  de 
puissances  ayant  pour  exposant  le  même  nombre  rationnel  n  (positif 
ou  négatif)  il  est  souvent  commode  d'introduire,  plutôt  que  toutes 
autres  y  les  courbes  dites  courbes  de  puissances  qui  ont  pour  équation, 
en  coordonnées  polaires, 

r  —  séc"  q>. 

jR.  Descaries^'^*)  avait  eu  recours  à  ces  courbes  en  1637  dans 
sa  Géométrie.  Jl  les  avait  même  déjà  probablement  considérées  ^^^) 
dès  1619.*  n  avait  de  plus  indiqué  un  mécanisme  permettant  de 
les  engendrer. 

Plus  récemment  J.  Schlesinger*'^^)  a  insisté  sur  l'usage  que  Ton 
peut  faire  de  ces  courbes  pour  l'objet  que  Ton  a  ici  en  vue.  On  peut 
ainsi,  en  particulier,  calculer  les  racines  à  indice  entier  positif  quel- 
conque par  une  méthode  graphique  d'approximation  qui  a  été  exposée 
par  A.  Favaro^'^''), 

Lorsqu'on  veut  effectuer  des  calculs  graphiques  sur  des  nombres 
complexes,  on  commence  par  représenter  géométriquement  ces  nombres 
par  des  points  situés  dans  un  même  plan  et  ayant  pour  abscisses  les 
parties  réelles  des  nombres  envisages,  pour  ordonnées  les  parties  pure- 
ment imaginaires  de  ces  mêmes   nombres.     Pour  effectuer  sur  ces 


478)  Traité  de  Géométrie  descriptive  8,  Paris  1864,  p.  197  et  figure  461. 
478)  Caloolo  grafico*«»)i  P-  *2. 

474)  Géométrie,  Leyde  1687,  livres  2  et  8;  éd.  Ch.  Adam  et  P.  Tamnery 
6,  Paris  1908,  p.  891,  448. 

475)  «Voir  L.  A.  Foucher  de  Careil  [Œuvres  inédites  de  Descartes  1,  Paris 
1869,  p.  41]  et  Texplication  de  ce  passage  par  G.  EnesMm  dans  22.  Desecaies 
[Œuvres,  éd.  Ch.  Adam  et  P.  Tawnery  10,  Paris  1908,  p.  884^]*. 

476)  Z.  des  6sterreischen  Ingénieurs-  und  Arohitekten-Yereins  18  (1866), 
p.  166.    Voir  aussi  A.  Favaro^  trad.  P.  Terrier  8,  Calcul  graphique  *•*),  p.  67. 

477)  A.  Favaro,  trad.  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique**^),  p.  64. 
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nombres  les  opérstions  élémentaires  de  Tarithmétique  on  fiait  inter- 
venir lenrs  valeurs  àbsdhnes  et  leurs  arguments  [cf.  I  5,  3]. 

Ici  encore^  il  est  avantageux  de  ramener  les  additions  et  sous* 
tractions  à  l'opération  fondamentale 

a:  —  a  —  6  H-  c, 

et  de  ramener  les  multiplications  et  divisions  à  Topération  fonda- 
mentale 

a 

Si  Ton  désigne  par  Ay  By  C,  0  les  points  du  plan  des  nombres  com- 
plexes qui  représentent  les  nombres  a,  b,  c,  0,  il  suffit,  pour  obtenir 
le  point  X  représentant  le  nombre 

flj  =-  a  —  6  +  c, 
de   construire   le   vecteur   CX  équipoUent   (c'est-à-dire   parallèle;  >de 
même  sens  et  de  même  longueur)  au  vecteur  BA.    Pour  obtenir  le 
point  X  représentant  le  nombre 

a 

il  suffit  de  construire  un  triangle  OCX  semblable  au  triangle  OBA 
et  ayant  en  0  un  angle  {OC,  OX)  mesuré  par  le  même  nombre  que 
l'angle  (OS,  OA). 

Pour  faciliter  l'élévation  aux  puissances  ou  l'extraction  des  racines 
quand  l'exposant  ou  l'indice  se  repète  souvent,  il  est  encore  avantageux 
de  tracer  une  fois  pour  toutes,  dans  le  plan  des  nombres  complexes, 
une  spirale  logarithmique  et  une  spirale  d'Archimède  convenablement 
choisies. 

44.  Bmploi  d*une  échelle  métrique.  Calcul  des  polynômes 
entiers  et  résolution  des  équations  à  une  inconnue.  Dès  1761 
J.  A.  de  Segner^'^^  a  proposé  une  construction  assez  simple,  indiquée 


478)  NoTi  Comm.  Acad.  Petrop.  7  (1768/9),  éd.  1761,  p.  211. 

Cette  construction,  comme  toutes  celles  qui  parurent  ensuite  [sauf  cepen- 
dant celle  qui  repose  sur  remploi  de  la  méthode  logarithmique  exposée  au  n*'  47] 
repose  essentiellement  sur  Tintroduction  de  variables  auxiliaires  définies  en  posant 
successivement 

g^^a^x  +  a^,       jBr,=«£rja?  +  a,=a^a?"  +  aia?  +  a^, 

enfin 

/.  A.  de  Segner  commence  par  effectuer  la  construction  suivante  qui  est 
toiigours  la  même  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  de  x. 
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schématiquement   sur   la  fig.  31^   permettant   d'obtenir  aisément;   an 

moyen  d'nne  échelle  métrique,  la  valeur 
d'une  fonction  rationnelle  entière  0  d'une 
variable  x 

z  —  f{x)  =  a^af  +  a^af  -  * 

à  coefficients  numériques  réels  donnés  a^^ 
di,  Oif  '  ' .,  «„_i,  a«  pour  chaque  valeur 
de  la  variable  x.  Dans  le  courant  du  19**™* 
siècle,  on  a  ensuite  donné  plusieurs  autres 
constructions  permettant  d'atteindre  le 
même  résidtat  au  moyen  d'une  échelle 
Fig.  81.  métrique.     Mais,  parmi  ces  constructions, 

celle  de  E,  LiU^''^)  est  la  seule  qui  soit 
aussi  simple  et  aisée  à  appliquer  que  celle  de  J.  A,  de  Segner. 


Ci 

"^^t-"" 

> 

^t 

a 

P 

^ 

....-^ 

1 

Pn-t 

er- 

f 

^ 

^n7^ 

m X H             1 

^ /. 

---->< 

Sur  une  droite  indéfinie  but  laquelle  (fig.  31)  on  fixe  Taxe  des  jet,  on  porte 
d'abord,  à  partir  de  Torigine  0,  des  segments  00^,  O^O^^O^O^,.  ..^OnOn-^-i 
mesurés  snr  cet  axe  respectivement  par  les  nombres  a^ ,  o^ ,  o^ , . . .  a»  (en  sorte 
que  chacun  de  ces  segments  OiOiJ^x  soit  dirigé  suivant  —  O5  quand  le  nombre 
correspondant  (h  est  positif,  et  suivant  -{-  Oz  quand  ai  est  négatif).  Par  le 
dernier  point  On+t  ainsi  obtenu  on  mène  ensuite  une  droite  perpendiculaire  à 
Taxe  des  z  et  sur  cette  perpendiculaire  on  fixe  Taxe  des  x  (en  sorte  que  On  +  \ 
est  pris  pour  origine  du  système  de  coordonnées  des  x^  z).  Par  le  point  d'abs- 
cisse 1  de  l'axe  des  x  on  mène  à  l'axe  des  z  une  parallèle  P;  soit  p  le  point 
d'intersection  de  la  droite  P  avec  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  le 
point  0;  on  joint  le  point  p  au  point  0,. 

Ceci  posé,  pour  obtenir  la  valeur  de  z  correspondant  à  une  valeur  donnée 
de  Xy  on  mène  à  l'axe  des  z  une  parallèle  Q  à  une  distance  x\  on  marque  le  point 
d'intersection  qx  à»  Q  avec  0^p\  par  le  point  q^  on  mène  la  parallèle  ^Pi  ^ 
Taxe  des  x\  on  joint  au  point  0,  le  point  p^  d'intersection  de  q^p^  et  de  P  et 
Ton  continue  ainsi,  ce  qui  fournit  successivement  une  suite  de  points 

2li  Al  &i  fti  •••»  2»-ii  P*-iy 
on  marque  enfin  l'intersection  qn  de  la  droite  Q  avec  la  droite  qui  joint  pn-x 
k  On-    La  valeur  cherchée  f{x)  est  égale  à  l'ordonnée  z  du  point  g*.    Si  Ton 
déplace  Q  parallèlement  à  l'axe  des  5,  qn  décrit  la  courbe  z=^f{x). 

Cette  construction  a  été  retrouvée  par  O.  BéUavitis  [voir  A,  jPaooro,  trad. 
P.  Terrier  2,  Calcul  graphique^*'),  p.  204].  «Elle  se  trouve  réalisée  matérielle- 
ment dans  l'appareil  de  /.  Bawning  [Philos.  Trans.  London  60  (1770),  p.  240] 
cité  plus  loin  (n«  60).* 

^F.  BouUtd  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (8)  22  (1906)  deuxième  trimestre, 
p.  255]  a  fait  connaître  une  nouvelle  méthode,  dérivée  de  celle  des  points  alignés 
[voir  n**  52],  qui  utilise  des  segments  relevés  non  sur  des  échelles  métriques,  mais 
sur  des  échelles  paraboliques.* 

479)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  65  (1867),  p.  854  [précédemment  communiqué  par 
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E.  Lm^  détermine  la  fonction  f{x)  an  moyen  d'une  ligne  poly- 
gonale OOy^  0^0^. . ,  0„^i  (fig.  32)  dont  tons  les  angles  sont  droits 
et  dont  les  côtes  représentent 
à  nne  échelle  arbitraire  les 
coefficients  donnés  a^y  a^,  a^, 
. . .,  a,.  La  direction  d'un 
côté  quelconque  résulte  de 
celle  du  côte  précédent  par 
la  rotation  d'un  angle  droit 
dans  le  sens  direct  ou  dans 
le  sens  rétrograde  suivant 
que  les  coefficients  correspon- 
dants ont  le  même  signe  ou 
sont  de  signes  contraires^.  Yig.  88. 

^Une  telle  ligne  peut  être 
dite,  avec  L,  Deny^'^^),  un  nOrfhogonef*.* 

La  figure  32  est  construite  pour 

ao-1,    ai -4,    a^^S,    «j 2 

et  permet  donc,  comme  on  le  verra  (p.  338),  d'obtenir,  pour  chaque 
valeur  donnée  de  x,  la  valeur  de  la  fonction  rationnelle  entière 
e^x^+4x^+3x  —  2. 

Parmi  les  autres  constructions  de  la  valeur  d'une  fonction  ration- 
nelle entière  z  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable  Xy  nous  men- 
tionnerons ici  une  construction  de  A,  WincMer^^)  et  une  construction 
de  K  Wehage^^, 

H,  Eggers*^)  envisage  l'expression  plus  générale 
g^a^x^x^..,x^  +  aiX^Xi...x^_,  +  a^x,x^..,x^_^  +  ,.,  +  a^^^x^  +  a^] 

pour  faciliter  les  constructions  qui  permettent  de  déterminer  graphique- 
ment les  valeurs  de  z  pour  des  valeurs  données  de  x^,  x^,  .  . .,  x^,  il 


„uii  abonné*',  Nouv.  Ann.  math.  (2)  6  (1867),  p.  869];  X.  Oremona^  Galcolo 
grafico"*),  p.  47;  A.  Favaro,  trad.  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique"*)  p.  197. 
4S0)  «Ce  mode  de  représentation  des  polynômes  a  encore  été  retrouvé  par 
G.  Amaux  [Assoc.  fir.  avanc.  se.  20  (Marseille)  1891',  p.  246;  Bull.  Soc.  math. 
France  21  (1893),  p.  87]  ainsi  que  par  L.  Deny  qui  Ta  étudié  très  à  fond  [Nouv. 
Ann.  math.  (4)  6  (1906),  p.  198].* 

481)  A.  Windcler,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  63  II  (1866),  p.  826. 

482)  H,  Wéhage,  Z.  des  Yereins  deutscher  Ingenieure  21  (1877),  p.  106; 
figures  4  et  6  sur  la  feuille  8  du  texte;  on  retrouve  encore  ici  (fig.  1  à  8)  la  con- 
struction de  E.  X»n*^*). 

483)  Grundzûge  einer  graphischen  Arithmetik,  Progr.  Schaffhouse  1866, 
p.X7. 

Eneyelop.  det  icieno.  mathémat    I  4.  22 
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introduit  n  angles  auxiliaires  dont  les  tangentes  trigonométriques  sont 
respectivement  égales  à  ces  valeurs  données  à^  x^^y  x^y  . .  .y  x^.  Afin  de 
pouvoir  exécuter  les  constructions  avec  la  règle  et  le  compas  seule- 
ment, K.  (Ch,)  Cuhnann^  introduit  plutôt  des  angles  dont  les  sinus 
sont  respectivement  égaux  à  x^,  x^y  . . .,  x^. 

Pour  obtenir  la  valeur  d'une  fonction  rationuelle  entière  f{x) 
qui  correspond  à  une  valeur  donnée  de  la  variable  x  on  peut  inscrire 
dans  le  premier  orthogone  00^0^0^  ,,.  0^^^  de  la  construction  de 
E.  LUI  (fig.  32)  un  second  orfchogone  Op^  i>2  •  •  *  Pn9  ^^  ^®  ^y  ^^^^  ^^ 
côtés  successif  Op^y  p^^y  , ,  .y  p^^^p^  font  avec  les  côtés  successife 
OO^y  O^O^y  ...y  O^^^O^  dcs  auglcs  tp  égaux  à  arctgâ;  et  dont 
les  sommets  successifs  Pi^Pi^-'-yPn  sont  respectivement  situés  sur 
les  côtés  O^Of,  O^O^y  . . .,  0^0^^^  de  Torlhogone.  Le  vecteur  p^O^^^ 
fournit  alors,  avec  la  même  échelle,  la  valeur  cherchée  de  la  fonction 
f(x)^^y  Ainsi,  sur  la  figure  32,  où  ç)  =»  arctg  -J-,  le  côté  ^ O4  fournit 
la  valeur  |  de  la  fonction  a^  +  4a;*  +  3a?  —  2  pour  a;  —  J  • 

.Si  le  second  orthogone  ainsi  tracé  est  tel  que  p^  coïncide  avec 
^11+1;  ^  valeur  correspondante  de  tgç)  (ç)  étant  l'angle  que  fait,  sur 
la  figure  32,  0  0^  avec  Op^)  fournit  une  racine  a:  =>  tg  9  de  Téquation 
f(x)  —  0.  On  dit  alors  que  Forthogone  Op^p^  *  -Pn  ®^^  ^"^  polygone 
(ou  orthogone)  résdvant^^)  de  l'équation  f(x)  —  0.  En  général,  on 
ne  peut  obtenir  cette  valeur  de  tp  que  par  tâtonnements.  Ces  tâtonne- 
ments peuvent  d'ailleurs  être  facilités  par  des  dispositifs  spéciaux. 

E.  LiU^'^)  a  étendu  sa  méthode  au  cas  d'une  variable  complexe 
et  d'une  fonction  à  coefficients  complexes. 


484)  Graph.  SUtik*"),  (2«  éd.)  p.  17;  Statique  graphique**^,  p.  17. 

485)  La  ligne  Op^  Pa  •  •  «Pu  P^^^  ^^  V^^^  P^^^  ^^®  représentation  graphique 

de  la  fonction  -^-^ — ^-^-^  qui  est  de   degré  (n  —  1)  en  J.    Voir  à  ce  sujet 

fi  —  X 

L,  Oremona  [Calcolo  grafico^*'),  p.  47]  qui  donne  aussi,  au  même  endroit,  des 
propriétés  plus  générales  des  diagrammes  dont  on  fait  usage  en  appliquant  la 
méthode  de  E.  IM. 

f(x) 

486)  L'équation  -^  «:  »  0,  dont  le  premier  membre  s'obtient  en  égalant  à 

05—6 

zéro  le  quotient  de  la  division  de  la  fonction  rationnelle  entière  f[x)  par  le  bi- 
nôme x  — - 1  relatif  à  une  racine  £  de  l'équation  algébrique  f(x)  —  0,  peut  être 
représentée  graphiquement  par  une  ligne  résolvante  de  Téquation  f(x)  «-•  0.  Cela 
résulte  immédiatement  du  fait  énoncé  dans  la  note  485. 

f(x) 
L'équation  t  \  /  — T\  ~  ^»  ©^  êi  i  êi  désignent  deux  racines  de  Téqua- 

tion  /'(â;)s»0,  peut  aussi  être  représentée  graphiquement;  voir  à  ce  sigetJ?.  LîS 
[C.  B.  Acad.  se.  Paris  66  (1867),  p.  857],   L.  Cremona  [Calcolo  grafico^*^),  p.  49]. 

487)  Communiqué  par  „E,  J.''    Nouy.  Ann.  math.  (8)  7  (1868),  p.  868. 
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Pour  obtenir  graphiquement  les  racines  réelles  d'ane  éqnation 
quelconque  donnée 

à  coefficients  réels,  il  suffit  de  prendre  comme  abscisses  et  ordonnées 
d'un  même  point  dans  un  plan  donné,  les  valeurs  correspondantes 
de  la  variable  x  et  de  la  fonction  z^f{x)'^  l'équation  e^f{x)  sera 
alors  représentée  dans  ce  plan  par  une  courbe  déterminée  et  les 
abscisses  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  e  »  f{x)  avec  Taxe 
des  x*^)  seront  manifestement  les  racines  réelles  cherchées  de  Téqua- 
tion  f{x)  —  0. 

Au  ]ieu  d'opérer  ainsi  il  est  souvent  plus  commode  de  construire 
deux  courbes  choisies  de  telle  sorte  que  l'élimination  de  z  entre  leurs 
équations  tp{x^  xr)  »  0  et  ^>{Xy  jer)  »  0  donne  précisément  l'équation 
f{x)  -*  0  qu'il  s'agit  de  résoudre^*);  les  abscisses  x  des  points  d'inter- 
section de  ces  deux  courbes  sont  les  racines  cherchées. 


488)  Au  lieu  de  chercher  ainsi  Tintersection  de  la  courbe  t^:^f{x)  et  de 
Taxe  des  a;,  A,  Siebel  [Arch.  Math.  Phja.  (1)  66  (1874),  p.  422]  prend  une  courbe 
arbitrairement  fixée  z  •»  F{x\  qu'il  coupe  par  la  courbe  s^^F{x)  —  kf(x\  où  k 
désigne  une  constante  arbitraire;  les  abscisses  x  des  intersections  de  ces  deux 
courbes  sont  les  racines  de  Téquation  donnée  f(^)  »=  0.  A.  Siebel  choisit  tou- 
jours la  fonction  F(x)  et  la  constante  arbitraire  k  de  façon  que  les  deux  courbes 
envisagées  tournent,  à  partir  d*une  certaine  valeur  de  a;,  leur  convexité  vers 
Taxe  des  z;  dans  son  mémoire  il  donne  d'ailleurs  [id.  p.  434]  le  moyen  de  re- 
connaître facilement  si  deux  arcs  de  courbe  se  coupent  ou  non  dans  une  partie 
donnée  du  plan  limitée  par  deux  parallèles  quelconques  données  lorsque,  dans 
cette  partie  du  plan,  les  deux  arcs  de  courbe  tournent  tous  deux  leur  concavité 
ou  tous  deux  leur  convexité  vers  une  même  droite  parallèle  aux  deux  parallèles 
données. 

489)  C'est  là  Tidée  la  plus  ancienne,  sur  laquelle  on  faisait  reposer  jusqu'à 
J.  A,  de  Segner  la  résolution  géométrique  des  équations  [cf.  note  458]  ou  comme 
on  disait  autrefois,  la  ^construction"  des  équations. 

Dans  rétude  des  équations  de  degré  plus  grand  que  deux,  on  s'est  pendant 
bien  longtemps  attaché  à  obtenir  les  racines  en  ne  faisant  usage  que  de  sections 
coniques  ou  tout  au  moins  de  courbes  du  degré  le  moins  élevé  possible  [voir 
B.  DezearUz,  Géom.^'^)  livre  S;  Œuvres  6,  p.  443]  ou  bien  en  ne  faisant  inter- 
venir que  des  courbes  d'une  construction  mécanique  aussi  simple  que  possible 
[voir  L  Newton,  ^quationum  construotio  linearis,  Appendice  à  son  Arithmetica 
universalis,  Cambridge  1707;  nouv.  éd.  Lejde  1732,  p.  212/6;  Opéra,  éd. 
S.  Horsley  1,  London  1779,  p.  201;  trad.  N,  Beaudeux  2,  Paris  an  X,  p.  68]. 

Au  point  de  vue  actuel,  qui  résulte  principalement  du  développement  de 
la  géométrie  descriptive  et  des  méthodes  graphiques  au  19^*°**  siècle,  il  importe 
peu  que  les  courbes  soient  décrites  au  moyen  d'un  mécanisme  ou  qu'elles  soient 
obtenues  en  reliant  des  points  isolés  au  moyen  d'un  trait  continu  tracé  à  la 
main  suivant  la  forme  qu'un  œil  exercé  arrive  aisément  à  discerner;  dans  ce 

22* 
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Pour  résoudre  graphiquement  les  équations  du  second  degré^  la 
méthode  de  E.  LiU  est  peut-être  la  plus  commode  de  toutes  celles 
que  Ton  connaisse**^). 

Pour  résoudre  graphiquement  les  équations  du  troisième  ou  du 
quatrième  degré,  on  possède  encore  une  autre  méthode  très  simple 
qui  repose  sur  l'emploi  d'une  parabole  tracée  d'avance  une  fois  pour 
toutes***). 


dernier  cas,  ces  points  isolés  eux-mêmes  peuvent  tout  aussi  bien  être  déter-- 
minés  par  le  calcul  que  par  une  construction  géométrique.  Quand  il  s^agit 
d'équations  algébriques,  on  les  détermine  souvent  en  faisant  usage  de  la  méthode 
de  J.  A.  de  Segner"')  ou  de  celle  de  E.  LiU^'"^, 

^Dans  ce  même  ordre  d'idées  L  Barratc  [Lectiones  geometricae,  Londres  1670; 
Mathematical  works,  éd.  W.  WheweU,  Cambridge  1860,  p.  300/9,  814/6;  cf.  aussi 
la  lettre  de  H,  Oldenbourg  à  G,  TT.  Leibnie  datée  du  12  avril  1675;  Werke, 
éd.  C  /.  Gerhardt,  Math.  Schr.  1,  Berlin  1849,  p.  6S/4]  a  indiqué  une  construction 
des  racines  de  l'équation 

açX'*  +ajflp«-iH (-a«-i«  +  o*  -»  0 

au  moyen  de  l'intersection  de  la  ligne  droite  y  ss  —  a»  et  de  la  courbe 

y  —  a^a?»  +aj«»-iH |-a*-i  « 

ou  bien  de  la  ligne  droite 

y -(-««)" 

et  de  la  courbe 

i 

Pour  obtenir  ces  mêmes  racines,  Jacques  Bemoiélli  [Oeometria  a  Renato  Descartes  2, 
(nouv.  éd.)  Francfort  s/M.  1696,  p.  446/7;  Opéra,  Genève  1744,  p.  690/1]  a  proposé 
de  construire  les  points  d'intersection  de  la  droite  y^a^x  et  de  la  courbe 

a,  On-l  g« 

(Note  de  G.  Enestrôm)* 

490)  E.  Lia,  G.  B.  Acad.  se.  Paris  66  (1867),  p.  867;  X.  Oremona,  Calcolo 
grafico**»),  p.  49;  A.  Favaro,  trad.  par  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique  **>),  p.  208; 
autres  méthodes  dans  L.  Matihiessen,  Grundsûge  der  antiken  und  modemen  Al- 
gebra  der  litteralen  Gleichungen,  (2*  éd.)  Leipsig  1896,  p.  926;  A.  Favaro,  trad. 
par  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique  ♦•*),  p.  282,  284. 

491)  La  solution  donnée  pour  la  première  fois  par  K  Deêoartes  [Géom.*'^, 
livre  8;  Œuvres  6,  p.  464/9]  au  moyen  d'une  parabole  fixe  et  d'un  cercle  que 
Ton  dessine  dans  chaque  cas,  a  été  retrouvée  par  E.E.E.  Huppe  [Archiv  Matiu 
Phys.  (1)  66  (1874),  p.  110]  qui  l'a  ensuite  étendue  à  la  détermination  des 
racines  imaginaires  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  d^^  [Archiv 
Math.  Phys.  (1)  69  (1888),  p.  216].  La  question  a  été  traitée  à  un  point  de  vue 
plus  technique  par  A,  Adler  [Z.  des  Gsterreichischen  bigenieurs-  und  Archiiekten- 
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D'autres  méthodes  convenant  à  la  résolution  d'équations  algébriques 
de  degré  peu  élevé  ont  été  données  par  M.  d'Ocagne,  C.  Beuschle  et 
plusieurs  autres  géomètres;  elles  seront  mentionnées  aux  n°'  53,  54 
et  55. 

Un  procédé  général  et  pratique  permettant  d'obtenir  graphiquement 
les  racines  complexes  (réelles  et  imaginaires)  d'une  équation  à  coeffi- 
cients complexes  a  été  donné  par  H.  Scheffler^^^),  Si  l'on  désigne 
par  y  la  partie  réelle  et  par  iz  la  partie  purement  imaginaire  de  Xy 
en  sorte  que 


Vereins  42  (1890),  p.  146].  En  ce  qui  concerne  les  équations  complètes  du 
troisième  degré,  voir  aussi  une  méthode  de  J.  ^oHn  [Sitzgsb.  b5hm.  Ges.  Prag 
1876,  p.  6]  dérivée  de  celle  de  E,  LiU.  Pour  résoudre  les  équations  algébriques 
du  troisième  et  du  quatrième  degré,  au  iT^^m»  siècle  on  employait  aussi  Thyper- 
bole  et  le  cercle  [F,  van  Schooten  (dans  sa  2*  éd.  latine  de  la  Géométrie  de 
j8.  Descartes)^  Geometria  a  Renato  Descartes  1,  Amsterdam  1659,  p.  326/8]  ou  (au 
moins  implicitement)  la  conchoïde  et  le  cercle  [J.  Netoton,  Arith.  univ.*"^, 
éd.  Leyde  1732,  p.  216;  Opéra,  éd.  S.  Horsley  1,  p.  204/6;  trad.  N.  Beaudeux 
a,  p.  67]. 

La  résolution  projective  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré 
due  à  M.  ChasUs  au  moyen  d'une  section  conique  arbitraire  donnée  et  d'une 
autre  section  conique  tracée  par  points  n'a  d'intérêt  qu'au  point  de  vue  géomé- 
trique [C.  B.  Acad.  se.  Paris  41  (1866),  p.  677].  Une  extension  de  ce  procédé  de 
M.  Chaales  au  cas  des  racines  complexes  des  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degrés  se  trouve  dans  A.  Adkr  [Die  graphische  AuflSsung  der  Glei- 
chungen,  Progr.  Klagenfurt  1891,  p.  19]. 

En  ce  qui  concerne  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré,  voir 
encore  J3.  Klein,  Théorie  der  trilinear-symmetrischen  Elementargebilde,  Habili- 
tationsschrift,  Marbourg  1881,  p.  67. 

Au  stget  de  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré  au  moyen  d'une 
cubique  fixe,  en  particulier  au  moyen  d'nne  cissotde,  et  de  droites,  voir  F.  London, 
Z.  Math.  Phys.  41  (1896),  p.  147. 

Au  sujet  de  la  résolution  graphico-mécanique  des  équations  des  troisième 
et  quatrième  degrés,  voir  C.  Baril,  Archiv  Math.  Phys.  (2)  1  (1884),  p.  1.  Outre 
la  règle  et  le  compas,  cet  auteur  utilise  un  système  de  deux  axes  rectangulaires 
dessinés  sur  un  transparent  mobile. 

La  résolution  due  à  B.  Dewartes  [Géom.*^*)  livre  3;  Œuvres  6,  p.  476] 
des  équations  des  cinquième  et  sixième  degrés,  au  moyen  d'une  „conchoîde  pa- 
rabolique^* fixe  (courbe  du  troisième  ordre)  et  d'un  cercle,  a  été  exposée  par 
J-  A.  Grwnert  [Archiv  Math.  Phys.  (1)  27  (1866),  p.  246].  A.  Ameseder  [Sitzgsb. 
Akad.  Wien  93  n  (1886),  p.  380]  résout  les  équations  du  quatrième  degré  et 
celles  du  cinquième  degré  au  moyen  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  à  point 
triple  et  d'un  cercle  ou  d'une  hyperbole. 

492)  AuflOs.  alg.  und  transe.  Gleichungen '"^),  p.  100. 

Un  procédé  indiqué  précédemment  par  H.  Scheffler  [Archiv  Math.  Phys.  (1) 
16  (1860),  p.  376]  a  le  défaut  de  n'être  pas  applicable  aux  racines  réelles. 
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la  fonction  f(x)  peut  être  mise  sous  la  forme 

ax)~Y+iz, 

où  F  et  Z  sont  des  fonctions  réelles  des  deux  variables  réelles  y  et  xr. 
Fixons  y  et  jer  et  menons  alors  parallèlement  à  Taxe  réel  (fig.  33),  à 

partir  du  point  x  qui  représente  dans  le  plan 
des  nombres  complexes  le  nombre  déterminé 
X  '^^  y  +  10,  un  segment  xx^  mesuré  sur  Taxe 
réel  par  la  valeur  de  Y  correspondant  aux 
valeurs  fixées  de  y  et  de  jer;  au  point  terminal 
Xi  de  ce  segment  correspond  un  nombre  com- 
plexe déterminé  x^  ;  lorsqu'on  fera  varier  x  sur 
une  ligne  quelconque  (x)  [par  exemple  sur  une 
Fiff.  88.  parallèle  à  Taxe  purement  imaginaire]  le  point 

correspondant  x^  décrira,  lui  aussi,  une  ligne 
(:rj  et  aux  points  où  cette  seconde  ligne  (x^)  coupera  la  première  (x) 
on  aura  F»-0.  En  répétant  cette  construction  pour  une  suite  de 
lignes  distinctes  (x)  [par  ex.  pour  une  suite  de  parallèles  à  Taxe  pure- 
ment imaginaire]  et  pour  les  lignes  correspondantes  (x^)  on  obtient 
autant  de  points  que  l'on  veut  de  la  courbe  F  =  0.  On  obtient  de 
même  par  une  construction  toute  semblable  autant  de  points  que  l'on 
voudra  de  la  courbe  Z  »  0.  Les  points  communs  aux  deux  courbes 
F  =-  0,  Z  =  0  représentent  les  racines  de  l'équation  f(x)  =«  O*''). 

498)  A.  Raabe  [Sitsggb.  Akad.  Wien  68  n  (1871),  p.  788]  fait  niage  des 
mêmefl  courbes  que  H.  Séheffler;  son  mémoire  n^apporte  d'ailleurs  aucon  per- 
fectionnement à  la  méthode  de  H.  Scheffler. 

Au  lien  de  décomposer  le  vecteur  d'origine  0  et  d'extrémité  f{x)  en  deox 
composantes  Y  et  t Z,  il  vaut  souvent  mieux  [cf.  J7.  Scheffler^  AoflOs.  alg.  nnd 
transe.  Qleichnngen  **^,  p.  108]  décomposer  ce  vecteur  en  denx  composantes 
Tune  perpendiculaire  l'antre  parallèle  an  vecteur  d'origine  0  et  d'extrémité  x  et 
construire  point  par  point  les  deux  courbes  pour  lesquelles  une  de  ces  denx 
composantes  s'annule.  Il  est  alors  généralement  commode  de  prendre  pour  les 
lignes  (x)  sur  lesquelles  on  déplace  les  points  x  (au  lieu  de  parallèles  aux  axes 
coordonnés)  des  droites  issues  du  point  0  et  des  cercles  concentriques  ajant 
pour  centre  le  point  0. 

Géométriquement  il  s'agit,  dans  la  représentation  conforme  du  plan  des  x 
sur  le  plan  des  X,  définie  par  l'équation  X»/*(a?)  [voir  le  tome  UI  de  TEn- 
cydopédie],  de  déterminer  les  points  du  plan  des  x  qui  deviendront  le  point 
E^o  du  plan  des  X  Évidemment  l'idée  de  H.  Scheffler  peut  aussi  s'appliquer 
à  des  représentations  non  conformes  du  plan  des  x  sur  le  plan  des  X  D'autre 
part,  dans  la  résolution  des  équations  à  variables  et  coefficients  complexes,  on 
peut  chercher,  comme  ici,  à  tirer  tout  le  parti  possible  des  propriétés  des  repré- 
sentations conformes. 

^Dans  le  cas  du  second  degré,  une  construction  par  la  règle  et  le  com- 
pas a  été  donnée   par  A.  Auric^  Nouv.  Ann.  math.  (4)  6  (1906),  p.  614.* 
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45.  Emploi  d'nne  éohelle  métrique.  Systèmes  d'équations 
linéaires.  Pour  répondre  aux  besoins  des  ingénieurs  on  a  imaginé, 
en  ces  dernières  années,  diyers  procédés  graphiques  de  résolution  des 
systèmes  d'équations  linéaires. 

L'un  d'eux,  dû  à  F.  J,  van  dm  Berg^^)y  consiste  en  une  sorte 

d'élimination  graphique.     Les  n  équations  données  étant  mises  sous 

la  forme 

a^x  +  ft^y  +  c^if  + h     {i  «  1,  2, . . .,  n) 

on  fixe  arbitrairement  n   droites   parallèles   Aj,  A,,  ..^^«9  4^^  ^'^^ 

oriente  par  le  choix  d'origines  O^,  0,,  .  . .,  0^  et  d'un  sens  positif 

sur  chacune  d'elles.     Sur  chacune  de  ces 

n  droites  A^  on  porte,  à  partir  de  l'origine 

Oj  (fig.  34),  des  segments  représentant,  à 

une  échelle  arbitrairement  choisie,  et  ayec 

leurs  signes,  les  coefficients  a^,  6^,  c,-, . . .,  l^. 

Ceci  posé,  pour  éliminer  g  par  exemple 

entre   les  équations  d'indices  i  et  k,   on 

marque  le  point  de  rencontre  (7  des  droites 

O^Oj^  et  c^CJ^y  et  par  ce  point  0'  on  mène 

aux  droites  A  une  parallèle  A';  sur  cette  droite  A'  les  droites  ttiG;^, 

b^bj^y . . .,  l^l^  déteiminent  une  suite  de  points  a',  Vy . . .,  Z'  qui  définissent, 

avec  l'origine  0'  de  A',  une  équation 

a'x  +  b'y  +  éFu-i-  -"^  V 
ne  contenant  plus  e  et  pouvant  être  substituée  à  l'une  des  équations 
du  système  envisagé  ^*^).  On  répète  la  même  opération  en  suivant  la 
même  marche  que  pour  résoudre  algébriquement  les  n  équations 
données;  et  l'on  aboutit  ainsi,  par  des  éliminations  successives,  à  n 
équations  ne  contenant  plus  chacune  qu'une  seule  inconnue^^. 

494)  Yerslagen  Meded.  Akad.  Wetensch.,  Afdeeling  Natuurk.  [Amsterdam] 
(8)  4  (1888)  p.  204  [1887]. 

495)  Cette  méthode  repose  sur  cette  propriété  que  chaque  parallèle  aux 
lignes  portant  les  ponctuelles  est  coupée  par  les  lignes  0,  Oj^,  ^i^t^  h.hj^,,,. 
suivant  xme  ponctuelle  0,  a,  5,  .  .  .  qui  représente  une  combinaison  linéaire  de 
réquation  de  rang  i  et  de  celle  de  rang  h  Dans  son  élimination  graphique 
F.  J,  van  den  Berg  emploie,  à  dire  vrai,  deux  fois  autant  de  lignes  qu*il  n*est 
indiqué  dans  le  texte,  parce  qu'il  effectue  une  projection  centrale  de  la  nouvelle 
ponctuelle  sur  la  ligne  qui  porte  une  des  anciennes  ponctuelles;  la  simplification 
donnée  ici  est  due  à  B.  Méhtnke  [Math.  Sbomik  (recueil  Soc.  math.  Moscou)  16 
(1891/B),  p.  842]. 

La  méthode  donnée  par  F,  J.  Vctes  pour  parvenir  au  même  résultat  [Engi- 
neering 66  (1898),  p.  867;  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde  (2)  4  (1900),  p.  42  [1899]; 
Nouv.  Ann.  math.  (8)  18  (1899),  p.  74]  est  bien  plus  compliquée. 

496)  Le  retour  des  segments  aux  nombres  ne   se  fait  que  tout  à  la  fin. 
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R.  Mehmke,    I  23.   Calcul  par  le  trait.    M.  cTOcagne. 


La  figure  35  se  rapporte  au  cas  ou  n 
données 


2.    Les  deux  équations 


sont  représentées  sur  les  deux  droites  paral- 
lèles orientées  A^;  A^  fixées  arbitrairement, 
par  les  deux  ponctuelles 

Ou  (hf  hf  hf 

Oi,  (hf  h^  k- 

On  élimine  y   en  menant  par   le  point   (ï 

intersection  de  0^0^  et  de  b^b^  une  parallèle 

A'  à  Aj  et   A^  et   en   marquant   sur   cette 

parallèle  A'  les  points  a'  et  V  où  elle  rencontre  les  droites  a^a^  et 

l^l^.     On  obtient  ainsi  l'équation 

a'x  =  r 

qui  peut  remplacer  une  des  deux  équations  données. 

En  éliminant  graphiquement  x  entre  les  deux  équations  données, 
on  obtient  de  même  l'équation 

qui   peut  remplacer  une   des   deux   équations   données.    On  a  donc 
finalement  **^ 


çyr 

(Ta' 


n  est  bon  de  leprésenter  les  équationB  données  et  celles  qu'on  en  a  déduites 
sur  des  bandes  de  papier  mobiles.  On  tiendra  aussi  compte  des  remarques  faites 
dans  la  note  suivante  et  dans  le  dernier  alinéa  de  la  note  498. 

497)  Si  Ton  a  à  résoudre  successivement  plusieurs  systèmes  de  deux  équations 
du  premier  degré  où  les  coefficients  (34 ,  \^  a, ,  h^  sont  les  mêmes,  mais  où  les 
valeurs  des  termes  constants  \^  \  sont  différentes,  on  n'a  chaque  fois  à  tracer 
qu'une  seule  nouvelle  ligne,  la  ligne  \  Z,. 

Dans  le  cas  où  n  =»  8,  on  peut  tracer  dans  l'espace  trois  parallèles 
Aj,  A,,  A,  orientées  par  le  choix  d'origines  0^,  0„  0,  et  d'un  sens  positif  commun, 
sur  lesquelles  on  représentera  les  trois  équations 

«i«  +  ^y  +  Ci*  — 'il 

«Baî  +  6,y  +  c,«f  =  l,; 
pour  éliminer  simultanément  jf  et  ir,  il  suffit  de  mener  une  parallèle  A'  à  ces 
droites  A  par  le  point  d'intersection  0'  des  deux  plans  \ \h^  et  Ci e, c^  et  do 
plan  0|  0,  0,.    Désignons  par  a'  et  V  les  points  où  cette  parallèle  A'  rencontre 

les  plans  a^a^a^  et  \  Z,  \  ;  alors  on  aura  x  =»      .     . 
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chaque  segment  étant  supposé  remplacé  par  le  nombre  qui  le  mesure 
sur  la  droite  orientée  qui  le  porte. 

J.  Massau  parvient  au  même  résultat  que  F.  J.  van  dm  Berg  en 
appliquant  une  méthode  de  fausse  positian^^)  dérivée  de  la  construction 
fondamentale  indiquée  au  n"  43.  Il  suffît,  en  effet,  dans  cette  cons- 
truction (fig.  36,  où  n  ""  3),  de  prendre  les  segments  Oh^y  Ob^,  Oh^y . . . 
tous  égaux  à  l'unité,  les  segments  Oa^y  Oa^y  Oa^,  . . .  respectivement 
égaux  à  des  valeurs  choisies  arbitrairement  pour  Xy  y,  Sfy  .  ,  .y  enfin 
les  segments  Oc^,  c^c^y  c^c^,  . . .  respectivement  égaux  aux  coefficients 

Pour  effectaer  les  constructions  indiquées  on  applique  généralement  les 
méthodes  de  la  géométrie  descriptive. 

L'élimination  simultanée  de  plus  de  deux  inconnues  se  fait  par  extension 
de  la  géométrie  descriptive  ordinaire  aux  espaces  à  un  plus  grand  nombre  de 
dimensions.    Voix  à  ce  si\jet  les  notes  500  et  508. 

498)  Annales  de  TAssociation  des  ingénieurs  sortis  des  écoles  spéciales  de 
Gand  (1)  11  (1887/8),  p.  91;  Note  sur  la  résolution  graphique  des  équations  du 
premier  ordre,  Gand  1889. 

La  ^méthode  de  fausse  position^^  est  aussi  employée  par  G.  Fowret  [C.  R. 
Acad.  se.  Paris  80  (1875),  p.  550;  Bull.  Soc.  math.  France  8  (187^6),  p.  98;  Assoc. 
îr.  avanc.  se.  4  (Nantes)  1875,  p.  154;  par  A,  Favaro^  trad.  P.  Terrier  2,  Calcul 
graphique  ^''),  p.  224]  mais  seulement  pour  une  forme  particulière  d'équations, 
et  de  même  par  J.  C  Dyxhoamy  Tijdschrift  Instituut  van  Ingénieurs  2  (1885/6), 
p.  124;  la  méthode  donnée  par  ce  dernier  pour  n  »»  4  a  été  généralisée  par 
F.  J.  van  den  Berg,  Yerslagen  Meded.  Akad.  Wetensch.,  Afdeeling  Natuurk. 
[Amsterdam]  (8)  4  (1888),  p.  251  [1887].  On  trouvera,  dans  ce  dernier  mémoire, 
de  nombreux  renseignements  bibliographiques. 

^Au  point  de  vue  purement  géométrique  la  solution  de  J.  Massau  peut 
sembler  moins  élégante  que  celle  de  F.  J.  van  den  Berg;  mais  elle  a  l'avantage, 
d'une  part,  de  dériver  d'un  principe  initial  auquel,  comme  nous  l'avons  dit 
plus  haut,  J.  Massau  a  réduit  systématiquement  toutes  les  opérations  du 
calcul  graphique,  et,  d'autre  part,  de  conduire  à  un  tracé  plus  pratique  dans 
le  cas,  fréquent  dans  les  applications,  d'un  système  étage  où,  la  première 
équation  ne  contenant  que  quelques-unes  des  inconnues,  les  autres  inconnues 
s'introduisent  une  à  une  dans  les  équations  suivantes.  C'est  le  cas  notamment 
pour  le  calcul  des  moments  g  sur  les  appuis  d'une  poutre  à  travées  solidaires, 
qui  sont  de  la  forme 

«0  =  «1  *^i   +  «1  ^J 


Au  reste,  M.  d'Ocagne  préconise  comme  procédé  le  plus  pratique,  dans  le  cas 
général,  celui  qui  consiste  à  utiliser  d'abord  le  théorème  de  F.  J.  van  den  Berg 
pour  amener  le  système  à  la  forme  étagée  en  commençant  par  une  équation  ne 
contenant  qu'une  seule  inconnue,  puis  à  résoudre  ce  système  par  le  tracé  de 
J.  Massau  qui  ne  comporte  alors  aucune  fausse  position  [Voir  M.  d'Oeagne, 
Calcul  graphique  et  nomographie  ^),  p.  85,  38].* 


Digitized  by  VjOOQIC 


346 


B.  Mékmke.    I  28.   Calcul  par  le  trait.    M.  d'Oeagne. 


a^y  h^j  c^y  .  .  .y  actuellement  donnés^  pour  que  l'ordonnée  dn  dernier 
sommet  de  la  ligne  polygonale  soit  égale  à 

Si  les  yaleurs  adoptées  pour  Xyt/jZ^ . . ,  étaient  les  racines  cherchées, 
cette  dernière  ordonnée,  pour  la  ligne  polygonale  correspondant  à 
Téquation  d'indice  ij  serait  égale  ik  l^.  Il  faut  donc  modifier  les 
directions  arbitrairement  choisies  pour  les  côtés  successifs  de  chaque 
ligne  polygonale  de  façon  que  la  condition  précédente  se  trouve  remplie 
pour  toutes  les  équations  du  système  considéré.    On  y  parvient  en  se 


fondant  sur  ce  théorème  que  si,  laissant  fixes  les  points  ter- 
minaux de  n  —  1  des  lignes  polygonales,  on  fait  varier  les  directions 
de  leurs  premiers  côtés,  les  côtés  de  ces  n  —  1  lignes  polygonales 
pivotent  autour  de  points  fixes  dont  les  abscisses  sont  d'ailleurs  in- 
dépendantes des  lx)l%j  "  'yln-v 

Dans  une  autre  méthode,  proposée  par  F,  J,  van  den  Serg^^  pour 
le  cas  de  n  »  2  et  pour  celui  de  n  »  3,  on  considère  les  coefficients 
d'une  même  inconnue  dans  les  diverses  équations  comme  les  coordonnées 
cartésiennes  d'un  point. 

Pour  n^2f  par  exemple,  les  équations  étant  écrites 

soient  PiyPf  et  p  les  points  de  coordonnées  respectives  (o^,  W  (a,,  6,) 
et  (a,  b).  Alors  si  pp^  coupe  Op^  en  s^  (fig.  37)  et  si  pp^  coupe 
Opi  en  s„  on  a^) 


T     =    ^-?- 


499)  YerBlagen  Meded.  Akad.  Wetensch.,  Âfdeelœg  Nataurk.  [Amsterdam] 
(8)  4  (18S8),  p.  206  [1887]. 

600)  Xi  et  x^  Bont  aufsi  les  coordonnées  de  p  dans  le  système  dont  les 
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Quand  n^2y  on  peut  anssi,  en  écriyant  les  deux  équations 
«!«?  +  h^y^l^, 

(h^  +  hy^l^y 

7  regarder  ^  et  y  comme  les  coordonnées  d'un  point;  les  deux  équations 
représentent  alors  deux  droites  dont  le  point  de  rencontre  a  précisé- 
ment pour  coordonnées  les  valeurs  cherchées  des  inconnues. 

Quand  n  ->  3  on  a  de  même  à  trouyer  le  point  commun  à  trois 
plans  qu'il  est  facile  de  déterminer  par  la  méthode  axonométrique^^). 

F.  J.  van  den  Berg^^  a  même  fait  voir  comment  le  cas  général 
pouvait  être  résolu  au  moyen  d'un  système  de  coordonnées  constitué 
par  n  axes  issus  d'un  même  point  ^^).  A.  Klingatsch^  a  fait  à  ce  pro- 
blème une  application  heureuse  des  méthodes  de  la  statique  graphique^^). 

▼ecteurs  nnités  sont,  pour  les  denx  axes  gradués,  Op^  et  Op,,  en  position  et 
grandeur.   Dans  le  cas  où  n  »>  8,  on  a  quatre  points  dans  l'espace  p^,  p,,  p,,  p, 

et  Ton  a,  par  exemple,  x^  «=  ^^-L  ^  g^  étant  le  point  d'intersection  de  pp^  et  du  plan 

Op%Pt\  ^^  construction  d'après  les  méthodes  axonométriques  est  facile.  Dans 
le  cas  de  n  >-  8,  on  a  recours  à  la  méthode  axonométrique  généralisée;  voir  à 
ce  sujet  la  note  508. 

601)  Un  inconvénient  des  méthodes  précédentes  est  qu'il  faut  déterminer 
les  intersections  des  droites  ou  plans  avec  les  axes  (par  la  géométrie  ou  par 
le  calcul). 

608)  Yerslagen  Meded.  Akad.  Wetensch.,  Afdeeling  Natuurk.  [Amsterdam] 
(8)  4  (1888),  p.  207  [1887]. 

608)  Ce  procédé  a  été  repris  par  /.  oon  der  Griend  jr.  [Nieuw  Archief 
voor  Wiskunde  (2)  4  (1900),  p.  22,  89  [1899]]  qui  utilise  la  notion  d'espaces  à 
plusieurs  dimensions,  ce  que  F.  J.  van  den  Berg  ne  fait  pas. 

Sur  Télimination  graphique,  voir  F.  J,  van  dm  Berg,  Yerslagen  Meded. 
Akad.  Wetensch.,  Afdeeling  Natuurk.  [Amsterdam]  (8)  4  (1888),  p.  244  [1887]. 

La  résolution  graphique  d*un  système  d'équations  non  linéaires  peut 
s'appuyer  sur  le  même  principe,  mais  elle  n'est  pas  avantageuse.    [Voir  n"  48.] 

604)  Monatsh.  Math.  Phys.  8  (1892),  p.  169. 

Les  coefficients  a^,  5|,  ...  des  inconnues  a;,  y,  ...  sont  considérés  comme  les 
nombres  qui  mesurent,  sur  un  même  axe,  des  forces  parallèles  à  cet  axe,  situées 
dans  un  même  plan;  parmi  ces  forces  celles  qui  correspondent  à  la  même 
inconnue  sont  supposées  avoir  la  même  ligne  d'action;  les  inconnues  sont  les 
distances  des  forces  à  un  point  fixe  du  plan,  et  les  termes  tout  connus  l^  qui 
figurent  dans  les  seconds  membres  des  diverses  équations  représentent  les  moments, 
par  rapport  à  ce  point  fixe,  des  systèmes  de  forces  mesurés  par  les  nombres 
Oi,  &{,  . . .  de  même  indice  t. 

606)  ^On  peut  également  utiliser  d'autres  échelles  et  notamment  des  échelles 
paraboliques  comme  l'a  fait  F,  Bouiad  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (8)  22  (1906) 
deuxième  trimestre,  p.  267]  pour  la  représentation  des  polynômes  entiers.  La 
notion  des  échelles  conjuguées  envisagée  par  cet  auteur  à  l'endroit  cité,  semble 
susceptible  de  nombreuses  applications.* 
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46.  Emploi  d'une  échelle  logarithmique.  Opérations  arith- 
métiques ordinaires.  Dans  une  échelle  logarithmique  (fig.  38) 
à  l'origine  0  correspond  la   cote  1,  et   la   cote  a  de   rextremité  A 

-j i  i  1 1  Mil .-j I  I  \  mil »_j I  1  I  uni L-j — i  I  !  nul — lJ — t  1  I  mil    i  1 — i 

Fig.  88. 


-i_l 1_L_ 


d'un   segment  OA   mesuré   par   le   nombre  a   sur  la  droite  orientée 
qui  porte  l'échelle,  est  égale  à 

a  -  10«. 
En  d'autres  termes  la  distance,  comptée  à  partir  de  l'origine  cotée  1 
jusqu'au  point  coté  a,  et  affectée  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant 
que  a  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  1,  est  égale  au  logarithme 
vulgaire  de  a. 

On  appelle  modtde  de  l'échelle  la  distance  du  point  de  cote  1 
au  point  de  cote  10 '^. 

506)  La  représentation  des  logarithmes  par  des  segments  de  droite  a  rendu 
de  grands  services  au  calcul  graphique  et  au  calcul  mécanique  [n*^  51,  5o,  57, 
58,  59].  L'idée  première  de  ce  mode  de  représentation  est  due  à  E.  Gunter 
qui  a  vécu  de  1581  à  1626. 

D'après  un  article  publié  en  1890  sur  E,  OunUr  [Dictionary  of  national 
biographj  28,  Londres  1890,  p.  850  col.  2],  l'échelle  logarithmique  ainsi  obtenue 
aurait  été  décrite  d'abord  dans  E.  Gunter  [Canon  triangulomm,  Londres  1620] 
sous  le  nom  de  „line  of  numbers^^  avec  les  échelles  logarithmiques  des  sinus  et 
des  tangentes;  mais  cette  indication  n'est  pas  exacte.  Ck)mme  l'a  fait  remarquer 
Ch.  HuUon  [Math,  tables»^,  introd.  p.  86;  cf.  n'>  57],  cette  échelle  logarith- 
mique n'a  été  construite  que  plus  tard  ^dans  l'ouvrage  de  E.  Gunter,  Description 
and  use  of  the  vêctor,  Londres  1628.  Cet  ouvrage  est  une  nouvelle  édition  am- 
plifiée du  traité  de  1620.  Le  traité  de  1620  n'est,  en  réalité,  qu'une  simple 
table  numérique  et  ne  contient  rien  qui  se  rapporte  à  la  ,4ine  of  numbers'V* 

Les  Œuvres  de  E,  Crunter  ont  été  publiées  sous  le  titre:  The  works  of 
E.  Gunter,  Londres  1678.  ^C'est  D.  Henrion  [Logocanon  ou  règle  proportionnelle, 
Paris  1626]  qui  a  répandu  en  France  le  principe  de  la  règle  de  E.  Gunter.* 
Mais  le  premier  ouvrage  français  décrivant  le  mode  de  représentation  de 
E.  Ghmter  est  celui  de  E,  Wingate,  L'usage  de  la  reigle  de  proportion  en 
l'arithmétique  et  géométrie,  Paris  1624. 

Si  au  lieu  de  se  servir  des  logarithmes  vulgaires  (à  base  10),  où  le  module 
est  égal  à  la  distance  des  deux  points  de  cotes  1  et  10,  on  emploie  un  système 
de  logarithmes  à  base  a  autre  que  10,  le  module  change;  mais,  si  Ton  a  déjà 
construit  l'échelle  qui  correspond  aux  logarithmes  vulgaires,  il  n'est  pas  nécessaire 
de  construire  une  nouvelle  échelle;  il  suffit  d'utiliser  l'échelle  déjà  construite 
en  prenant  pour  nouveau  module  la  distance  des  deux  points  de  cotes  1  et  a. 

L'échelle  logarithmique  se  compose  de  fragments  identiques  qui  vont  de  1  à  10; 
de  10  à  100;  de  100  à  1000;  ...  et,  de  l'antre  côté  du  point  initial,  de  0,1  à  1;  de 
0,01  à  0,1;  de  0,001  à  0,01; 
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Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  tous  les  nombres  réels 
positifs  qui  entrent  dans  les  calculs  sont  représentés  par  les  segments 
correspondants  d'une  échelle  logarithmique  de  module  déterminé,  et 
nous  nous  contenterons  de  montrer  comment  on  obtient  les  résultats 
des  calculs  graphiques  sous  la  forme  géométrique  de  segments  relevés 
sur  cette  même  échelle  logarithmique^^*)^  sans  nous  inquiéter  de  la 
façon  d'évaluer  plus  ou  moins  pratiquement  les  nombres  qui  corres- 
pondent à  ces  segments^. 

Avec  une  échelle  logarithmique^  les  multipliontionS;  les  divisions^ 
les  élévations  aux  puissances  et  les  extractions  de  racines  s'effectuent 
exactement  comme  les  additions^  les  soustractions^  les  multiplications 
et  les  divisions  avec  une  échelle  métrique.  Le  produit  de  plusieurs 
nombres  y  par  exemple,  s'obtiendra  par  simple  mise  bout  à  bout  des 
segments  correspondant  aux  divers  factenrs.  La  cote  de  l'extrémité 
du  dernier  segment  est  le  produit  cherché.  Ainsi  en  mettant  bout 
à  bout  les  segments  de  longueur  0,30103  et  1  qui  correspondent 
aux  cotes  2  et  10  on  obtient  un  segment  de  longueur  1,30103 
à  l'extrémité  duquel  on  lit  la  cote  20  (produit  de  2  et  de  10). 

Par  contre,  les  additions  et  les  soustractions  nécessitent  une 
construction  spéciale. 

Etant  donnés  les  segments  Oa  et  Oh  (fig.  39),  il  s'agit  de  trouver 
un  sèment  Oc  tel  qu'en  posant 

Oa«loga,        06  =  log/3 
on  ait 

Oc  =  log(a  +  /<). 

Et  de  même,  étant  donnés  les  segments  Oc  et  0&,  il  s'agit  de 
trouver  un  segment  Oa  tel  qu'en  posant 

Oc  =  log  y,         06  =  log/3 
on  ait 

Oa  -  log  (y  -  /8).  Fig.  89. 
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506*)  On  trouve  dee  règles  prismatiques  à  dessin  avec  échelle  logarithmique, 
entre  autres,  chez  Beftmtrt  et  Pape  à  Altona  (modules  de  125  mm  et  250  mm  ^et 
chez  Tavemier-Oravet  à  Paris  (modules  de  500,  250,  125  et  62,5  mm).*  On  trouve 
du  papier  à  dessin  à  quadrillage  log^thmique  chez  Campenhout  frères  et  sœur, 
à  Bruxelles  (module  de  500  mm)  ^chez  H.  Marin^  11  rue  Dulong  à  Paris  (module 
de  125  mm)  et  chez  L,  VigncU^  84  rue  Laffîtte  à  Paris  (module  de  125  mm).* 

507)  Remarquons  qu'il  ne  s'agit  ici  que  de  préparer  les  questions  plus  ardues 
qui  seront  traitées  aux  n"^  47  et  48.  Dans  les  calculs  qui  ne  comportent  que 
des  multiplications  et  des  divisions,  ou  des  élévations  aux  puissances  et  des  ex- 
tractions de  racines,  on  parvient  en  effet  bien  plus  vite  au  résultat  avec  des 
auxiliaires  mécaniques,  des  tables  de  logarithmes  (n°  50),  la  règle  à  calcul  (n**  57) 
qu'en  appliquant  les  procédés  graphiques  indiqués  dans  le  texte. 
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ConnaiBBant  Oa  et  Ob  on  peut  troayer  Oc,  sans  calculer  d^abord  a 
et  fif  en  obsenrant  que  la  distance  de  c  à  a  ou  à  6  ne  dépend  que 
du  segment  a&;  si  Ton  pose 

ab  »  log  t 
on  a  en  particulier 

6c5«log(l+|). 

On  appelle  courbe  d'addition  logarithmique^)  la  courbe  (fig.  40) 
tracée  avec  le  môme  module  que  l'échelle  dont  on  se  sert,  et  dont  les 

points  sont  obtenus  en  associant  les  valeurs  de  log  t  et  de  log(l  +  -) 

prises  respectivement  pour  abscisses  et 
pour  ordonnées.  La  courbe  d'addition 
logarithmique  est  donc  la  représentation 
logarithmique  de  la  fonction 

'    X 

Pour  évaluer  le  segment  bc/û  suffit 
d'utiliser  cette  courbe  d'addition  loga- 
rithmique; si  Ton  porte,  au  moyen  d'un 
compas^  sur  l'axe  des  abscisses,  à  partir 
de  Forigine  0,  un  segment  de  même 
longueur  et  de  même  sens  que  le  seg- 
ment aby  l'ordonnée  correspondante  de 
la  courbe  d'addition  logarithmique  sera  un  segment  de  même  longueur 
et  de  même  sens  que  le  sèment  &c;  connaissant  bc  on  sl  immédiate- 
ment e. 

Pour  trouver  le  point  c  il  est  encore  plus  avantageux  d'employer 
le  compas  logarithmique  (fig.  41)  de  E.  A,  Brauer^:  on  place  la 
première  pointe  de  ce  compas  sur  le  point  a,  et  l'on  ouvre  le  compas 
pour  amener  sa  seconde  pointe  sur  le  point  b]  sa  troisième  pointe 
tombe  alors  d'elle-même  sur  le  point  cherché  c. 

Par  un  procédé  inverse  on  peut,  soit  au  moyen  de  la  courbe 
d'additipn,  soit  au  moyen  du  compas  logarithmique,  soustraire  logarith- 


Fig.  40. 


608)  B,  Méhmke,  Der  Ciyilingenieiir  36  (1889),  p.  617. 

Cette  courbe  est  asymptotiqtte  à  Taxe  des  absoiBses  positives  et  à  la  bissec- 
trice de  Tangle  formé  par  Taxe  des  ordonnées  positives  et  Taxe  des  abscisses 
négatives;  une  antre  propriété  de  cette  courbe  résulte  immédiatement  de  la  réci- 
procité des  points  a  et  h.  Cette  même  courbe  peut  être  envisagée  comme  la 
représentation  graphique  des  logarithmes  d^addition  sous  leur  forme  primitive 
due  à  Q.  Z.  LeoneUi  (n^*  85). 

609)  W.  von  Dyds,  Katal.  >'«),  Nachtrag  (supplément),  p.  40. 
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iniquement^  c'est-à-dire  déterminer  le  point  a  (on  b)  connaissant  les 
points  c  et  6  (ou  a). 

La  soustraction  peut  d'ailleurs 
aussi  s'effectuer  à  l'aide  d'une  autre 
courbe  dite  courbe  de  soustraction 
logarithmique  (fig.  40);  cette  courbe 
ne  diffère  de  la  courbe  d'addition 
logarithmique  que  par  ce  que  l'or- 
donnée  positive   log   (1  +  A  ^^ 

correspond    à    l'abscisse   log  t   est 
remplacée  par  l'ordonnée  négative 

log  (1  — T-j,   en   sorte   que  cette 

courbe  est  la  représentation  logarith- 
mique de  la  fonction  ^^•) 

""^^    x'  I        Dm 

Fig.  41.   Ck)mpa8  logarithmique  de  Biauer. 

47.  Emploi  d*ane  échelle  logarithmique.  Calcul  de  fonctions 
et  résolution  d'équatioua  à  une  inconnue.     Soit 

une  fonction  quelconque  d'une  seule  variable  x  à  coefficients  numé- 
riques donnés.  Marquons  les  points  dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  sont 
représentées,  à  Taide  d'une  échelle  logarithmique^  par  des  valeurs  corres- 
pondantes de  X  et  de  sf,  en  sorte  que,  si  |  »  log  x  est  l'abscisse  d'un 
point,  l'ordonnée  de  ce  même  point  soit  rj  -«  log  e]  dans  l'échelle 
logarithmique  cette  abscisse  g  est  alors  cotée  x  et  l'ordonnée  corres- 
pondante est  cotée  z.  Le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  est  ce  qu'on 
appelle   Vimage  logarUhmique^^^)  de  la   fonction   considérée  0  =-  f(x). 

510)  R,  Mehmke,  Z.  Math.  Phye.  85  (1890),  p.  178. 

La  courbe  de  soustraction  est  asymptotique  à  Taxe  des  abscisses  positives 
et  à  Taxe  des  ordonnées  négatives;  elle  est  symétrique  par  rapport  à  la  bissec- 
trice de  Tangle  de  ces  deux  axes. 

611)  R.  Mehmke,  Der  Civilingenieur  36  (1889),  p.  619.  Au  siget  de  la 
construction  et  des  propriétés  des  images  logarithmiques,  voir  en  partie,  p.  620. 

G^est  dans  son  „Mémoire  sur  les  tables  graphiques  et  sur  la  géométrie  ana- 
morphique^^  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier  semestre,  p.  81]  que 
L.  Làkmne  a,  pour  la  première  fois,  fait  usage  de  coordonnées  logarithmiques  dans 
le  but  de  simplifier  la  construction  des  tables  graphiques  ou  nomogprammes  [cf.  n'^&l]. 

Divers  physiciens  anglais  se  servent,  depuis  une  vingtaine  d'années,  des 
coordonnées  logarithmiques  pour  la  représentation  graphique  des  fonctions  em- 
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L'image  logaritiimiqne  de  la  fonction 

est  une  droite  coupant  l'axe  des  z  au  point  cote  a  de  l'échelle  loga- 
rithmique; le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  est  égal  à  n^^. 
Pour  trouver  l'image  logarithmique  de  la  fonction 

où  a^  €4;  a,,  . . .  désignent  des  constantes  positives^  on  trace  d'abord 
dans  un  même  plan  les  droites  qui  représentent  les  termes  asf^y  (h^y 

a^x^y . . .;  si  l'on  coupe  ces  droites  par 
une  parallèle  à  l'axe  des  Zj  on  obtient^ 
sur  cette  parallèle^  le  point  q  de  l'image 
logarithmique  cherchée  ^^  en  opérant 
sur  les  points  jp,  |>i,  l>,  . . .  l'addition 
logarithmique  telle  qu'elle  a  été  exposée 
au  n°  46. 

La  construction  est  effectuée  (fig.  42) 
dans  le  cas  particulier  de  la  fonction 

Si  l'expression  de  z  renferme  des  termes 
de  la  forme  a^ixf^i  affectés  de  différents 

signes,  on  peut,  en  groupant  les  termes  de  même  signe,  mettre  z  sous 

la  forme 

de  façon  que  chacune  des  deux  fonctions  fi{x)  et  f^{x)  ne  renferme 
que  des  termes  de  même  signe;  après  avoir  construit  les  images 
logarithmiques  C^  et  C^  de  ces  fonctions  fi{x)  et  f^{x)  on  en  déduit 
l'image  logarithmique  Cdejer  par  soustraction  logarithmique^^). 


piriques;  voir  à  ce  Biget  le  rapport  de  J*.  H.  Vincent  [Report  Brit.  Absoc.  68 
Bristol  1898,  éd.  Londres  1899,  p.  169]  et  M.  d'Oeagne  [Traité  de  nomogr.^'^, 
p.  209]. 

612)  On  9k  y  en  efPet,  log  ir  »  log  a  -f  ^  ^og  x.  Le  nombre  réel  n  peut 
d'ailleurs  être  positif  on  négatif,  entier  on  fractionnaire,  rationnel  on  irrationneL 

618)  L'image  logarithmique  de  iir  a  pour  asymptotes  les  deux  droites  qui 
représentent  Tun  le  terme  de  b  ayant  l'exposant  le  plus  élevé,  Tautre  le  terme 
de  8  ayant  l'exposant  le  moins  élevé.  Cette  image  logarithmique  n'a  pas  de 
point  d'inflexion  et  elle  est  concave  vers  le  haut. 

614)  La  courbe  C  a  pour  asymptotes  vers  le  bas  les  parallèles  à  l'axe  des  i 
menées  par  les  points  d'intersection  des  courbes  C^  et  C,.  Pour  déterminer  avec 
quelque  précision  des  points  de  la  courbe  C  au  voisinage  de  ces  asymptotes,  on 
pourra  appliquer  la  construction  auxiliaire  décrite  par  K,  Mdmke  [Der  Civil- 
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La  constraction  de  l'image  logarithmique  de  la  fonction 

est  effectuée  fig.  43  à  Taide  des  images  logarithmiques  C^  et  0,  des 
fonctions  f^ix)  et  f^ix).  Sur  cette  figure  les  courbes  C^  et  C,  sont 
donc  supposées  données. 

On  peut  d'ailleurs  encore  opérer  de  même  lorsque  les  différents 


Fig.  43. 

termes  de  la  fonction  z  ne  sont  pas  des  monômes  de  la  forme  asf*, 
mais   des  expressions  de  forme   quelconque  (même  de   forme   trans- 

ingénieur  86  (1889),  p.  689].  L'image  logarithmique  Cde  la  fonction  «  »  /,  {x)  —  f^  (x) 
est  asymptote  aux  mêmes  droites  que  Timage  C.  Dans  les  régions  comprises  entre 
des  asymptotes  voisines,  où  Ton  a  /,  {x)  •<  f^{x)  et  où  C  n'a  aucune  branche  réelle,  se 
trouvent  des  branches  de  la  courbe  C\  elles  sont  pointillées  sur  la  figure  48. 
Les  deux  images  C  et  C7,  considérées  comme  une  seule  courbe,  ont  pour  asymptotes, 
parmi  les  droites  représentant  les  différents  termes  de  g,  celle  de  ces  droites  qui 
est  le  plus  inclinée  sur  Taxe  des  rr,  et  celle  qui  est  le  moins  indinée  sur  cet  axe; 
en  d'autres  termes,  du  côté  où  x>l,  les  courbes  C  et  C  s'approchent  asymp- 
totiquement  de  celle  des  deux  courbes  C^  et  C,  qui  finalement  est  le  plus  in- 
clinée sur  Taxe  des  a;,  tandis  que  du  côté  oxi  X'<C1  les  courbes  C  et  C  s'ap- 
prochent asymptotiquement  de  celle  des  deux  courbes  (7^  et  C7,  qui  est  le  moins 
inclinée  sur  Taxe  des  x. 

Jinoyolop.  des  tcieno.  mathëmat.    14.  23 
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cendante),  et  où^  par  suite,  les  images  logarithmiques  de  ces  termes 
ne  sont  pas  des  droites,  maiâ  des  lignes  courbes. 

Pour  résoudre  une  équation  quelconque  /'(â;)  —  0  à  coefficients 
numériques  donnés,  on  commence  par  mettre  de  la  façon  qu'on  juge 
la  plus  pratique  ^^^)  la  fonction  f(x)  sous  la  forme  d'une  différence 

nx)^f,(x)-f,(x) 

de  deux  fonctions  fi(x),  f^{x)  choisies  de  fiiçon  que  leurs  images 
logarithmiques  soient  relatiyement  faciles  à  construire  et  Ton  cons- 
truit ensuite  les  images  logarithmiques  de  ces  deux  fonctions  g  »  ^^(â;) 
et  B  ^f^  (x)'  les  abscisses  des  points  de  rencontre,  estimées  au  moyen 
de  l'échelle  logarithmique  adoptée  pour  l'épure,  font  alors  connaître 
les  racines  réelles  positives  de  l'équation  donnée  ^^^.  Les  valeurs 
absolues  des  racines  négatives  s'obtiennent  d'ailleurs  en  cherchant  par 
le  même  procédé  les  racines  positives  de  l'équation  transformée  ^^^ 

n-x)-o. 

On  peut  étendre  la  méthode  précédente  à  la  détermination  des 
racines  complexes  des  équations  à  coefficients  réels  et  même  au  cas 
des  équations 

f(«)  - /i  (*)-/.(*) -0 

à  coefficients   complexes   quelconques   donnés  ^^).     On  mettra,  à  cet 


616)  On  y  parrient  presque  toiqoiUB  très  simplement  par  la  séparation  des 
termes  positifs  et  des  termes  négatiflB;  mais  souvent  d^autres  décompositions  sont 
plus  avantageuses;  c'est  le  cas  pour  le  sixième  des  exemples  donnés  par  R.  M^mke, 
Der  Civilingenieur  86  (1889)^  p.  686. 

616)  Si  les  fonctions  f^  {x)  et  f,  (x)  n'ont  i>as  tous  leurs  termes  positifs^ 
les  images  logarithmiques  des  fonctions  xr «  —  f^{x)  et  z^^—f^  («)  peuTent 
fournir  des  racines  de  Téquation  f(x)=^0;  on  ne  manquera  donc  pas  de  cons- 
truire ces  images  logarithmiques  en  môme  temps  que  oelles  des  fonctions 

z^f,(x)    et    z^f^ix) 
elles-mêmes. 

Quand,  par  suite  de  la  disposition  de  la  figure,  les  points  d'intersection 
cherchés  sont  déterminés  avec  peu  de  précision,  il  est  souvent  avantageux  d'en- 
visager, au  lieu  de  la  fonction  f(x),  le  quotient  de  f(x)  par  une  puissance  posi- 
tive de  X  convenablement  choisie;  les  nouvelles  images  logarithmiques  que  l'on 
obtient  ainsi  sont,  en  efPet,  moins  inclinées  que  les  précédentes  sur  Taxe  des  «, 
ce  qui  permet  parfois  de  déterminer  les  points  d'intersection  de  ces  courbes 
avec  plus  de  précision. 

617)  Les  lignes  auxiliaires  sont  les  mêmes  pour  la  première  et  la  deuxième 
équation;  dans  le  cas  où  f  (x)  est  de  la  forme  ±  ax»  db  ^  ^"^  db  •  •  m  ^^  hgi^^ 
auxiliaires  sont  les  droites  correspondant  aux  différents  termes  de  f(x). 

618)  Le  principe  de  cette  méthode  est  dû  à  B.  Mèhmke;  il  n*avait  pas 
encore  été  publié. 
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effets  tout  d'abord  la  yariable  a;  et  la  fonction  fy^{x)  sons  la  forme 

et  Ton  considérera  les  deux  surfaces  P^  et  Q^  définies  ^^')  la  première 
comme  le  lieu  des  points  ayant  pour  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires log  r,  (p,  log  ^  et  la  seconde  comme  le  lieu  des  points  ayant  pour 
coordonnées  cartésiennes  log  r,  g),  ^.  Après  ayoir  de  même  mis  la 
fonction  f^{x)  sous  la  forme 

on  considérera  aussi  les  deux  surfaces  P,  et  Q^  définies  la  première 
comme  le  lieu  des  points  ayant  pour  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires log  r,  (fy  log  q'  et  la  seconde  comme  le  lieu  des  points  ayant 
pour  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  log  r,  q>,  ^'.  Si  Ton  cons- 
truit les  projections  p  et  q,  sur  le  plan  des  nombres  complexes  x, 
des  courbes  d'intersection  des  surfaces  P^  et  P,  d'une  part^  Q^  et  Q^ 
d'autre  part^  les  coordonnées  log  r  et  97  de  chacun  des  points  communs 
des  courbes  p  et  q  déterminent  une  racine  x^ré^  de  l'équation 
considérée. 

48.  Emploi  d^ne  échelle  logaritlunique.    Systèmes  d'équations. 
Pour  trouver  les  racines  réelles  d'un  système  de  deux  équations 

f{x,y)^0,     9{x,y)^0 

à  deux  inconnues  Xj  y  ei  h,  coefficients  réels  on  peut  faire  usage 
d'une  échelle  logarithmique.  Voici  conunent  on  peut  procéder  ^'^):  on 
commence  par  mettre  de  la  façon  qu'on  juge  la  plus  ayantageuse,  en 
séparant  par  ex.^'^)  dans  fix^  y)  et  dans  g{x,y)  les  termes  à  coefficients 


619)  Si  la  fonction  enyisagée  est  de  la  forme  g^^ax*,  où  a  désigne  nn 
nombre  complexe  (réel  on  imaginaire)  quelconque  donné  et  n  nn  nombre  réel, 
les  deox  snrftEbces  coxiespondantes  P  et  Ç  sont  des  plans. 

Si  5  est  nne  somme  de  plusieurs  termes  de  la  forme  a 5»,  les  deux  surfaces 
correspondantes  P  et  Ç  peuvent  être  construites  en  utilisant  les  plans  corres- 
pondant aux  différents  termes  de  ^,  de  la  même  façon  que  les  surfaces  qui 
se  présentent  dans  la  résolution  logarithmographique  de  deux  équations  réelles 
à  deux  inconnues  réelles  (n"*  48),  donc  à  Taide  de  sections  faites  soit  parallèle- 
ment au  plan  de  projection,  soit  parallèlement  au  plan  de  profil;  la  seule  diffé- 
rence est  que,  à  la  place  des  courbes  d'addition  logarithmique  (ou  de  soustrac- 
tion logarithmique),  figurent  ici  des  sections  de  deux  surfaces  définies  de  façon 
à  représenter  les  ,4o?ui^bme8  d*addition  de  nombres  complexes**  qui  interrien- 
nent  ici  [voir  à  ce  siget  W,  von  Dyek,  S^atalog  "0,  Naohtrag  (supplément),  p.  81 
(n"*  50*);  Toir  aussi  B,  Mehmke^  Z.  Math.  Phys.  40  (1895),  p.  15;  en  particulier  les 
figures  des  pages  18  et  21]. 

520)  E,  Mékmkey  Z.  Math.  Phys.  85  (1890),  p.  174. 

521)  Cette  ftrçon  de  procéder  est  généralement  la  plus  pratique.    H  est, 

28* 
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positifs  des  termes  à  coefficients  négatifs,  les  deux  équations  données 
sons  la  forme  **^) 

9i  (i»,  y)  -  9i  {xy  y). 

On   considère   alors   les   denx    systèmes    de   deux    équations   à   trois 
variables  x,  y,  0, 

^-/i(^;y);  ^-f%(p^fy), 
^-ffii^yy),    ^-ffti^^y)' 

Si  Ton  prend  log  x,  log  y,  log  z  comme  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  de  Pespace,  chacun  de  ces  deux  systèmes  représentera  une 
courbe  gauche;  la  première  de  ces  deux  courbes  gauches  peut  être 
considérée  comme  l'intersection  des  images  logarithmiques^'^  de  f^  et 
àe  f^y  la  seconde  comme  l'intersection  des  images  logarithmiques  de 
Çj^  et  de  g^  Les  procédés  de  la  géométrie  descriptive  penrettent  de 
construire  les  projections,  sur  le  plan  des  xy,  de  ces  deux  courbes;  les 
coordonnées  des  points  d'intersection  de  ces  projections,  estimées  au 
moyen  de  l'échelle  logarithmique  de  l'épure,  seront  les  racines  réelles 
et  positives  du  système  d'équations  données**'). 

A.  A,  Nijland^^)  a  résolu  le  système  des  deux  équations 
f(x,y)^0,     9{x,y)^0 
en  construisant  directement  l'image  logarithmique  de  chacune  de  ces 


en  outre,  parfois  avantageux  de  diviser  tout  d*abord  les  deux  fonctions  f{Xy  y) 
et  g{x^  y)  par  une  même  puissance  de  x  et  par  une  même  puissance  de  y  toutes 
deux  convenablement  choisies;  voir  à  ce  siget  la  note  616. 

522)  L'image  logarithmique  de  la  fonction  e  =^  axn^y^  est  le  plan  qui 
passe  par  le  point  a  de  TécheUe  logarithmique  de  Taxe  des  e  et  dont  lea  traces 
sur  les  plans  xe  et  yz  ont  respectivement  les  pentes  m  et  n. 

Si  la  fonction  z  se  compose  de  plusieurs  termes  de  cette  fonne,  son  image 
logarithmique  est  une  surface  courbe;  pour  l'obtenir  on  construira  les  plans 
correspondant  à  chaque  terme  de  £;  au  moyen  de  la  courbe  d'addition  logarith- 
mique ou  de  la  courbe  de  soustraction  logarithmique,  on  peut  en  déduire  très 
facilement  chaque  section  perpendiculaire  au  plan  des  xy  de  la  surfiftce  courbe 
cherchée. 

Au  siget  des  propriétés  fondamentales  de  ces  surfaces  courbes,  de  leurs 
plans  asymptotiques  et  de  leurs  cylindres  asymptotes,  voir  R,  Méhmke,  Z.  Math. 
Phys.  86  (1890),  p.  180. 

623)  Les  couples  de  valeurs  a;,  y,  qui  satisfont  aux  équations  envisagées 
et  pour  lesquels,  par  exemple,  x  est  négatif  et  y  positif,  peuvent  être  obtenus 
en  résolvant  le  système 

f{—oii^y)^^.  p(— «i»y)=o 

d'après  le  procédé  indiqué  dans  le  texte. 

584)  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde  (1)  19  (1892),  p.  86. 
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deva,  équations  dans  le  plan  des  xy^^^).  Il  évite  ainsi*^*^^  en  appa- 
rence du  moins '^'^^  de  faire  appel  anx  procédés  de  la  géométrie 
descriptive. 

Nomographie. 

Tables  grapMqnes  cotées  on  Nomogrammes. 
49.  Qénéralitës.  Supposons  qne  plusieurs  variables  soient  liées 
les  unes  aux  autres  par  une  certaine  loi  connue  qui  peut  d'ailleurs 
fort  bien  s'exprimer  autrement  que  par  une  relation  analytique.  Si 
à  chacune  de  ces  variables  l'on  fait  correspondre  un  système  d'éléments 
géométriques  [points  ou  lignes  cotés  au  moyen  des  valeurs  de  cette 
variable^*®)]  de  telle  sorte  qne  la  loi  qui  lie  entre  elles  les  variables 
se  traduise  par  une  relation  simple  de  position  entre  les  éléments 
géométriques  correspondants,  on  aura  le  moyen,  lorsqu'on  se  donnera 
les  valeurs  de  toutes  les  variables  moins  une,  d'obtenir  par  une  simple 
lecture  la  valeur  correspondante  de  cette  dernière  variable*^).  Le 
tableau  graphique  ainsi  constitué  remplace  une  table  de  calculs  tout 
fûts.  Ce  tableau  graphique  est  ce  qu'on  appelle  un  ,^n(nnogrammef^^^) 
ou  „image^  de  la  loi  envisagée. 

626)  On  peut  aussi  lésoudxe  trois  équations  à  trois  inconnues  à  l'aide  des 
points  d'intersection  de  leurs  images  logarithmiques.  Mais  si  Ton  voulait  résoudre 
d'une  façon  analogue  n  équations  à  n  inconnues  dans  le  cas  où  n  est  plus  grand 
que  3,  il  faudrait  commencer  par  étendre  les  procédés  de  la  géométrie  descrip- 
tive  aux  figures  à  un  nombre  arbitraire  de  dimensions.  Cf.  notes  497,  600  et  608. 
Voir  aussi  R.  Mékmke,  Math.-natnrw.  Mitt.  Wflrttemb.  (2)  6  (1904),  p.  49/61. 

686)  Les  images  logarithmiques  de  A,  A,  Nifland  sont,  en  effet,  identiques  aux 
courbes  employées  dans  la  méthode  de  R.  Mehmke;  par  application  de  cette  dernière 
méthode,  ces  images  sont  d'ailleurs  obtenues  bien  plus  facilement  comme  projections, 
sur  le  plan  des  xy^  des  courbes  d'intersection  des  surfaces  5  »  /"^  {^,y\  '  »  /*>  i^^y) 
d'ime  part,  et  des  surfaces  i^  =  ^i(^,  y),  '"^Qti^^V)  d'autre  part,  et  on  les 
obtient  point  par  point  en  envisageant  successivement  diverses  sections  de  ces 
surfaces  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  yir  ou  au  plan  des  xx. 

627)  Les  droites  et  les  courbes  auxiliaires  dont  A.  A,  Nffland  fait  usage 
ne  sont  autres,  en  effet,  que  les  projections  horizontales  des  sections  horizontales 
des  surfaces  planes  et  des  surfaces  courbes  qui  se  présentent  dans  la  méthode 
de  R  Mehmke. 

628)  Pour  désigner  les  éléments  cotés,  en  général,  M.  éCOcagne  a  employé 
jusqu'en  1896  le  mot  „isoplèthe**;  au  siget  de  cette  expression  voir  la  note  649. 

629)  Une  différence  essentielle  du  calcul  nomographique  et  du  calcul  graphi- 
que proprement  dit  consiste  en  ce  que,  avec  un  nomogramme,  le  tableau  étant 
dessiné  une  fois  pour  toutes,  on  n'a  plus,  en  général,  à  faire  aucune  construction 
géométrique;  toutefois  des  lignes  auxiliaires  mobiles  (droites,  cercles  ou  autres) 
sont  souvent  utilisées  pour  la  lecture. 

680)  De  «réfioff  loi  et  yçàtpm  je  dessine.  Au  mot  de  „table  (tableau)  graphique^S 


Digitized  by  VjOOQIC 


358  B.  Mehmke,    I  28.   Nomographie.    M.  cTCksoffne. 

Dans  toutes  les  applications  qui  n'exigent  pas  que  l'on  calcule 
avec  une  très  grande  approximation,  les  nomogrammes  [au  nombre 
desquels  on  doit  compter  les  règles  à  calcul;  cf.  n^  57 — 59]  se 
distinguent,  entre  tous  les  auxiliaires  du  calcul  numérique,  par  l'ex- 
trême rapidité  avec  laquelle  ils  fournissent  les  résultats,  par  la 
facilité  avec  laquelle  ils  peuvent  s'adapter  aux  besoins  les  plus  divers, 
et  par  la  possibilité  qu'ils  offirent  d'être  utilisés  dans  nombre  de  cas 
où  l'on  ne  saurait  recourir  à  des  tables  numériques  ^^). 

La  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes  d'astronomie,  d'art 
nautique  et  d'autres  sciences  appliquées  ^'^,  envisagés  dès  l'antiquité 
et  au  moyen-âge,  se  ramène  à  la  résolution  d'xm  triangle  sphérique; 
les  essais  de  solution  graphique  de  ces  problèmes  qui  avaient  été 
tentés  autrefois,  avaient  conduit  depuis  fort  longtemps  à  des  cons- 
tructions de  véritables  nomogrammes***),  mais  ce  n'est  qtfà  une  épo- 


employé  notamment  par  L.  Laîanne  et  A.  Favaro^  M,  cPOeagne  [Nomographie, 
les  calculs  usuels  effectués  au  moyen  des  abaques,  Paris  1891,  p.  2]  avait  d*abord 
substitué  celxd  d\,abaque**  primitivement  employé  par  X.Xalanne^*)  pour  désigner 
seulement  une  table  graphique  particulière**^). 

A.  L.  Cauchy^^^,  G.  JBIf*m*"),  Ch.  LaMemand*^  ont  fait  alternativement 
usage  du  nom  d'abaque  et  de  celui  de  table  graphique.  G.  Pesci  [Genni  di 
nomografia,  (2*  éd.)  Livoume  1901,  p.  5;  une  première  édition  de  ce  tndté 
avait  paru  comme  tirage  à  part  d'articles  publiés  dans  les  numéros  d'août  1899, 
de  septembre  1899  et  de  février  1900  du  journal:  Bivista  marittima]  distingue 
entre  abaque  et  diagramme  selon  que  Ton  connaît  ou  non  Vexpression  analytique 
de  la  loi  représentée. 

Plus  récemment  et  suivant  une  proposition  de  F.  SekHUng^  M.  éTOeagne  [Bull 
se.  math.  (2)  26  (1902),  p.  68]  a  adopté  le  terme  générique  de  „nomognunme*S 
plus  satisfaisant  au  point  de  vue  étymologique  [voir  la  note  684],  réservant 
celui  d*abaque  pour  les  tableaux  of&ant  Taspect  d'un  damier.  Dans  les  nomc^ 
grammes  le  point  joue  le  rôle  que  joue  la  case  dans  Tabaque. 

631)  Par  exemple  à  cause  du  trop  grand  nombre  des  variables. 

La  précision  n'est  pas  toxgoun,  il  est  vrai,  celle  du  calcul  numérique,  mais 
elle  peut  souvent  être  rendue  de  plus  en  plus  grande  par  des  procédés  spéciaux 
qui  varient  d'ailleurs  suivant  les  cas. 

682)  Cf.  A,  van  Brawnt/nihl^  Vorles.  fiber  G^chichte  der  Trigonométrie  1, 
Leipiig  1900,  p.  8,  10,  86,  191. 

638)  K  GéUsidi  [Gentralzeitung  fÛr  Optik  und  Mechanik  6  (1884)  p.  242, 
264,  268,  277]  cite  de  nombreux  diagrammes  („Diagramme^'  und  ,^iagramm- 
instrumente^*)  à  l'usage  des  marins,  qui  ont  été  construits  depuis  le  le^***  siàde 
jusqu'à  nos  jours. 

^L'astrolabe  daté  de  1643  décrit  par  /.  SotUa  [Bull.  Soc.  astron.  France  21 
(1907),  p.  106/19,  176/B6]  comporte,  pour  la  détermination  des  positions,  un 
véritable  nomogramme  construit  au  moyen  d'une  projection  stéréogiaphique.* 

On  peut  aussi  consulter,  au  stget  de  ces  diagrammes,  A,  wm  BramnmiM, 
Gesch.  Trigon.*"),  1,  p.  188  et  suiv.   La  figure  86  de  cette  histoire  de  la  trigono 


Digitized  by  VjOOQIC 


60*  Nomogrammea  de  fonoiioiiB  d*ime  seule  Tariable.  359 

que  toute  récente  que^  sous  le  nom  de  ^Nomographie'^^,  M.  cPOcagne 
a  constitué  la  théorie  générale  de  la  représentation  géométrique  des 
lois  à  un  nombre  quelconque  de  Tariables^  à  l'état  de  corps  de  doctrine 
spécial 

50.    Nomogrammes  de  fonotiomi  d'une  seule  variable. 

On  a  défini  (n""  42)  les  échelles^)  rectilignes  et  currilignes^ 
d'une  fonction  f(x)^'').    Les  plus  importantes  de  ces  échelles^  sont: 


métrie  représente  rinstroment  dont  s*est  servi  Pierre  Apian  en  1684  pour  déterminer 
le  sinus  et  le  sîdus  yerse  d'un  angle  donné;  un  peu  plus  loin,  p.  228  de  ce  même 
ouTTSge,  on  trouve  exposée  la  méthode  graphico-mécanique  dont  Adrien  Metius 
a  fait  usage  en  Tan  1606  pour  résoudre  des  triangles  sphériques.  Au  siget  de 
rinstroment  de  A,  MetiuSy  Toir  encore  S.  HciOer,  BibL  math.  (2)  13  (1899),  p.  71. 
Faute  de  descriptions  suffisantes  des  tables  graphiques  anciennes  on  ne  peut 
guère  dire  aqjourd'hui  à  laquelle  des  méthodes  générales  maintenant  connues 
on  peut  rattacher  ces  instruments  anciens. 

^Toutefois  on  rencontre  des  abaques  cartésiens  (n"*  51)  nettement  caractérisés 
dans  George  Margetta  [Horary  tables,  Londres  1790;  Longitude  tables,  Londres  1790; 
nouT.  éd.  considérablement  augmentée,  Londres  1798]  ainsi  que  dans  /.  E.  Maingon 
[Mémoire  contenant  des  explications  théoriques  et  pratiques  sur  une  Carte  trigono- 
métrique,  Paris  an  VI,  avec  carte;  Rapport  sur  ce  mémoire  et  cette  carte  par 
P.  Lévêque^  lu  à  l'Institut  le  11  vendémiaire  an  VII;  Mém.  Institut  national 
se.  et  arts,  se.  math.  phjs.  4,  Paris  an  XI,  p.  467/600].  D  est  très  remarquable 
que  les  besoins  de  la  navigation  qui  ont,  d'après  ce  qui  précède,  provoqué  les 
premières  tentatives  d^emploi  de  tables  graphiques,  ont  aussi  donné  lieu  à  une 
des  plus  remarquables  applications  de  la  méthode  toute  récente  des  points  alignés 
(n*  5S)  entre  les  mains  de  E,  Perret,  Assoc.  fr.  avanc.  se.  84  (Cherbourg)  1906', 
p.  80.* 

684)  Cette  théorie  générale  esquissée  par  M.  éPOcagne  [Nomographie^'^,  Paris 
1891],  a  pris  toute  son  ampleur  dans  M,  cPOcagne  [Traité  de  nomographie,  Paris 
1899].  Cet  auteur  a  définitivement  constitué  à  cette  discipline  nouvelle  une  auto- 
nomie propre,  ainsi  que  l'a  remarqué  Maurice  Lévy  [Le  Génie  civil  86  (1899), 
p.  426].  M,  d'Oeagne  [J.  Ec.  polyt.  (2)  cah.  8  (1908),  p.  97]  a  ensuite  repris  la  théorie 
générale  à  un  point  de  vue  plus  spécialement  mathématique.  Un  tirage  à  part 
a  paru  sous  le  titre:  Exposé  synthétique  des  principes  fondamentaux  de  la  nomo- 
graphie, Paris  1908.  ^Enfin  la  même  doctrine,  condensée  dans  son  ensemble, 
complétée  sur  divers  points,  et  présentée  sous  une  forme  plus  spécialement  didac- 
tique, fait  l'objet  de  la  seconde  moitié  du  volume  intitulé:  Calcul  graphique  et 
nomographie  ^)  du  même  auteur.  Sxur  l'histoire  de  la  nomographie,  voir  M.â^Ocagne^ 
Le  calcul  simplifié  "^,  p.  147/62.* 

686)  On  ignore  quel  est  le  premier  auteur  de  cette  idée  absolument  fon- 
damentale sur  laquelle  reposait  le  calcul  mécanique  à  l'aide  du  compas  de  pro- 
portion et  de  réglettes,  très  répandu  au  17'*»*  siècle  et  au  18<^*  siècle. 

686)  Au  lieu  du  mot  „échelle^^  (scala)  on  faisait  usage  au  I7i«me  siècle 
du  mot  „ligne^  (linea);  on  disait  par  exemple:  linea  quadrata  dans  le  cas  de 
f(x)'^yx,  ou  linea  cubioa  dans  le  cas  de  /*(:&)  «-yï,  et  linea  arithmetica 
primitivement  pour  l'échelle  régulière  ou  métrique  et  plus  tard  pour  l'échelle 
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V)  VécheUe  régulière  ou  méirique^^)  relatiTe  à  la  fonction  f(x)  —  x^ 


logarithmique  [Voir  /.  LeujMdd,  Theatram  aritbmetico-geometricam,  Leipzig 
1727,  p.  41/122;  noav.  éd.  Leipzig  1762,  p.  41  (chapitres  XII  à  XVIII)]. 

En  général  les  nombiee  inscrits  en  regard  des  traits  de  division  forment 
nne  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  nn  nombre  rond  d'unités 
décimales  quelconques;  Féchelle  ainsi  obtenue  est  ce  que  M.  dOeagne  [Traité 
de  nomographie^'^,  p.  2]  appelle  ,Jl*échelle  normale";  dans  ce  qu'il  appelle 
^l'échelle  isograde'*  [id.,  p.  16],  les  intervalles  entre  les  traits  de  division  sont 
égaux,  de  sorte  que  le  numérotage  (sauf  sur  l'échelle  métrique)  est  irrégulier; 
cette  échelle  est  ainsi  bien  moins  commode  que  la  précédente.  L'échelle  de  la 
fonction  composée  f[(p{x)]  peut  se  déduire  de  celle  de  la  fonction  f(rc),  en 
employant  cette  dernière  comme  „étalon*'  fid.,  p.  18]. 

587)  ^Le  premier  compas  actuellement  connu  contenant  l'écheUe  métrique 
est  peut-être  celui  qui  a  été  construit  en  1668  par  F.  Oomfnandino  [yoir 
A,  Favaro,  Atti  Ist.  Yeneto  (8)  10  II  (1907/B),  p.  726]  mais  la  description  de  ce 
compas  est  incomplète;  son  échelle  était  peut-être  TécheUe  homogiaphique  pour 
laquelle  f{x)  ■»  1  :  a;.  Mais  déjà  auparavant  on  s'était  servi,  pour  mesurer  le 
volume  des  tonneaux,  de  certaines  jauges  qu'on  appelait  „virgae  visoriae"  et  qui 
contenaient  l'échelle  métique  et  l'écheUe  quadratique  (où  f{x)  '^  x*)  [cf.  par  ex. 
8,  Jacob,  Rechenbuch,  Francfort  s/M  1667;  (9*  éd.)  s.  1.  [Francfort  s/M?]  1600, 
fol.  168%  167»»]. 

Le  premier  compas  connu  contenant  plus  d'une  échelle  est  celui  qui,  d'après 
M,  Oddi  [Fabrica  et  uso  del  compasso  polimetro,  Milan  1683,  p.  1/4],  a  été  con- 
struit vers  1670  par  G,  U,  del  Monte.  C'est  peut-être  le  même  que  celui  qui  est 
décrit  dans  G.  P.  GaUuoci,  Délia  fabrica  et  uso  di  diversi  stromenti  di  astronomia 
et  cosmografia,  Venise  1697,  fol.  192^6^.  Le  compas  décrit  par  G.  P.  GhJkteci 
comprenait  l'écheUe  homographique  pour  laqueUe  f{x)  »  1  :  x  et  une  écheUe  des 
cordes  qui  fournissait  les  valeurs  de  la  fonction  /*(rc)«s2  8inir,  où  «»>«:«, 
correspondant  à  des  valeurs  données  de  la  variable  x.  Les  mêmes  écheUes  sont 
comprises  dans  un  autre  compas  de  proportion  construit  par  F.  MordetUe  pro- 
bablement peu  de  temps  après  celui  de  G.  U.  del  Monte  et  qui  est  décrit  dans 
un  ouvrage  pubUé  avant  1686  [voir  A.  Favaro^*^,  p.  780]. 

Diverses  autres  écheUes  farent  étabUes  dès  1697  par  G,  ChûQée  {GtAikù 
Galilei)  dans  son  compas  de  proportion  dont  il  ne  publia  toutefois  la  description 
qu'en  1606  [Le  operazioni  del  compasso  geometrico  etmilitare,  Padoue  1606;  Opère, 
éd.  nazionale  2,  Florence  1891,  p.  866/424].  Un  autre  compas  de  proportion  com- 
prenant diverses  écheUes  fut  construit,  sans  doute  indépendamment  de  celui 
de  6^.  Galilée  et  probablement  avant  lui,  par  M.  Coignet  [voir  A.  Favaro**\ 
p.  784/9].  Un  troisième  compas  de  proportion,  semblable  aux  deux  premiers,  a 
été  construit  avant  1608  par  /.  BUrgi-,  il  a  été  décrit  en  1604  par  L,  Hulsi^ 
[Beschreibung  und  Unterricht  dess  Jobst  Burgi  Proportional-Oirckels,  Francfort 
s/M.  1604]  et  plus  complètement  en  1606  par  Ph.  Hordier  [Gonstructio  drcini 
proportionum,  Majence  1606]  (Note  de  G.  Enestrâm)* 

Le  compas  inventé  par  /.  Bargi  semble  avoir  servi  plutôt  aux  constructioBS 
géométriques  qu'aux  calculs  mécaniques. 

688)  Sur  la  lecture  des  écheUes  et  le  choix  le  plus  utile  de  la  plus  petite 
distance  entre  deux  traits  de  division  consécutifs,  voir  Ch,  A,  Vogler^  Qiaph. 
Tafeln^*^),  p.  20;  M.  d'Oeagne,  Traité  de  nomogiaphie^*^,  p.  8. 
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2^)  ïédidle  logarithmique^  donnée  par /'(rc)=-logi^ja;; 

3*")  Véchdle  hanwffraphique^^)  pour  laquelle*^,  le  support  étant 
une  droite^  la  fonction  f(x)  est  une  fraction  rationnelle  dont  les  termes 
sont  du  premier  degré  en  x^] 

^4^)  enfin  V échelle  sinusoïdale  donnée  par  f{x)  =  sina;  ou  f{x)  «  cosa;, 
ce  qui  reyient  au  même,  à  un  changement  d'origine  près.* 

Si  à  l'échelle  de  la  fonction  f{x)  on  accole  une  échelle  métrique 
construite  avec  le  même  module  ^^  on  pourra,  en  face  de  la  valeur 


Sur  rinterpolation  graphique  et  mécanique  de  nouTeauz  traits  dans  les 
échelles  rectilignes,  voir  JB.  Méhmke,  Z.  des  Vereins  deutscher  Ingenieuie  88 
(1889),  p  588.  Le  principe  sur  lequel  repose  le  procédé  employé  est  le  suivant: 
une  partie  d*une  échelle  arbitraire,  pourvu  que  cette  partie  ne  soit  pas  trop 
grande,  peut  être  considérée  approximativement  comme  une  partie  d'une  échelle 
homographique  [voir  les  notes  541  et  543]. 

589)  A,  Adler  [Sitzgsb.  Akad.  Wien  94  II  (1886)  p.  406]  dit  „gemeine  Skala'' 
c'est-à-dire  éehèlU  ordinaire  tandis  que  3f.  éPOcoffne  dit  échelle  régulière  [Traité 
de  nomographie ''^,  p.  9];  «mais  depuis  lors,  M.d^Oeoffne  s'en  est  tenu  au  terme 
d'édieUe  métrique  [Calcul  graphique  et  nomogiaphie  ^,  p.  161].* 

540)  Voir  la  note  506. 

541)  Cette  échelle  avait  été  appelée  échelle  prcjeetive  par  A.  Adler  [Sitzgsb. 
Akad.  Wien  94  II  (1886),  p.  416]  et  écheUe  linéaire  généraU,  par  M,  éTOcagne 
[Traité  de  nomographie  *'*),  p.  14]  «depuis  lors.  M,  d^Oca^gne  s*est  servi  de  la  lo- 
cution „échelle  homographique"  [Feuilles  autographiées  du  cours  de  „Calcul 
graphique  et  calcul  nomographique'*  de  FÉcole  des  Ponts  et  Chaussées,  Paris 
1905,  p.  42;  Calcul  graphique  et  nomographie  ^,  p.  174].* 

542)  Une  échelle  homographique  peut  être  envisagée  comme  une  projection 
centrale  quelconque  d'une  échelle  métrique  ordinaire. 

543)  D'après  Chr,  Wiener  [Lehrbuch  der  darsteUenden  Géométrie  1 ,  Leipzig 
1884,  p.  18]  des  échelles  homographiques  ont  été  appliquées  à  la  construction 
de  nomogrammes  à  partir  de  1628;  G.  Desargues  les  appelait  „échelleB  fuyantes"; 
ridée  en  remonterait  à  Jacques  AUeaume^  ingénieur  qui  a  vécu  à  la  fin  du 
16»*^  siècle  et  dans  les  toutes  premières  années  du  17**"»*  siècle. 

^H  s'agit  probablement  de  l'ouvrage  àeJ.AUeaume  „Introduction  à  la  perspective, 
ensemble  l'usage  du  compas,  optique  et  perspectifs  dont  l'impression  commencée 
en  1628  n'a  été  terminée  qu'en  1648  par  les  soins  de  E.  Migon  [cf.  N.  G.  Poudra, 
Œuvres  de  G.  Desargues  2,  Paris  1864,  p.  187/202].  On  ne  sait  pas  si  l'échelle 
homographique  se  trouve  dans  le  manuscrit  rédigé  par  /.  AUeaume  ou  si  elle  a 
été  ajoutée  par  E.  Migon  en  1648  [cf.  N.  G.  Poudra  id.  1,  Paris  1864,  p.  464].  Pour 
ce  qui  concerne  l'échelle  f{oS)  :=  1  :  a;  construite  peut-être  par  F,  Comnumdino  en 
1568  et  décrite  par  G,  P.  GaUucci  en  1595,  cf.  note  587  (Note  de  G.Enes^âmy 

Dans  les  traités  de  perspective,  les  échelles  homogpraphiques  sont  désignées 
sous  le  nom  d'échelles  perspectives. 

544)  On  dispose  les  traits  de  division  des  deux  échelles  respectivement  de 
part  et  d'autre  de  la  ligne  qui  les  porte.  Les  échelles  peuvent  aussi  être  distri- 
buées par  exemple  le  long  de  droites  parallèles  ou  de  cercles  concentriques; 
dans  ce  cas  un  système  de  lignes  auxiliaires  ou  un  index  mobile  doit  relier  les 
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de  X  lue  sur  la  première  échelle,  lire  la  valeur  de  f(x)  but  la^seconde, 
et  inyersement^.  Et,  grâce  à  une  simple  interpolation  à  yue,  on 
le  pourra,  non  seulement  pour  les  valeurs  x^  x^,  x^  x^,  . . .  et  les 
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Fig.  44.    Fragment  de  la  table  graphique  de  logarithmeB  de  Ticfaj. 

valeurs   correspondantes  f(Xj),  f(x^),  . . .   qui   ont  servi   à   consiaruire 
l'échelle^  mais  aussi  pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 


deux  échellee.  Sur  d'antres  dispositions  possibles,  voir  M.  d^Oeagne^  Traité 
de  nomographie*'^,  p.  24/Bl. 

546)  Plus  généralement  on  pent  représenter  tonte  relation  entre  â;  et  y 
telle  que  F(x^y)^==0  par  Taccolement  de  deux  échelles;  si  ces  denx  échelles 
correspondent  Tnne  à  la  fonction  f{x)  de  la  variable  x  seulement,  Tautre  à  la 
fonction  ^  (y)  de  la  variable  y  seulement,  cela  revient  à  mettre  Téquation  donnée 
F{Xy  y)  ■»  0  sous  la  forme 

m^g(y)^0. 

Ch,  LaUemand  \L^  abaques  hexagonaux  ^^,  p.  66]  appelle  les  tables  de  ce  type 
„abaques  à  échelles  linéaires  juxtaposées'';  M.  d'Ocagne  [Traité  de  nomographie'**), 
p.  17]  les  appelle:  „abaques  (ou  nomogrammes)  à  échelles  accolées";  F.  SdkiUmg 
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La  figure  44  montre  à  titre  d'exemple^*)  un  fragment  de  la  table 
graphique  de  logarithmes  de  A.  Tiehy^'^, 

Jl  est  commode^  pour  un  expose  systématique  des  principes  de 
Ia  nomographie^  de  recourir  au  mode  de  notation  que  voici:  les 
diverses  variables  liées  par  une  équation  donnée  étant  représentées 
par  une  même  lettre,  z  par  exemple,  munie  d'un  indice  correspondant, 
01,  ^s;  ^8;  *  '  'f  ^^  affecte  tout  signe  fonctionne],  portant  sur  un  certain 
nombre  de  ces  variables,  de  tous  les  indices  correspondants.  C'est 
ainsi  que  f^  désigne  une  fonction  de  la  seule  variable  jer^,  f^^  une  fonc- 
tion des  variables  a^  et  jer,,  /î,j  une  fonction  des  variables  xr^,  jer,  et  jer,. 
C'est  à  cette  notation  que  nous  aurons  recours  dans  ce  qui  suit.* 

51.  Abaques  cartésiens.  Pour  obtenir  un  nomogramme  de 
Péquation 

entre  trois  variables  0^,  0^,  z^,  il  suffit,  en  considérant  deux  de  celles- 
ci  comme  les  coordonnées  cartésiennes  a?  =  jet^,  y  ^  0^  d'un  point  d'un 
plan,  de  construire,  dans  ce  plan,  les  lignes  correspondant  à  des  valeurs 
successives  jer,",  z^'y  ...  de  5,  dont  les  équations  sont 

nx,y,0,')^O,    /•(a:,î/,O=-0,    ... 

et  d'inscrire  à  côté  de  chacune  de  ces  lignes  la  valeur  correspondante 
de  0^^). 


les  appelle:  ^Bechentafeln  mit  vereinigten  Skalen"  [Ûber  die  Nomogiaphie  von 
M.  d'Ocagne,  Leipzig  1900,  p.  10]. 

646)  An  siget  d'aatres  tables  de  ce  même  type,  Yoir  Ch.  A,  Vogler^  Graph. 
Tafeln^*^,  table  H;  M.  d'Oeagne,  Traité  de  nomographie*'^,  p.  18  et  sni?.  On 
trouYe  d'ailleurs  déjà  un  grand  nombre  d'exemples  simples  des  tables  du  même 
type  dans  M.  E,  PresàUr  [Dei  Messknecht,  Bnmswick  1868;  (2*  éd.)  Brunswick 
1854;  Dei  Zeitmessknecht,  Brunswick  1866;  Math,  und  phys.  Brieftasche  mit 
Ingenieunnessknecht,  (8«  éd.)  Dresde  1864]. 

647)  Graphische  Logarithmentafeln,  Vienne  1897  [Z.  des  Gstexreischen  In- 
génieurs- und  Architektenvereins  49  (1897),  p.  289,  et  supplément  à  ce  journal]; 
les  logarithmes  ^nlgaiies  à  4  décimales  se  trouvent  sur  une  même  page,  ceux  à 
6  décimales  prennent  10  pages,  puis  viennent  les  tables  des  logarithmes  des 
fonctions  trigonométriques  et  quelques  autres  tables  encore.  A.  SehuLke  [Yier- 
stellige  Logaxithmentafeln,  Leipzig  1896,  p.  18]  donne  une  table  graphique  des 
antilogarithmes  (voir  n<*  84);  /.  Scknceékél  [Z.  fÛr  Yermessungs-Wesen  29  (1900), 
p.  413]  emploie  une  échelle  antilogarithmique  pour  ramener,  dans  les  calculs 
de  surfaces,  les  multiplications  à  des  additions.  ^La  table  graphique  de  logarith- 
mes de  P.  Po^ech  éditée  à  Paris  avant  1900  [M,  d'Occ^ie,  Le  calcul  simplifié  ^'^, 
p.  104]  a  une  disposition  circulaire.* 

648)  D'après  X.  Lalanne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier 
semestre,  p.  68]  le  premier  abaque  cartésien  que  Ton  ait  construit  se  rapporte 
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Ch,  A.  Vogler^^)  appelle  ces  lignes  ^isaplèthe^]  M.  cFOcagne^ 
dit  (plus  gimplement)  cligne  catéé^. 

Le  nomogramme  ainsi  consirnit  est  ce  que  M.  cPOcagne^^)  nomme 
nn  ahiiçpie  cartésien  parce  que  ce  nomogramme^  ou  abaque,  résulte 
directement  de  l'emploi  de  coordonnées  cartésiennes. 

L'abaque  cartésien  peut  être  considéré  comme  une  représentation 
de  la  surface  f{x,  yy  z)^0  par  ses  courbes  de  niveau.  Les  lignes 
cotées  de  l'abaque  sont  les  lignes  de  niveau  de  cette  surfeice  pro- 
jetées sur  le  plan  des  xy^^). 


au  cas  où  £r  I»  xy  (fig.  45}  et  se  trouve  dans  X.  E.  Pouéhet^  Echelles  graphiques 
des  nouveaux  poids,  mesures  et  monnaies  françaises,  (nouv.  éd.)  Bouen  an  V. 
L,  Ldlanne  reproduit  cet  abaque.  On  trouvera  à  ce  si:uet  beaucoup  de  détails 
dans  A.  Favaro^  Lezioni  di  statica  grafica,  Padoue  1877;  trad.  P.  Terrier^ 
Leçons  de  statique  graphique  1,  Géométrie  de  position,  Paris  1879,  p.  XX 
et  XXI. 

^D*après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut'")  la  méthode  des  abaques  cartésiens 
avait  été  utilisée  auparavant  par  G,  Margetts;  toutefois  cet  auteur  ne  semble 
pas  s'être  attaché  comme  L.  E,  Ponehet  à  mettre  en  relief  le  principe  général 
de  la  méthode.* 

Après  l'abaque  cartésien  donné  par  L,  E.  Pouchet  les  premiers  abaques 
cartésiens  qui  aient  été  construits  furent  [d'après  G,  Pesd^  Nomografia*'^,  p.  7] 
ceux  qui  sont  contenus  dans  cinq  tables  pour  la  réduction  des  distances  lu- 
naires dues  à  J.  Luyando,  publiées  sous  le  titre:  Tablas  lineales  para  resolver 
los  problemas  del  pilotage  Astronômico  con  exactitud  j  facilitad,  Madrid  1808. 
Au  siget  d'autres  abaques  cartésiens  antérieurs  à  ceux  de  X.  Lalanne^  voir 
L,  Lalanne,  Ann.  Ponts  et  Chaussées  (8)  11  (1846)  premier  semestre,  p.  68. 

649)  Ce  terme  dérive  [cf.  Ch.  A.  Vogler,  Qraph.  Tafeln  ^•^  p.  7]  de  Uonlr^^^ 
égtÀ  en  nombre  ou  équivalent  Après  s'être  précédemment  servi  du  terme  „ligne 
d'égal  élément^\  L.  Lalanne  a  adopté  en  1878  le  terme  de  Ch,  A.  Vogler^  ^dans  son 
mémoire:  „Méthodes  gpraphiques  pour  l'expression  des  lois  à  trois  variables** 
[Notices  sur  les  modèles,  cartes  et  dessins  relatifs  aux  travaux  des  Ponts  et 
Chaussées,  publiées  à  l'occasion  de  l'Exposition  Universelle,  Paris  1878,  p.  429/^4; 
le  passage  ici  visé  se  trouve  p.  480].*  Sur  la  construction  des  lignes  cotées 
(isoplèthes)  à  Taide  de  la  géométrie  descriptive,  en  particulier  dans  le  cas 
d'une  fonction  empirique,  voir  L.  Lalanne,  id.  p.  467  et  Ann.  Ponts  et  Chaussées 
(2)  11  (1846)  premier  semestre,  p.  18. 

660)  M.  d'Oeagne,  Le  calcul  simplifié  "»),  p.  166. 

661)  M.  d'Ocagne,  Traité  de  nomographie*'^,  p.  84. 

668)  D'après  L,  Lalanne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (8)  11  (1846)  premier 
semestre,  p.  68/4],  G.  Piobert  [Vérification  des  tables  du  tir  à  ricochet^  Paris  1826] 
est  le  premier  qui  ait  fondé,  sur  la  représentation  des  surfaces  topographiques 
au  moyen  de  leurs  lignes  de  niveau,  la  transformation  des  tables  numériques 
à  double  entrée  en  tables  graphiques;  Olry  Terquem  dans  une  notice  non  signée 
[Mémorial  de  l'artillerie  8  (1880),  p.  296/7,  886]  en  a  énoncé  clairement  le  prin- 
cipe général.  L.  Lalanne  a  le  même  point  de  départ  et,  dans  ses  premières 
rechercher,  fait  même  usage  de  la  locution  „table8  (plans)  topographiques^  [C.  R. 
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Au  moyen  de  cet  abaque,  la  valeur  de  la  fonction  e^,  correspon- 
dant à  un  couple  donné  de  valeurs  b^  »  a,  e^^  hy  est  fournie  par  la 
cote  de  la  ligne  cotée  ^^*)  qui 
passe '"^)  par  le  point  de  coor- 
données cartésiennes  (a,  V). 

Dans  le  cas  de  e^^e^z^y  par 
exemple,  on  obtient  ainsi  la  table 
graphique  de  multiplication  de 
Z.  E.  Pouchet^)  (fig.  45)  dont 
les  lignes  cotées  (isoplètbes)  sont 
des  hyperboles  équilatères^*).  Le 
produit  de  8  par  5,  par  exemple, 
est  fourni  par  la  cote  40  de 
l'hyperbole  équilatère  qui  passe 
par  le  point  d'abscisse  8  et  d'or- 
donnée &. 


Fig.  46. 


Les  abaques  cartésiens  servant  à  la  résolution  des  équations  tri- 
nomes"')   de  L.  LdUmne^y   dont  la  fig.  46  montre  le  cas  le  plus 

Acad.  se.  Paris  16  (1848),  p.  1162];  Ch,  A,  Vogler  [Graph.  Tafeln"*),  p.  8]  dit 
^Schichtentafel'\  „Schichtennetz^*  aussi  bien  que  ,Jsoplethentafel**. 

658)  Si  aucune  des  lignes  cotées  (isoplèthes)  dessinées  ne  passe  par  le 
point  (a,  &),  on  doit  interpoler  à  vue  entre  les  valeurs  de  z  correspondant  aux 
lignes  cotées  (isoplèthes)  voisines  [au  moyen  de  la  trajectoire  orthogonale  des 
lignes  cotées  (isoplèthes),  que  Ton  fait  passer  mentalement  par  le  point  con- 
sidéré]. Au  sujet  des  erreurs  d'approximation  que  Von  commet  ainsi,  voir 
Ch.  A.  VogUr,  Graph.  Tafeln  "*),  p.  68. 

Pour  trouver  le  point  (a,  6),  on  se  sert  parfois  de  parallèles  aux  axes, 
tracées  sur  un  transparent  mobile  et  que  Ton  fait  passer  par  les  points  de 
division  de  Téchelle  établie  sur  l'autre  axe;  on  emploie  plus  rarement  une 
échelle  mobile  se  déplaçant  parallèlement  à  un  axe. 

«Exemple  de  transparent  mobile  dans  M.  d*Ocagne,  Traité  de  nomo- 
graphie"*),p.  48.* 

664)  Le  même  abaque  cartésien  peut  également  servir  au  calcul  soit  de  ^^y 
soit  de  jt,,  si  Ton  se  donne  soit  les  valeurs  de  5,  et  de  £;, ,  soit  celles  de  5,  et 
de  $1. 

666)  Echelles  graphiques  •*•),  Rouen  an  V. 

666)  La  figure  46  est  empruntée  à  X.  Lalanne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées 
(2)  11  (1846)  premier  semestre,  planche  98,  fig.  1].  Les  tables  de  Ch,  A.  Vogler 
[Graph.  Tafeln'"*),  p.  10  fig.  6,  et  p.  12  fig.  6]  contiennent  des  lignes  directrices 
particulières  pour  les  carrés,  les  racines,  etc.  qui  sont  analogues  à  celles  dont 
X.  E.  Pùuchet  semble  s*être  servi  [cf.  A»  Favaro,  trad.  P.  Terrier  1 ,  Géométrie 
de  position  **•),  p.  XXI]. 

667)  L.  LaUmne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier  semestre, 
P   27,  40]. 
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simple,   celui   où  l'équation  est  du  second  degré  ^^^,  constituent  un 
autre  exemple  classique: 


Fig.  46.    Table  serrant  à  la  lësolntion  des  équations  du  second  degré. 

Dans  l'équation  proposée 

jer«  +  ai^  +  6  -  0, 
L,  LciUmne^  pose 

a  —  a?,    6  =-  y; 

668)  G.  B.  Acad.  bc.  Paris  81  (1876),  p.  1186,  1248;  82  (1876),  p.  1487; 
87  (1878),  p.  167. 

669)  Le  cas  le  pins  simple  après  celni-là  est  celui  où  Téqnation  trinôme 
est  une  équation  réduite  du  troisième  degré.  L,  Lalanne  [Ann.  Ponts  et 
Chaussées  (2)  11  (1846)  premier  semestre,  planche  99,  fig.  1]  et  /.  Maillard 
de  la  Chwmerie  [Qéom.  descript.^'*)  3,  planche  46,  fig.  466]  ont  construit  des 
nomogrammes  pour  résoudre  les  équations  réduites  du  troisième  degpré 

£f*  +  a£r  +  6  —  0. 

Ces  nomogrammes  ont  été  reproduits  sous  une  forme  réduite  par  A.  Favaro  [cf. 
A.Favaro,  trad.  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique  ^0,  p.  247  (ûg.  116)];  ils  ont  été 
d'autre  part  simplifiés  par  M.  d'Oeagne  [Traité  de  nomographie '*^,  p.  44,  fig.  24]. 
L.  Lalanne  détermine  géométriquement  par  ce  nomogranmie  la  probabilité  pour 
qu'une  équation  réduite  du  troisième  degré  dont  les  coefficients  sont  compris 
dans  des  limites  données  ait  ses  trois  racines  réelles. 

660)  Par  des  considérations  de  géométrie  dans  Tespace,  /.  Massau  [BcTue 
unirerselle  des  mines  [Liège]  (2)  16  (1884),  p.  886;  (2)  17  (1886),  p.  1;  Ann.  Assoc. 
ingénieurs  Gand,  (1)  7  (188S/4),  p.  79;  Mémoire  sur  Tintégration  graphique, 
liTre  m,   Liège  1887,   p.  148],   montre,   comment,   à  Taide  de  cet  abaque  et 
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alors,  à  Téquation 

il"  +  X/^  +  y  =-  0 

correspond,  'çojxr  chaque  système  particnlier  de  valeurs  de  m  et  n, 
un  abaque  cartésien  dont  les  lignes  cotées  sont  des  droites,  puisque 
réquation  est  linéaire  en  x  et  y^^). 

Toute  transformation  ponctuelle  d'un  abaque  cartésien  est  ce  que 
L,  Làlanne,  à  qui  Ton  doit  ce  genre  de  transformation,  appelle  une 
anamorphose^.  Cette  transformation  conduit  à  un  nouvel  abaque 
équivalent  au  premier  dans  lequel  les  lignes  cotées  sont  déformées. 
Le  nouvel  abaque  s'emploie  de  la  même  façon  que  le  premier  et  il  y 
a  avantage  à  le  préférer  à  celui-ci  quand  les  lignes  cotées  qui  y  figurent 
sont  plus  simples  que  les  premières. 

D'une  fEtçon  générale  on  peut  observer  que  quand  les  formules 
de  transformation  sont  de  la  forme 

^-fi>  y-f% 

où,  suivant  la  convention  faite,  f^  est  une  fonction  de  g^  seulement 
et  f^  une  fonction  de  e^  seulement,  les  droites  qui  étaient  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées  avant  la  transformation  ponctuelle  sont 
encore  parallèles  entre  elles  après  cette  transformation;  mais,  même 
dans  ces  transformations  ponctuelles  qui  sont  les  plus  simples  de  toutes, 
les  droites  parallèles  qui  étaient  équidistantes  avant  la  transformation 
ne  le  sont  plus  après,  en  sorte  que,  dans  l'abaque  transformé,  les 
axes  ne  sont  plus  gradués  à  l'aide  d'une  échelle  métrique  mais  à  l'aide 
d'échelles  correspondant  aux  fonctions  f^  et  f^y  et  que  les  lignes  cotées 
ont,  par  suite,  des  formes  tout  autres  que  dans  l'abaque  primitif. 
La  transformation  logarithmique 

«-logjefi,     y-log^, 

rentre  dans  ce  cas.    Par  cette  transformation  l'équation 

prend  la  forme  linéaire 

o^  +  y-logiT,, 


d'un  ftngle  droit  mobile,  on  peut  réfloudre  des  équations  du  quatrième  degré 
débarassées  de  leur  terme  du  troisième  degré. 

661)  Les  racines  de  Téqnation  sont  les  cotes  des  droites  qui  passent  par  le 
point  (a,  h),  La  courbe  enveloppe  des  droites  cotées  (une  parabole  dans  la 
figore  46)  est  le  lieu  des  points  (a,  h)  pour  lesquels  Téquation  a  une  racine 
double  [cf.  L.  Làlanne ,  Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier  semestre, 
p.  28]. 

662)  L.  Làlanne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier  semestre, 
p.  18]  a  emprunté  ce  terme  aux  physiciens. 
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en  sorte  que  les  lignes  cotées  qui  étaient  des  hyperboles  éqoilatëres 
sont  anamorphosées  en  lignes  droites  ^^.  La  table  hyperbolique  de 
multiplication  représentée  par  la  fig.  45  donne  ainsi  naissance  à  V abaque 
ou  compteur  universd^^  de  L,  Lalanne^  représenté  en  demi-grandeur 
environ  par  la  figure  47*^). 

Dans  la  pratique^  Tanamorphose  de  L.  LoAanne^'^)  est  utilisée  prin- 


563)  Déjà  indiqué  dans  la  note  mentioimée  ci-desBOUB  **^,  décrit  en  détail, 
Ann.  Ponts  et  ChansBées  (2)  11  (1846),  premier  semestre,  p.  48  et  soivanteB  (et 
pi.  100,  fig.  2). 

L,  Làlanne  dérive  ce  nom  de  £/9a£  «»  compteur.  ^M.  cTOcagne  fait  ob- 
serrer  qu^il  s'agit  des  compteurs  en  forme  de  damier.* 

664)  Dans  cet  abaque,  on  a  marqué  certaines  lignes  auziliairee  servant  les 
unes  à  effectuer  la  multiplication  par  certaines  constantes  se  répétant  fréquem- 
ment, les  autres  à  former  les  carrés  ou  les  racines  carrées  de  nombres  donnés,  ou 
encore  à  effectuer  d'autres  opérations  usuelles.  L'usage  de  ce  compteur  universel 
est  aussi  varié  que  celui  de  la  règle  à  calcul  logarithmique  (^n°  57)  et  doit  même 
lui  être  préféré  à  plus  d'un  point  de  vue;  il  permet  par  exemple  de  déterminer 
plus  facilement  les  puissances  d'un  nombre  à  exposant  élevé  et  les  racines  d'un 
nombre  dont  l'indice  est  assez  grand.  De  plus,  la  déformation  du  papier  n'a 
pas  d'influence  sur  le  résultat  du  calcuL  On  peut  ajouter  que  le  prix  du  compteur 
universel  est  moins  élevé  que  celui  de  la  règle  à  calcul  logarithmique. 

566)  Au  Biget  de  cet  appareil  voir  encore  L.  Lalanne^  Description  et  usage 
de  l'abaque,  Paris  1846;  (2*  éd.)  Paris  1861;  (8*  éd.)  publiée  sous  le  titre:  Abaque 
ou  compteur  universel,  Paris  1863;  traduction  allemande  publiée  sous  le  titre  : 
Beschreibung  und  Gebrauchsanweisung  des  Abacus,  Leipzig  1846;  Th,  Olivier, 
Bull.  Soc.  encour.^'i)  46  (1846),  p.  168;  K.  (CA.)  Oulmann^  Statique  graphique «^Oi 
p.  78  et  table  2  figure  1;  A,  Favaro,  trad.  par  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique^'), 
p.  102. 

666)  G,  Herrmann  [Das  graphische  Einmaleins  oder  die  Rechentafel,  Bruns- 
wick 1876]  inventa  à  nouveau  la  table  logarithmique;  voir  à  ce  stget  Gi.A,  Vogler, 
Oraph.  Tafeln  '^«),  p.  87  et  table  1.  F.  SamueUi  [I  triangoli  ed  i  rettangoli  cal- 
colatori,  Florence  1892]  a  réduit  la  table  logarithmique  à  une  étendue  moindre 
en  employant  des  coordonnées  obliques;  il  donne  aussi  [id.  p.  98,  96]  le  moyen 
de  résoudre  les  équations  cubiques  à  l'aide  de  ce  qu'il  appelle  le  ^rettangolo 
calcolatore**. 

667)  Communication  préliminaire  concernant  cette  anamorphose:  C.  fi.  Acad. 
se.  Paris  16  (1848),  p.  1162.  Au  sujet  de  cette  anamorphose,  voir  surtout  L.  Làlanne, 
Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier  semestre,  p.  11,  80.  Cette  anamor- 
phose a  été  retrouvée  plus  tard  par  plusieurs  géomètres  entre  autres  par  A.  Kap- 
teyn^  Revue  universelle  des  mines  [Liège]  (1)  40  (1876),  p.  136. 

On  rencontre  déjà  un  exemple  d'anamorphose  dans  une  brochure  de 
K  Tenner,  publiée  en  1828  [Cf.  B.  Mèhmke,  Z.  Math.  Phys.  48  (1908),  p.  186];  il 
consiste  en  une  transformation  en  table  rectiligne  de  la  table  hyperbolique  de  la 

fonction  iTssjcy,  par  la  substitution  a;'  =  — .    ^Mais  il  convient  de  remarquer  que 

l'emploi   de  cet  artifice  dans  ce  cas  particulier  n'équivaut  pas  à  Ténoncé  du 
principe  général  de  l'anamorphose  tel  que  Ta  formulé  L.  Làlanne  (cf  n"*  6S).* 
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dpalement  dans  tous  les  cas  où,   comme  dans  le  cas  du  compteur 
universel,  elle  permet  de  substituer  à  des  lignes  cotées  courbes  des 


Fig.  47.    Compteur  universel  de  Lalanne. 

lignes  cotées  droites ^^).     Pour  que  ce  but  soit  atteint,  il  suffit  que 

568)  Si  cela  est  impossible,  on  arriye  parfois  à  transformer  les  conrbes 
données  en  d'autres  plus  avantageuses  pour  l'objet  qu'on  a  en  vue.  M,  d'Ocagne 
[Traité  de  nomographie  ^'^),  p.  88]  en  a  donné  un  exemple  intéressant.  Sur 
l'anamorphose  graphique  appliquée  dans  cet  exemple,  voir  M.  éPOcagne  [Traité 
de  nomographie  ••*),  p.  86],  L.  Lalanne^  Méthode  graphique  [Notice  ""),  p.  464], 
Sneyolop.  det  lelena  mftthémftt.    14.  24 
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la  relation  F09t,^f,^z)^O  entre  les  T&riables  e^fB^y^^f  qn'il  s'agit  de 
représenter  graphiquement,  puisse  prendre  la  fonne 

où  f^  est  une  fonction  de  g^  seulement,  /,  une  fonction  de  e^  seule- 
ment, tandis  que  fz,  g^y^  sont  des  fonctions  de  0^  seulement^. 

Les   conditions   nécessaires   et   suffisantes    pour    qu'une    relation 
donnée 

puisse  être  mise  sous  cette  forme  particulière  ont  été  obtenues  par 
J.  jSfctôsau^^®)  et  L.  Lecomu^'^^)  sous  forme  d'équations  aux  dérirées 


et  ausai  Ch.  A,  Vogler  [Graph.  Tafeln"*),  p.  18].  Sur  les  isoplèthes  polygonales 
voir  Ch,  A.  Vogler  [Graph.  Tafeln  »•*),  p.  20  et  table  V]  et  M.  d'Oeagne  [Traité 
de  nomographie*'*),  p.  53 J. 

669)  Cette  remarque  est  de  A.  L.  Cauchy  [G.  B.  Acad.  se.  Paris  17  (1843), 
p.  494;  ŒnTiea  (1)  8,  Paris  1893,  p.  38]. 

Les  deux  cas  les  pins  simples  et  les  plus  fréquents  sont  ceux  où  l'on  a 

/;-/;+/;  on  /;-/;/;. 

Dans  le  premier  de  ces  deux  cas  simples,  on  pose 
dans  le  second  cas  on  pose 

««logA»  y==iog/; 

et  dans  les  deux  cas  on  obtient  ainsi  des  lignes  cotées  (isoplèthes)  parallèles. 
Dans  le  cas  où  Ton  a 

on  pent  prendre 

les  lignes  cotées  (isoplètbes)  sont  alors  des  droites  passant  par  Torigine,  d'où 
le  nom  proposé  par  M.  dOcagne  [Traité  de  nomographie*'^,  p.  66]  d'o^o^ues 
à  rodûmteff;  mais  on  pent  aussi,  dans  ce  même  cas  où  f^f^^=af^^  en  prenant 
les  logarithmes,  revenir  au  premier  des  deux  cas  simples  cités  plus  haut. 
Dans  le  cas  où  l'on  a 

et  dans  quelques  autres  cas,  on  peut  aussi,  en  prenant  deux  fois  les  logarithmes, 
revenir  au  premier  des  deux  cas  simples  cités  plus  haut. 
La  figure  48  correspond  au  cas  où  l'on  a 

Voir  à  ce  s^jet  Ch,  A.  Vogler,  Graph.  Tafeln ^*^,  p.  44;  avec  cette  table  de 
Ch,  A.  Vogler  on  peut  effectuer  les  trois  opérations  de  rang  trois  [I  1,  26, 
87,  28]. 

670)  Revue  universelle  des  mines  [Liège]  (2)  16  (1884),  p.  879;  Mémoire 
sur  l'intégration  graphique  livre  m,  Liège  1887,  p.  137.  On  ne  trouve  à  cet 
endroit  que  le  résultat  obtenu;  le  détail  du  calcul  se  trouve  dans  M.  ^Oeagne^ 
Traité  de  nomographie"^),  p.  428. 
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partielles  du  cinquième  ordre;  P.  de  Saint  Robert^'^^  avait  traité  aupara- 

■•  M  40    CO    100       3       4    61000  10000  «OC 
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Fig.  48.    Table  exponentielle  de  Vogler. 

yant  le  cas  particulier  ^où  g^  et  h^  se  réduisent  à  l'unité;  la   con- 

m  671)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  102  (1886),  p.  816  [cf.  M,  d'Ocagne,  Traité  de 
nomographie  "^),  p.  424].    Si  Ton  pose  poor  abréger 

et 

du         dv  dv         dv 


8  ^dz^      ^dz,  ^dz^      ^dz. 


1>Î  1>Î  1>Î» 

les  équations  de  condition  sont 

dw         duf  ,  . 

572)  Memorie  Accad.  Toiino  (2)  25  (1871),  p.  58  [cf.  itf.  cTOcagne,  Traité  de 
nomographie  **^),  p.  418].  Ce  cas  particulier  est  celui  où  Ton  peut  séparer  les 
yariablei  en  mettant  F(z, ,  «, ,  ir,)  sous  la  forme 

F(z,,z^,z,)^f,  +  f^  +  f,. 
Dans  ce  cas  on  peut  transformer  les  isoplèthes  en  un  faisceau  de  droites  parallèles. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  Ton  ait 

dz,  dzAdz^] 

P.  de  Saint  Robert  n'a  d'ailleurs  étudié   ce   cas  particulier  qu'en  vue  de  son 
application  à  la  construction  d'une  règle  à  calcuL 

24* 
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dition  requise  prend  alors  la  forme  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre.* 

Si^  avec  J.  Massau^''^),  par  rapport  à  l'abaque  cartésien  obtenu 
en  considérant  g^  et  0^  comme  des  coordonnées  courantes  x  et  y,  on 
envisage  la  transformation  ponctuelle  la  plus  générale  définie  par  les 
équations 

les  droites  parallèles  aux  axes  des  x  ou  des  y  se  transforment  en  deux 
systèmes  de  lignes  quelconques  dont  les  équations  résultent  de  Télimi- 
nation  de  e^  d'une  part,  de  js^  de  l'autre,  entre  ces  deux  équations. 
Cette  anamorphose  généralisée  permet  parfois  d'obtenir  le  même  genre 
de  simplification  dans  la  construction  des  nomogrammes;  elle  permet^ 
par  exemple,  de  n'avoir  recours  qu'à  des  droites  ou  à  des  cercles,  dans 
des  cas  où  l'anamorphose  plus  particulière  de  L,  Lalanne  ne  s'y 
prêterait  pas. 

Ces  mêmes  considérations  peuvent  encore  être  présentées  d'une 
autre  manière  ^^^).  Soient  trois  systèmes  simplement  infinis  de  lignes, 
définis  par  les  équations 

où  X  et  y  représentent  les  coordonnées  courantes;  supposons  ces 
lignes  construites  et  cotées  au  moyen  des  valeurs  correspondantes  de 
j?j,  j9i,  jET,;  nous  aurons  ainsi  un  nomogramme  de  l'équation 

obtenue  par  élimination  de  rr  et  y  entre  les  trois  équations  précé- 
dentes ^^^).  Si  la  fonction  F  est  donnée,  nous  pouvons  choisir  arbi- 
trairement deux  des  trois  fonctions  f^,  /*„  /i"*). 


578)  Reytie  aniyerselle  des  mines  [LiégeJ  (2)  16  (1884),  p.  882;  Mémoire 
sur  rintégiation  graphique,  livre  m,  Liège  1887,  p.  140. 

574)  Voir  J.  Massau^  Revue  nniverselle  des  mines  [Liège]  (2)  16  (1884), 
p.  881;  Mémoire  sur  Tintégration  graphique,  livre  m,  Liège  1887,  p.  189; 
M.  cPOcagne^  Traité  de  nomographie '*^),  p.  90,  97. 

576)  La  recherche  de  la  valeur  de  z^  qui  correspond  à  un  couple  de  valeuri 
données  5^  «»  a,  «,  «s  5  consiste  à  suivre  la  courbe  de  cote  a  du  premier  faisceau 
et  la  courbe  de  cote  h  du  second  fidsceau  jusqu^à  leur  point  d'intersection  et 
à  lire  la  cote   de   la   courbe   du  troisième  faisceau  passant  par  ce  point. 

Pour  rattacher  à  titre  de  généralisation  ces  nouvelles  tables  aux  tables  ordi- 
naires, il  suffit  de  regarder  gi  et  «,  comme  des  coordonnées  arbitraires,  et  non 
plus  cartésiennes. 

576)  Le  cas  où  les  équations  /|  =  0,  /*!  •*  0,  ^,  — ^  0  représentent  des  courbes 
réelles  est  seul  intéressant;  voir  M.  SOccigne,  Traité  de  nomographie*'^,  p.  98. 
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Pour  que  Téquation  F^O  puisse  être  représentée  par  trois 
systèmes  de  droites  ^  il  faut  que  cette  équation  puisse  se  mettre  sous 
forme  d'un  déterminant  tel  que 


0, 


fiyffifK  étant  des  fonctions  de  z^  seulement^  ff,gf}\  àe  e^  seulement^ 
fs}  9i}  \  de  jer,  seulement*^^. 

La  forme  la  plus  générale  des  équations  susceptibles  d'être  repré- 
sentées par  trois  systèmes  de  cercles  a  été  donnée  par  M.  cTOcagne'''^^. 

Il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  prendre  comme  yariables  indépen- 
dantes deux  quelconques  des  trois  variables  ^i^  je^s;  e^  et  à  les  considérer 


/i 

9i 

h 

f. 

9i 

h 

h 

9, 

h 

Fig.  49. 


comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  système  de  coordonnées 
autre  que  le  système  de  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires.    On 

577)  Cf.  /.  Massau,  Mémoire  sur  Tintégration  graphique,  livre  m,  Liège 
1887,  p.  140;  M,  cTOeagne,  Traité  de  nomographie ''^) ,  p.  100.  Ces  auteurs 
envisagent  aussi  quelques  cas  particulièrement  simples  [cf.  /.  Massau,  Mémoire 
sur  l'intégration  graphique,  livre  m,  p.  161,  163;  M.  d'Ocagne,  Traité  de  nomo- 
graphie  **^),  p.  101].  On  trouvera  des  exemples  dans  /.  Massau^  Mémoire  sur  Tinté- 
gration  graphique,  atlas  fig.  141,  et  dans  M.  éPOcagne^  Traité  de  nomographie  *'^), 
p.  109,  et  fig.  48,  p.  111. 

Voir  aussi  à  ce  siget  le  n^  58  et  en  particulier  la  note  605. 

578)  M.  d'Oeagne,  Traité  de  nomographie*'^),  p.  114,  115,  fig.  49.  On 
trouvera  (p.  117)  un  exemple  où  deux  des  faisceaux  sont  dégénérés  en  droites. 
Pour  la  théorie  générale  de  la  représentation  des  équations  quadratiques  au 
moyen  de  droites  et  de  cercles,  on  peut  consulter  M.  d'Oeagne^  Traité  de  nomo- 
graphie**^),  p.  460;  Calcul  graphique  et  nomographie ^),  p.  191. 

579)  M,  â^Ocagne  [Traité  de  nomographie  "^),  p.  117]  mentionne  un  exemple 
plus  ancien  dû  à  2.  Bicour  [Mémorial  de  Tofficier  du  génie  n^  21  (1878),  p.  823]. 
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peut  notamment^  an  lieu  de  coordonnées  cartésiennes  ^  prendre  des 
coordonnées  polaires'^);  dans  ce  cas^  les  lignes  coordonnées  (droites 
issues  de  l'origine  et  cercles  ayant  pour  centre  cette  origine)  se 
trouvent  parfaitement  déterminées  au  moyen  d'une  échelle  rectiligne 
mobile  passant  par  l'origine  ^^)y  dont  la  position  est  repérée  à  l'aide 
d'une  échelle  fixe^*)  disposée  de  préférence  le  long  d'un  cercle  *^, 
comme  on  en  voit  une  sur  la  figure  49. 

jP.  R.  Hélmert  remarqne  [Z.  fÛrVermesBimgs-Wesen  5  (1876),  p.  81]  que  tonte  fonc- 
tion qui  peut  ètie  représentée  d'après  la  méthode  de  L,  Lalawne  par  des  droites 
parallèles  ou  concourantes  peut  Têtre  aussi  par  des  cercles  concentriques.  Il 
enyisage  en  particulier  (pi.  2,  fig.  6)  le  cas  où  z^=»xy  [^graphisches  ËinmaleinB 
in  Ereisen^];  dans  ce  cas  c'est  la  transformation 

x'  =  yiogx  ,  y'  =  Y\ogy^ 
déjà  utilisée  par  L,  Lalawne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier 
semestre,  p.  86],  qui  permet  d'aboutir. 

580)  Dans  ce  cas  if .  d'Ocagne  parle,  comme  Tayait  déjà  fait  G.  P«tet, 
^d'abaques  polaires^.  Sur  la  théorie  de  ces  abaques  polaires,  Toir  M,  é^Ocagne 
[Traité  de  nomographie'*^),  p.  117  et  suiv.]  et  O.  Pe8Ct[Nomografia''^,  p.  19  et 
suiv.]. 

581)  Cet  exemple  est  emprunté  à  O.  Pesci  [Rivista  marittima,  80  (1897) 
(n""  du  mois  de  mars)].  Voir  à  ce  sujets  M.  d'Oeagne,  Traité  de  nomographie^*^, 
p.  121.  L'équation  représentée  dans  cet  exemple  (on  la  rencontre  dans  la  théorie 
de  la  navigation)  est,  en  coordonnées  polaires, 

r  cos  {z  —  9>)  =s  2  cos  ir  ; 
les  lignes  cotées  sont  alors  des  droites.   On  trouvera  d'autres  exemples  encore 
dans  G.  Pesci,  Nomografia  **^,  p.  20  et  suiv. 

Jï  ne  faut  pas  confondre  les  échelles  tournantes  de  ces  abaques  polaires 
avec  les  échelles  pivotantes  dont  Ch.  LaUemand  avait  précédemment  fiût  usage 
[Nivellement  de  haute  précision,  Paris  1889,  p.  147  et  suiv.;  extrait  du  volimie 
„Levé  des  plans  et  nivellement**  de  l'Encyclopédie  des  Travaux  publics]  pour 
faire  varier  les  cotes  d'un  système  de  droites  parallèles  tracées  sur  un  indicatewr*^'') 
transparent  BupeiXK>sé.  Voir  à  ce  stget  M.d^O&kgne,  Traité  de  nomographie*'^, 
p.  868.* 

682)  Un  système  de  deux  équations  de  la  forme  F^^  i*  0,  #^,4  -»  0  peut 
être  représenté  sur  la  même  feuille  [au  lieu  de  l'être  au  moyen  de  deux  nomo- 
grammes  séparés]  de  façon  que  pour  une  des  variables  «j,  «,  communes  aux 
deux  équations  on  puisse  employer  le  même  faisceau  de  courbes  ou  encore  de 
façon  que  le  même  faisceau  serve  chaque  fois  pour  b^  et  pour  #,. 

Dans  le  premier  cas  on  obtient  ce  que  M.  d'Ocagne  appelle  des  ahaque$ 
accouplés;  dans  le  second  cas,  on  obtient  ce  que  M,  d^Ocagne  appelle  des  abaques 
superposés.  On  trouvera  des  exemples  des  uns  et  des  aukes  dans  Jf.  ^Ocaguêj 
Traité  de  nomographie***),  p.  251,  268. 

688)  Des  abaques  cartésiens,  avec  ou  sans  l'anamorphose  de  X.  Lakmne 
(qui  est  maintenant  assez  répandue),  sont  publiés  en  très  grand  nombre  dans 
des  ouvrages  et  journaux  techniques.  On  en  trouve  un  grand  nombre  dans 
L,  LaUmne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (2)  11  (1846)  premier  semestre,  pL  98/100], 
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62.  Abaques  hexagonaux.  Un  système  (simplement  infini)  de 
droites  parallèles  cotées  peut  être  remplace  par  nne  droite  mobile 
de  même  direction,  si  Ton  convient  d'inscrire  les  cotes  dn  système 
le  long  d'une  échelle  rectiligne  transversale  à  la  direction  de  cette 
droite  mobile^.  On  peut  dès  lors***),  sur  un  abaque  cartésien  cons- 
titué par  trois  systèmes  de  droites  cotées  parallèles  entre  elles  dans 
chaque  système,  se  dispenser  de  tracer  ceux-ci,  pourvu  que  l'on  ait 
inscrit  sur  trois  échelles  correspondantes,  transversales  à  leurs  direc- 
tions, les  cotes  de  ces  systèmes  de  droites*^). 

Puisque,  en  effet,  les  valeurs  de  z^,  z^,  0^  satisfaisant  à  l'équation 
représentée,  sont  telles  que  les  droites  correspondantes  sont  concourantes, 
il  sofBt  d^appliquer  sur  le  tableau  constitué  par  les  trois  échelles  un 
transparent  mobile**^  d'orientation  fize*^)  portant  trois  droites  con- 
coorantes,  parallèles  respectivement  aux  directions  des  trois  systèmes 
de  droites  non  tracés,  pour  avoir  l'équivalent  de  ces  trois  systèmes. 


dans  Ch.  A.  Vogler  [Graph.  Tafebi^*^,  p.  9/44,  71,  80,  87,  96/124,  134,  14S/B, 
166,  172/4,  189/96;  ce  dernier  mémoire  contient  d^ailienn,  outre  de  nombreux 
exemples  d'abaques  cartésiens,  six  tables  photographiées  qui  ont  aussi  paru 
séparément]  et  aussi  dans  Ch,  A.  VogUr^  Graphische  Barometertafebi  (dressées 
par  A.  Féld),  Brunswick  1880.  On  en  trouve  encore  dans  A.  Favaro  [trad.  par 
P.  Terrier  2,  Calcul  graphique*'^),  p.  154  en  note,  p.  208  et  sui?.],  dans 
J.  MasMu  [Reyue  universelle  des  mines  [Liège]  (2)  16  (1884),  atlas,  fig.  101; 
Mémoire  sur  Tintégration  graphique,  livre  m,  Liège  1887,  atlas,  fig.  101];  dans 
M.  d'Ocagne^  [Nomographie  "^ ,  p.  82/49],  dans  M,  cPOeagne  [Traité  de  nomo- 
graphie"*),  p.  S2/122,  246/94],  dans  G.  Pesci  [Nomografia"«)>  P-  V^^i  ^^^^  1 
à  8],  dans  E,  Soreau  [Contribution  à  la  théorie  et  aux  applications  de  la  nomo- 
graphie,  Paris  1901;  Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des  ingénieurs  civils  de 
France  64  (1901)  H,  p.  191]. 

684)  CMe  représentation  d*un  système  de  droites  parallèles  par  une  échelle 
dont  les  points  sont  pourvus  des  cotes  des  droites  correspondantes  est  tout  à 
fait  analogue  à  la  représentation  d*un  plan  qui  est  employée  dans  la  méthode 
des  projections  coiées  et  qui  consiste  à  se  servir  d'échelles  de  pente  au  lieu  de 
lignes  de  niveau.  Si  la  direction  des  parallèles  est  donnée  on  prend  en  général 
le  support  de  Téchelle  perpendiculaire  à  cette  direction;  mais  ce  support  peut 
aussi  âtre  incliné  de  façon  quelconque  sur  la  direction  des  parallèles;  il  peut 
même  n*être  pas  droit  mais  brisé  ou  courbe. 

686)  Cette  remarque  est  due  à  G,  Blum^  Ann.  Ponts  et  Chaussées  (6)  1 
(1881)  premier  semestre,  p.  466. 

686)  En  fractionnant  les  trois  échelles  et  en  donnant  une  translation  commune 
aux  fragments  correspondants  de  ces  échelles,  C%.  LaUemand  [Les  abaques  hexa- 
gonaux^*^, p.  60]  a  trouvé  le  moyen  de  réduire  autant  que  possible  la  surface 
occupée  par  Tabaque  [Voir  M,  SOeagne^  Traité  de  nomographie  "^,  p.  76]. 

687)  G,  BIttiri*")  nomme  ce  transparent  le  ^rapporteur*^  de  Tabaque; 
Ch.  Lallemand  [Les  abaques  hexagonaux**^,  p.  14]  le  nomme  r^indicateur**  de 
Tabaque. 
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Ch.  LaUemand^  appelle  rayon  et  M,  d'Ocagne^^  appelle  ituiex 
chacune  des  trois  droites  concoiirantes  orientées  tracées  sur  le  trans* 
parent. 

Pour  obtenir  la  yaleor  de  z^  donnée  implicitement  par  l'équation 

/i  +  /i  +  /i«o, 

où  e^  et  0^  ont  des  yaleurs  données,  il  suffit  de  placer  le  transparent 
convenablement  orienté  de  façon  à  faire  passer  le  premier  index  par 
le  point  coté  0^  de  la  première  échelle,  et  le  deuxième  index  par  le 
point  coté  Bj^  de  la  seconde  échelle;  la  valeur  cherchée  e^  est  alors 
la  cote  du  point  où  le  troisième  index  coupe  la  troisième  échelle; 
cette  valeur  de  e^  se  lit  donc  sur  la  figure. 

Les  seules  équations  F^^^  »  0  auxquelles  s'applique  directement 
cet  artifice  sont  celles  qui  revêtent  la  forme 

Pour  une  telle  équation  le  plus  avantageux  est,  comme  Ta  Mt 
observer  Ch.  LaUemand^^)y  de  faire  en  sorte  que  les  trois  index  fusent 
deux  à  deux  entre  eux  des  angles  égaux  à  y^*^);  les  trois  index 
sont  alors  parallèles  aux  diagonales  d'un  hexagone  régulier;  c'est  pour 
cette  raison  que  Œ.  LaUemand^^^)  a  appelé  abaques  hexagonaux  les 
abaques  qui  ont  cette  disposition. 

C%.  LaXlemand^^^*)  établit  très  simplement  le  principe  de  la  con- 
struction des  abaques  hexagonaux,  sans  supposer  connus  les  abaques 
cartésiens,  en  s'appuyant  sur  une  proposition  bien  connue  de  géométrie 
élémentaire  (fig.  50),  d'après  laquelle  les  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  sur  trois  axes  concourants  inclinés  à  r-  les  uns  sur  les  autres,  limi- 
tent sur  ces  axes,  à  partir  de  leur  point  de  concours,  des  segments 
Xf  y  y  8  tels  que  l'on  ait***) 

e^^x  +  y. 


688)  Les  abaques  hexagonaux*^,  p.  12. 

Pour  orienter  rindicatenr,  Ch.LaUemand  [Les  abaques  hexagonaux***),  p.  14] 
conseille  de  tracer  sur  la  table  quelques  parallèles  à  l'un  des  trois  faisceaux, 
mais  ces  parallèles  peuvent  être  interrompues  à  volonté  et  n'ont  pas  besoin 
d'être  cotées. 

589)  Ch,  LàOemand,  G.  R.  Acad.  se.  Paris  108  (1886),  p.  818;  Jf.  d'Ocagne, 
Traité  de  nomographie^*^),  p.  68. 

590)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  102  (1886),  p.  816;  on  trouvera  plus  de  détails  dans 
M,  d'Ocagne^  Traité  de  nomographie**^,  p.  70,  312. 

591)  «Les  abaques  hexagonaux***),  p.  5;*  C.  R.  Acad.  se.  Paris  102  (1886), 
p.  816/9. 

591*)  «Les  abaques  hexagonaux^**),  p.  9.* 

592)  ^Ch.  Làllemand  [Les  abaques  hexagonaux***),  p.  41]  a  montré  que  si 
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L'ayantage  des  abaques  hexagonaux  consiste  principalement  en  ce 
qu'ils   permettent  de  représenter  simplement  ^'*)  tontes  les  équations 


F,,,...-0 


à  plus  de  trois  variables  dont  le  premier  membre  peut  être  décom- 
posé en  une  somme  de  termes 

ft+f,+f,  +  --- 

contenant  chacun  deux  yariables  au  plus. 


Fig.  60. 


La  proposition  de  géométrie  élémentaire  que  Ton  Tient  de  rappeler 
peut;  en  effet,  être  considérée  comme  fournissant  le  moyen  de  sommer 

Ton  peut  mettre  F^^^^^O  sous  la  forme 

ft+f.-fn 
enyisagée  par  P.  de  Saint  JBo&erf  *),  il  suffit  de  graduer  les  axes  conformément 
aux  équations 

On  peut  ensuite  déplacer  les  échelles  perpendiculairement  aux  axes  et  on  peut 
leur  faire  subir  les  transformations  indiquées  dans  la  note  686. 
698)  ^Ch.  Lànemand,  Les  abaques  hexagonaux**^,  p.  41.* 
Les  abaques  hexagonaux  ont  toujours,  il  est  vrai,  sur  les  abaques  cartésiens 
le  double  avantage  de  n*être  pas  surchargés  de  lignes  cotées  et  de  ne  jamais 
exiger  que  l'on  interpole  des  lignes  par  la  pensée  puisque  les  cotes  sont  données 
directement  par  les  index  du  transparent  sur  les  échelles  correspondantes,  normales 
à  ces  index  et  qu'il  suffit  donc  d'interpoler  un  point  entre  deux  traits  marqués 
sur  une  échelle;  mais  ils  ont  par  contre  Tinconyénient  d'exiger  la  mise  en  place 
de  l'indicateur  et  cet  iaconyénient  compense  souyent  Tayantage  qu'ils  offirent 
dans  la  pratique. 

On  trouvera  des  exemples  d'abaques  hexagonaux  dans  Ch.  LtUlemand 
[Nivellement  de  haute  précision**^),  p.  31,  88]  et  dans  M.  cTOcagne  [Traité  de 
nomographie"'),  p.  79,  81,  86,  814,  816,  819]. 
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deux  et  mème^  par  répétition^  un  nombre  quelconque  de  segmente^  en 
se  serrant  du  transparent  précédemment  décrit;  si  donc^  dans  le  cas 
où  les  termes  fiy  f%y  f^y  •  -  »  de  la  fonction  envisagée  ne  dépendent 
chacun  que  d'une  seule  variable,  on  porte  sur  les  axes,  ou  sur  des 
parallèles  aux  axes,  les  échelles  des  fonctions  f^y  ff,  f^,  . . .,  construites 
avec  le  même  module^  on  effectue  ainsi  mécaniquement  la  somme 

Si  l'un  des  termes  fiy  f%y  f^y  -  --  à^  Ibl  somme  envisagée  est  une  fonction 
de  deux  variables,  la  même  construction  s'applique  pourvu  que,  pour 
ce  terme,  on  ait  recours  à  une  échelle  binaire ^^^3,  c^est-à-dire  à  un 
ensemble  formé  par  l'échelle  d'un  abaque  hexagonal  et  par  un  cadre 
renfermant  deax  systèmes  de  lignes  cotées  (fig.  51);  l'index  du  trans- 
parent qui  correspond  à  cette  échelle  est  alors  lié  à  deux  cotes. 

^Par  application  de  ce  qu'il  a  appelé  la  règle  de  la  muUiplicatiaH 
graphigue^^^),   Gh.  LaUemand^^)  a  indiqué  la  possibilité   de   prendre 

694)  Au  lieu  d'échelle  binaire,  Ch.  LàUemand  [G.  R.  Acad.  se.  Paris  102 
(1886),  p.  818;  Les  abaques  hexagonaux  *^^,  p.  76]  disait  primitivement  „échelle 
diagraphique*'. 

La  figure  61  montre  le  schéma  le  long  de  Taxe  des  x  d'une  échelle  binaire, 
conespondant  à  une  fonction  9(«,  v)  de  deux  variables  u,  v.  On  voit  sur  cette 
figure  deux  faisceaux  de  lignes  cotées;  la  perpendiculaire  à  Taxe  passant  par  le 
point  d'intersection  des  lignes  de  cotes  u  et  v  détermine  sur  l'axe  le  segment 
correspondant  9  (ti,v);  l'ensemble  des  perpendiculaires  forme  un  faisceau  double- 
ment infini,  ^mais  simplement  condensé  (voir  n**  54),  ainsi  que  Ta  remarqué 
M.  d'Oeagne,  Bull.  se.  math.  (2)  24  (1900),  p.  290;  Calcul  graphique  et  nomo- 
graphie^), p.  199.* 

Ch.  LàUemand  [G.  B.  Acad.  se.  Paris  102  (1886),  p.  818,  note  2;  Les  abaques 
hexagonaux  ^*^,  p.  7]  déclare  que  l'idée  première  de  ces  échelles  lui  a  été 
suggérée  par  une  remarque  de  E.  Prévôt  Voir  aussi  note  646  ce  qui  coneene 
le  nomogramme  de  E.  OangutUet  et  W.  B.  Kutter,  La  figure  61  correspond  au 
cas  où  l'on  a 

les  axes  des  y  et  des  g  portant  aussi  les  échelles  des  fonctions  ^(y)  et  f{g). 

La  méthode  créée  par  Ch,  LàUemand  [Les  abaques  hexagonaux^**),  p.  1] 
a  été  exposée  en  détail  par  M.  d'Ocagne  [Nomographie***),  p.  80,  66  (ohap.  S 
et  6);  Traité  de  nomographie***),  p.  82,  812,  817]. 

Sur  l'extension  de  cette  méthode,  faite  par  Ch.  LàUemand  [G.  B.  Acad.  se. 
Paris  102  (1886),  p.  817;  Les  abaques  hexagonaux***),  p.  68  et  suiy.],  au  cas  d'une 
somme  d'éléments  binaires  en  nombre  arbitraire,  Toir  M,  d'Oeagne,  Traité  de 
nomographie***),  p.  817,  862. 

696)  ^.Notice  sur  le  nivellement  général  de  la  Franee,  publiée  à  l'occasion 
de  l'Exposition  universelle  de  1889;  Annexe  II,  p.  68.* 

696)  «On  trouve  dans  M.  d'Oeagne  [Traité  de  nomographie***),  p.  868]  un 
exemple  dû  à  Ch.  LàUemand  à^àbaqm  à  é€heUe  muUiple,* 
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chaque  axe  d'un  abaqne  hexagonal  comme  support  d'une  échelle  de 
la  forme  fufufbê  •  •  •  o^  Jf^  suite,  de  représenter  une  équation  de  la 
forme 

fufufM 1"  fvrfz'iffb'%' H  f\"%'fz"^''fh"^"  H ■=  0. 

Il  a  ainsi  donné  un  premier  exemple  général  de  représentation  graphique 
de  certaines  lois  renfermant  un  nombre  indéterminé  de  variables.* 

^Mais  cette  règle  de  la  multiplication  graphique  a  été  nettement 
réduite  par  M,  cPOcctgne  à  une  simple  juxtaposition  d'abaques  carté- 
siens ^^^J^  et  les  abaques  hexagonaux  relatifs  à  un  nombre  indéterminé 
de  variables  se  résolvent  en  une  chmne  d'abaques  (soit  du  type  pure- 
ment cartésien  y  soit  du  type  hexi^onal  qui  n'en  est  qu'une  variante) 
relatif  chacun  à  trois  paramètres.  Gela  a  été  montré  clairement  par 
M.  cTChagne  qui  a  fait  connûtre  le  type  le  plus  général  de  nomo- 
gramme  à  un  nombre  quelconque  de  variables  formé  par  enchune- 
ment  de  nomogrammes  à  lignes  concourantes,  relatifs  chacun  à  trois 
paramètres  seulement  ^^).  Il  est  essentiel  de  ne  pas  confondre  une 
telle  représentation  avec  celles  qui  embrassent  directement  un  nombre 
de  variables  supérieur  à  trois,  ou,  pour  employer  une  locution  qui  sera 
définie  plus  loin  (n^  54),  qui  utilisent  des  systèmes  d'éléments  double- 
ment infinis  non  condensés.  C'est  la  méthode  des  points  alignés,  dont 
il  va  maintenant  être  question,  qui  a,  pour  la  première  fois,  permis 
d'atteindre  à  ce  résultat  dans  des  cas  généraux  ^^®*).  A  titre  de  cas 
particulier  de  première  importance  citons  les  équations  de  la  forme 

sf^  +  aÉ^  +  haP  +  c-^-Oj 

où  les  coefficients  a,  b,  c  sont  considérés  comme  variables,  et  dont  la 
résolution  nomographique,  impossible  par  les  abaques  hexagonaux,  est, 
comme  on  va  le  voir,  des  plus  aisées  par  les  points  alignés.* 

63.  Méthode  des  points  alignés.  ^En  vue  de  constituer  une 
méthode  de  représentation  graphique  dans  laquelle  chaque  cote  ne 
fût  attachée  qu'à  un  point  au  lieu  de  Tètre  à  toute  une  ligne  (ce  qui 
pratiquement  ofEre  d'immenses  avantages),  M.  d^Ocagne^^)  a  eu,  en  1884, 


697)  ^Traité  de  nomographie  »•*),  p.  362.* 

698)  ^Exposé  synthétique^*^,  p.  28;  Galcnl  graphique  et  nomogiaphie ^), 
p.  804.  Sur  la  réduction  à  ce  type,  à  titre  de  cas  particulier,  des  abaques  hexa- 
gonaux à  un  nombre  quelconque  de  variables,  voir  notamment  Calcul  graphique 
et  nomographie  ^,  p.  219.* 

698*)  «Voir  n^  54  (page  896)  et  M.  d'Ocagne,  G.  B.  Acad.  se.  Paris  148 
(1909),  p.  1244.* 

699)  Ann.  Ponts  et  Chaussées  (6)  8  (1884)  deuxième  semestre,  p.  681.    «Le 
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ridée  de  faire,  sous  une  forme  particulière  rendue  très  simple  par 
l'emploi  d'un  système  spécial  de  coordonnées  tangentieUes^  l'application 
du  principe  de  dualité  aux  nomogrammes  constitués,  grâce  à  l'ana- 
morphose la  plus  générale,  uniquement  de  lignes  droites  ^^*). 

Telle  a  été  l'origine  de  la  méthode  des  points  alignés^  à  laquelle 
on  a  pu,  ainsi  qu'il  arrive  toujours  en  pareil  cas,  rattacher  a  posteriori 
diverses  solutions  données  antérieurement  pour  certains  problèmes 
particuliers  sans  qu'il  s'en  dégageât  aucun  principe  général*^®*). 

C'est  ainsi  que  22.  Méhmke  voit  dans  les  travaux  de  A.  F.  Mofnus 
la  première  trace  de  la  méthode  des  points  alignés.* 

Yoici  quel  est  le  point  de  vue  auquel  se  place  B.  Méhmke: 

A.  F.  Mobius  avait  remarqué,  des  1841  •*^*),  qu'on  peut  constituer 
une  table  graphique  de  multiplication  en  reliant  convenablement  l'une 
à  l'autre  une  parabole  et  une  droite  graduées  de  telle  manière  qu'une 
droite  mobile,  amenée  à  passer  par  les  deux  points  de  la  parabole, 
dont  les  cotes  sont  égales  à  deux  nombres  donnés,  aille  couper  la 

registre  des  dépôts  des  ^Annales  des  Ponts  et  Chanssées'*  indique  que  ce  mémoire 
a  été  déposé  à  la  date  du  80  février  1884.* 

Au  8i]get  du  principe  de  dualité  voir  le  tome  m  de  rEncjclopédie. 

699*)  La  transformation  doalistiqae  des  abaques  cartésiens  à  trois  faisoeaux 
de  courbes  ne  donne  aucun  nomogramme  utile;  elle  peut  toutefois  être  appliquée 
dans  le  cas  des  abaques  à  deux  faisceaux  de  droites  et  un  faisceau  de  courbes; 
Yoir  3f.  â^Oeagne^  Traité  de  nomographie  *'^ ,  p.  127;  voir  aussi  (id.  p.  129)  ce 
qui  concerne  la  transformation  graphique  d*un  abaque  cartésien. 

600)  C*est  sous  ce  nom  qu'elle  est  désignée  par  M,  SOcagne  depuis  1898 
[Bull.  Soc.  math.  France  26  (1898),  p.  31].  M.  d'Ocagne  [Homographie"^,  p.  51] 
rayait  précédemment  nommée  ^méthode  des  points  isoplèthes^  ou  ^méthode  des 
points  cotés''  [C.  B.  Acad.  se.  Paris  128(1896),  p.  988];  B.  Méhmke  [Z.  Math. 
Phys.  44  (1899),  p.  56]  a  traduit  en  allemand  „aligné''  par  ^fluchtrecht**  (c'est- 
à-dire  situé  sur  une  ligne)  et  „ abaque  à  alignement**  par  ,,Fluchttafel''  (en 
langage  technique,  le  mot  français  „alignement**  équivaut  au  mot  allemand 
„Flucht");  F.  Schilling  [Nomogr.  •*■),  p.  24]  adopte  la  désignation  de  ^Kollineare 
Bechentafel''  qui  peut  donner  lieu  à  une  confusion. 

600*)  ^C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'on  peut  voir  la  première  trace  du  prin- 
cipe de  Tanamorphose  dans  la  prcfjecHon  de  Mercator,  Voir  aussi  la  note  667. 
Au  surplus,  des  remarques  analogues  ont  pu  être  faites  à  propos  de  bien 
d'autres  doctrines.  On  sait,  par  exemple,  que  nombre  d'épurés  de  stéréotomie  ont 
préexisté  à  la  géométrie  descriptive,  que  la  statique  graphique  a  été  précédée 
de  même  par  bien  des  solutions  particulières  fondées  sur  l'emploi  des  polygones 
funiculaireB  [Revue  scient.  (6)  7  (1907),  p.  461].  On  sait  aussi,  gr&ce  aux 
intéressantes  recherches  de  H.  G.  Zeuihen  [K.  Danske  Yidensk.  Selsk.  Skrifter  (6) 
8  (1886),  p.  27],  que  diverses  solutions  de  problèmes  sur  les  coniques  connues 
depuis  l'antiquité  peuvent  être  très  exactement  rattachées  aux  solutions  de  ces 
mêmes  problèmes  obtenues  en  faisant  usage  de  coordonnées  cartésiennes.* 

601)  J.  reine  angew.  Math.  22  (1841),  p.  280:  Werke4,  Leipzig  1887,  p.  620. 
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droite  gradnée  au  point  dont  la  cote  est  égale  au  produit  de  ces  deux 
nombres*^*).   On  peut  d'ailleurs,  comme  Ta  fait  observer  A, F.  Mobius^^), 
remplacer  la  parabole  par  un  système  de 
deux  droites  correspondant  chacune  à  Tun 
des  deux  facteurs  du  produit. 

D'autre  part,  E.  GanguiOet  et  TF.  B. 
Kutter^^)  avaient,  dès  1869,  dressé  un  uomo- 
gramme  à  points  alignés  qui  donne  la  re- 
présentation d'une  fonction  de  trois  variables. 

^M.  cCOcagne^'),  après  avoir,  en  1884, 
mis  en  lumière,  comme  on  Ta  dit  plus  haut, 
le  principe  (fig.  52)  de  la  méthode  des  points 
alignés,  à  propos  des  abaques  de  L.  LcUanne 
pour  la  résolution  des  équations  trinômes  (n**  61),  est  revenu  en  1890 
sur  la  généralité  de  sa  portée,  que  A,  Adler  avait,  dès  1886,  fait  remar- 
quer de  son  côté*^).* 

Bien   que  ne   s'appliquant    pas    à  la   résolution    de    toutes   les 
équations   à  trois  variables  ^^),   cette  méthode  possède  des  avantages 


i 

Fig.  6«. 


601*)  L^application  de  tons  les  procédés  habituels  de  calcul  au  moyea 
d*une  section  conique  graduée  est  indiquée  entre  autres  par  L.  Kùtdnyi^  Z. 
Math.  Phys.  27  (1SS2),  p.  248. 

602)  ^La  remarque  de  A.  F.  MÔbitis  se  réduit  alors  à  une  conséquence 
immédiate  du  théorème  des  transrersales  de  Menelas  d'Alexandrie  [Sphaericorum 
libri  m,  éd.  E.  JSàOey,  Oxford  1768,  p.  83 J.  Voir  M.  d'Ocagne,  Traité  de  nomo- 
graphie"*),  p.  180.* 

603)  Ann.  Ponts  et  Chaussées  (6)  8  (1884)  deuxième  semestre,  p.  581;  Le 
Génie  civil  17  (1890),  p.  848 

604)  Sitzgsb.  Akad.  Wien  94  II  (1886),  p.  404. 

606)  Comme  Téquation  JP^,,  =  0  doit  être  représentée  par  un  abaque 
cartésien  à  trois  faisceaux  de  droites,  la  condition  indiquée  au  n**  51  s'applique; 
en  d'autres  termes  on  ne  peut  appliquer  directement  la  méthode  des  points 
alignés  qu'à  la  résolution  d'équations  F^,,  »  0  telles  qu'on  puisse  mettre  la 
fonction  JF\,,  sous  la  forme  d'un  déterminant 


■^iif' 


dont  les  lignes  ne  contiennent  chacune  qu'une  seule  variable. 

A.  Adler  a  cherché  à  exprimer  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  sous  forme  d'équations  différentielles  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  la  fonction  F  doit  satisfaire  [Zum  graphischen  Rechnen,  Progr.  Earo- 
linenthal  1895/6,  p.  29];  mais  il  n'y  est  pas  parvenu. 

F,  Duporcq,  C.  B.  Acad.  se.  Paris  127   (1898),  p.  266;  fiuU.  se.  math.  (2) 
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tellement  évidents  ^*)  qne  Ton  conçoit  la  fayeur  rapide  qu'elle  a  con- 
quise et  l'essor  que^  depuis  son  apparition^  a  pris  la  nomographie. 

Pour  exposer  en  quoi  consiste  la  résolution  des  équations  par 
la  méthode  des  points  alignés,  le  plus  simple  est  manifestement  de 
faire  usage  de  coordonnées  tangentielles  plutôt  que  de  coordonnées 
ponctuelles.  En  particulier,  il  est  commode  de  recourir  aux  coordonnées 
„parallèles*®^"  u,  v  qui  fixent^  la  position  d'une  droite  quelconque  (d) 


22  (1898),  p.  287  [cf.  M.cTOcagne,  Traité  de  nomogiaphie  "*),  p.  427]  a  obiena  des 
condiidonB  suffisanieB  sons  forme  d'équations  fonctionnelles. 

^n  convient  d'ajouter  que  rares  sont  dans  la  pratique  les  équations  qui 
échappent  à  Tapplication  de  cette  méthode.  Au  sujet  de  ces  dernières,  A.  Lafaff 
[Le  Génie  civil  40  (1901/^),  p.  29S/9]  a  fait  voir  conmient,  entre  des  limites  données, 
une  équation  quelconque  à  trois  variables  peut  être  ramenée  approximativement, 
par  un  procédé  graphique,  à  la  forme 

606)  Dans  ces  nomogranunes  à  points  alignés  on  ne  rencontre  aucune  con- 
fusion de  lignes,  la  mise  en  place  et  la  lecture  (au  moyen  d'une  règle  trans- 
parente sur  laquelle  est  tracée  une  ligne,  ou  au  moyen  d'un  fil  tendu)  sont  faciles 
et  en  général  précises. 

Ces  nomogrammes  à  points  alignés  permettent  aussi  de  représenter  les 
fonctions  de  plus  de  trois  variables. 

Les  comparaisons  entre  ces  nomogrammes  et  d'autres  tables  graphiques, 
en  particulier  les  abaques  cartésiens,  sont  instructives;  voir  à  ce  siget  par  ex. 
itr.  d'Oeagne,  Traité  de  nomographie  *'*),  p.  180,  181;  Le  calcul  simplifié  ^*'),  p.  182, 
184;  R.  Soreau,  Nomogr."»),  p.  234,  286. 

607)  M.  éPOeagne  emploie  exclusivement  ces  coordonnées.  A.  Adler***) 
emploie  les  coordonnées  tangentielles  ordinaires  dites  quelquefois  coordonnées  de 
PlUèker  où,  pour  tracer  la  droite  de  coordonnées  m,  v,  on  joint  les  deux  points 
obtenus  en  portant  respectivement 

u'  V 

sur  les  axes  rectangulaires  des  x  et  des  y. 

608)  Les  coordonnées  parallèles  ont  été  introduites  dans  la  géométrie  par 
JT.  W.  Unvergagt  [voir  F.  Budio,  Abh.  Gesch.  Math.  9  (1899),  p.  386]  dans 
un  travail  intitulé:  Ûber  ein  einfaches  Eoordinatensystem  der  Geraden  [Progr. 
Wiesbade  1870/1].  M,  ChaàUs  [Correspondance  math.  phys.  6  (1830),  p.  81]  avait 
déjà  en  1829  employé  en  passant  la  notion  correspondante  dans  l'espace  sous 
le  nom  de  .^coordonnées  parallèles  d'un  plan". 

^G'est  d'ailleurs  sans  aucune  connaissance  des  travaux  antérieurs  ana- 
logues que  M.  d'Ocagne  [Nouv.  Ann.  math.  (8)  3  (1884),  p.  410,  466, 616]  a  entre- 
pris une  étude  approfondie  de  ces  coordonnées;  le  mémoire  de  M,  d'Oeagne  a  été 
tiré  à  part,  sous  le  titre:  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  Paris  1886.  Simul- 
tanément, K.  Sehwering  publiait  sur  le  même  suget:  Théorie  und  Anwendung 
der  Linienkoordinaten,  Leipzig  1884.* 
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par  les  Begments  u  ei  v  (fig.  53)  qne  cette  droite  détermine  sur  deax 
axes  parallèles  ^^. 

Rappelons  qne  dans  ce  système  de  coordonnées  toute  équation 
linéaire  en  u  et  t? 

à  coefficients  donnés  Xj  iiy  v  détermine  un  point  P.  Ce  point  est 
alors  déterminé^  par  exemple,  par  l'intersection  de  la  droite  de  coor- 
données (j-y  d\  et  de  la  droite  de  coordonnées  (o,  -^^ 

Si  Ton  prend  Torigine  des  coor- 
données au  milieu  0  de  Oj^O^y  l'axe 
des   X  suivant    00^   et  l'axe   des  y 
parallèle  aux  deux  axes  parallèles  et 

que 

OiO=- 00,-1, 

les  coordonnées  cartésiennes  x,  y  du 
point  P  dont  l'équation  en  coordonnées 
parallèles  est 

sont 

En  d'autres  termes,  pour  trouver  le 
point  P  par  lequel  passent  toutes  les 
droites  dont  les  coordonnées  u,  v  satis- 
font à  la  même  équation 
Xw  +  fit?  =—  v, 
où  Xj  (A,  V  ont  des  valeurs  fixes,  il  suffit  (fig.  53)  de  marquer  le  point 
Q  qui  divise  dans  le  rapport  de  /i  à  Â  le  segment  0^  0,  joignant  les 
origines   des  deux  axes  parallèles,  de  mener  par  Q  une  parallèle  à 
ces  deux  axes  parallèles  et  de  porter  sur  cette  parallèle  un  segment 

QP  égal  à  5^. 

Faisant  usage  de  la  notation  définie  au  dernier  alinéa  du  n^  50, 
bornons-nous  d'abord  à  envisager  les  équations 

pouvant  se  ramener  à  la  forme 
fi9i  +  ftK  +  /i  -  0. 

609)  Pour  les  applications  il  est  important  que  la  distance  des  axes,  Tori- 
gine  et  la  direction  positive  de  chaque  axe  soient  arbitraires. 


Fig.  63. 
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Snr  deux  droites  parallèles  (u)  et  (t;)  arbitrairement  fixées  nous 
définirons  denx  échelles,  celle  de  sf^  en  posant  u^f^,  celle  de  z^  en 
posant  f>==f^]  nous  aurons  ensuite  pour  0^  une  échelle  (de  support 
généralement  curviligne)  définie  par 

W5^8  +  t^Aj  +  ^  -  0, 
ou  par 

Une  fois  ces  trois  échelles  construites^  pour  avoir  la  valeur  de  0^ 
qui  correspond  à  deux  valeurs  données  de  b^  et  de  jer^y  il  suffît  de 
mener  la  droite  qui  joint  le  point  de  l'échelle  des  u  correspondant 
à  la  valeur  donnée  de  e^  au  point  de  l'échelle  des  1;  correspondant 
à  la  valeur  donnée  de  z^  et  de  marquer  les  points  d'intersection  de 
cette  droite  et  de  la  courbe  qui  sert  de  support  à  l'échelle  des  jet,;  en 
lisant  les  cotes  de  ces  points  d'intersection  on  a  les  valeurs  de  b^ 
cherchées. 

Dans  le  cas  où  l'équation  à  résoudre  est  de  la  forme 

/i  +  /i  +  /i-o, 

l'échelle  des  b^  est  rectiligne  et  paraUële  aux  axes  des  u  et  des  t?^^^. 
Dans  le  cas  où  l'équation  à  résoudre  est  de  la  forme 

ri/;/-.-!, 

il  suffit  d'égaler  les  logarithmes  de  ses  deux  membres  pour  retomber 
sur  le  cas  précédent. 

Dans  le  cas  où  l'on  représente  directement^  sans  faire  usage  des 
logarithmes,  une  équation  de  la  forme 

l'échelle  des  jer,  est  portée  par  la  droite  O^^O^  qui  joint  les  origines 
des  deux  axes  parallèles. 

Aux  différents  cas  que  nous  venons  de  mentionner  correspondent 


610)  La  compontion  des  échelles  parallèles  a  été  indiquée  par  L,  Ber- 
trand, Revue  du  génie  militaire  8  (1894),  p.  475;  DeBcnption  et  usage  d'an 
abaque,  Paris  et  Nancy  1896..  Cf.  M.  d'Oeagne,  Traité  de  nomographie"*)» 
p.  157. 

Cette  composition  permet  de  traiter  aussi  des  équations  à  n  variables  de 
U  forme 

9i+9«H h9„«0 

par  la  méthode  des  points  alignés,  moyennant  l'usage  de  plusieurs  alignements 
successifs. 


Digitized  by  VjOOQIC 


68.  Méthode  dea  pointe  aligné*. 


385 


6.. 


90 


..3& 

..tt 


..10 

'■9 

ê 
::t 

--S 

s 


10 

9 


..5 


des  nomogrammes  à  éclielles  rectilignes  non  paralleleB*^^)  qui  peuTent 
se  déduire  des  précédents  par  des  transformations  homographiqnes*^'). 

Le  nomogramme  de  la  multipli- 
cation est  formé  par  trois  échelles 
logarithmiques  parallèles  équidistan- 
tes.  Les  échelles  de  droite  et  de 
gauche  sont  identiques;  l'échelle  du 
milieu  a  des  divisions  qui  sont  la 
moitié  des  précédentes  (fig.  54).  Le 
produit  de  6  par  2  par  exemple 
se  lit  à  rintersection,  avec  l'échelle 
du  milieu^  de  la  droite  qui  joint  les 
points  cotés  6  et  2  sur  les  échelles 
extrêmes. 

L'équation  trinôme 
jp"»  +  a^r  +  6  =  0, 
où  a  et  6  sont  des  constantes  données^ 
rentre  dans  le  cas  ci- dessus  envisagé. 
Si  Ton  pose  ici  f^  ^  a^  f^^  b,  et 

on    obtient    les    nomogrammes    de 

M.  éPOcagne^^^)  pour  la  résolution  des  équations  trinomes*^^).  La 
figure  Ô5  montre  un  cas  particulier  de  ces  nomogrammes^  celui  de 
l'équation  du  second  degré  •^*) 

ir«  +  a0  +  6  -  0; 

récheUe  des  a  est  à  gauche^  celle  des  b  à  droite,  et  le  support  de 


..1 


Fig.  64. 


611)  Voir  M.  cTOcagne,   Traité  de  nomographie»"),   p.  144,  161,  176,  180. 

612)  Sur  les  équations  qni  peuvent  être  leprésentées  par  trois  échelles  homo- 
gxaphiqaes,  voir  M,  d*Ocagne^  C.  R.  Acad.  se.  Paris  123  (1896),  p.  988;  Acta 
math.  21  (1897),  p.  301;  Traité  de  nomographie  "^,  p.  486;  voir  aussi  B.  Soreau^ 
Nomogr."«),  p.  246;  M.  d'Ocagne,  Bull.  se.  math.  (2)  26  (1902),  p.  71;  Calcul 
graphique  et  nomographie  ^),  p.  268,  269. 

618)  Ann.  Ponts  et  Chaussées  (6)  8  (1884)  deuxième  semestre,  p.  681. 

614)  M,  d^Oeagne^  Traité  de  nomographie'**),  p.  187.  ^Ce  type  de  nomo- 
gramme a  été  utilisé  par  B.  Gorrieri  [Bull,  del  Collegio  degli  Ing.  éd.  Archit 
(Bologne),  16  (1896),  p.  47]  pour  le  calcul  des  sections  résistantes  dans  les  travées 
chargées.* 

616)  On  peut  de  même  réunir  sur  une  seule  feuille  les  nomogrammes  des 
équations  trinômes  cubiques,  biquadratiques,  etc.  [voir  M.  d'Ocagne^  Traité  de 
nomographie  ^*%  p.  186,  fig.  80],  ce  qui  serait  pratiquement  irréalisable  avec  les 
abaques  de  L.  Lalanne. 

Encyolop.  doi  loieno.  mathémal    I  4.  26 
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l'échelle  des  0  est  une  hyperbole  qui  n'est  dessinée  ici  qu'entre  les 
axes  parallèles^  c'est-à-dire  pour  les  e  positife. 

Pour  résoudre  à  l'aide  de  ce  nomogramme  l'équation  du  second 
degré 

par  exemple^   il   suffit   de   tirer  la   ligne   droite   qui  joint   le  point 


r-^ 


t — a 


Fig.  65.    Nomogramme  de  résolution  des  équations  du  second  degré. 

a»-  — 3,5  au  point  h^\p  (elle  est  pointillée  sur  la  figure  55);  cette 
droite^  rencontre  l'hyperbole  (support  des  e)  en  deux  points  cotés 

jr  —  3     et    e^  0,5; 

les  deux  racines  de  l'équation  envisagée  sout  e£Fectiyement  3  et  ^. 
En    général    les    valeurs    absolues  des    racines   négatives  ^^  de 

616)  Sur  la  détennination  des  racines  imaginaiies,  voir  A.  Hooi^  Math.- 
natnrw.  Mitt.  Wflrttemb.  (1)  2  (1887/8),  éd.  1889,  p.  80/9. 
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l'équation 

s'obtiennent  en  cherchant;  à  l'aide  du  nomogramme^  lea  racines  posi- 
tires  de  l'équation 

/•,(-*,) -0. 

Si;    d'une    manière    plus    générale ^    on    peut    mettre    l'équation 


-0, 


on  peut  déterminer  les  écheUes  de  e^^  de  2r,  et  de  0^,  soit  à  l'aide  des 
coordonnées  cartésiennes  x,  y  des  points  d'un  plan,  par  les  trois  couples 
de  formules '^^ 


sous  la  forme  •^*) 

(1) 

9»!     *i     Xi 
9i     ^»     Xt 

9»    *j     X» 

Xi  ' 


rc  —  -^, 


Xi 


y- 


soit  à  l'aide  des  coordonnées  parallèles  de  droite  u,  v,  par  les  trois 
équations**®) 

9^8  •  «*  +  *8  •  ^  ==  Zb  • 
^Suivant;  ou  non,  que  les  trois  fonctions  de  la  même  Tariable  sont 
linéairement  dépendantes  (c'est-à-dire  peuvent  s'exprimer  sous  forme 
linéaire  et  homogène  de  deux  fonctions  seulement)  l'échelle  correspon- 
dante est  rectiligne  ou  non. 


617)  A.  Adler,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  94  II  (1SS6),  p.  421;  M  d'Oeagne, 
Traité  de  nomographie*'*),  p.  134. 

61S)  M.d'Ocagne,  Le  Qénie  civil  17  (1890),  p.  844;  G,  Pesci  [Nomografia  "'^, 
p.  26]  et  B,  Sareau  [Nomogr.  '^'),  p.  196]  8*en  tiennent  aux  coordonnées  ponctuelles. 
Chaque  transformation  homograpbique  d*xm  nomogramme  donne  un  nouveau 
nomogramme  équivalent. 

Sur  la  réalisation  de  la  meilleure  disposition  par  une  telle  transformation, 
voir  M,  d'Ocagnây  Traité  de  nomographie  "^),  p.  135,  198,  198;  en  particulier, 
pour  remploi  des  méthodes  de  la  perspective  [d*aprèe  une  note  inédite  de 
A.  Lafay;  voir  aussi  A.  Lafay,  J.  phys.  théor.  appL  (3)  8  (1899),  p.  96],  voir 
M,  d^Oeagne,  Traité  de  nomographie^'^),  p.  137;  pour  le  fractionnement  des 
échelles,  voir  id.  p.  140,  160. 

26* 
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Représentant  généralement  par  la  lettre  N  un  nomogramme  à 
alignement^  on  peut  indiquer  par  un  indiee  le  nombre  des  échelles 
rectilignes  qu'il  comporte,  en  sorte  que,  suivant  que  les  fonctions 
composantes  sont  linéairement  dépendantes  dans  0,  1,  2  ou  3  lignes 
du  déterminant  (1),  on  a  im  nomogramme  Nq^  N^,  N^  ou  Ny 

L'étude  algébrique  des  équations  pouvant  se  traduire  par  un 
nomogramme  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  quatre  genres  ne  manque 
pas  d'intérêt  Pour  en  préciser  la  nature  il  convient  de  fixer  d'après 
R,  Sorecm^^^)  la  notion  d'ordre  notnographique. 

On  dit  qu'une  équation  à  trois  variables  F^^^  =»  0  est  nomo- 
graphiquement  ordonnée  par  rapport  à  l'indice  1  lorsqu'elle  est  mise 
sous  la  forme 

-^m  =  fifu  +  9^19^28  H 1-  ^i*M  =  0; 

o^  fiy  ç^y  , .  i,  0^  ne  dépendent  que  de  la  première  variable,  tandis  que 
fuf  ^nf  *  -  *9  ^88  ^^  dépendent  que  des  deux  dernières  variables. 

Si  une  équation  à  trois  variables,  nomographiquement  ordonnée 
par  rapport  à  l'indice  1,  contient  n^  +  1  termes,  elle  est  dite  d'ordre 
nomographique  n^  par  rapport  à  la  première  variable;  la  somme 
Wi  +  w,  +  Wb  ^s^  s^^  ordre  total  par  rapport  aux  trois  variables***). 

Le  développement  du  déterminant  (1)  est  toujours  d'un  ordre 
nomographique  n  tel  que  l'on  ait 

et  un  Ni  représente  une  équation  d'ordre  nomographique  t  +  3.  In- 
versement la  question  se  pose,  étant  donnée  une  équation  à  trois 
variables  d'ordre  nomographique  au  plus  égal  à  2  par  rapport  à 
chacune  de  ces  variables,  d'essayer  de  mettre  cette  équation  sous 
forme  d'im  déterminant  de  même  ordre,  à  éléments  tous  réels  bien 
entendu. 

Pour  w  •=  3,  le  problème  a  été  complètement  résolu  fsxM.d'  Ocagne  •*^), 


619)  ^B,  Soreau,  Nomogr.*»»),  p.  248.* 

620)  ^n  fant  remaïqaer  que  cette  notion  ne  yise  qu*nn  caractère  foimel 
de  l'équation  et  ne  se  lie  nullement  à  sa  nature  intime.  Par  exemple,  Téqna- 
tion  de  P.  de  Saint  Robert  [M.  d'Oeagne^  Traité  de  nomographie  *•*),  p.  41«J 


qui  écrite  ainsi  est  d'ordre  nomographique  6,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

log  (m + yi^^^) = log  {x + y^« +1) + log  (y + VP~+^) 

dont  Tordre  nomographique  est  8.    Mais  cette  notion  est  cependant  très  commode 
pour  Tétude  de  la  représentation  des  équations  en  points  alignés.* 

621)  ^Acta   math.  21   (1897),   p.  801;  Traité  de  nomographie "<) ,   p.  486. 
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qui  a  démontré  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
polynôme 

^fiUU  +  B,UU  +  B^Uf,  +  B^fJ,  +  C,/i  +  C^f,  +  C,/i  +  D  =  0 

soit  transformable  sans  anamorphose  en  un  déterminant  du  troisième 
ordre  à  éléments  tous  réels,  est  que  le  discriminant 

{B^C,  +  B,C,  +  B,C,^ADy 
-  4{B,B,C,C,  +  B,B,C,C^  +  B,B,C,C,  ~  AC,C,C,  ~  B,B,B,D) 

de  ce  polynôme  rendu  homogène  ne  soit  pas  n^tif  •").  Suivant  que 
ce  discriminant  est  positif  ou  nul,  Téquation  donnée  est  réductible  à 
Tune  des  deux  formes  canoniques 

fi+ft+f,-0, 


qui  s'écriyent 


/i   0   i{  [/;    -1       Oi 

1^0-0,         1/;      0   -il-o, 


0   1   f. 


\U      1       1 


et  pour  la  seconde  desquelles  les  trois  échelles  rectilignes  sont  con- 
courantes^"). 


Cette  étnde  comprend,  en  outre,  la  recherche  des  transformations  homographiqnes 
ramenant  les  échelles  qni  figurent  sur  le  nomogramme  à  celles  mêmes  des  fonc- 
tions entrant  directement  dans  Téquation  donnée.  Le  problème  a  été  aussi 
traité,  au  moyen  d'une  autre  analyse,  par  R,  Sareau,  Nomogr.***),  p.  248. 

Récemment,  par  Tintioduction  d'une  notion  nouvelle ,  M.  éPOcagne  [G.  B. 
Acad.  se.  Paris  144  (1907),  p.  190,  895,  1027]  a  réduit  cette  théorie  à  une  sim- 
plicité bien  plus  grande,  en  même  temps  qu'il  a  donné  le  moyen  de  construire 
directement  le  nomogramme  dans  tous  les  cas,  sans  aucune  transformation  algé- 
brique préliminaire  [Bull.  Soc.  math.  France  85  (1907),  p.  173;  Calcul  graphique 
et  nomographie  ^),  p.  263]. 

Cette  notion  nouvelle  est  celle  des  valeurs  critiques  de  f^,  /*,,  /*,.  On 
entend  par  là  les  valeurs  de  ces  fonctions  accouplées  deux  à  deux  pour  lesquelles 
la  troisième  devient  indéterminée.* 

622)  ^û  est  bien  remarquable  que  dans  la  pratique,  où  elles  se  rencontrent 
très  fréquemment,  les  équations  d'ordre  nomographique  3  offrent  à  peu  près  toutes 
ce  caractère.  M.  d'Ocagne  n'en  a  pas  rencontré  une  seule  qui  ne  le  présentât 
point  et  /.  Clark  pour  en  citer  un  seul  exemple  a  dû  recourir  à  l'équation 

^  —  xy 

qui  fait  connaître  Z'^ig{cc-{-  ^  en  fonction  de  x=^i%a  et  de  y  =^  tgp  et  qu'on 
ne  saurait  à  proprement  parler  ranger  parmi  les  équations  pratiques.* 
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Pour  n  =«  4,  eT".  Clark^^)  a  fait  voir  que  tonte  équation  est  réductible 
à  Tune  des  deux  formes  canoniques 

exduBiyes  Tune  de  l'autre. 

Dans  le  premier  cas,  elle  peut  être  transformée  en  un  déterminant 
donnant  lieu  à  un  nomogramme  N^,  savoir 

1     0    /il 

0   1  /;j-o. 

/s    9s    1  i 

Mais  J,  Qark  a  {ÎEdt  voir  en  outre  que^  pour  n  —  3  dans  tous 
les  cas  y  et  pour  n  >-  4  lorsque  l'équation  n'est  pas  représentable  par 
un  nomogramme  comportant  le  nombre  maxime  d'échelles  rectilignes 
compatible  avec  le  nombre  de  ses  fonctions  composantes,  cette  équation 
est  pourtant  encore  représentable  par  un  nomogramme  à  alignement 
sur  lequel  deux  des  échelles  rectilignes  des  cas  précédents  sont  rem- 
placées par  deux  échelles  supportées  par  une  même  conique,  d'où  le 
nom  de  nomogrammes  coniqtÂes^^). 

En  effets  toute  équation  d'ordre  nomographique  3  (à  discriminant 
positif^  nul  ou  négatif),  de  même  que  toute  équation  d'ordre  nomo- 
graphique 4  réductible  à  la  seconde  forme  canonique  ci- dessus,  peui 
revêtir  la  forme  symétrique  , 

fifffz+(fi  +  f,)Vz  +  *,-0 

[les  fonctions  f^,  9)3,  tz  étant  linéairement  dépendantes  dans  le  caa 
4e  l'ordre  nomographique  3]  qui  moyennant  la  multiplication  par 
/i  "~"  fi  P^^*  s'écrire 

1     fi  fi* 
1     f,  f,' 


-0, 


628)  ^Bevue  de  mécanique  21  (1907),  p.  821;  zëramé:  Aasoc.  franc,  avaac. 
se.  84  (Cherbourg)  1906  \  p.  292.  En  dehors  de  1»  partie  algébrique  ici  résumée, 
ce  mémoire  comprend  une  partie  plus  spécialement  nomographique  dans  laquelle 
/.  Clark  fonde  sur  la  considération  de  la  aymétrie  nomographique  une  ingénieuse 
méthode  synthétique  de  construction  des  nomogrammes  coniques.* 

624)  ^La  table  graphique  de  multiplication  de  A,  F,  MÔbius  [J.  reine  angew. 
Math.  22  (1841),  p.  280;  Werke  4,  Leipzig  1887,  p.  620]  est  un  exemple,  et  le 
premier  sans  doute,  de  nomogramme  conique. 

D*autres  exemples  ont  été  rencontrés  par  M.  d'Oeagne  [Traité  de  nomo> 
graphie**^,  p.  198]  et  par  G.  Bieci  [La  nomografia.  Borne  1901,  p.  62].  Ifaîs 
c*est  par  J,  Clark  que  le  principe  général  a  été  mis  en  évidence.* 
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et  Ton  Yoit  que  les  deux  premières  échelles  ont  pour  support  une 
même  conique. 

Cette  symétrie  nomographique;  qui  ne  peut  d'ailleurs  être  obtenue 
que  d'une  seule  manière  dans  le  cas  de  l'ordre  4,  peut  l'être  d'une 
infinité  de  manières  dans  le  cas  de  l'ordre  3.  En  outre^  dans  ce 
dernier  cas^  elle  peut  être  réalisée  par  rapport  aux  trois  variables  à  la 
fois^  l'équation  prenant  alors  la  forme 

fiUU  +  ^(f,U  +  UU  +  fzQ  +  5  (^1  +  ^,  +  r.)  +  0  -  0 

qui  moyennant  la  multiplication  par 

(fr-Qif,-ft)(fz-A) 


peut  s'écrire 


f>'-B 


ft'+C 


0. 


Lee  trois  échelles  ainsi  définies  ont  pour  support  une  même 
cubique,  d'où  le  nom  de  nomoffrcHnmes  cubiques. 

D'une  manière  tout  à  fiait  gâiérale,  J.  Clark  a  en  outre  démontré 
que,  à  partir  de  l'ordre  4,  il  suffit,  pour  reconnaître  si  une  équation 
-^in  ■"  0  est  représentable  par  alignement^  après  l'avoir  ordonnée  par 
rapport  à  l'un  des  indices  sous  la  forme 

fifss  +  Vi<Pn  +  *i*u-  ^ 


de  poser 


ru 


^18 


et  d'éliminer  successivement  les  variables  d'indices  2  et  3  entre  ces 
deux  dernières  équations.  Si  cette  double  élimination  conduit  à  des 
équations  linéaires  en  u  et  «^  la  réduction  à  la  forme  d'un  déterminant 
est  réalisée-,  si  non,  eUe  est  impossible 
à  moins  toutefois  d'une  anamorphose 
non  projective  •**).* 

Pour  étendre  la  méthode  à  des 
équations  à  plus  de  trois  variables  on 
peut  suivre  plusieurs  voies.  En  con- 
struisant (fig.  56)  sur  une  même  feuille, 
ainsi  que  l'a  proposé  M.  cFOcaffne^^)^ 
deux  nomogrammes  du  genre  précédent  ^-  66. 

ayant   une   échelle   commune  pour   la 
variable  auxiliaire  0y  on  peut  représenter  une  équation  JP^m  -=  0 


636)  Les   troisièmes  lignes  sont  les  mêmes  dans  les  deux  déterminants. 
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quatre  yariables  Zu  e^y  e^y  ^i,  lorsque  cetfce  équation  peut  être  obtenue 
comme  le  résultat  de  Télimination  de  js  entre  deux  équations  de  la 
forme 


9>i 

^1 

Xi 

9» 

tt 

Z. 

V* 

tt 

Xt 

-0, 

fi 

*i 

U 

9» 

4> 

X 

9 

t 

z 

I 


0, 


ofi  ip,  i^,  X  sont  des  fonctions  de  a  seulement*^. 

Le  support  de  l'échelle  commune  (js)^  qui  n'a  pas  besoin  d'être 
gradué,  est  dit  la  ligne  des  pivots  ^ou  la  charnière* 

^B.  Soreau^'^,  qui  a  donné  une  yaste  extension  à  la  méthode  du 
double  alignement,  a  remarqué  que  si  la  charnière  est  rectiligne 
(ce  qui  a  lieu  si  les  fonctions  tp,  f,  %  sont  liées  deux  à  deux  linéaire- 
ment) l'équation  résultante  peut  s'écrire 

Va     0     *4     X4  I 

L'introduction  des  nomogrammes  coniques,  a  conduit  aux  premiers 
exemples  pratiques  de  nomogrammes  à  double  alignement  ayec  char- 
nière curyiligne'*^).* 


A  des  yalears  données  de  z^ ,  jp,  et  z^  conespond  une  valeur  déterminée  de  z^ 
que  Ton  obtient  (voir  fig.  66),  en  faisant  tourner  autour  de  son  point  d'inter- 
section avec  le  support  de  Téchelle  des  z  (laquelle  n'a  pas  besoin  d'être  mar- 
quée sur  ce  support)  la  droite  qui  joint  les  points  z^  et  z^  des  deux  premières 
échelles  jusqu'à  ce  qu'elle  passe  par  le  point  0,  de  la  troisième  échelle;  on  lit 
alors  la  cote  z^  du  point  d*intersection  de  cette  droite  avec  la  quatrième  échelle. 
C'est  à  cause  de  la  rotation  que  Ton  imprime  à  la  droite  dont  il  vient 
d'être  question  que  M.  d'Ocagne  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (7)  17  (1898),  p.  307 
(huitième  année  de  la  7**""*  série,  premier  trimestre)]  avait  primitivement  désigné 
ces  abaques  sous  le  nom  d'cibaques  à  pivotement.  ^Pour  cette  méthode,  M.  d^Ocagne 
a  finalement  proposé  la  désignation  de  ^double  alignement''  [Traité  de  nomo- 
graphie"*),  p.  218].* 

626)  Les  trois  cas  les  plus  simples  sont  ceux  où  l'on  a,  soit 

soit 

BOit  Vi^.-y.tf'*. 

Exemples  dans  M.  d'Ocagne,  Traité  de  nomographie^**) ,  p.  221,  229,  233.  On 
trouve  aussi  dans  M.  d'Ocagne  [Traité  de  nomographie*'*),  p.  215]  la  forme 
générale  d'équation  correspondant  aux  nomogrammes  à  double  alignement.  Voix 
aussi  à  ce  si:get  la  note  638. 

627)  ^Nomogr."»),  p.  820.* 

t28)  «Ces  nomogrammes  ont  été  construits  par  G.  Wolff  pour  les  besoins 
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Les  applications  de  la  méthode  des  points  alignés  sont  chaque 
jour  plus  nombreuses.  Outre  les  publications  déjà  mentionnées  de 
Jf.  SOcagfney  de  Ér.  Pcsct  et  de  iî.  SoreaMV^\  contentons-nous  de  citer 
ici  jB.  Méhwike^),  K  Maurer^^)  et  E.  Goedseds^),  en  renvoyant 
aux  listes  plus  complètes  dressées  par  M.  d'Oeagne^,  G.  Pesci^  et 
E,  Sutar^). 

L'efficacité  et  l'utilité  de  la  méthode  des  points  alignés  dans  le 
cas  où  les  fonctions  envisagées  sont  données  par  un  procédé  empirique 
a  été  mise  en  évidence  par  M.  d'Occtgfèe^,  R.  Soreau^'^)  et  d'autres ••*). 

L'idée  de  prendre  pour  transversale  mobile  une  courbe  au  lieu 
d'une  droite  s'est  présentée  d'abord  à  A.  Adler^^),  puis  à  E.  Goedseds^ 
qui  l'a  d'ailleurs  poussée  plus  à  fond. 


du  service  des  canaux  d'irrigation  de  TEgypte,  sous  le  titre:  Wolffs  diagramme 
for  egjptian  engineers,  Le  Caire  190S.* 

629)  Voir  notes  1,  530,  684,  688. 

630)  Ann.  Pbjs.  and  Ghemie  (2)  41  (1890),  pi.  YII  avec  texte  correspondant 
p.  892;  Gentralblatt  der  Baayerwaltung  10  (1890),  p.  418;  Z.  Math.  Phjsik  44 
(1899),  p.  66/62  et  les  pi.  I— m  jointes  à  ce  mémoire. 

Voir  aussi  R.  Méhmke  dans  W.  von  Dyek,  Katalog  "^  Nachtrag  (supplé- 
ment), p.  9,  19. 

681)  H.  Maurer,  Graphische  Tafeln  fur  meteorologische  und  physikalische 
Zwecke,  Diss.  Strasbourg  1894. 

632)  E.  Goedseeh,  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  28'  (1898/9),  p.  86/52. 

688)  M.  d'Oeagne,  Revue  gén.  des  se.  9  (1898),  p.  116;  C.  R.  Acad.  se.  Paris 
130  (1900),  p.  554;  ^Revue  gén.  se.  18  (1907),  p.  892.* 

634)  G.  Pesci,  Periodico  mat.  (2)  2  (1899/1900),  p.  201. 

635)  E.  SutoT,  Union  des  ingénieurs  sortis  des  écoles  spéciales  de  Louyain, 
Mémoires  1900,  p.  223;  Mémoires  1901,  p.  8. 

686)  M.  d'Occigne,  Traité  de  nomographie  <^'*),  p.  208,  206,  207.  Les  exemples 
dtés  par  M,  d'Oeagne  sont  dus  à  M.  Beghin  [Ann.  Ponts  et  Chaussées  (7)  4 
(1892),  p.  548  (deuxième  année,  deuxième  semestre)],  à  A.  Lafay  [Reyue  d'ar- 
tillerie 47  (1895),  p.  65]  et  à  A.  Bateau  [Ann.  des  mines  (9)  11  (1897),  p.  242]. 

^Plus  récemment,  M.  d'Ocagne  [Le  calcul  simplifié  ^*^,  p.  189],  après  ayoir 
rappelé  nombre  d'exemples  qui  figurent  au  Traité  de  nomographie*'^),  a  signalé 
des  applications  à  tout  un  ensemble  de  formules  empruntées  à  une  même 
spécialité  technique  (tir  des  pièces  marines;  balistique;  construction  mécanique; 
assurances  sur  la  vie;  calculs  nautiques,  etc.);  il  est  revenu  sur  ce  siget:  Revue 
gén.  se.  18  (1907),  p.  892.* 

637)  B.  Soreau,  Nomogr."»),  p.  493,  499. 

688)  »Voir  à  ce  sujet  D.  Garfieri^^*)  et  C.  Wolff^^^.* 

689)  Sitzgsb.  Akad.  Wien  94  II  (1886),  p.  422;  Progr.«<^«)  Earolinenthal 
1896/6,  p.  87.  A.  Adler  emploie  aussi  des  transversales  qu'on  doit  dessiner  dans 
chaque  cas. 

640)  Ann.  Soc.  scient.  Bruxelles  23*  (1898/9),  p.  19;  tirage  à  part  publié  sous 
le  titre:  Les  procédés   pour   simplifier  les  calculs  ramenés  à  l'emploi  de  deux 
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On  doit  aussi  à  A.  AéUer  l'idée  de 
passer  du  plan  à  l'espace  ^^)^  idée  sur 
laquelle  est  fondé  l'appareil  de  R.  Mékmke 
pour  la  résolution  des  équations  à  quatre 
et  à  cinq  termes  (fig.  67)  •*^.  On  trouvera 
un  autre  genre  d'extension  de  la  méthode 
au  n^  64. 

54.  BlémentB  à  pltuiieimi  cotes.  Si 

l'on  se  donne  deux  systèmes  simplement 
infinis  de  lignes  cotées^  le  point  de  ren- 
contre de  deux  lignes  prises  dans  l'un 
et  l'autre  système  peut  être  considéré 
comme  affecté  de  l'ensemble  des  deux 
cotes  de  ces  lignes.  Si  un  troisième 
système  est  tracé  sur  le  réseau  formé 
Fig.  67.  par  les  deux  premiers^  chacune  de  ses 

lignes  peut  être  considérée  comme  affectée 

du  couple  de  cotes  correspondant  à  l'un   quelconque  des  points  du 

réseau  par  lesquels  elle  passe. 


transvenaleB,  BroxelleB  1898  [Cî.  M.d'Ocaçne,  Traité  de  nomographie  ^'^^  p.  234, 
238,  241];  ces  recherches  sont  indépendantes  de  celles  de  A.  Adler.  E.  GoedteéU 
préfère  faire  usage  de  lignes  de  forme  invariable  (par  exemple  de  cercles  de 
rayon  constant  on  de  systèmes  d'axes  rectangolaires)  on  encore  de  systèmes  de 
transyersales  composés  de  lignes  inyariables  pouvant  être  mues  chacune  indépen- 
damment des  autres. 

641)  Cf.  A  Adler,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  94  n  (1886),  p.  428.  On  y  trouye  énoncé 
sans  démonstration  que  d'une  part  quatre  droites  par  un  point,  et  d'autre  part 
les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche,  peuvent  être  pourvus  de  graduations  telles 
que  les  cotes  g^,  g^,  0,,  ir,  de  quatre  points  situés  dans  un  même  plan  satisfassent 
toi]gours  à  l'équation  g^^g^g^g^. 

642)  JB.  Méhnike  dans  W.  wm  Byek,  Eatalog^*^,  p.  168;  à  cette  époque 
R.  Méhmke  ne  connaissait  pas  encore  les  travaux  de  A.  Adler.  Pour  plus  de 
détails,  voir  B.  Méhmke,  Z.  Math.  Phys.  48  (1898),  p.  838  [Of.  M.  d^Ocoffne, 
Traité  de  nomographie'^'^),  p.  860].    Les  racines  de  l'équation 

sont  données  par  les  points  d'intersection  de  la  courbe  cotée  correspondant  à  la 
combinaison  d'exposants  (m,  n,  p)  [cette  courbe  est  représentée  par  le  bord  d'une 
plaque  métallique]  avec  le  plan  passant  par  les  points  des  trois  axes  panllèles, 
dont  les  cotes  sont  a,  &,  c.  Ces  points  d'intersection  sont  les  mêmes  que  les 
points  d'intersection  apparents  de  la  courbe  avec  la  droite  ac  vue  du  point  h  et 
représentée  par  un  fil  tendu.  La  figure  67  montre  la  disposition  dans  le  cas 
de  l'équation 

t'"— 6r  +  6«P  +  l— 0. 
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^Chaque  ligne  du  troisième  système  équivaut  donc,  en  réalité,  à 
une  infinité  de  lignes  superposées  géométriquement  les  unes  aux  autres 
et  correspondant  chacune  à  Tun  des  couples  de  cotes  y  afférents;, 
d'où,  pour,  désigner  ces  lignes  à  deux  cotes,  le  terme  proposé  par 
M,  d'Ocagne^^  de  lignes  condensées^ 

La  notion  d'échelle  binaire  qui  s'est  présentée  à  la  fin  du. 
n^  52  rentre  visiblement  dans  cette  conception  plus  générale.  Toute 
ligne  cotée  c  du  troisième  système  coupe  une  transversale  quelconque 
à  ce  système  (joignant  par  exemple  le  point  de  cote  a  de  la  première 
échelle  au  point  de  cote  &  de  la  seconde  échelle)  en  un  point  P  qui 


» 

,.0 


Fig.  68.    Lignes  condensées. 

peut  être  considéré  comme  affecté  du  couple  de  cotes  (c,  d)  corres- 
pondant, en  vertu  de  ce  qui  précède,  au  couple  de  cotes  (a,  6);  con- 
naissant a,  &,  c,  on  lit  donc  aisément  la  valeur  de  d  sur  la  figure  58. 
Les  points  d'intersection  P  s'appellent  „points  condensés"****). 

En  substituant  à  des  éléments  à  cote  simple  des  éléments^à'cote 

Chacune  des  plaqnes  métaUiqoes  correspond  à  la  partie  de  la  courbe  relative 
aux  valenrs  positives  de  t.  Pour  la  déteznûnatiion  des  racines  négatives, 'voir 
p.  886/7.  Pour  les  équations  à  cinq  termes  on  a  un  faisceau  de  courbesjau 
lieu  d'une  seule  courbe. 

648)  ^Bull.  se.  math.  (2)  24  (1900),  p.  288;  J.  Ec.  polyt.  (2)  cah.  8  (1908), 
p.  102;  Exposé  synthétique"*),  p.  6.* 

648*)  Traité  de  nomographie  ^'^,  p.  296. 
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double,  notamment  sons  forme  d'échelles  binaires  ou  de  points  con- 
densés, on  a  le  moyen  d'étendre  Fusage  des  nomogrammes  à  des 
équations  renfermant  un  nombre  double  de  yariables. 

Ce  procédé  peut  d'ailleurs  s'appliquer  soit  dans  le  cas  des  aba- 
ques^ cartésiens  (n^  61)  soit  dans  celui  des  nomogrammes  à  points***) 
alignés^*),  ou  encore  lorsqu'on  a  affaire  à  des  transversales  quelcon- 
ques«*^)  (no  68). 

^11  est  toutefois  essentiel  de  remarquer  que  si  les  éléments  à 
plusieurs  cotes  intervenants  sont  condensés,  le  nomogramme  résulte  en 
réalité  de  l'accolement  de  nomogrammes  partiels  s'appliquant  chacun 
à  trois  variables  seulement.  Pour  atteindre  effectivement  à  une  di- 
mension de  plus  il  faut  avoir  recours  à  des  éléments  à  deux  cotes  non 
condensés,  et  les  premiers  qui  aient  été  utilisés  sont  précisément  les 
points  à  deux  cotes  envisagés  à  l'occasion  des  nomogrammes  à  aligne- 
ment«*'»).* 

ITous  donnerons  connue  exemple  (fig.  59)  un  nomogramme  de 
résolution  de  l'équation  complète  du  troisième  degré 

0^  +  nz^  +  i>^  +  2  —  0 


644)  Exemple  d*iin  abaque  caitéBien  avec  échelles  binaires  sur  les  deux 
axes,  pour  cinq  variables,  Ch.  LàUemand,  Nivellement  de  haute  précision***), 
p.  294  [reproduit  par  M.  cTOcagne^  Traité  de  nomographie*'*),  p.  802]. 

646)  L'exemple  probablement  le  plus  ancien  d'emploi  de  points  à  deux 
cotes  est  fourni  par  le  nomogranmie  de  E.  GanguiUei  et  W.  B,  Kutter^  Z.  des 
(Jsterreisclien  Ingénieurs-  und  Architekten-Yereins  21  (1869),  p.  50  et  nomogramme  9. 
Oe  nomogramme  est  très  répandu  grâce  à  sa  reproduction  dans  le  :  Handbnch  der 
Ingenieurwiss.  8,  Leipzig  1879,  pi.  18,  et  dans  le:  Taschenbuch  des  Ingénieurs 
{aide  mémoire  de  Tingénieux),  publié  par  l'association  „Hfitte'*  et  qui  a  eu  de 
nombreuses  éditions;  il  a  été  reconstruit  et  perfectionné  pour  des  axes  obliques 
par  B.  Sareau  [Nomogr.**»),  p.  482]. 

646)  L'idée  fut  développée  et  généralisée  par  M.  d'Ocagne  d'abord  pour 
quatre  variables,  Tune  des  trois  échelles  devenant  par  extension  un  système  de 
points  à  deux  cotes  [C.  B.  Acad.  se.  Paris  112  (1891),  p.  421],  puis  pour  cinq  et 
six  variables  [Nomographie  ^^^,  p.  90]  où  l'on  rencontre  des  points  à  deux  cotes, 
appelés  ici  „point8  doublement  isoplèthes*^  Exemples  et  développements  dans 
M,  d'Ocagne  [Traité  de  nomographie^'^,  p.  820  et  suiv.]  ainsi  que  dans  G.  Pesei, 
Nomografia*"^,  p.  48  et  dans  B.  Sareau,  Nomogr.»*»),  p.  480. 

^Pour  les  applications,  généralement  mélangées  à  celles  du  simple  aligne- 
ment, voir  la  note  688.* 

647)  Déjà  aussi  dans  des  nomogrammes  à  échelles  accoléee  [voir  no  49, 
note  688].  Exemple  dans  Ch,  LaUemand  [Nivellement  de  haute  précision  ^"'),  p.  148] 
M,  d'Ocagne  [Traité  de  nomographie^'^,  p.  806,  808,  811]  et  dans  B.  Sareau 
Nomogr.''*),  p.  449.  L'emploi  du  procédé  mentionné  dans  le  texte  est  déjà  in- 
diqué pour  les  abaques  hexagonaux  au  n®  52. 

647*)  ^Voir  M.  d'Ocagne,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  148  (1909),  p.  1244.* 
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établi   par  M.  d'Oeagne^   comme  premier   exemple  de  la  méthode 
des  points  alignés  dans  le  cas  de  points  à  deux  cotes. 


« 


« 


Fig.  69.    Nomogramme  de  résolution  des  équations  du  troisième  degré. 
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Prenoiu  ti<=j?  et  v^q  pour  les  coordonnées  parallèles  d'une 
•droite;  l'équation  envisagée  se  transforme  alors  en  un  système  de 
points  à  deux  cotes  {e^  n\  savoir 

i^u  +  t;  +  (;r^  +  ne^)  =  0. 

En  fait,  les  paramètres  p  et  g  sont  représentés  par  deux  échelles 
Tectilignes  parallèles,  le  paramètre  n  est  représenté  par  un  système 
de  courbes  cotées  et  la  variable  z  par  un  système  de  droites  cotées 
parallèles  aux  échelles  de  p  et  de  $. 

Ceci  posé;  pour  résoudre  l'équation  du  troisième  degré  envisagée, 
il  suffit  de  joindre  les  points  cotés  p  Qi  q  des  axes  parallèles  par 
une  droite,  et  de  lire  les  cotes  des  parallèles  à  ces  axes  passant  par 
les  points  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  courbe  de  cote  »; 
-ces  cotes  sont  les  racines  cherchées.  Cette  disposition  est  due  à 
M.  d'Ocagne^). 

JSi,  sur  ce  nomogramme,  on  ne  considère  que  la  courbe  n  »  0, 
on  retrouve  le  nomogramme  de  l'équation  cubique  trinôme  cité  plus 
haut^»).* 

R.  Méhmke^^'')  a  appliqua  la  même  méthode  (fig.  60)  en  prenant 
w^n  et  V  ^p  comme  coordonnées  parallèles. 

Un  nomogramme  semblable  pour  la  résolution  des  équations 
biquadratiques  de  la  forme 

£f*  +  ;gr*  +  nxr*  +1>^  +  «  -  0 

a  été  aussi  donné  par  M,  d'Ocagne^^)  qui  l'a  complété  par  un  nomo- 
gramme auxiliaire  ^^*)  permettant  de  ramener  une  équation  biquadra- 
tique  quelconque  à  cette  forme  particulière. 

^La  même  méthode  est  applicable  à  toutes  les  équations  de  la 
forme 

où  fy  (Pf  ^,  X  ^^^^  ^^  polynômes  en  ^er  à  coefficients  numériques  fixes, 
tandis  que  A,  /i,  v  sont  des  paramètres  arbitraires. 

Jf.  d'Occtgne^^^)  a  fait  remarquer  que  toutes  les  équations  des 
sept  premiers  degrés  peuvent  par  la  transformation  de  Tschirnhausen 
(susceptible  elle-même  d'être  traduite  en  nomogrammes  de  cette  espèce) 
•être  ramenées  à  des  types  canoniques  rentrant  dans  cette  forme.* 


648)  Nomographie"^,  p.  81  et  planche  Vm. 

648*)  Voir  W,  von  Dyck,  Katalog"*),  Nachtrag  (supplément),  p.  9  (p?  40*). 

649)  M.  â'Ocagne,  Traité  de  nomographie"^,  p.  889. 
649*)  là.  p.  840. 

649^)  ^C.  B.  Acad.  bc.  Paria  181  (1900),  p.  622.* 
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Si   Vxm  des  systèmes  de  lignes,   ou  même  les  deux,   servant  à 
définir  un  système  double  sont  eux-mêmes  affectés,   au  moyen  d'un 


^^i 


^i-.-| 


-r4 


■    1^  10''  I  H^  'fn  Ù-',  H / ' 011  h    I F3 


,!  ft 


■  \.A\iX\l'^'.:i\  1  ■. 

'\  s  \ 


i  \  Y. 


AS 


Fig.  60.    Nomogramme  de  réBolution  des  équations  du  troisième  degré. 

réseau  approprié,  d'une  double  cote,  il  en  résulte  un  système  nouveau 
à  triple  ou  à  quadruple  cote.  La  fig.  61  représente,  par  exemple,  un 
«ystème  de  lignes  C  triplement  cotées.    Par  la  répétition  de  ce  procédé 
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on  arrive  à  former  des  éléments  à  un  nombre  quelconque  de  cotes, 
et  par  suite  des  échelles  d'un  ordre  de  multiplicité  quelconque^). 

55.  Systèmes  mobiles.  Le 
^  domaine    de    la    nomographie 

>  s'étend  par  l'emploi  des  systè- 

mes cotés  mobiles**^). 

Si  le  système  mobile  ne 
peut    être    déplacé    que    dans 
'(x,u,z)  ^"^®  seule  direction^  on  tombe 
sur  les  règles  à  calcul  dont  il 
pi    ^^  sera    question    dans    le   para- 

graphe suivant    L'emploi  d'un 
système  mobile  dans  deux  directions  se  rencontre  dans  les  appareils 
graphomécaniques  de  C.  Beuschle^^^)  pour  la  résolution  des  équations*^. 
Dans  le  cas  de  l'équation  du  troisième  degré 

(1)  a^  +  bx^  +  cx^  d, 
C.  Reuschle  écrit  d'abord 

X  (x^  +  bx  +  c)  ^^  d 
et  pose 

(2)  y-^x^  +  bx  +  c, 

ce  qui  ramène  l'équation  (1)  à  la  forme 

(3)  xy  -  d. 

Considérons  x  et  y  comme  les  coordonnées  cartésiennes  d'un 
point.  La  parabole  (2)  peut  s'obtenir  par  translation  de  la  parabole*^) 

tf  =  ^* 

650)  Voir  M.  éTOcoffne,  Traité  de  nomographie^'*),  p.  861;  on  trouve  [id. 
p.  865]  on  exemple,  donné  par  Ch,  LaUemand  [Abaques  hexagonaux ^*^,  pL  Y, 
hors  texte]  qui  n'est  autre  qu*un  abaque  hexagonal  à  échelles  ternaires. 

651)  Des  lignes  mobiles  servent  déjà  d'index  aux  n<^  52,  5S  et  54. 

652)  Graphisch-mechanische  Méthode  zur  AuflOsung  der  numerischen 
Gleichungen,  Stuttgard  1884. 

658)  Graphisch-mechanisoher  Apparat  zur  AuflOsung  numerischer  Glei- 
chungen, Stuttgard  1885;  éd.  française,  publiée  sous  le  titre:  Appareil  grapho- 
mécanique  pour  la  résolution  d'équations  numériques,  avec  des  explications  à  la 
portée  de  tous,  Stuttgard  et  Paris  1887.  L'appareil  se  compose  d'un  tableau 
portant  un  faisceau  d'hyperboles  équilatères  et  d'une  parabole  traeée  sur  gélatine; 
il  sert  à  résoudre  les  équations  quadratiques  et  cubiques.  Plus  tard  C.  Beuêckie 
montra  [Z.  Math.  Phys.  81  (1886),  p.  12]  qu'on  pouvait  aussi,  avec  le  m&ne 
appareil,  résoudre  des  équations  biquadratiques  (au  moyen  d'une  tangente  com- 
mune à  la  parabole  et  à  une  hyperbole). 

654)  Plus  généralement  la  parabole  y  »->  ax^  -|-  frre  -f-  c  peut  s'obtenir  par 
une  translation   de  la  parabole  correspondant  à  la  valeur  donnée  de  a  dans 
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i       U  \ 
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1      1      II 

et  les  points  d'intersection  de  cette  parabole  avec  l'hyperbole  du 
système  (3)  correspondant  à  la  valear  de  d  donnée  fournissent  par 
leurs  abscisses  les  racines 
réelles  de  l'équation  (1).  La 
figure  62  correspond  au  cas 
de  l'équation 

dont  les  trois  racines  sont 

x^\,    x^-\,    X 2. 

Pour  les  équations  du 
quatrième  degré  ramenées  à 
la  forme 

(4)  aaf'+'ba?+ex^^dx+ 1,     ' ' ' 4g^ 

on  fait  usage  de  la  substi-  Fig.  62. 

tution 

(5)  y  —  oa?*  +  fer  +  c, 
d'où 

(6)  x^y  -  da;  +  1, 

et  la  résolution  •*•)  résulte  de  l'intersection  du  système  des  paraboles 
y  »  aa^y  convenablement  déplacé^  ayec  le  système  des  hyperboles 
cubiques  défini  par  l'équation  (6). 

En  &isant  ainsi  apparaître  un  facteur  quadratique  au  moyen  de 
trois  termes  consécutifs  •^),  on  peut  encore  •^^  résoudre  des  équations  du 
septième  degré  privées  de  trois  termes  et  dans  lesquelles  un  coefficient 
a  été  réduit  à  l'unité;  plus  généralement,  on  peut  résoudre  des  équations 

le  faisceau  de  paraboles  y  =  ax*.  Après  translation,  la  parabole  passe  par  le 
point  e  de  Taxe  des  y;  elle  a  ponr  axe  la  droite  xc  a>  —  —  ;  et  Tordonnée  de  son 

sommet  est  égale  à  — j 

066)  TT.  Heymann  [Z.  Math.  Phys.  43  hisl-lit.  Abt.  (1898),  p.  97]  résout 
réqnation  biquadratique  mise  préalablement  sons  la  forme  (x* — a)' »>=  a: -f  6, 
en  posant  y^^x' — a  et  en  constroisant  les  deux  paraboles  x'^^y-^a^y^^^x-^-h, 

666)  La  mise  à  part  d'nn  facteur  cubique  au  moyen  de  quatre  tezmes 
consécutifs  ne  peut  pas  donner  d'avantage;  celle  d'nn  facteur  linéaire  au  moyen 
de  deux  tenues  consécutifs  ne  mène  pas  aussi  loin  que  le  procédé  indiqué  dans 
le  texte.    Voir  à  ce  suget  C.  BeuscMe,  Graph.  mech.  Méthode*'^'),  p.  46  et  p.  42. 

667)  Au  si:get  de  la  même  opération  pratiquée  avec  les  termes  à  exposants  les 
moins  élevés  ou  encore  avec  les  termes  à  exposants  moyens^  au  lieu  d*être  comme 
ici  pratiquée  avec  les  termes  à  exposants  les  plus  élevés,  voir  C.  Beusehk,  Graph. 
mech.  Méthode <<^'),  p.  86,  40,  44. 

En^dop.  des  toieno.  mathémat.    I  4.  26 
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à  quatre  coefficients  arbitraires  par  superposition^  de  deux  systèmes 
de  lignes  simplement  cotées^*). 

On  donne  plus  d'extension  à  la  méthode  par  l'emploi  des  images 
logarithmiques  (n^  47  et  48);  on  arriye  alors,  en  effet^  à  résoudre 
mécaniquement  des  équations  renfermant  six  termes  dont  les  coeffi- 
cients diffèrent  de  l'unité^  au  moyen  de  deux  systèmes ^^)  de  lignes 

658)  PoniTu  toutefois  qu'on  puisse  mettre  à  part  un  facteur  quadratique. 
Cette  restriction  n'intervient  pas  avec  les  nomogiammes  de  M,  éCOeagne  [cf. 
notes  648  et  649]  qui,  il  est  vrai,  ne  sont  applicables  qu'aux  équations  à  trois 
paramètres  arbiixaiies,  mais  qui  sont  plus  simples  et  plus  maniables  que  ceux 
de  (7.  BeuêMe^*^\  elle  n'intervient  pas  non  plus  avec  les  images  logarithmiques 
(Toix  le  texte). 

Poux  l'équation  à  quatre  termes 

«"*  +  /?«»  +  /»«'  —  #, 
C  ReuscKU  [6raph.-mech.  Méthode®"'),  p.  64]  propose  la  décomposition 

qui  nécessite  l'introduction  de  deux  faisceaux  de  courbes  tandis  que  la  méthode  de 
M,  â^Oeagne  n'en  utilise  qu'un  et  que  la  méthode  logarithmique  n'exige  même  que 
deux  courbes. 

Foui  les  équations  à  trois  termes  de  la  forme  ar-\-fix^=^y  [voir  Oraph. 
mech.  Méthode®"*),  p.  60,  62]  la  méthode  de  C.  BeuocMe  est  moins  avantageuse 
même  que  celle  de  L.  Lalanne  (n°  51). 

659)  0.  Beu9chîe  [Graph.  mech.  Méthode®"*),  p.  48]  développe  encore  une 
„solution  dans  l'espace'S  dans  laquelle  on  a  besoin  de  trois  faisceaux  de  courbes 
pouvant  être  mus  chacun  indépendamment  des  deux  autres  et  où  l'on  dispose  de 
six  constantes  arbitraires;  on  va  ainsi  jusqu'aux  équations  du  septième  degré 
auxquelles  il  manque  un  terme. 

L'équation  la  plus  générale  du  cinquième  degré 
(1)  aa?»  +  bx*  -f  ex*  -==^dx^  +  ex  +  f 

est  décomposée,  par  mise  en  évidence  de  deux  facteurs  quadratiques,  en  un 
système  équivalent 

(«)  y=aaî*  +  6jr  +  c, 

(S)  jî  =  (!««  + ««  +  /•, 

(4)  a?«y-'. 

Après  ayoir  représenté  la  surface  (4)  en  élévation  et  en  plan  par  une  série  de 
sections  horizontales,  on  doit  chercher  à  déterminer  /  de  façon  que  le  point 
d'intersection  de  la  courbe  x^y^^y  avec  la  parabole  (2)  (résultant  de  y^^ax* 
par  translation)  en  plan,  d'une  part,  et  le  point  d'intersection  de  la  droite  '  »  7 
avec  la  parabole  (8)  (résultant  de  ^  ==  dx*  par  translation)  en  élévation,  d'autre 
part,  soient  sur  une  même  ligne  de  rappel.  L'abscisse  commune  de  ces  pointa 
est  une  racine  de  l'équation. 

660)  Plus  généralement  toutes  les  équations  qui,  par  élimination  de  y,  résultent 
de  deux  équations  de  la  forme 

a^yi  +  aaTy""  +  6«»'y«  +  c  =-  0, 
a?*y  +  a'x'^'y*'  +  6  V'  ^'  +  €'^  0, 
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mobiles**^ 9  entre  autres  des  équations  du  septième  degré  privées 
seulement  de  deux  termes.  Ce  même  emploi  des  images  logarith- 
miques a  aussi  permis*^  pour  la  première  fois  de  résoudre  un  système 
de  deux  équations  à  deux  inconnues^. 

Si  l'on  remarque  que  l'image  logarithmique  [n^  47]  de  la  fonction 
y  '^±aaf  ±  hof 
s'obtient  par  transhktion  de  l'image  logarithmique  de  la  fonction 

et  que  l'image  logarithmique  de  k  fonction 

s'obtient  par  translation  d'une  ligne  déterminée  du  système 

y^±^±3f^±  Aaf, 

où  A  désigne  un  paramètre^*),  on  en  déduit  immédiatement  le  moyen 
de  résoudre  un  grand  nombre  d'équations,  par  exemple  l'équation  tri- 
nome  la  plus  générale 

ar'«  »  ^  hx""  ±  c 

qui,  par  la  substitution  x'**  »  x,  peut  se  ramener  à  la  forme 

m 

Cette  dernière  équation  se  résout  par  l'emploi  de  la  courbe  de  la 
fig.  63,  image  logarithmique^^)  de 

y  -  ±  ^  ±  1, 

où  les  exposants  sont  des  nombres  rationnels  qui  peuvent  être  négatifs  et  aussi 
finotionnaires. 

L'idée  d'où  découle  celle  des  solutions  de  C  BeusMe  qu'il  a  appelée  „80> 
lution  dans  Tespace'^  ^^%  appliquée  à  la  méthode  logarithmogiaphique,  permettrait 
encore  de  résoudre  des  équations  dans  lesquelles  figurent  huit  constantes, 
comme  par  ex.  l'équation  la  plus  générale  du  septième  degré. 

661)  B,  Méhmke,  Der  Civilingenieur  86  (1889),  p.  629. 

663)  Exposé  d'ensemble  des  tiayaux  de  B.  Méhmke  dans  W»  von  Dydt,  Eata- 
^cg"0,  Nachtrag  (supplément),  p.  10  et  suiy.  [Cf.  M.éTOcoffne^  Traité  de  nomo- 
graphie"*),  p.  876]. 

668)  B.  Méhmke,  Z.  Math.  Phys.  85  (1890),  p.  184. 

664)  Voir  les  notes  662  et  668. 

665)  Voir  B,  Méhmke,  Der  Givilingenieur  85  (1889),  p.  680, 681.  Aucun  calcul 
n'est  nécessaire;  il  suffit  de  placer  le  transparent  qui  porte  la  courbe  y  «>  ±  a^  ±  a;*" 
ou  le  fftisceau  y  «=>  ±  ^  ±  ^  db  ^^"  <1®  ftEbçon  que  les  droites  y  »>  a;'  et  y  ».  x*" 
passent  Tune  par  le  point  a  Tautre  par  le  point  h  de  Taxe  des  y  du  système 
fixe  gradué  logarithmiquement. 

666)  La  figure  68,  considérée  comme  formant  une  courbe  unique,  se  compose 
de  trois  branches,  correspondant  aux  combinaisons  de  signes  +  ~f  i  H 1 h- 
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et  d'une  droite,  image  logariihmiqae  de 

m 

Les  droites  qni  correspondent  à  différentes  valeurs  de  la  fraction 
•^  sont  tracées  à  l'avance  sur  l'abaque  fixe.  Sur  la  figure  64  qui 
correspond  au  cas  où  l'on  a 

on  voit  un  certain  nombre  de  ces  droites. 


Fig.  68. 

On  voit  aussi  sur  la  figure  un  certain  nombre  de  paraUèles  à 
Taxe  des  y,  menées  par  les  points  de  division  d'une  échelle  logarith- 
mique tracée  sur  l'axe  des  x.  Cette  disposition  permet  de  lire  sur  la 
figure  les  racines  elles-mêmes  au  lieu  de  leurs  logarithmes.  Ces  racines 
sont  ici  %ales  à  environ  0^8  et  —  0,08. 

La  mise  en  place  ert  indépendante  des  signes  des  tenues;  si  pour  obtenir  les 
racines  négatives  on  change  dans  Téquation  de  la  courbe  x  en  —  x,  la  première 
branche  de  la  courbe  est  remplacée  par  celle  qni  correspond  à  la  nouvelle  combi- 
naison de  signes  quels  que  soient  les  exposants  rationnels  Z,  m  de  x  dans  Téqua* 
tion  envisagée 
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L'équation  du  troisième  degré  la  plus  générale 

a7?  ±  hx^  ±  ca;  ±  rf  —  0 

se  résout  par  l'emploi  de  la  droite 

y  —  ±  aa:  ±  6 
et  de  la  courbe^^ 


Fig.  64. 

on  aura  donc  recours  à  la  courbe  de  la  fig.  63  et  à  la  courbe  de  la 
fig.  65^  image  logarithmique  de 

y  =  ±  ar-i  ±  a;-*. 
L'équation  du  cinquième  degré  la  plus  générale 
ao^  ±h(à  ±cy?  ±dx^  ±ex  ±f  ^(^ 
se  résout  en  cherchant  les  points  d'intersection  des  deux  courbes 

y  —  arr*  ±  6a;  ±  c 
y  —  ±  dar-^  ±  exr^  ±  fxr^\ 

pour  trourer  ces  points  d'intersection,  il  est  commode  d'utiliser  les 
images  logarithmiques  des  systèmes 

y  -  ±  a;»  ±  a;  ±  X, 

y  =.  ±  fiar-^  ±  ^ï^*  ±  ar*, 

667)  La  division  par  une  puissance  de  x  n^est  pas  nécessaire,  mais  elle 
conduit  parfois  à  des  dispositions  ayantageuses  pour  les  courbes.  Voir  à  ce 
Btget  la  note  616. 
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A  et  fi  désignant  des  paramètres  dont  les  Talenrs  doivent  être  déterminées 
en  yne  de  l'exemple  choisi. 

Pour  résoudre  par  le  même  procédé  deux  équations  de  d^^rés 
quelconques  à  deux  inconnues  contenant  chacune  trois  ou  quatre  termes, 

il  faut'*®)  tracer  pour  chacune 
des  deux  équations  une  courbe 
ou  un  système  de  courbes  suirant 
que  cette  équation  contient  trois 
ou  quatre  termes^*).  Les  racineB 
imaginaires  des  équations  trinô- 
mes à  coefficients  réels,  et  même 
celles  des  équations  trinômes  à 
coefficients  complexes,  s'obtien- 
nent par  superposition  d'un  no- 
mogramme  pourvu  de  courbes 
et  de  certains  systèmes  d'axes 
gradués  •^<>). 

Ch.  LaUemand^'^)  et  A.  La- 
fay^'^^  ont  fait  usi^e  de  systèmes 
plans  cotés,  mobiles  autour  d'im 
point  fixe  dans  leur  plan. 

56.  Théorie  générale  de 
d'Ooagne.  M.  cFOeagne  a  réussi 
à  déterminer  tous  les  modes  possibles  de  représentation  plane  appli- 
cables à  des  équations  à  n  yariables  et  à  en  &ire  une  classification 


Fig.  65. 


668)  Le  principe  de  cette  eolntion  repose  sur  ce  que  la  leprésentaiion 
logarithmique  d^une  équation  de  la  fozme 

résulte  de  la  translation  de  Timage  logarithmique  d'une  équation  de  même  forme^ 
mais  qui  a  trois  de  ses  coefficients  égaux  à  Tunité.  Voir  à  ce  si:get  J3.  Mékmke 
dans  W.wmByek,  Eatalog*'^,  Nachtrag  (supplément),  p.  11.  Ce  principe  est 
établi  par  des  considérations  de  géométrie  dans  Tespace  [cf.  B.  Mèhmke  y  Z.  Math. 
Phys.  85  (1890),  p.  184]. 

669)  Sur  la  résolution  de  la  même  équation,  sans  aucun  calcul  préalable, 
et  sur  la  façon  dont  il  faut  pour  cela  placer  les  transparents  sur  des  ooorbes 
appropriées,  Toir  B,  Mèhmke  dans  W,  von  Dyek,  Eatalog^'*),  Nachtrag  (supplé- 
ment), p.  12;  et  Jir.  éPOeagne,  Traité  de  nomographie'*^,  p.  879,  880. 

670)  B.  Mèhmke  dans  W.  von  Dyçk,  Eatalog  "^,  Nachtrag  (supplément),  p.  16. 

671)  Voir  C^.  LaOemand,  Niyellement  de  haute  précision**^),  p.  149  [Cf. 
M.  éPOeagne,  Traité  de  nomographie^*^),  p.  871]. 

678)  Ann.  Chimie  et  Fhys.  (7)  16  (1899),  p.  608  [M.  éPOeagne,  Traité  de 
Homographie"^),  p.  874]. 
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logique;  il  a  iniTodnit  à  cet  effet  une  notation  symbolique  qui  permet 
d'indiquer  sous  forme  abrégée  le  mode  d'emploi  de  tout  nomo- 
gramme*^^. 

Obserrons  d'abord  qu'un  nomogramme  quelconque  peut  être  en- 
yisagé  comme  constitué  au  moyen  de  systèmes  de  points  ou  de  lignes 
cotés,  ainsi  que  d'éléments  non  cotés  qui  sont  dits  ^^constants^^.  La 
seule  relation  de  position  entre  éléments  géométriques  que  l'œil  puisse 
apprécier  avec  exactitude  est  le  contact  de  ces  éléments:  lorsque  les 
éléments  sont  une  ligne  et  un  point,  le  contact  s'applique  au  fait  pour 
le  point  de  tomber  sur  la  ligne;  M.  d'Ocagne  exprime  le  contact  de 
deux  éléments  quelconques  Ey  E  par  la  notation  *^^) 

E>^E\ 

^Quand  il  s'agit  de  la  représentation  sur  un  plan  unique,  sans 
intervention  d'aucun  élément  mobile,  coté  ou  non,  M.  cPOcagne  a  ùàt 
yoir^^^)  que  le  mode  le  plus  général  de  représentation  d'une  équation 
à  n  variables  consiste  dans  le  contact  de  points  à  2  cotes  avec  des 
lignes  an  —  2  cotes  (définies  au  moyen  d'un  système  ramifié  tel 
qu'il  en  a  été  TU  au  n^  54).  Un  tel  nomogramme  comporte  d'ailleurs, 
outre  ses  n  systèmes  cotés,  n  —  3  systèmes  de  liaison,  et,  sur  ces 
2n  —  3  systèmes,  n  —  1  peuvent  être  choisis  arbitrairement  En 
particulier,  on  voit  que  le  mode  de  représentation  le  plus  général, 
sans  élément  mobile,  applicable  à  une  équation  à  4  variables,  résulte 
simplement  de  l'accolement  par  leur  axe  Oy  de  deux  abaques  cartésiens 
ordinaires  (n^  61)  portant  chacun  un  système  de  droites  cotées  paral- 
lèles à  Oy  et  un  système  de  lignes  quelconques  cotées. 

Lorsque,  sur  le  nomogramme,  intervient  un  élément  constant 
mobile  (par  exemple  l'index  d'un  nomogramme  à  alignement),  ou  un 
système  mobile  d'éléments  cotes  (comme  dans  les  nomogrammes  à 
images  logarithmiques  du  n^  55),  la  partie  mobile  du  nomogramme 
peut  toujours  être  considérée  comme  appartenant  à  un  plan  glissant 
sur  celui  où  est  tracée  la  partie  considérée  comme  fixe.'*' 

Ceci  posé,  soient  E^^  E^  ...  des  éléments  appartenant  au  plan 

678)  G.  B.  Acad.  se.  Paris  126  (1898),  p.  897  ;  Bull.  Soc.  math.  Fiance  26  (1898), 
p.  16  [M.  éCOeagtie,  Traité  de  nomogiapliie*'^),  p.  890;  J.  £c.  polyt.  (8)  cah.  8 
(1908),  p.  106,  126;  Exposé  synihétique*'^),  p.  10,  80;  Calcul  graphique  et  nomo- 
graphie  ')«  P-  866]. 

674)  La  coïncidence  de  deoz  pointe  ou  de  deux  dzoiteB  rerient  à  deux 
contacte.  Voir  Jlf.  éPOeagne^  Traité  de  nomogxaphie''^),  p.  896.  L'emploi  du  signe 
p  est  très  commode;  par  exemple  Pt^  F"  signifie  que  les  points  P  et  P^  coïn- 
cident. 

676)  ^J.  £c.  polyt  (2)  cah.  8  (1908),  p.  119;  Exposé  synthétique^*^,  p.  28.* 
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fixe  et  El,  E^y  ...  des  éléments   appartenant  an  plan  mobile.     La 

position  relative  des  deux  plans  se  troure  fixée  par  trois  contacia 

tels  qne 

E^  i-H  jB/,      je;  hh  E^,      JB,  ^-1  E\. 

Siy  parmi  les  autres  contacts  qui  ont  lieu  dans  cette  position,  on 
a  le  contact 

e^>^e:, 

les  cotes  affectées  aux  huit  éléments  E^,  E^',  E^y  E^\  E^,  E^\  E^, 
El  (quelques-uns  de  ces  huit  éléments  pouvant  d'ailleurs  être  dépourvus 
de  cotes)  satisfont  nécessairement  à  une  certaine  équation.  Cette 
équation  est  alors  représentée  par  la  position  relative  des  deux  plans  *^*). 

Les  trois  premiers  contacts  qui  servent  à  fixer  la  position  relative 
des  éléments  cotés  sont  dits  ,,contacts  de  position^  *^^;  au  moyen  du 
quatrième  contact,  on  peut,  si  toutes  les  cotes  ont  été  données  sauf 
une,  lire  la  valeur  correspondante  de  celle-ci;  ce  quatrième  contact 
est  dit,  pour  cette  raison,  „contact  de  résolution'^ 

Si  l'on  considère  m  +  1  plans  superposés  mobiles  les  uns  par 
rapport  aux  autres,  il  fiiut  3fn  contacts  pour  les  fixer  dans  une  certaine 
position  relative  permettant  de  constater  l'existence  d'un  dernier  contact 
(de  résolution),  et  comme  chacun  des  6m  +  2  éléments,  intervenant 
dans  ces  3m  +  1  contacts,  peut  être  pourvu  d'un  nombre  quelconque 
de  cotes,  on  obtient  ainsi  le  type  de  nomogramme  le  plus  général 
qu'il  soit  possible  d'imaginer.  Si  l'on  distingue  dans  ce  type  général 
supposé  appliqué  à  une  équation  à  n  variables  les  divers  tjpes  ob- 
tenus en  faisant  varier  le  nombre  des  cotes  affectées  aux  divers  élé- 
ments figurant  sur  les  m  +  1  plans,  on  obtiendra  le  nombre  9{^"^^^  de 
ces  types  en  distribuant  les  partitions  du  nombre  n  entre  les  6m  +  2  élé- 
ments, deux  solutions  n'étant  pas  considérées  comme  distinctes  si  elles 
résultent  d'une  simple  permutation  entre  les  indices  des  contacts  ou 
du  renversement  simultané  de  l'ordre  des  éléments  dans  tous  les  con- 
tacts *^^).    ^On  a  déjà  dit  plus  haut*^*)  que  dans  le  cas  d'un  seul  plan 

676)  Si  parmi  les  éléments  de  Tim  des  plans  intervenant  dans  trois  des 
contacts  il  y  a  trois  cercles  concentriques  on  trois  droites  parallèles  (pouvant 
d*aillears  aussi  coïncider)  le  quatrième  contact  devient  superflu  et  peut  être 
laissé  indéterminé.  Voir  Jf.  ^Ocagn^^  Traité  de  nomographie*'^),  p.  S95.  Le 
signe  «H-ic  sert  à  indiquer  ce  contact  indéterminé. 

677)  Jf.  d'Ocagne,  Traité  de  nomographie  ^*^),  p.  893. 

678)  n  se  trouvera,  dans  le  nombre,  des  nomogranunes  comportant  moins  de 
(m  -f  1)  plans,  parce  qu'on  doit  considérer  des  éléments  non  cotés  et  que  la 
position  respective  de  deux  plans  est  invariable  (et  par  suite  que  ces  deux  plans 
peuvent  8tre  remplacés  par  un  seul)  si  trois  éléments  non  cotes  de  Tnn  d*eiix 
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tontes  les  solutions  pour  n  rariables  étaient  réductibles   à  une  seule 
erprimable  par  2  hh  (w  —  2)  * 

Dans  le  cas  de  deux  plans,  la  détermination  des  nombres  3l\  des 
types  possibles  a  été  obtenue  par  P.  A.  Mac  Mahan^.   Les  premiers 
de  ces  nombres  sont^^). 
3Ï,««2,     V-5,     V-16,     V-29,     V-64,     ^=-110. 

Pour  les  équations  à  deux,  à  trois  ou  à  quatre  variables,  dans  le  cas 
de  deux  plans  superposés,  M.  d'Ooagne^^  a  passé  en  reyue,  avec  exemples 
à  Tappui,  tous  les  cas  possibles.  Comme  exemple  de  représentation 
de  types  particuliers  de  nomogrammes,  on  peut  citer  les  abaques 
cartésiens  (p?  51)  que  l'on  peut  représenter  par  le  symbole^ 

et  les  nomogrammes  à  points  alignés  que  l'on  peut  représenter  par 
les  symboles  •®*). 

^M.  dOcagne^,  en  revenant  sur  cette  théorie  générale,  a  remarqué 
que,  lorsqu'on  se  place  strictement  au  point  de  vue  de  la  structure 
des  nomogrammes,  le  caractère  dominant  réside  dans  la  répartition 
des  éléments  constants  entre  les  divers  contacts.  Il  a  fût  voir  qu'à 
ce  point  de  vue  les  nomogrammes  à  deux  plans  superposés  peuvent 


sont  en  contact  respectivement  arec  trois  éléments  non  cotés  de  Tautre.  On 
suppose  d'ailleurs  qa*une  seule  échelle  est  affectée  à  chaque  variable;  voir  à  ce 
stget  la  remarque  de  M.  éTOcagne^  Traité  de  nomographie*'^),  p.  401. 

679)  Voir  note  076. 

680)  Avec  Faide  de  fonctions  génératrices  [Bull.  Soc.  math.  France  86  (1898), 
p.  67].    Cf.  1 17,  1. 

681)  M.  érOcagne,  Traité  de  nomographie '^*^),  p.  402. 

682)  M.  éFOcagne,  Traité  de  nomographie  ^^*)y  p.  408,  406,  409  (le  numérotage 
des  classes  est  ici  autre  que  dans  les  travaux  plus  anciens  dont  on  a  parlé 
note  678). 

688)  Cette  notation  signifie  que  le  point  P,  coté  x,  y,  situé  à  Tintersection 
des  deux  lignes  cotées  x  et  y,  se  trouve  sur  la  ligne  cotée  C(e).  Pour  n>2,  c'est 
le  seul  cas  où  la  fonction  représentée  est  tout  à  fait  générale  [Voir  M.  cTOcagne^ 
Traité  de  nomographie^'^),  p.  406]. 

684)  /  représente  ici  Tindex  employé  pour  la  lecture  et  considéré  comme 
élément  non  coté  d*un  plan  mobile;  les  trois  premiers  contacts  expriment  que 
rindex  doit  être  amené  à  passer  par  les  points  P^  et  P,  cotés  â?  et  y  des  deux 
premières  échelles  ^.tout  en  pouvant  glisser  sur  lui-même^;  et  le  quatrième 
contact  signifie  que  la  valeur  cherchée  z  est  au  point  d'intersection  de  Tindex 
ainsi  disposé  et  de  la  troisième  échelle. 

686)  ^C.  R.  Aoad.  se.  Paris  186  (1908),  p.  88;  J.  £c.  poljt.  (2)  cah.  8  (1903), 
p.  130;  Exposé  synthétique  "«),  p.  34.* 
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être  réduits  à  19  types  qu'il  appelle  canoni^mes,  ce  qui  lui  a  penois 
de  proposer  une  nouvelle  classification  générale  des  nomogrammes 
ofirant  l'ayantage  de  ne  comporter  qu'un  nombre  limité  de  classes  ^\ 
Si  à  chaque  système  de  valeurs  ^i^  x^s^  ^s>  *  •  *  satisfaisant  à  l'équa- 
tion F(js^y  j?,,  jPj  . . .)  «  0  en  correspond  un  autre  e^,  g^',  F,' . . .,  tel  que 

^1  ~  fit  ^2  ^  hf  ^s  ""  /i?  •  •  •> 
fijfitftf"  étant  des  fonctions  connues  ne  dépendant  la  première  que 
de  g^j  la  seconde  que  de  g^^  la  troisième  que  de  g^^  on  peut,  si  un 
nomogramme  de  cette  équation  a  été  construit  pour  certains  intei^ 
valles  des  variables  ^i^  i^»»  ^s;  •  -  v  étendre  son  emploi  au  delà  du  champ 
limité  par  ces  intervalles.  C'est  là  le  principe  de  la  ^superposition 
des  graduations''  de  M.  d'Oeagne^, 

Instruments  et  machines  à  ealeul  continu. 

57.  Bègle  à  oaloul  logarithmique.  Comme  tous  les  instruments 
dont  nous  allons  parler  dans  ce  chapitre,  et  comme  les  nomogrammes 
dont  il  a  été  question  dans  le  chapitre  précédent,  la  règle  à  calcul 
logarithmique  comporte  des  échelles  pour  les  données  et  pour  les  in- 
connues, disposées  de  façon  que  celui  qui  en  fait  usage  puisse  à  tout 
instant  faire  varier  à  volonté,  d'une  façon  continue,  données  et  inconnues. 

La  règle  à  calcul  est  d'une  inappréciable  valeur.  Sa  supériorité  sur 
les  tables  logarithmiques  ou  autres  tables  numériques  tient  à  ce  que,  par 
simple  déplacement  d'une  réglette  qui  en  constitue  la  pièce  essentielle, 
elle  permet  d'effectuer  divers  calculs  composés  sans  qu'on  ait  à  aucun 
instant  à  se  préoccuper  des  résultats  intermédiaires. 

Elle  tient  souvent  lieu  de  tout  autre  instrument  de  calcul;  mais 
souvent  aussi  on  combine  son  emploi  avec  celui  de  tables  numériques 
ou  avec  celui  d'instruments  ou  de  machines  à  calcul  convenant  aux 
calculs  particuliers  que  l'on  a  à  effectuer. 


686)  «Calcul  graphique  et  nomographie  ^),  p.  871.* 

687)  Pour  trois  yariables  et  avec  le«  hypothèses  x'^Xx^  y'«s^y,  ^  étant 
soit  indépendant  de  X,  soit  égal  à  Zm,  m  étant  une  constante  déterminée,  les 
formée  les  plus  générales  des  équations  correspondantes  ont  été  trouvées  em- 
piriquement par  Jlf.  éCOccigne;  si  Ton  désigne  par  A  et  /"des  fonctions  arbitraires 
et  par  n  et  p  des  constantes,  elles  s'écrivent 

* -=  A  (a;*yP)    et    je?  =  A («/"(i*)),    où  a;  —  u>^. 

O,  Kcmigê  [Note  inédite  insérée  dans  Jlf.  éPOeagne^  Traité  de  nomographie**^ 
p.  481]  a  démontré  que  ces  formes  sont  bien  effectiTsment  les  plus  générales 
pour  les  deux  hypothèses  ci-dessus. 
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La  règle  la  plus  ancienne  est  due  à  E.  Gunter^] 
elle  était  connue  sous  le  nom  d'^échelle  de  Gunter^^ 
ou  ,;ligne  de  Gunter^'^  ou  tout  simplement  de 
^gunter''^^).  Cette  règle  à  calcul  affectait  une 
forme  prismatique  qui  s'est  maintenue  jusqu'à  nos 
jours;  elle  était  munie  sur  ses  faces  supérieure  et 
inférieure  d'échelles  logarithmiques  et  autres  •^). 
Cette  règle  n'était  d'ailleurs  pas  d'un  emploi  bien 
commode. 

Pour  effectuer  la  multiplication  par  exemple^ 
il  fallait  prendre  avec  un  compas  des  segments 
égaux  aux  logarithmes  des  facteurs  et  les  cumuler 
en  les  portant  bout  à  bout  sur  la  ;,ligne  des  nombres^' 
[n*>  47]. 

Pour  éviter  l'emploi  du  compas,  E.  Wingate^^)  S 
proposa  de  faire  glisser  le  long  de  la  règle  une  '^^ 
seconde  règle  de  même  longueur  et  portant  la  même 
graduation.  C'est  Seth  Pa/rtridge^^  qui  a  donné  à  5 
cette  seconde  règle  la  forme  d'une  réglette  [Z  de  la  ^ 
fig.  66]  glissant  dans  une  coulisse  •*^)  pratiquée  dans      ^ 

I 

688)  Elle  a  été  construite  en  1623  (cf.  note  606).  ^ 

689)  C'est  BOUB  ce  nom  qu'elle  est  connue  de  tous  les 
marins.  An  siget  de  cette  règle  ainsi  qu'au  sujet  de  quel- 
ques variétés  de  cette  règle  voir  L,  Jerrmanny  Die  Gunter- 
skale,  Hambourg  1888.  _ 

690)  Voir  n^  46  note  606  et  n*"  50,  en  particulier  les       g 
notes  636  et  636. 

691)  En  1627,  d'après  Ch,  Huttan  [Math,  tables  *^^, 
introd.  p.  86]. 

^Mais  d'après  F.  CaQWri  [The  Amer.  math.  Monthly 
16  (1908),  p.  1/b]  le  „slide  rule''  est  décrit  dans  Touvrage 
de  E.  Wingate,  Construction  and  use  of  the  line  of  pro* 
portion,  Londres  1628.* 

A.  Faivaro  renvoie  à  l'ouvrage  de  E.  Wingate,  Of 
natural  and  artificial  arithmetic,  Londres  1680,  ^qui  con- 
tient probablement  une  réimpression  du  traité  de  1628.* 

692)  En  1667,  toigours  d'après  Ch.  HuUon  [Math, 
tables '^'),  introd.  p.  86],  Xr.  LcHanne  [Lutruction  sur  les 
règles  à  calcul,  Paris  1861;  (8*  éd.),  Paris  1863,  p.  VI; 
cette  instruction  a  été  traduite  en  anglais,  en  allemand  et 
en  espagnol]  donne  comme  source:  Seih  Partridge^  The  des- 
cription and  use  of  an  instrument  called  the  double  scale 
of  proportion,  Londres  1671. 

4,La  réglette  de  la  règle  de  Seth  Partridge  ne  glissait  pas,  au  reste,  dans 


*^ 
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la  première  règle.  Sauf  rintrodnction  très  utile  du  y/^ursem^^  [L, 
de  la  fig.  66]  destiné  à  fixer  la  position  d'un  point  ou  à  établir  la 
correspondance  entre  points  de  deux  échelles  parallèles  non  juxta- 
posées ^'^)y  on  peut  dire  que  la  règle  moderne  reproduit  dans  ce  qu'elle 
a  d'essentiel  la  disposition  de  la  règle  à  coulisse  primitive^  qu'avait 
conçue  Selh  Partridge. 

une  coulisse  mais  entre  deux  autres  règles  jumelées  au  moyen  de  manchons  en 
cuiyre.    L'instrument  avait  été  construit  en  1657  par  W.  Haynes* 

698)  Dans  les  ouvrages  français  on  emploie  fréquemment  le  mot  ^coulisse^'' 
pour  désigner  la  ,;céglette^' ;  L.  Lalcmne  [Instruction®^'),  p.  1]  critique  cette  façon 
de  parler  qui  est  tout  à  fait  impropre. 

^F.N.M.BenoU^'^  et  Q.SeUa^'^  disent  ^tiroir**.* 

694)  Dans  les  anciens  ouvrages  français  ^curseur**  désigne  souvent  le  point 
initial,  numéroté  1,  de  Féchelle  du  bord  supérieur  de  la  réglette.  L.  Laknme  [Lu- 
truotion*^*),  p.  7]  critique  cetfce  façon  de  parler.  ^A.  Lapointe  [Instruction  sur 
la  règle  à  calcul,  Paris  1846,  p.  8]  désigne  le  curseur  par  le  terme  de  „indicateur'S* 

L'emploi  du  curseur  est  généralement  attribué  à  A.  Mantiheim^  qui  ne  Ta 
cependant  utilisé  que  vers  1850  (dans  des  règles  construites  par  la  maison 
Tavemier-Gravet  à  Paris)  alors  qu'il  est  déjà  très  explicitement  indiqué  dans 
Ph.  Mouzin,  Instruction  sur  la  manière  de  se  servir  de  la  règle  à  calcul,  (2*  éd.) 
Paris  1824,  p.  116;  Ph.  Mouzin  en  parle  même  comme  d'un  dispositif  déjà  connu 
de  son  temps.    Voir  à  ce  stget  K  Mèhmke,  Z.  Math.  Phys.  48  (1908),  p.  184. 

^D*après  R  Cajari  [The  Amer.  math.  Monthly  15  (1908),  p.  1/6],  L  Newton 
doit  avoir  fait  usage  du  curseur.  F.Cajori  renvoie  au  passage  cité  note  767;  il 
semble  cependant  que  ce  passage  ne  prouve  absolument  rien  à  cet  égard  (Note 
de  G.  Enestrâm)* 

695)  On  établit  cette  coxrespondanoe  au  moyen  de  pointe  de  repère  défi- 
nissant une  ligne  de  foi  normale  à  la  direction  dans  laquelle  glisse  la  réglette; 
après  diveis  essais,  on  s^en  tient  actuellement  à  un  trait  fin  tracé  sur  une  petite 
glace  de  verre  montée  dans  une  garniture  métallique. 

696)  D'assez  grandes  différences  se  manifestent  toutefois  dans  la  disposition 
des  échelles  et,  par  suite,  dans  le  mode  d'emploi  des  diverses  règles  à  calcul 
que  Ton  construit  actuellement.  Toutes  ces  règles  sont  d'ailleurs  encore  sus- 
ceptibles de  perfectionnements. 

Autrefois  le  continent  était  tributaire  de  TAngletetre  pour  la  construction 
des  règles  à  calcul;  mais  depuis  le  milieu  du  19*  siècle  c'est  en  France  que 
Ton  a  construit  les  meilleurs  règles  jusqu'en  ces  dernières  années  où,  d'après 
P.  Mehndce,  l'Allemagne  a  pris  et  semble  vouloir  garder  le  premier  rang. 

^Pour  l'histoire  de  la  règle  à  calcul  en  France,  voir  M,  d^Ocagne,  Le  calcul 
simplifié  ^^^  p.  115  et  suiv.*;  pour  l'histoire  de  la  règle  à  calcul  en  Allemagne,  voir 
JB.  Mèhmke,  Z.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  489. 

^N.  Bion  [Traité  de  la  construction  et  des  principaux  usages  des  instruments 
de  mathématique,  Paris  1709;  (4*  éd.)  Paris  1752,  p.  56]  décrit  une  «Jauge**  de 
J.  Sauveur  qui  est  bien  une  règle  à  calcul  destinée  à  un  usage  spéciaL* 

Les  règles,  construites  autrefois  uniquement  en  bois,  le  sont  maintenant 
en  celluloïd;  ces  règles  en  celluloïd  ont  été  introduites  en  1886  par  la  maiaon 
Dennert  et  Pape  à  Altona. 
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Si  deux  échelles  logarithmiques  identiques  sont  accolées  Tnne  à 
l'autre  dans  le  même  sens  (fig.  67)  et  si  a  et  &  d'une  part^  a^  et  V 
de  Tautre,  sont  des  nombres 
qui  se  trouyent  en  regard;  ^ 
de  Tune  à  l'autre,  on  a  tou- 
jours •*') 

h        6'' 

on  en  déduit  aisément  le  moyen  d'exécuter  tous  les  calculs  de  pro- 
portion, notamment  la  multiplication,   la  division  et  les  opérations 
qui  en  dérivent  par  répétition.    ^G'est  pour  cette  raison  que  les  règles 
ainsi  disposées  ont  été  souvent  appelées  règles  de  proportion* 
Pour  effectuer  l'opération  fondamentale 

a 

0 

on  amène  le  trait  a  de  l'une  des  échelles  en  regard  du  trait  h  de 
l'autre  (fig.  67),  on  cherche  sur  cette  dernière  échelle  le  trait  c  et  on 
lit  la  valeur  de  x  en  r^ard  sur  la  première  échelle. 

Lorsque,  a  et  &  restant  fixes,  c  varie,  on  voit  que  les  deux 
échelles  gardent  leurs  positions  respectives. 

Pour  effectuer  le  produit  de  deux  nombres  quelconques  donnés 
a  et  c,  on  applique  la  même  règle  en  prenant  &  —  1.  Pour  effectuer 
le  quotient  de  deux  nombres  quelconques  donnés  il  suffît  de  désigner 
le  dividende  par  a,  le  diviseur  par  &,  et  d'appliquer  encore  la  même 
règle  en  prenant  c  »  1.  On  peut  aussi  obtenir  le  quotient  des  deux 
nombres  donnés  en  désignant  le  dividende  par  c,  le  diviseur  par  b 
et  en  appliquant  toujours  la  même  règle  avec  a  »  1. 

En  introduisant,  quand  c'est  nécessaire,  un  nombre  suffisant  de 
facteurs  1  au  numérateur  ou  au  dénominateur  on  peut  envisager  tous 


«Un  perfectionnement  récent,  dû  à  D.  OîUro  et  mis  en  pratique  par  la 
maison  Tavermer-Gravet  de  Paris,  a  pour  objet  de  substitaer  aux  coïncidences 
de  traits,  obtenues  uniquement  à  vue,  des  contacts  en  partie  mécaniques  qui 
donnent  plus  de  précision  au  jea  de  la  règle.* 

697)  C'est  sur  cette  proportion  que  reposent  la  plupart  des  applications  de 
la  règle  à  calcul  et  des  instruments  analogues.  Les  deux  échelles  forment  pour 
ainsi  dire  dans  chaque  position  respective  une  table  numérique  complète;  cette 
propriété,  probablement  déjà  connue  de  E,  Wingate^  est  soulignée  par  /.  J7.  Lam- 
bert^ Beschreibung  und  Gebrauch  der  loganthmischen  Bechenst&be,  Augsbourg 
1761  ;  (fi*  éd.)  Augsbourg  1778.  ^Voir  sur  cet  ouvrage  Tarticle  de  Jean  III  Ber- 
nouUi,  Encyclopédie  méthodique,  math.  2,  Paris  et  Liège  1786,  p.  Z22/4t  (Note 
de  G.  Enestrâm)* 
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les  calculs  de  proportion  comme  rentrant  dans  la  formule  générale 

Pour  trouver  le  nombre  x  défini  par  cette  formule^  on  amène  le  trait  a 
de  Tune  des  échelles  en  regard  du  trait  b  de  l'autre,  on  cherche  sur 
cette  dernière  échelle  le  trait  o^  et  Ton  retient,  au  moyen  de  la  ligne 
de  foi  du  curseur,  le  trait  qui  est  en  regard  sur  la  première  échelle; 
on  amène  yis-à-vis  de  ce  dernier  trait  le  trait  b^  de  la  deuxième 
échelle;  on  cherche  sur  la  deuxième  échelle  le  trait  o^;  et  ainsi  de 
suite.  Finalement  on  lit  le  résultat  en  regard  du  trait  o  de  la 
seconde  échelle. 

Pour  faire  face  à  tous  les  cas  on  pourrait  être  tenté  d'allonger 
indéfiniment  la  r^le  logarithmique;  mais  si  Ton  observe  que  l'échelle 
se  compose  de  fragments  identiques  formés  chacun  par  l'intervalle 
compris  entre  deux  cotes  égales  à  deux  puissances  consécutives  de  10, 
on  conçoit  que  pratiquement  on  peut  se  contenter  de  n'utiliser  qu'un 
nombre  restreint  de  ces  fragments  [cf.  note  506];  le  plus  souvent  on 
ne  fait  même  usage  que  d'un  seul  de  ces  fragments  en  se  contentant 
de  demander  à  la  règle  les  chiffres  du  résultat*^),  quitte  ensuite  à 
placer  directement  la  virgule  ^^).     C'est  d'ailleurs  exactement  ce  que 


698)  n  est  commode  d'adopter  un  procédé  de  calccd  uniforme.  A  cet  effet, 
on  placera  par  exemple  totgours,  dans  chaque  nombre  donné,  la  virgule  derrière 
le  premier  chiffre  significatif  Le  nombre  que  Ton  obtient  ainsi  est  ce  que 
JP.  W.  Schneider  [Anweisung  zum  Gebrauch  des  Bechenstabes,  Berlin  18S6]  appelle 
la  vaUur  normale  („Normalwert^O  du  nombre  donné  et  F.  Gros  de  PerrodU  [Théorie 
de  la  règle  logarithmique,  Paris  1886]  le  .^nombre  primordial'"^  du  nombre  donné. 
Si  l'on  adopte  ce  procédé  uniforme  de  calcul,  la  position  de  la  virgule  dans  le 
résultat  final  se  détermine  directement  sans  aucune  espèce  de  difficulté.  Certains 
auteurs  préfèrent  toutefois  ne  s'astreindre  à  aucune  règle;  ces  auteurs  déter- 
minent la  position  de  la  virgule  dans  le  résultat  en  estimant  approximati- 
vement la  valeur  de  ce  résultat;  c'est  ainsi  par  exemple  que  procèdent  B.  Land 
[Centralblatt  der  Bauverwaltung  18  (1898),  p.  174]  et  E,  Hammer  [Der  logarith- 
mische  Bechenschieber  und  sein  Oebrauch,  Stnttgard  1898;  (2*  éd.)  Stattgard 
1902;  (8*  éd.)  Stuttgard  1904,  p.  24].  D'autres  auteurs  tels  que  L.  Làkame, 
Q.  8eUa,  B.  K,  Esmatch  ont  formulé  des  règles  plus  ou  moins  précises  pour  déter- 
miner la  position  de  la  viigule  dans  le  résultat;  ils  introduisent  à  cet  effet  dans 
leurs  calculs  le  nombre  de  chiffres  des  nombres  sur  lesquels  on  opère  ou  bien 
encore,  comme  K.  von  OU  et  F.  Gros  de  PerrodU,  ils  tiennent  compte  dans 
leurs  calculs  des  caractéristiques  des  logarithmes  correspondant  aux  nombres 
que  l'on  envisage. 

699)  ^Des  perfectionnements  récents  ont  été  apportés  à  la  disposition  des 
échelles  par  CerepaHnsky  et  par  A.  Beghin,  Règle  à  calcul,  modèle  spécial, 
Paris  1899  [1898];  (8«  éd.)  Paris  1904,  p.  1.* 

4,0.  Càbrol  vient  d'inventer  un  dispositif  mécanique  fort  simple  qui  permettra 
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Fou  fait  aussi  quand  on  emploie  les  tables  de  logarithmes  au  lieu  de 
la  règle  à  calcul. 

Dans  les  règles  à  calcul  usuelles^  les  deux  bords  de  la  règle  et  de 
la  réglette,  sur  leur  face  supérieures^),  portent  des  graduations 
logarithmiques  (fig.  66)  désignées  par  les  lettres  A^  B,  C,  D''^^)  ( J.  et  D 
pour  la  règle,  B  et  C  pour  la  r^lette);  les  graduations  A  et  B,  qui 
sont  identiques,  vont  de  1  à  100  s^*);  les  graduations  C  et  D,  qui  sont 
aussi  identiques^^,  vont  de  1  à  10^^).  Pour  opérer  comme  il  vient 
d*ètre  dit,  on  peut  utiliser  soit  les  échelles  yoisines  A  et  B,  soit  les 
échelles  voisines  C  et  D^^). 

La  longueur  de  Téchelle  D  étant  double  de  celle  de  Téchelle  A, 
on  trouve  normalement  au-dessus  de  chaque  nombre  de  l'écheUe  D 
son  carré  sur  Féchelle  Aj  et  inversement,  au-dessous  de  chaque  nombre 
de  l'échelle  A,  sa  racine  carrée  sur  TécheUe  D.  Si  l'on  utilise  simul- 
tanément plus  de  deux  des  quatre  échelles,  on  peut,  par  un  seul  dépla- 
cement de  la  réglette,  obtenir  le  résultat  d'opérations  de  la  forme  ^^ 


d'obtenir  antomatiquement  la  position  de  la  rirgnle  dans  le  résultat  d*une 
opération  oomposée.* 

La  maison  Wichmann  frères  à  Berlin  vend  des  règles  à  calonl  avec  oursear 
mimi  d*nn  dispositif  spécial  fonmissant  aussi  la  position  de  la  rirgnle. 

700}  Des  échelles  logarithmiques  complémentaiies  intézessant  surtout  telle 
ou  telle  application  déterminée  se  trouyent  presque  toigours  sur  le  revers  de  la 
réglette.  En  général  on  y  trouTO  aussi  des  échelles  logarithmiques  pour  les 
sinus  et  tangentes,  et  une  échelle  divisée  en  parties  égales  qui  permet  d*obtenir, 
ayec  Téchelle  2>,  les  logarithmes  de  nombres  arbitraires  avec  trois  décimales,  ou 
inversemeut. 

701)  Cette  notation  était  déjà  employée  par  B.  Bevan^  A  practioal  treatise  on 
the  sliding  rule,  Londres  182S. 

702)  La  moitié  de  droite  n*est  en  général  que  la  répétition  de  la  moitié 
de  gauche,  et,  comme  celle-ci,  elle  est  numérotée  de  1  à  10. 

708)  Cette  identité  des  échellee  C  et  D  a  lieu  dans  les  règles  à  calcul 
ficançaises  et  allemandes  ayec  curseur,  par  ez.  dans  la  „règle  Mannheim"  de 
la  maison  Tavemier-Oravei  de  Paris. 

704)  Dans  les  règles  sans  curseur,  dans  la  „règle  ordinaire^'  de  la  maison 
Tavemitr'Oravet  par  ez.,  et  dans  les  règles  anglaises,  Téchelle  0  est  en  outre 
superposable  à  Féchelle  A.  Quoique,  par  suite  de  cette  disporition,  le  nombre 
des  questions  que  Ton  peut  résoudre  avec  une  seule  porition  de  la  réglette  soit 
bien  plus  petit,  cette  forme  est  encore  conservée  par  beaucoup  de  constnictenrs 
[voir  à  ce  Bi:get  E.  Erskine  Scott,  A  short  table  of  logarithms  and  anti-loga- 
rithms  to  ten  places  of  décimais,  Londres  1897,  p.  XV]. 

706)  C'est  un  peu  plus  précis  mais  beaucoup  moins  commode. 

706)  On  ramène  à  cette  forme  par  un  petit  artifice  les  expressions  donnant 
la  capacité  et  le  poids  de  corps  homogènes  de  forme  cylindrique,  sphérique  ou 
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ou  autres  analogues  rentrant  dans  le  type 


a 


>    1    î     I 


^^ h 


où  chacun  des  trois  nombres  a^  ^,  y  est  ou  bien  un  nombre  donné, 

ou  le  carré  d'un  nombre  donné,  ou  la  racine  carrée  d'un  nombre  donné. 

^  ^,  Si  deux  échelles  logarith- 

s    é  t  i  ,  0     miques  identiques  sont  accolées 

;  lime  a  rautre,  mais  en  sens 

i'  inverse  l'une  de  l'autre  (fig.  68), 

Fig.  68.  les  nombres  a^  &  ou  a  y  V  lus 

en   regard  l'un   de    l'autre'^) 

ont  non  pas  un  rapport  mais  un  produit  constant^  et  l'on  a^**^ 

ah  =  a'V. 

Les  nombres  a  et  &  étant  mis  en  face  l'un  de  l'autre,  leur  pro- 
duit a'  est  le  nombre  qui  se  trouve  sur  l'une  des  règles  en  &ce  du 
trait  1  de  l'autre'o^). 

Les  racines  ^^^)  à  indice  quelconque  ^^^)  de  monômes  donnés  peuvent 
être  obtenues  fiEUîilemeni 


autre  suffisamment  simple,  au  moyen  de  nombres  auxiliaiies  inscrits  soit  dans 
Tinstruction  sur  l'usage  des  règles  à  calcul,  soit  sur  le  verso  même  de  ces  règles. 

707)  On  letire  la  réglette  de  la  règle  à  calcul  et  on  la  retourne  (en  inter- 
YertisBant  les  cdtés  droit  et  gaocbe);  on  la  pousse  ensuite  dans  1*  coulisee. 
D'après  /.  Farey  [A  treatbe  on  the  steam  engine,  Londres  1827,  p.  542]  oette 
façon  de  procéder  est  due  à  W.  PearBon  [cf.  J.  of  natnral  philos,  chem.  and  arts 
(1)  1  (1797),  p.  460].  Dans  la  forme  moderne,  les  échelles  A  ^  B  sont  alors 
séparées  et  reliées  par  le  curseur. 

708)  n  existe  des  règles  anglaises  dont  la  réglette  porte  une  échelle  in- 
versée (avec  des  chiffres  droite).  D'après  JT.  Farey  [Treatise '^'),  p.  642]  de  telles 
règles  ont  été  construites  pour  la  première  fois  par  W.  H.  TFoZZostoH;  voir  aussi 
au  siyet  de  ces  règles  anglaises  B.Bwan  [Treatise^^'),  p.  98].  Cette  même  dis- 
position se  retrouve  aussi  sur  la  règle  française  de  A.  Beghîn  [Règle  à  calcule***); 
(d«  éd.)  Paris  1904]. 

On  peut  avec  ces  règles  effectuer  en  particulier  d'un  seul  coup  des  produits 
de  trois  facteurs  tout  comme  avec  la  „règle  des  cnbes^*  de  If.  SdUneel  [brevet 
allemand  délivré  le  16  juillet  1888;  publié  sous  le  n«  26842,  Patentschrifk  6  mai 
1884]  qui  porte  deux  échelles  partant  du  milieu  de  la  r^lette.  Du  reste  une 
idée  encore  plus  générale  se  trouve  déjà  indiquée  dans  Ch.  A.  Vogler,  Z.  ffir 
Yermessungs-Wesen  10  (1881),  p.  267.  Lee  applications  des  échelles  inversées  sont 
inmiédiates. 

709)  ^On  peut  enfin,  comme  exemple  d'emploi  d'une  éeheUe  renversée,  citer 
le  „ruban  calculateur''  de  O.  H.  L.  de  Viarii  [M.  d'Oeagne^  Le  Calcul  sim- 
plifié"*), p.  122].* 

710)  Pour  effectuer  par  exemple  le  calcul  approché  de  «  -«  yâh^^  on  amène 
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Les  équations  du  second  et  du  troisième  degré  sont  résoli^bles  à 
Taide  de  la  règle  à  calcul^  mais  par  un  procédé  indirect  ^^^). 

W.  Ritter  a  fait  Toir  que,  par  le  moyen  de  la  règle  à  Qalcul^ 
on  peut  calculer  des  expressions  telles  que  "j/a*  ±  6^,  Y  a  ±  Vft^ 
{y a  ±  l/î)*  et  autres  du  même  genre  ''^^). 

Les  règles  à  calcul  usuelles  ont  généralement  une  longueur  totale 
de  26  cm  tandis  que  le  module  des  échelles  A  et  B  de  ces  règles  est 
de  12,5  cm;  la  règle  à  calcul  ordinaire  fournit  ainsi  des  résultats ^^) 

le  point  a  de  J.  en  face  du  point  &  de  ^  et  Ton  cherche  le  point  où  se  font 
face  des  nombres  égaux  {x)  [cf.  note  712]. 

711)  On  peut  d'ailleurs  déterminer  directement  les  racines  cubiques  en  ame~ 
nant  vis-à-vis  de  D  une  échelle  E  dont  Tunité  de  longueur  soit  y,  plus  petite. 
Déjà  B.  Bevan  [Treatise '*^),  p.  58]  avait  décrit  une  règle  [dite  „line  of  tripla 
radius'^]  avec  une  échelle  JE  portée  par  une  réglette  spéciale  [Voir  W,  van  Dyck^ 
Eatalog^'^),  Nachtrag  (supplément),  p.  1  (Ein  â.lterer  englischer  Recbenschieber) 
n"4b].    Des  règles  semblables  sont  encore  employées  en  Angleterre. 

712)  Pour  résoudre  les  équations  du  troisième  degré  E.  JBour  [C.  fl.  Acad. 
se.  Paris  44  (1857),  p.  22]  part  de  la  forme 

Pour  résoudre  les  équations  de  cette  forme,  avec  une  réglette  que  Ton  fait 
glisser  après  Tavoir  retournée,  on  amène  le  1  de  ^  sous  le  trait  a  de  ^,  on 
diminue  ou  augmente  de  1  par  la  pensée  les  nombres  de  A^  et  Ton  cherche  en- 
suite Tendroit  où,  sur  les  deux  échelles,  se  trouvent  en  regard  des  nombres  égaux. 

Le  cas  des  équations  du  second  degré  n'a  pas  été  développé  par  M  JBour, 
mais  il  Ta  été  par  A.  Favaro  [trad.  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique  *•*),  p.  90]; 
on  7  fait  usage  des  règles  A  et  q. 

Une  méthode  analogue  à  la  précédente,  où  Ton  fait  aussi  usage  des  règles 
A  et  B,  est  due  à  W,  Engéler  et  a  été  publiée  par  E.  Hammer  [Z.  fur  Venues- 
sungs-Wesen  29  (1900),  p.  495];  voir  aussi  [id.  80  (1901),  p.  58]  une  remarque  de 
jET.  Zimmermann.    Voir  encore  sur  ce  sujet  n<*  69,  notes  762,  763  et  764. 

718)  Revue  polytechnique,  Schweizer.  Bauzeitung  23  (1894),  p.  37. 

Pour  effectuer  ces  calculs  deux  lectures  et  soit  une  addition  soit  une  sous- 
traction d*une  unité  sont  nécessaires. 

Voir  aussi  à  ce  sïget  P.  Emst,  Z,  Math.  Phys.  63  (1906),  p.  60/4. 

714)  Des  recherches  concernant  ce  degré  d'approximation  ont  été  faites 
par  Bedlich,    Z.  fur  Bauwesen  9  (1859),   p.  596.    Ici  Terreur  probable  (I22,  8) 

est  proportionnelle  au  résultat;  les  valeurs  d'expressions  de  la  forme    _  c  et  _  c* 

0  0 

«ont  obtenues  à  0,164%  près  ;  les  valeurs  d'expressions  de  la  forme  y^  et  T/— c'  sont 

obtenues  à  0,097  7^  près. 

Dans  des  recherches  analogues  de  Ch,  A,  Vogler  [Graph.  Tafeln***),  p.  71, 
78]  chaque  produit  est  obtenu  avec  trois  décimales  exactes  à  Taide  d'échelles  de 
69  cm,  et  même  presque  toujours  (999  fois  sur  1000)  avec  des  éoheUes  de 
40  cm.  On  trouve  ici  une  représentation  graphique  des  erreurs  que  Ton  commet 
dans  les  résultats  en  faisant  usage  de  la  règle  à  calcul,  et  une  comparaison  de 
ces  résultats  avec  ceux  fournis  par  les  tables  de  multiplication  graphiques. 

Encyclop.  dei  scienc.  mathêniat.    14.  27 
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avec  une  approximation  moyenne  de  0^  %.  Pour  atteindre  une  plus 
grande  approximation  ^^^)^  Bans  nuire  à  la  rapidité  ni  à  la  légèreté 
des  manipulations''^^),  on  a  essayé  d'appliquer  à  la  règle  à  calcul  un 
certain  nombre  de  dispositions  spéciales. 

Si,  à  rencontre  de  ce  qui  est  indiqué  au  n^  68,  on  conserve  les 
échelles  droites,  on  peut  d'abord,  comme  Vont  fait  A,  Mannheim''^'') 
et  A,  Beghin'^^^)^  adopter  pour  le  module  la  longueur  entière  de  la 
règle  (au  lieu  de  la  moitié);  on  peut  aussi  fractionner  des  échelles  de 
grande  longueur  en  parties  que  Ton  accole  les  unes  aux  autres  et,  dans 
ce  .cas,  conserver  autant  que  possible  la  forme  générale  de  la  règle, 
comme  E.  Péraux''^^)  et  Ch.  LaUemand'^^),  ou  bien  disposer  les  divers 


W.  Jordan  [Handbuch  der  VermeBBnngskunde  (7*  éd.)  2,  Statigard  1908, 
p.  167]  donne  en  particulier  les  résultats  d^expériences  comparées.  Voir  aussi 
H,  Hammer,  Rechenschieber'*^®),  p.  62. 

716)  Si  Ton  suppose  que  les  divisions  des  échelles  soient  suffisamment 
fines  et  rigoureuses,  on  obtient  une  meilleure  approximation  avec  la  règle  ordi- 
naire en  faisant  usage  d'une  loupe  fixée  au  curseur.  Voir  à  ce  sujet  W,  Jordan^ 
Z.  fur  Vermessungs-Wesen  21  (1892),  p.  876;  Handbuch'")  (6«  éd.)  2,  Stuttgard 
1904,  p.  160,  (fig.  6)  [cette  figure  n'est  plus  contenue  dans  la  7*  éd.  (1908)  de 
cet  ouyrage].  ^Dans  le  modèle  qu'il  a  fait  construire  par  la  maison  Taveniter- 
Gravet,  Ch.  LaUtmand  ''*°)  a  également  adopté  ce  dispositif.*  Voir  aussi  W.Jordan, 
Handbuch"*),  (7«  éd.)  2,  p.  160,  fig.  9. 

On  peut  aussi  efi'ectuer  la  lecture  des  résultats  au  moyen  d'un,  yernier 
spécial  proposé  ^d'abord  par  J.  J'.^r/w  [Bull.  Soc.  encour."^)  (1)  60  (1861),  p.  676]* 
puis  par  0.  Seyffert  [Centralblatt  der  Bauverwaltung  8  (1888),  p.  6i8]. 

716)  Les  longues  règles  à  calcul  sont  peu  pratiques.  On  en  construisait 
cependant  beaucoup  autrefois.  Pour  ne  citer  qu'un  exemple,  J.  H.  Lambert  '*^ 
faisait  faire  des  règles  de  quatre  pieds.  Aigourd'hui  encore  on  rencontre  asses 
souvent  des  règles  à  calcul  de  61  cm.  qui  sont  cependant  fort  incommodes  et 
relativement  chères.  F.  Huth  [(Dingler's)  Polyt.  Journal  242  (1881),  p.  149;  W. 
von  Dyck,  Katalog^^*),  Nachtrag  (supplément),  p.  2,  (n^  4d)]  emploie  des  échelles 
de  60  cm  de  long  tracées  sur  carton  en  choisiBsant  pour  module  une  longueur 
de  80  cm. 

717)  Les  règles  ainsi  construites  par  A,  Mannheitn  sont  appelées  ,3ègles  à 
échelles  repliées'';  voir  Q.  SéUa^  Teoria  e  pratica  del  regolo  calcolatore,  Turin 
1869,  p.  100;  trad.  française  par  G.  Montefiore  Leviy  sous  le  titre  :.  Théorie  et 
pratique  de  la  règle  à  calcul,  Liège  1868. 

718)  Règle  à  calculs  «*»);  (8«  éd.)  Paris  1904. 

719)  Voir  H.  van  Byfte,  Instruction  sur  la  règle  à  calcul  à  deux  réglettes  de 
U.  Féraux^  Paris  1886  [La  première  communication  est  de  P.  M,  N,  Benoit,  Bull. 
Soc.  encour.^'^)  (2)  10  (1868),  p.  618].  Deux  réglettes  mobiles  dans  deux  coulisse» 
du  même  côté  de  la  règle,  portent  sur  leurs  bords  les  deux  fragments  d'une 
échelle  de  longueur  double  de  celle  de  la  règle,  répétée  deux  fois.  ^Les  premiers 
essais  de  E.  Féraux  sont  antérieurs  d'une  vingtaine  d'années  à  l'époque  (1860) 
où  sa  règle  a  été  livrée  au  public  [M.  d'Ocagne^  Le  calcul  simplifié  *")^ 
p.  106,  note  1].    Une  autre  règle  à  deux  réglettes  a  été  proposée  par  C.  Herrgott, 
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fragments  sur  un  plan,  comme  J.  D.  Everetf^^^),  Hannyngton'^  (cf. 
fig.  69),  Scherer'^^^,  R.  Prodl''^)  ou  encore  les  appliquer  le  long  des 


Fig.  69.    Règle  à  calcul  de  Hannyngton. 


Notice  sur  la  règle  à  calcul  rectiligne,  sans  curseur,  à  deux  réglettes  adjacentes, 
Valdoie  1902.* 

720)  Voir  la  description  de  l'appareil  de  Ch.  Lalîemand:  Assoc.  fr.  avane. 
se.  86  (Lyon)  1906^  p.  44;  Z.  fiir  Vermessungs-Wesen  29  (1900),  p.  288.  Le 
module  choisi  est  le  mètre;  la  longueur  de  la  règle  est  de  60  centimètres;  il 
n^y.  a  qu^une  seule  réglette.  L'erreur  probable  est  de  0,01  %.  L'erreur  maximée 
est  de  0,04  7o;  aussi  cette  règle  peut-elle  fort  bien  rendre  les  mêmes  seryices 
qu'une  table  de  logarithmes  à  4  décimales. 

721)  «UniTorsal-Proportion-Table",  voir  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag. 
(3^2  (1866),  p.  860;  A,  Favaro,  trad.  P.  Terrier  2,  Calcul  graphique***),  p.  96 
(avec  figure);  W.  von  Dyck,  Katalog"*),  p.  141  (n»  8). 

La  règle  et  la  réglette  sont  remplacées  par  un  tableau  imprimé  sur  carton 
avec  un  certain  nombre  de  rainures  parallèles  dans  lesquelles  s'engagent  les 
bandes  graduées  d'un  second  tableau  mobile. 

[^^  E.Leder  [brevet  allemand  délivré  le  27  juillet  1897,  publié  sous  le  n*>  104927, 
Patentschrifb  16  août  1899]  propose  de  disposer  les  fragments  de  l'échelle  suivant 
des  rayons  d'un  même  cercle,  l'un  de  ces  rayons  étant  mobile  et  pouvant  être 
enlevé  à  volonté. 

722)  Voir  W.  von  Dyck,  Katalog"*),  p.  141  (n°  8).  La  forme  de  gril  est  in- 
diquée  figure  69.  La  règle  est  construite  en  bois.  On  en  vend  de  trois  formats 
différents;  les  unes  ont  une  longueur  de  0,76  nx,  d'autres  ont  une  longueur 
de  1,6  m  et  d'autres  enfin  ont  une  longueur  de  8  m. 

728)  Logarithmisch-technische  Rechentafel,  Casse!  1898  (le  principe  de  la 
construction  de  cette  table  a  été  trouvé  dès  1870).  Voir  aussi  Scherer,  Logarithm.- 
graphische  Rechentafel  fZ.  far  Vermessungs-Wesen  22  (1898),  p.  64]  et  Scherer^  dans 

27* 
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génératrices  d'un  cylindre,  comme  J.  D.  EvereW^^^),  A.  Mann/ieim'^^^)  et 
K  Thacher'^^'')  dont  le  cylindre  à  calcul    (fig.  70)   atteint  presque   au 


Pig.  70.    Cylindre  à  calcul  de  Thacfaer. 


W.von  Dyck,  Katalog"*)»  P- 1*^  (n^  5);  W.Jordan,  Handbucli  "*) ,  {V  éd.)  2, 
p.  160. 

Des  échelles  de  1,6  m  de  long  sont  partagées  en  dix  fragments;  la  table 
fixe  est  en  tôle;  la  table  mobile,  posée  librement  sur  cette  table  fixe,  est  en 
mica.    La  précision  est  en  moyenne  de  0,02  7o- 

Un  appareil  semblable,  avec  table  mobile  sur  verre,  est  dû  à  M.  Kloth  [brevet 
allemand  délivré  le  8  août  1883;  publié  sous  le  n*"  26  695,  Patentschrift  18  avril  1884; 
cf.  (Dingler's)  Polyt.  Journal  260  (1886),  p.  170],  un  autre  du  même  genre  est  dû 
à  J.  Biîleter  [brevet  allemand  délivré  le  26  mars  1887;  publié  sons  le  n*>  43463, 
Patentschrift  22  mai  1888;  cf.  Z.  fur  Vermessungs-Wesen  20  (1891),  p.  846]. 

724)  B,  Proeîl,  Rechentafel  nebst  Gebrauchsanweisung,  Dresde  (Berlin)  1901. 
Voir  aussi  B.  Proeîl,  Z.  Math.  Phys.  46  (1901),  p.  218. 

L'introduction  des  „points  unitaires'^  (Einheitspunkte)  permet  d'économiser 
beaucoup  de  place;  il  convient  toutefois  de  remarquer  que  ces  „points  unitaires^^ 
ne  servent  que  pour  la  multiplication  et  qu'ils  rendent  les  calculs  de  proportion 
plus  pénibles.  La  détermination  des  racines  carrées  et  cubiques  est  facile  [/.  D, 
Everett^*^)  en  avait  déjà  eu  Fidée].  La  table  fixe  est  sur  carton;  la  table  mobile 
est  sur  mica;  elle  se  superpose  à  la  table  fixe  par  une  rotation  de  deux  angles 
droits;  le  module  est  ici  de  12  décimètres. 

726)  Cf  note  721.     Ce  n'est  d'ailleurs  qu'un  modèle. 

726)  Cette  règle  a  été  construite  en  métal  depuis  1873;  un  modèle  en  bois 
date  de  1871.  Elle  est  formée  par  un  cylindre  creux  avec  cinq  fentes  parallèles 
à  Taxe,  dans  lequel  un  cylindre  plein  peut  tourner  et  glisser.  Les  échelles  sont 
divisées  en  10  fragments;  le  module  est  de  1,25m.  Voir  Ch.  A.  Vogîer,  (ïraph. 
Tafeln  »»*),  p.  60. 

727)  Breveté  aux  Etats-Unis  de  TAmérique  du  Nord  en  1881;  Patent  calcula- 
ting  instrument,  New-York  1884;  (nouv.  éd.)  New-York  1903;  E.  Hammer,  Z. 
fur  Vermessungs-Wesen  20  (1891),  p.  488.  Des  expériences  nombreuses  ont 
permis  de  fixer  à  0,0031  7o  l'erreur  moyenne  que  Ton  commet  en  faisant  usage 
de  cette  règle  à  calcul  [Voir  B,  Mehmke,  Thacher^s  oalculating  instrument,  ver- 
fertigt  und  ausgestellt  von  W.  F.  Stanley,  math.  mech.  Institut  London,  pubL  dans 
W.  von  Dyck,  Katalog"*),  p.  140  (n*»  6)].  Au  fond  l'idée  qui  a  présidé  à  sa  cons- 
truction est  la  même  que  celle  qui  a  guidé  J.  D.  JEverett  et  A.  Mannheim;  on 
y  voit  un  cylindre  creux  en  métal  ouvert  suivant  vingt  génératrices  et  des  échelles 
sur  parchemin.     Le  module  est  ici  égal  à  9144  millimètres. 
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même   degré   de    précision   qu'une    table  de  logarithmes  à  cinq  déci* 
maies  ^^). 

68.  Cercles  et  hélices  à  calcul.  E,  Gunter  avait  à  peine  imaginé 
réchelle  logarithmique,  que  déjà  W.  (6r.)  Oughtred  proposait  de  la 
disposer  le  long  d'un  cercle  ^*^)  et  Milbume  (du  Yorkshire)  le  long 
d'une  spirale"^). 

Les  ayantages  qu'offi-e  cette  disposition  sont  évidents:  si  Ton 
gradue  une  circonférence  donnée  de  façon  à  obtenir  sur  cette  circon- 
férence une  échelle  logarithmique  allant  de  la  division  1  à  la  division 
10  de  cette  échelle,  cette  dernière  division  coïncidant  avec  la  première 
après  un  tour  complet,  la  précision  du  calcul  qu'on  obtient  est  la- 
même  qu'avec  ime  règle  à  calcul  ordinaire  dont  la  longueur  serait 

D^autres  appareils  cylindriques  sont  dus  à  J.  BiUeter  [bievet  allemand 
délivré  le  21  février  1893;  publié  sous  le  n<»  71716,  Paientschrift  9  novembre  1898]. 

728)  Les  règles  à  calcul  que  Ton  a  constraites,  particulièrement  en  Angle- 
terre, à  Tusage  spécial  des  chimistes,  des  ingénieurs,  des  géodésiens,  et  d'autres 
praticiens  sont  extrêmement  nombreuses.  11  n'y  aurait  aucun  intérêt  à  en  dresser 
ici  une  liste  qui  serait  d'ailleurs  vraisemblablement  incomplète.  On  peut  d'ail- 
leurs renvoyer  à  ce  siget  à  L.  LdUmne  [Instruction®*"),  p.  118,  116],  à  K.(Ch.) 
Culmann  [Statique  graphique*'*'),  p.  67],  à  A.Favaro  [trad.  P,  Terrier  2,  Calcul 
graphique*®*),  p.  110],  à  W.  von  Scheve  [Artillerist.  Rechenschieber,  Berlin  1881; 
tirage  à  part  de:  Archiv  fcir  die  Artillerie-  und  Ingenieur-Offiziere  des  deutschen 
Reichsheeres  88  (1881),  p.  805],  k  W.  van  Dyck  [Katalog"*),  p.  144  (n^»  16,  16 
à  20);  Nachtrag  (supplément)  p.  2  (n^  10  b)],  à  W.  Jordan  [Handbuch  "*),  (7«  éd.)  2, 
p.  164,  766,  807],  ^à  M.  d'Ocagne  [Le  calcul  simplifié  "^,  p.  118]*,  aux  catalogues 
des  maisons  W.  F,  Stanley,  à  Londres,  Dennert  et  Pape^  à  Altona,  A.  NesUer  à 
Lahr  (G*  duché  de  Bade),  Wichmann  frères  à  Berlin,  ^Tavernier-Gravet^  à  Paris, 
Keuffel-Esser  à  New- York.* 

729)  D'après  Ch,  Hutton,  [Math,  tables"'),  introd.  p.  36],  ce  serait  déjà 
en  1627  que  W.  (G.)  (hightred  aurait  fait  cette  proposition. 

A,  Favaro  [Atti  Ist.  Veneto  (5)  6  (1878/9),  p.  600]  cite  W.  (G.)  Oughtred, 
The  circle  of  proportion  and  the  horizontal  instrument,  Londres  1682,  Oxford  1660; 
Description  of  the  double  horizontal  dial,  Londres  1686,  Oxford  1662. 

780)  D'après  Ch.  HuUon  [Math,  tables»"),  (6*  éd.)  Londres  1811,  p.  36], 
ce  serait  vers  1650.  A.  Favaro  [Atti  Ist.  Veneto  (6)  6  (1878/9),  p.  601;  trad. 
P.  Terrier  2,  Calcul  graphique***),  p.  71]  suppose  que  la  „spirale"  de  MiJbume 
était  en  réalité  une  hélice,  mais  on  n'a  pu  jusqu'ici  contrôler  ce  dire  de  A.  FcwarOy 
Ni  Ch.  HuUon,  ni  A.  Favaro  ne  renvoient  à  aucune  source. 

781)  Voir  à  ce  sujet  J.  BertiUon,  La  Nature  6  (187.8)  deuxième  semestre, 
p.  81/^;  TT.  von  Dyck,  Katalog  "<),  p.  142  (n°  10). 

782)  Voir  Z.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  21  (1877),  p.  465  (description 
pL  28).  Celle  des  échelles  que  l'on  emploie  le  plus  a  465  mm  de  long;  il  y  a 
aussi  des  échelles  pour  carrés,  cubes,  tangentes,  sinus  etc. 

Sur  \m  disque  circulaire  à  calcul,  dû  à  G.  Herrmann,  voir  Ch,  A.  Vogler, 
Graph.  Tafeln*^^,  p.  60;  ce  disque  comprend  une  échelle  de  5  mètres  de  long 
répartie  sur  10  cercles  concentriques. 


Digitized  by  VjOOQIC 


422        -R-  Méhmke,    I  88.   Instroments  à  calcul  continu.    M,  d'Ocagne, 

2n  fois  le  diamètre.  Plusieurs  constructeurs  comme  J,  M.  BUer''^  et 
F.  GaUey'^^^)  ont  d'ailleurs  préféré  marquer  plutôt  sur  la  moitié  seu- 
lement de  la  circonférence  la  partie  de  Téchelle  logarithmique  allant 
de  la  division  1  à  la  division  10  de  cette  échelle. 

Les  cercles  à  calcul  et  les  hélices  à  calcul  qui  ont  été  construits 
rentrent  dans  deux  types  d'appareils  distincts. 

Dans  les  uns^  il  n'existe  qu'une  seule  écheUe  dont  on  peut  cumuler 
les  diverses  parties  au  moyen  de  deux  aiguilles  d'écartement  variable. 
Ces  appareils  sont  à  cet  égard  du  même  type  que  la  règle  de  Gtinier 
elle-même.  W.{G)  Ougthred'^^  doit  avoir  adopté 
cette  disposition  puisque  au  dire  de  A.Favaro'^*^^) 
il  avait  recours  à  des  index  mobiles  autour  da 
centre  des  échelles. 

Parmi  les  instruments  de  ce  genre  nous 
mentionnerons  le  cercle  à  calcul  de  E.  M. 
Boucher'^^^y  qui  a  l'aspect  d'une  montre  (fig.  71), 
^et  dont  il  existe  au  moins  trois  modèles  diffé- 
rents*, ainsi  que  le  cercle  à  calcul  de  G,  Herr- 
Fig.  71.  mann'^^^)  qui  repose  sur  le  même  principe.    Ces 

deux  instruments  portent  l'un  et  l'autre  diverses 
échelles  sur  des  cercles  concentriques:  l'une  de  ces  échelles  est  une 
échelle  logarithmique  circulaire  mobile;  les  deux  instruments  sont 
munis  de  deux  aiguilles,  l'une  fixe  ou  représentée  par  un  trait  fixe 


Fig.  72.    Hélice  à  calcul  de  Fuller. 

tracé  sur  le  cadran  de  la  montre,  l'autre  mobile.  La  disposition  de 
l'hélice  à  calcul  (spiral  slide  rule)  de  G,  Ftdler''^  est  analogue;  seule- 
ment dans  cet  instrument  l'échelle  logarithmique  est  disposée  le  long 
d'une  hélice  (fig.  72). 

783)  Spiral  slide  rule,  Londres  1878.  La  longueur  de  l'échelle  du  plus  grand 
format  est  de  127  décimètres;  mais  il  y  a  aussi  un  plus  petit  format  où  la 
longueur  de  Téchelle  n'a  que  5  mètres  environ  [cf.  G,  FuUer,  Engineering  27 
(1879),  p.  257].  Voir  aussi  la  description  de  l'appareil  de  G.  Fuller 'pBx  E.Hammer, 
Z.  fur  Vermessungs-Wesens  20  (1891),  p.  484;  cf.  Brevet  allemand  délivré  le 
9  ayril  .1878;  publié  sous  le  n^"  5860,  Patentschrift  4  juillet  1879.  Il  conrient 
d'ailleurs  d'observer  que,  dès  1867,  on  trouve  déjà  [C.  R.  Acad.  se.  Paris  46  (1867), 
p.  487]  la  mention  d'une  hélice  à  calcul  due  à  E.  M.  Boucher. 
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Dans  le  modèle  de  rinstrament  de  E.  M.  Boudier'^^^)  cokistroit  par 
W.  F.  Stanley  et  qui  est  reproduit  ici  (fig.  71),  un  index  païtieulier 
marque  les  tours  complets  de  l'index  mobile ,  c'est-à-dire  le^  cliange- 
ments  des  caractéristiques. 

Le  dispositif  de  W,  (G.)  Ougfhred  a,  tout  récemment,  été  proposé 
de  nouveau  par  P.  Weiss'^^), 

Jjs,  seconde  aiguille  qui,  dans  l'appareil  de  E.  M,  Boucher ^  peut 
être  déplacée  indépendamment  de  la  première  est,  au  contraire,  dans 
l'appareil  de  P.  WeisSy  nécessairement  entnûnée  par  celle-ci.  L'échelle 
de  ce  cercle  a  un  développement  d'environ  50  cm.* 

Dans  un  second  type  d'appareil  on  rencontre  au  contraire  plusieurs 
échelles  circulaires  accolées  et  mobiles  les  unes  par  rapport  aux  autres. 
Ces  appareils  sont  très  nombreux. 

Les  uns  sont  constitués  par  un  disque  dont  le  bord  est  muni 
d'une  échelle  gravée  sur  sa  face  plane  et  autour  duquel  glisse  une 
couronne  portant  une  autre  échelle;  ^ce  disque  et  cette  couronne  jouent 
dans  leurs  diverses  positions  relatives  le  même  rôle  que  la  règle  et  la 
réglette  dans   le  premier  genre  d'appareils.* 

Parmi  ces  appareils  on  peut  'citer  ceux  de  J.  M.  BUer''^^),  ^de 
J.B.  Clairaut'^%*  de]A  S,  Leblond'^'),  ,de  F.  OaUey'^^^)*,  de  E.  Sonne'^^) 
(fig.  73)  et  bien  d'autres  encore. 


784)  P.  Weiss,   C.  R.  Acad.  se.  Paris  181^(1900),  p.  1289. 

786)  Neuerfandenes  Instramentum  mathematioam  uni  versais,  léna  1696; 
on  troayera  une  description  de  cet  appareil  avec  figare  dans  J.  Leupold,  Theatrum 
arithmetico-geometricum,  Leipzig*! 727,  p.  77  et  pi.  13.  On  a  donné  à  cet 
instniment  la  forme  d'an  demi-cercle  afin  qu'il  puisse  aussi  servir  de  rapporteur. 
Les  échelles  logarithmiques  des  nombres  vont  de  1  à  100;  il  y  a  en  outre  des 
échelles  logarithmiques  des  sinus  et  des  tangentes.  Pour  la  lecture  on  se  sert 
d'un  fil  qui  part  du  centre. 

736)  ^Hist.  Acad.  se.  Paris  1727,  H.  p.  142;  Machines  approuvées  Acad. 
sc."«)  5  (1727/31),  éd.  1785,  p.  8.* 

787)  Les  cadrans]  logarithmiques  de  J.,  S.  Leblond  [Cadrans  logarithmiques 
appliqués  aux  poids  et  mesures,  Paris  an  YII]  «et  de  F,  Gattey  [Instruction  sur 
Tusage  du  cadran  logarithmique,  Paris  an  YII]  reproduisaient,  à  peu  de  chose 
près,  la  „roue  arithmétique"  de  Glover  [cf.  A.  Favaro,  trad.  P.  lerrier  2, 
Calcul  graphique*®^),  p.  78].*  D'après  L.  Lalanne,  Instruction®®*),  p.  IX,  le  cadran 
logarithmique  de  A.  S.  Leblond  aurait  vu  le  jour  en  1795. 

788)  Justructiouff"»).* 

789)  Z.  Architekten-  und  Ingénieur -Vereins  Hanaover  10  (1864),  p.  462;  fig. 
(sur  feuille  séparée)  p.  801. .  Voir  aussi  W.  von  Dyck,  Katalog"*),  p.  142  (n°  12) 
et  p.  148  (n*»  18);  W.  Jordan,  Handbuch"*},  (7«  éd.)  2,  p.  158.  H  y  a  un  index 
qui  correspond  au  curseur  des  règles  à  calcul  ordinaires  et  un  compteur  pour 
les  caractéristiques  C  et  D  de  la  figure  78. 
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Parmi  les  plus  récents  de  ces  appareils  nous  mebtioimerons  le 
disque  à  calcul  de  F.  M,  CUndh'^^)  dont  l'index  porte  une  loupe;  le 
^proportioi''  de  W,  Hart'^^)  qui  possède  aussi  un  index  avec  microscope; 


Fig.  73.     Disque  à  calcul  de  Sonne. 

le  ^Taschenschnellrechner^'  de  F,  A.  Meyer'^^^)  qui  a  un  compteur  pour 
les  caractéristiques;  le  disque  à  calcul  de  E.  Pîdler''^)  avec  curseur 
en  verre  et  une  loupe. 

740)  Anleitung  zum  Oebrauch  dei  Rechenscheibe  Ifir  aiithmetiBcbe  und  tri- 
gonometriscbe  Rechnungen,  Hambourg  1872;  voir  aussi  W,  von  Dyck^  Kata- 
log  "*),  Nachtrag  (supplément),  p.  8  (p?  11  d). 

741)  Der  Tecbniker  (New- York)  12  (1889/90),  p.  84. 

742)  Mekaniker  5  (1897),  p.  116. 

743)  Z.  fur  ÂJTcbitektur-  und  Ingenieur-Wesen  (2)  5  (1900),  p.  208  (Hanovre); 
Z.  fur  Vermessungs-Wesen  30  (1901)  p.  296. 
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En  1893^  on  a  exposé  à  Munich  on  disque  à  calcul  de  A,  Stein- 
kaitser'^^)  dont  les  cercles  étaient  remplacés  par  des  spirales;  la 
disposition  de  ces  spirales  permettait  de  lire  quatre  décimales. 

^On  trouTe  dans  A.  Favaro'^^)  l'indication  d'un  cercle  de  G.Fuller 
dit  ,, Computing  telegraph"  et  dans  M.  d' Ocagne'^^^)  celle  de  cercles  de 
A.  Benaud'Tachd'^^^),  de  P.  Pouech'^^)  et  de  C.  et  G.  Charpentier'^^). 
On  peut  encore  citer  les  cercles  de  J,  Halden'^^)  et  de  H,  MoHen- 
briicV^'y 

Dans  d'autres  appareils  du 
second  type^  les  échelles  loga- 
rithmiques sont  tracées  sur  la 
surface  courbe  de  tambours 
accolés^  mobiles  séparément 
autour  de  leur  axe  commun. 
C'est  cette  disposition  qui  est 
adoptée  dans  les  bottes  à  calcul 
de  Z.  À.  D.  Hoyau'^^^.  C'est 
aussi  celle  des  tambours  à  cal- 
cul de  R.  W^er'^^^  et  c'est 
celle  de  l'appareil  de  A.  Beyer- 
len'^^)  (fig.  74)  qui  présente 
de  grands  ayantages  pratiques.        Fig.  74.    Roue  à  calcul  de  Beyerlein. 

.744)  Voir  à  ce  sujet  W.  von  Dyck^  Katalog"*),  Nachtrag  (supplément),  p.  3 
(n»  lie). 

746)  ^A.  FavarOy  trad.  P.  lerrier  2,  Calcul  graphique^"*),  p.  97.* 

746)  ^Le  calcul  simplifié"*),  p.  121.* 

747)  ^Le  Génie  civil  22  (1892/3),  p.  191.   L'appareil  est  dit  „aritlmiographe".* 

748)  ^„Cercle  à  calcul"  construit  à  Paris,  depuis  1888.* 

749)  ^„Calculimètre**  et  „règle  circulaire"  construits  à  Valdoie,  depuis  1880.* 

760)  ^Ce  cercle  est  construit  à  Manchester;  brevet  français  n°  847174  daté 
du  18  octobre  1904.* 

761)  ^„Table  universelle",  construite  à  Lausanne;  brevet  français  n*^  3S9741 
daté  du  20  janvier  1904.* 

762)  Bull.  Soc.  encour.»")  (1)  16  (1816),  p.  173.  F.  Gattey  [Instructions'")] 
a  aussi  employé  dès  1799  la  forme  de  disque  qu'il  a  reprise  ensuite  en  1810 
dans  son  arithmographe.  D'après  J,  A,  Borgnis  [Traité  complet  de  mécanique 
appliquée  aux  arts  8,  Paris  1820,  p.  21,  fig.  2]  dans  cet  appareil  l'échelle  mar- 
quée de  l*à  10  est  répétée  deux  fois  sur  chaque  circonférence. 

768)  Anleitung  zunâ  Gebrauch  des  Rechenkreises,  Aschaffenbourg  1872;  An- 
leitung  zum  Gebrauch  des  Kubierungkreises,  Leipzig  1876  (autographié  à 
Aschaffenbourg  en  1872);  voir  aussi  TT.  von  Byck,  Eatalog  *'*),  p.  142  (n**  11);  Nach- 
trag (supplément),  p.  2  (n*>  lia). 

764)  Brevet  allemand  délivré  le  16  octobre  1884;  publié  sous  le  n^  81889, 
Patentscbrift  U  juin  1886.    Cf.  E.Hamme)'  [Z.  fiir  Vertnessungs-Wesen  16  (1886), 
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Dans  ce  dernier  appareil  la  main  gauche  suf&t  en  effet  à  la  manœuvre 
et  le  calculateur  a  en  outre  Tavantage  de  lire  les  chiffires  yerticaler 
ment  devant  lui. 

n  ne  semble  pas  qu'on  ait  encore  construit  de  règles  à  calcul 
hélicoïdales.  Cependant  G.  W.  LeSmie  avait  déjà  songé  à  cette  forme; 
une  note  de  J.  Leupdd''^^)  rédigée  d'après  Tappendice  à  l'édition  de 
1726  de  la  Théodicée  de  6r.  W.  Leibniz  nous  en  fournit  la  preuve. 
Quoique  dans  cette  note  il  ne  soit  fait  usage  que  d'échelles  métriques 
J.  Leupold  j  propose  cependant  l'emploi  des  échelles  logarithmiques. 

69.  Emploi  généralisé  de  la  règle  à  calouL  De  même  qu'avec 
une  règle  à  calcul  ordinaire  on  peut  trouver  immédiatement  les  pro- 
duits ou  quotients  de  nombres  donnés^  de  même  avec  une  règle  à  calcul 
munie  d'échelles  logarithmo-logarithmigties,  c'est-à-dire  d'échelles  qui 
fournissent  la  valeur  du  logarithme  itéré  log  log  x^  on  peut  trouver 
immédiatement  les  puissances  à  exposant  quelconque  ou  les  racines 
à  indice  quelconque,  ou  encore  les  logarithmes  à  base  quelconque  de 
nombres  donnés. 

La.  règle  à  échelle  logarithme-logarithmique  se  trouve  réalisée 
dans  la  règle  à  calcul  de  P. M,  Rogef^),  dans  celle  de  J. A.  BiArdon''^'')^ 
et  dans  celle  de  F.  Blanc'^^^, 

La  règle  à  calcul  de  F.  Blanc  est  connue  sous  le  nom  de  règle 
à  calcul  doublement  logarithmique  (Doppellogarithmischer  Rechen- 
schieber).  Les  bords  de  cette  règle  portent  une  échelle  logarith- 
miquC;  ceux  de  la  réglette  portent  une  échelle  logarithmo-logarithmique. 
Si^  pour  une  position  arbitraire  de  la  réglette,  les  nombreji  x,  u  d'un 
bord  de  la  règle  sont  en  regard  des  nombres  Zy  w  de  la  réglette,  c'est 
que  l'on  a  .,         , 

En  particulier  si,  x  étant  en  regard  de  Zy  1  est  en  regard  de  ta,  on  a 

z  ^  t(f. 
La  réglette  porte,  en  outre,  deux  échelles  qui  donnent  les  valeurs  des 
deux  fonctions  w  ^  ,         :r\        <  /  _*  *\ 

p.  382];    W.  von  Dyck  [Katalog»**),  p.  148  (n»  14)];   W.  Jordan,   Handbnch"*), 
(7«  éd.)  2,  p.  168. 

766)  Cf.  Theatrum  arithmetico-geometricum,  Leipzig  1727,  p.  87. 

766)  Philos.  Trans.  London  106  (1816),  p.  9  [1814]. 

767)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  68  (1864),  p.  678.  Cette  note  contient  un  procédé 
(indirect)  de  résolution  d^un  système  de  deux  éqnations 

m,  n,  a,  b  étant  des  constantes  données. 

768^  Voir  W.  von  Byck,  Katalog"*),  p.  146. 
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rrxj 


et  par  suite  celles  des  fonctions  hyperboliques  (II  7) 

ch  Xj        sh  X 
si  Ton  prend  pour  w  la  base  e  des  logarithmes  naturels;  à  ce  nombre 
e  correspond  d'ailleurs  un  trait  particulier  marqué  sur  la  réglette. 

H.  jFurfe^^^  montre  aussi  comment  on  peut  effectuer  Téléyation 
aux  puissances  et  l'extraction  des  racines  au  moyen  d'une  échelle 
logarithmique  inversée. 

W.  Schweth'^^  adjoint  à  la  règle  à  calcul  ordinaire  une  échelle 
logarithme -logarithmique  formée  de  deux  parties^  Tune  placée  sur  le 
bord  supérieur,  l'autre  sur  le  bord  inférieur  de  la  règle, 

La  possibilité  de  faire  usage 
d'échelles  plus  générales  a  été 
étudiée  par  P. de  Saint-Rohert''^^). 

Quand  une  équation 
F(x,y,z)^0 
peut  se  mettre  sous  la  forme'®*) 

elle  est  susceptible  d'être  représentée  au  moyen  d'une  règle  à  calcul 
portant  sur  ses  deux  bords  les  échelles  des  fonctions  fet  g),  l'échelle  de  la 
fonction  ^.  étant  tracée  sur  la  réglette  (fig.  75). 

En  munissant  la  réglette  de  deux  échelles  différentes,  de  même 

origine  et  de  sens  con- 
traires (fig.  76),  on  peut 
même,  ainsi  que  Ch.  A, 
Vogler  l'a  fait  remarquer  '*•), 
ajouter  trois  termes  à  la 
fois,  au  lieu  de  deux,  et 


■l'   ■■    i 


fKXt  *  ffyj 


Pig.  75. 


flX^ — » 


\  I         \ 

—  9fy» 


-X^xj  . 


I     I     I    I    I 


T*— t^ 


Fig.  76. 


769)  Zut  Théorie  der  Rechenscliieber,  Progr.  Berlin  1899,  p.  12. 

760)  Z.  des  Yeieins  deutecher  Ingenienre  46  (1901),  p.  667/8,  720. , 

761)  Memorie  Accad.  Torino  (2)  26  (1871),  p.  68.  Quelques  exemples  sont 
traités  en  détail  dans  ce  mémoire. 

762)  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu^une  équation  puisse  être 
mise  sous  cette  forme  a  été  donnée  dans  la  note  672.  Quand  cette  condition 
n^est  pas  remplie,  on  se  contente  d^une  représentation  approchée,  suivant  le 
procédé  donné  par  A,  Lafay^  Revue  d'artillerie  68  (1901),  p.  456. 

763)  Z.  for  Vermessnngs-Wesen  10  (1881),  p.  267.  Le  cas  particulier  où 
la  fonction  à  évaluer  est  de  la  forme  u^^xyz  est  spécialement  mentionné  dans 
ce  mémoire;  pour  calculer  u  dans  ce  cas  particulier,  F.  A.  Sheppard  pbrevet 
aUemand  délivré  le  22  septembre  1878;  publié  sous  le  n°  7567,  Patentschrift 
8  octobre  1879;  voir  W.von  Dyck,  Katalog"^,  p.  141  (n°  7)]  et  d'autres  admet- 
taient  encore  qu'il  faut  deux  réglettes. 
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obtenir  ainsi  tout  de  suite  une  somme  telle  que 

connaissant  q>(x),  V(y)  et  xi^)- 

Pour  obtenir  à  la  fois  une  somme  de  2n  +  1  termes^  il  suffit  d'in- 
troduire n  réglettes  glissant  indépendamment  les  unes  des  autres  dans 
des  coulisses  parallèles. 

Enfin,  rintroduction  d'échelles  binaires,  ^réalisée  par  F.  J.  Foës^**) 
à  propos  d'un  exemple  intéressant,*  rend  possible,  au  moyen  de  règles 
à  calcul,  la  représentation  d'équations  de  la  forme  ^^) 

Dans  une  étude  spéciale  des  équations  pouvant  être  représentées 
au  moyen  de  règles  à  calcul  à  échelles  arbitraires,  H,  Fiirle''^  a 
généralisé  les  méthodes  de  E.  Bour'^^^)  et  de  J.  A,  Sttrdaw^"). 

Si  Ton  place  arbitrairement  l'échelle  de  la  fonction  ip(x)  contre 
celle  de  la  fonction  ^(j/)  et  si  en  deux  points  quelconques  les  nom- 
bres X,  y  d'une  part,  x^,  y^  d'autre  part  se  correspondent,  c'est  que 
l'on  a 

tp{x)  -  q>{x^)  «  ^(y)  -  ^(yj, 

ou,  dans  le  cas  d'échelles  opposées, 

q>{x)  +  <p(a;i)  =  ^(y)  +  ?^(yi). 

Si  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  relations  on  considère  deux  des 
quatre  nombres  Xy  x^j  y,  y^  comme  donnés,  les  deux  autres  comme 
inconnus,  et  si  l'on  ajoute  la  condition  que  les  deux  inconnues  doi- 
vent avoir  une  somme  ou  une  différence  constante,  on  peut  déterminer 
ces  deux  inconnues  par  translation  respective  des  échelles.  Dans  cer- 
taines questions  les  deux  inconnues  peuvent  être  a  priori  supposées 
égales. 

H.  Fiirle'^^)  décrit  aussi  une  règle  à  calcul  qui,  à  côté  des  échelles 
usuelles,  porte  les  échelles  à  module  simple,  double,  triple,  des  fonctions 

/*•  /y»"  /y»» 

•Va         '*^   y  9 

et  l'échelle  logarithmo-logarithmique  de  rr,  c'est-à-dire  l'écheUe  de  la 
fonction 

log  log  X. 

Cette  règle  à  calcul  permet  de  résoudre  non  seulement  les  équations 

764)  De  Ingénieur  12  (1897),  p.  169,  186;  18  (1898),  p.  869. 
766)   Cf.  M,  d'Ocagne^  Traité   de  nomographie  *'^,   p.  360,  361;  pour  des 
exemples  voir  p.  362;  voir  aussi  R,  Soreau^  Nomogr.***),  p.  474. 
766)  Progr."»)  Berlin  1899,  p.  13.     . 
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du  second  degré  et  du  troisième  degré^  mais  aussi  celles  du  quatrième 
degré;  celles  du  cinquième  degré^  toutes  les  équations  trinômes  et^  en 
outre,  quelques  équations  transcendantes. 

1.  JSewion'^^'^)  s'est  servi,  pour  résoudre  les  équations  de  degré 
quelconque,  d'une  règle  qui  portait  plusieurs  réglettes  à  calcul  logarith- 
mique parallèles  et  équi- 
distantes  (fig.  77)  ou  bien 
d'une  règle  à  calcul  avec 
échelles  logarithmiques 
circulaires  concentriques 
et  mobiles. 

Soit 
ax  +  hx^  +  ca?'  H «A; 

l'équation  à  résoudre;  a, 
&,  c, . . .,  A:  sont  des  nom- 
bres réels  (positifs  nuls 
ou  négatifs)  quelconques 
donnés. 

On  place  les  réglettes 
de  façon  que  les  points 
qui,  sur  ces  réglettes,  sont 

marqués  |a|;  |&|;  |^|;  •  •  •  Be  trouvent  tous  en  regard  de  marques 
fixes  de  l'appareil  situées  en  ligne  droite  sur  une  perpendiculaire  à  la 
direction  des  réglettes  passant  par  un  point  fixe  0  autour  duquel  on 
peut  faire  tourner  une  droite  Od  qui  rencontre  les  réglettes.  Une 
échelle  logarithmique  fixe  est  marquée  en  regard  de  la  réglette  des  rr; 
le  trait  1  de  cette  échelle  est  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
0  sur  la  réglette  des  x.  La  distance  du  point  0  à  la  première  réglette 
est  égale  à  la  distance  de  chacune  des  réglettes  à  la  suivante. 

Si  l'on  fait  tourner  Od  autour  de  0  de  façon  que  Od  passe  par 
le  point  marqué  x  sur  cette  échelle  logarithmique  /î^e;  la  droite  Od 
rencontre  alors  les  réglettes  de  x,  a:*,  ar*, .  .  .,  respectivement  aux  points 
marqués  sur  ces  réglettes 

\a\x,\h\A\cW,.-. 
Il  suffit  dès  lors  de  faire  tourner  Od  autour  de  0  jusqu'à  ce  que 
la  somme  algébrique  des  valeurs  de 

ax,  hx^,  cx^j  . . . 

767)  Opéra,  éd.  S,  Horsley  4,  Londres  1782,  p.  620  (extrait  d'une  lettre  de 
H.  Oldenbourg  ^  G.  M\  Leibniz  datée  du  24  juin  1676);  Q.  W.  Leibnie,  Werke, 
éd.  a  L  Gerhardt,  Math.  Schr.  1,  Berlin  1849,  p.  78. 


Fig.  77.    Reconstitution  par  Mehmke 
de  Tappareil  de  Newton. 
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lues  sur  les  réglettes  soit  égale  à  i;  la  valeur  correspondante  de  x 
se  lit  à  Tintersection  de  la  position  occupée  alors  par  Od  et  de 
l'échelle  logarithmique  fixe. 

Sur  la  figure  77  reconstituée  par  JR.  Méhmke,  la  droite  Od  passe 
par  le  point  marqué  2  sur  l'échelle  logarithmique  fixe'^  les  points  des 
réglettes  des  x,  x^y  a^  placés  en  regard  des  traits  fixes  sont  respectiye- 
ment  les  points 

2,     3,     5; 

à  l'intersection  de  0(2  et  de  ces  réglettes  on  lit  donc  respectivement 
22,      32*,      52*. 

L'appareil,  avec  les  réglettes  disposées  comme  l'indique  la  figure  77 
convient  donc  à  la  résolution  des  équations  de  la  forme 
±2x±  3x«  ±ba^^k. 

Si  l'on  voulait  réaliser  vraiment  cet  appareil  de  Newton,  il  con- 
viendrait de  disposer  l'écheUe  fixe  non  pas  en  regard  de  la  réglette 
des  X  mais  aussi  loin  que  possible  du  point  0  afin  de  faciliter  l'exac- 
titude de  la  lecture  de  X]  il  suffirait  pour  cela  d'agrandir  son  module 
dans  la  même  proportion  que  sa  distance  au  point  0. 

Un  instrument  analogue  est  dû  à  L.  Torres'^^)  et  sert  à  résoudre 
les  équations  trinômes  complètes;  cet  instrument  a  d'ailleurs  aussi  deux 
échelles  logarithmiques  qu'on  peut  déplacer  transversalement 

M.  cC Ocagne"^^^)  envisage  plus  généralement  le  cas  où  Ton  aurait 
deux  échelles  arbitraires  pouvant  être  déplacées  dans  deux  directions. 

^En  vue  d'opérations  spéciales,  certains  instruments  ont  été  com- 
binés au  moyen  de  règles  logarithmiques  soumises  à  certaines  liaisons 
mécaniques.  C'est  le  cas,  par  exemple,  de  l'instrument  de  F.  W.  Lan- 
chester'^'^^)  à  curseur  radial  et  de  l'instrument  de  H.  M,  -Batnes'")  à 
parallélogramme  articulé.  E.  A,  Sprung'^'^^)  a  également  construit  un 
appareil  dans  lequel  des  cercles  à  calcul  sont  liés  mécaniquement.* 

Signalons  encore  une  règle  à  calcul  applicable  aux  calculs 
effectués  avec  des  nombres  complexes.  Cette  règle  a  été  imaginée 
par  B.  Méhmke'^'^^). 


768)  Cf.  M,  d'Ocagne,  Traité  de  nomographie*»*),  p.  366. 

769)  Id.  p.  864. 

770)  ^Engineering  62  (1896),  p.  172*. 

771)  ^The  Engineer  97  (1904),  p.  346  col.  1  et  col  2.* 

772)  ^Construit  par  la  maison  Xeuffel-Esser  de  New- York.    Brevet  français 
"  347164  (octobre  1904).* 

778)  Voir  à  ce  sujet  W.  von  Dyck,   Katalog"'*),   Nachtrag  (sapplément), 
.21  (n"  44  d)  [Entwurf  einer  lo^.  Rechentafel  fur  komplexe  Grôasen];  F.  Bennecke 
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60.  Machines  à  oalonl  oontinu  pour  les  opérations  -  ordinaireÉ 
de  rarithmétiqne.  Si  ron  veut  éviter  remploi  des  échelles  logarithmiques^ 
on  peut  effectaer  des  calculs  de  proportion  à  l'aide  d'appareils 
formés  de  tiges  articulées  qui  réalisent  les  dispositions  représentées 
par  les  figures  26  à  28. 

Parmi  ces  appareils  on  peut  citer^  par  exemple^  la  règle  à  calcul 
de  G.  Oldenbwrger'^'^^)  po^ir  multiplication  et  division. 

D'une  façon  générale  il  faut  remarquer  que  tous  ces  appareils 
sont  le  plus  souvent  bien  moins  avantageux  au  point  de  vue  de  la 
rapidité  des  calculs  que  ceux  où  Ton  emploie  les  échelles  logarith- 
miques. 

Tous  ces  appareils  ne  peuvent  d'ailleurs  à  aucun  égard  remplacer 
les  règles  à  calcul  logarithmiques. 

On  pourrait  toutefois,  en  effet,  à  Taide  de  ces  appareils,  déter- 
miner la  valeur  d'une  puissance  ou  d'une  racine  quelconque  si  Ton 
avait  soin  de  munir  ces  appareils  d'échelles  logarithmiques. 

Mais  on  peut  à  Toccasion  faire  de  ces  appareils  les  éléments  d'une 
machine  à  calcul  proprement  dite^^*). 

A  cet  égard  on  peut  citer  l'appareil  de  H.  C.  Hart'^'^^)  qui  est 
une  véritable  machine  à  multiplication.  H.  C.  Hart  emploie  un  levier 
mobile  dont  les  longueurs  des  bras  sont  dans  un  rapport  variable. 
Son  appareil  comprend,  en  outre,  trois  cercles  concentriques  divisés  en 
parties  égales  et  portant  des  index;  le  troisième  de  ces  cercles  indique 
le  produit  des  nombres  figurés  sur  les  deux  premiers. 

Mais  on  peut  concevoir  d'autres  instruments  bien  plus  importants 
que  les  précédents  qui  permettraient  de  calculer  aussi  rapidement 
qu'avec  des  règles  logarithmiques  tout  en  ayant  la  capacité  de  véri- 
tables machines  à  calcul;  ces  instruments  fourniraient  par  exemple 
directement  les  valeurs  des  expressions  de  la  forme  (n**  26) 

oti  a^j  bi,  a^y  b^,  , . .,  a^,  h^  sont  des  nombres  réels  quelconques  donnés, 
et  rendraient  ainsi  de  très  grands  services.  Le  disque  à  calculs  pro- 
portionnels de  Chr.  Hamann'^'^''),  et  la  règle  à  calculs  proportionnels"®) 

a  publié  ane  table  du  môme  genre  [Eine  konforme  Abbildung  aLs  zweidimensîonale 
Logarithmentafel  zur  Rechnung  mit  komplexen  Zahlen,  Potadam  1907]. 

774)  Z.  fôr  Instrumentenkunde  ô  (1886),  p.  163. 

776)  Cf.  K.Strehî,  Centralzeitung  fOr  Optik  und  Mechanik  11  (1890),  p.  242. 

776)  Brevet  allemand  délivré  le  27  janvier  1891;  pablié  soub  le  n"*  67  836, 
Patentschrifb  27  juillet  1891. 

777)  Voir  W,  Semmler,  Z.  fur  Vermeseungs-Wesen  28  (1899),  p.  804. 

778)  Voir  H.  Kollei',  Z.  far  Vennessunge-WeBen  28  (1899),  p.  660. 
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du  même  auteur  (fig.  78),  constituent  un  premier  essai  dans  la  voie 

de  la  construction  d'instruments  de  ce 
genre;  ils  reposent  tous  deux  sur  rem- 
ploi de  roulettes  biseautées ''''®*). 

Au  moyen  d'une  balance  ariih- 
méthiqtie  qu'il  avait  imaginée  et  effec- 
tivement construite,  L.  Ldlanne'^'^^  a 
cherché  à  calculer  des  expressions  de 
la  forme 

Au  moyen  d'un  planimètre  spécial 
qu'il  a  désigné  sous  le  nom  A^Ariihnw- 
planimètre,  il  a  ensuite  montré  "^^j  com- 
ment on  pourrait  calculer  des  sommes 
de  produits  de  deux  facteurs;  chacun 
de  ces  produits  est  représenté,  dans  son 
appareil,  par  l'aire  d'un  rectangle  dont  les  côtés  représentent  les  facteurs. 
^Parmi  les  machines  à  types  spéciaux  on  peut  citer  celle  de  F. 

L.  0,  Wadsworth'^^^)  qui  ne  sert  qu'à  multiplier  par  7t  ou  par       * 

61.  MéoanisnieB  destinés  à  la  résolution  d'équations  à  une 
inconnue.  Certaines  opérations  qui  se  présentent  assez  souvent  dans 
la  pratique  sont  fort  pénibles  à  effectuer  directement,  même  quand 
on  a  à  sa  disposition  des  tables  numériques.  L'invention  d'instruments 
ou  de  machines  fournissant  les  résultats  de  ces  opérations,  sans  que 
l'on  ait  à  faire  aucun  calcul,  a  donc  une  très  grande  importance 
pratique;  aussi  de  nombreux  chercheurs  ont-ils  depuis  bien  longtemps 
essayé  de  construire  divers  instruments  de  ce  genre;  ils  sont  parvenus 


778*)  Les  quatre  opérations  peuvent  être  faites  dans  un  ordre  arbitraire. 
Four  ajouter  par  ex.  le  produit  a  •  m  à  un  nombre  qui  se  trouve  déjà  dans  le 
compteur  Z  (fîg.  78)  on  enlève  le  cylindre  L  de  la  roulette  B,,  on  le  replace  sur 
Torigine  0  de  Téchelle  J.,  on  place  la  pointe  S  sur  le  nombre  m  de  l'échelle  M 
et  Ton  pousse  le  cylindre  L  sur  la  roulette,  jusqu'à  ce  que  le  facteur  a  apparaisse 
sur  Téchelle  A.  On  peut  multiplier  les  applications  en  adjoignant  des  échelles 
arbitraires  aux  échelles  ordinaires. 

779)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  9  (1839)  p.  819,   693. 

780)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  9  (1889),  p.  800;  10  (1840),  p.  679;  description 
détaillée:  Ann.  Ponts  et  Chaussées  (1)  20  (1840)  deuxième  semestre,  p.  3  et  fig.  1 
à  6,  pi.  192  et  198. 

781)  J.  of  the  Franklin  Inst.  (8)  166  (1903),  p.  131.* 
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à  quelques  résultats  intéressants  en  ce  qui  concerne  la  résolution 
mécanique  des  équations. 

Les  mathématiciens  grecs  connaissaient  déjà  la  solution  du  pro- 
blème de  Délos,  comportant  la  résolution  d'une  équation  du  troisième 
degré.  Au  6^^™®  siècle  une  de  ces  solutions  a  été  attribuée  par  Eutocius 
à  Fldton'^^^'^  elle  repose  sur  l'emploi  de  deux  angles  droits  mobiles. 
A  Taide  du  procédé  de  E,  LUI  (n^  44)^  cette  solution  peut  être  facile- 
ment étendue. à  des  équations  quelconques  du  troisième  degré'®'). 

^Une  autre  solution  mécanique  du  problème  de  Délos  est  attribuée 
par  Eutocius  à  Eratostliènes'^^)-*  E.  LUV^^)  a  imaginé  un  appareil  per- 
mettant d'appliquer  facilement  sa  méthode  (n°  44)  à  des  équations 
algébriques  de  degré  quelconque.  G.  Amoux'^^\  qui  a  conçu  de  son 
côté  la  même  méthode  de  résolution  des  équations  algébriques^  a  pro- 
posé différents  procédés  optiques  et  mécaniques  propres  à  faciliter  son 
application.  Un  mécanisme,  fondé  lui  aussi  sur  la  même  méthode^  a 
été  réalisé  par  H.  Wehage'^^'^). 

Le  mécanisme  (fig.  79)  inventé  en  1770  par  J.  Bowning'^^)  et 
ceux  que  S.  Wehage'^^^)  a  proposés  en  1877  reposent  sur  le  même 
principe  que  les  méthodes  indiquées  au  n°  44  pour  la  représentation 
graphique  des  fonctions  rationnelles  entières. 

^Ce  ne  sont,  à  tout  prendre,  que  des  instruments  auxiliaires  du 
dessin  permettant,  par  des  combinaisons  mécaniques  appropriées^   de 

782)  ^Cf.  Archimède,  Opéra,  éd.  J.  L.  Heiherg  3,  Leipzig  1881 ,  p.  66/70.* 

783)  Voir  A.  Adler,  Sitzgsb.  Akad.  Wien  99  U»  (1890),  p.  859. 

784)  ^Cf.  Archimède,  Opéra"*)  3,  p.  102,  106/14.* 
786)  Nouv.  Ann.  math.  (2)  6  (1867),  p.  361. 

786)  Assoc.  fr.  avanc.  se.  20,  Marseille  1891*,  p.  241;  Bull.  Soc.  math.  France 
21  (1893),  p.  87. 

787)  Z.  des  Veieins  deutscher  Ingenieure  21  (1877),  fig.  6  (sur  le  feuillet  8 
du  texte). 

788)  PhiloB.TiaiiB.London60(1770)p.240.  Les  droites  de  la  figure  81  (n°  44) 
sont  remplacées  ici  par  des  tiges. 

Si  f{x)  =  0  désigne  Téquation  à  résoudre,  une  pointe  placée  au  point  g" 
(dirigée  vers  le  haut  dans  la  figure  79)  décrit  sur  une  planche  recouvrant  le 
tout^  la  courbe  z^=-f{x)  dans  le  déplacement  de  la  règle  Q  (Le  fil  qu'on  voit, 
fig.  79,  donne  Taxe  des  a;).  L'appareil  a  été  construit  pour  les  équations  du 
second  degré.  La  même  machine  est  décrite  dans  TEncyclopédie  méthodique 
t,  Paris  et  Liège  1784,  p.. 659/60  et  pi.  3  intitulée:  math,  algèbre,  constructeur 
universel  d'équations,  ainsi  que  dans  J.  A.  Borgnis^  Méc.  appL'**)  8,  pi.  23,  fig.  1. 
Sur  cette  dernière  figure,  la  machine  est  attribuée  à  J-B.  ClairatU^  d'ailleurs 
sans  aucune  indication  de  source. 

789)  Z.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  21  (1877),  p.  lOô,  fig.  6  à  8  (sur 
le  feuillet  S  du  texte);  on  trouve  d'ailleurs  différents  projets  de  machines  sem» 
blables. 

Enoyolop.  de>  scleno.  mathèmat    14.  28 
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tracer  d^un  mouvement  continu  certaines  courbes  d'ordre  élevé  inter- 
venant dans  une  solution  graphique.* 

D'autres  instruments,  pour  lesquels  JR.  Skutsch^^)  a  proposé  la 
dénomination  de  ,,balances  à  équations^^,  sont  fondés  sur  la  recherche 


Fig.  79.    Appareil  de  Rowning  pour  la  résolution  des  équations  algébriques. 

de  la  position  d'équilibre  d'un  corps  solide  ou  d'un  système  de  corps 
susceptibles  de  déplacement  à  un  ou  deux  degrés  de  liberté,  auxquels 
on  applique  des  poids  proportionnels  aux  coefficients  de  l'équation  à 
résoudre;  les  poids  servant  à  établir  l'équilibre  font  connaître  les 
racines  réelles  cherchées. 

Dans  un  certain  nombre  de  balances  à  équations  on  n'utilise  que 
l'équilibre  d'un  seul  fléau;  il  faut  alors  que  les  distances  des  forces 
au  point  fixe  puissent  être  modifiées  proportionnellement  aux  différentes 
puissances  d'un  même  nombre;  on  y  parvient  grâce  à  certains  gabarits 
courbes. 

Parmi  les  appareils  de  cette  espèce,  on  peut  citer  la  ^balance 
algébrique*'  de  L.  LoUanne'^^^)  et  la  machine  de  C  Exner'^^*)  qui  permet 


790)  Z.  Math.  Fhys.  47  (1902),  p.  86;  dans  ce  mémoire,  (p.  86  et  suiT.)  la 
question  est,  au  début  du  moins,  envisagée  à  un  point  de  vue  plus  général  que 
nous  ne  Tayons  fait  dans  le  texte. 

791)  Cette  balance  a  la  forme  d'une  balance  romaine  avec  un  pivot  qu*on 
peut  déplacer  dans  une  direction  perpendiculaire  [voir  L.  Lcdanne,  C.  R.  Acad. 
se.  Paris  11  (1840),  p.  869;  A.  L.  Cauchy,  id.  p.  969;  Œuvres  (1)  6,  Paris  1886, 
p.  601;  E.  Coîîignon,  Traité  de  mécanique  2,  Statique,  Paris  1873,  p.  347,  401]; 
dans  le  traité  de  E.  CoUignon  on  trouve  en  outre  (p.  349)  une  extension  de  la 
même  méthode  à  la  recherche  des  racines  imaginaires  des  équations;  le  fléau 
de  la  balance  est  alors  remplacé  par  \m  plan  mobile  autour  d'un  point. 

L.  Laïanne  a,  il  est  vrai,  emprunté  Tidée  de  sa  balance  algébrique  k 
J.  B.  Bérard  [Opuscules  mathématiques,  Paris  1810]  mais  il  Ta  développée  d'une 
façon  bien  plus  utile  pour  les  applications  pratiques  que  ne  l'avait  fait  /•  B»  Bérard. 
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de  résoudre  toutes  les  équations  des  sept  premiers  degrés,  et  qxd  est 
représentée  comme  fournissant  la  racine 
a;  =  f  de  l'équation  (fig.  80) 

D'autres  balances  à  équations  repo- 
sent sur  l'équilibre  d'un  système  de  corps 
solides  rigides.  Dans  ces  appareils  il  y 
a  autant  de  fléaux  de  balance  que  de 
termes  dans  l'équation;  chacun  des  fléaux 
porte  un  poids  représentant  le  coefficient 
de  l'équation  correspondant  à  son  numéro 
d'ordre.  Les  distances  des  différents  poids 
aux  axes  de  rotation  des  fléaux  auxquels 
ils  sont  appliqués  sont  toujours  égales 
entre  elles.  Chaque  fléau  s'appuie  sur  le 
précédent  en  un  point  situé  à  une  distance 
X  de  Faxe  de  rotation.  C'est  cette  distance 
variable  x  qui,  dans  tous  ces  appareils, 
fournit  la  valeur  de  l'inconnue  quand  le 
système  des  fléaux  est  en  équilibre. 

Parmi  ces  appareils  on  peut  citer  ceux  de  C.  F.  Boys"^^  (fig.  81), 
de  J.  Massau'^^),  de  G.  B,  Grant'^^)  et  de  R,  Skutsch'^^)  (fig.  82). 

792)  Ûber  eine  Maschine  zur  Aufldsung  hdherer  Gleichungen,  Progr.  Vienne 
1881. 

Des  fils  qui  portent  les  poids  a^ ,  a^ ,  .  .  .  sont  placés  sur  des  poulies  réunies 
entre  elles  et  mobiles  autour  de  leur  axe  commun  horizontal;  les  profils  des 
poulies  sont  tels  qu^aprèa  un  déplacement  angulaire  x  du  système  sur  la  n'*™* 
poulie,  le  moment  du  poids  a„  par  rapport  à  Taxe  fixe  soit  ono^.  Lorsqu*il  y 
a  équilibre  la  somme  des  moments  des  poids  a^,  ai,  a^,  ...  an  par  rapport  à 
ce  même  axe  est  nulle,  en  sorte  que  Ton  a 

ao  +  Oj  rc  -f-  «s  ^*  +  •  — h  ^^^  ==  ^* 
Le  déplacement  angulaire  x  correspondant  à  l'équilibre   du  système  de  poulies 
fournit  donc  la  racine  cherchée. 

793)  London  Edinb.  Dublin  philos,  mag.  (6)  21  (1886),  p.  241. 

Des  fléaux  parallèles  I,  U^  m,  .  .  .  sont  situés  dans  un  même  plan  vertical, 
de  façon  que  (comme  l'indique  le  schéma  représenté  sur  la  figure  80)  pour 
engendrer  des  rotations  dans  le  sens  direct  il  faille  alternativement  appliquer 
les  poids  à  droite  et  à  gauche  des  centres  de  rotation  1,  2,  3^  .  .  .  de  ces  fléaux. 

Faisons  glisser  horizontalement  le  long  de  leurs  directions  les  fléaux  parallèles 
de  façon  à  amener  leurs  axes  à  une  distance  x-\-l.  Si  Ton  applique  alors  des 
poids  respectivement  égaux  à  a,  2),  c,  .  .  à  des  points  situés  sur  ces  fléaux  I,  II, 
m^  ...  à  r unité  de  distance  de  leurs  centres  de  rotation,  le  moment  (statique) 
résultant  des  forces  qui  sont  appliquées  sur  le  fléau  inférieur  par  rapport  à  Taxe 

28* 
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E.  Stamm'^^'^  et  F.  Qtuxrducd'^^  ont  recours  à  des  roulettes  in- 
» je ♦ 


I    ®     I 
Ad   ♦    rd 


■4— é — h 


'C     3    ■i-\c 


-^- 


t      ®      I 
Ab     2       b 

! 


-a     /    +a  i 

Fig.  81.    Balance  à  équations  de  Boys. 


tegratrices  qu'entraînent  par  adhérence  des  plateaux  animés  de  rotation 
uniforme;  A  B.  Kempe'^^)  a  recours  à  des  systèmes  articulés. 


irro 


Fig.  82.    Balance  à  équations  de  Grant  et  Skutsch. 


de  rotation  de  ce  fléau  sera  égal  à  a -\- hx -\- cx^ -\'  •  •  •  (70Îr  ôg.  81);  si  le 
système  de  fléaux  parallèles  est  en  équilibre  ce  moment  est  nul,  donc  l'équation 
a  +  6-35  +  ex*  .  .  .  =  0  est  vériflée;  or  x  se  lit  sur  la  figure. 

794)  Bull.  Ass.  Ingén.  Gand  (1)  10  (1886/7),  p.  68  et  planche  hors  texte 
fig.  26;  Note  sur  les  intégraphes,  Pans  1887,  p.  80  (fig.  26).  Des  fléaux  parallèles 
sont  disposés  dans  un  plan  horizontal;  les  centres  de  rotation  sont  sur  une 
droite  fixe  perpendiculaire  aux  fléaux.  Ce  projet  d'instrument  n'a  pas  été  réalisé 
effectivement. 

795)  American  Machinist  19  (1896),  p.  824.  Cet  appareil  est  semblable  à 
la  balance  de  C.  F.  Boys'^  toutefois,  pour  obtenir  une  rotation  positive  d'un  quel- 
conque des  fléaux  parallèles,  il  faut 'toujours  lui  appliquer  un  poids  du  même 
côté  du  centre  de  rotation  de  ce  fléau;  il  en  résulte  une  disposition  moins  simple 
que  celle  de  la  balance  de  C.  F.  Boys, 

796)  On  a  donné  différents  projets  de  cet  appareil.  Celui  de  B,  ^sui9ch, 
Z.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  96,  fig.  6  [représenté  ici  ^g.  82]  évite  les  défauts 
de  construction  de  la  balance  de  G.  B.  Grant,  Ce  n*est  d'ailleurs  que  par  une 
construction  plus  perfectionnée  que  la  balance  de  B.  Skutsch  diffère  de  celle  de 
G.  B.  Grant.   • 

797)  Essais  sur  l'automatique  pure,  Milan  et  Paris  1868.  Voir  aussi  Ch.  Labou- 
îaye,  Traité  de  cinématique,  (S*  éd.)  Paris  (1878),  p.  496.  E.  Stamm  approfondit 
davantage  la  question  de  l'établissement  des  relations  fonctionnelles  entre  les 
rotations  par  des  organes  cinématiques.  L'addition  se  fait  par  des  roues  plané- 
taires.   Au  fond  les  machines  de  JE.  Stamm  sont  des  combinaisons  d'intégrateurs; 
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Par  une  substitution  de  la  forme 

X  ^  acosO 
l'équation  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 

Cq  +  Cl  cos  fl  +  Cg  cos 2©  +  •  — \-  c^cosnO  =^0. 
L'appareil  de  A.  B,  Kempe  permet  d'étudier  la  fonction 
u^  Cq+  c^cobO  +  c^cos20  +  •  '  '  +  c^cosnO 

de  la  variable  0.  Cet  appareil  comprend  n  +  l  tiges  dont  les 
longueurs  sont  prises  égales  à  Cq,  c^,  c^,  . . .,  o„;  ces  différentes  tiges 
sont  réunies  entre  elles  par  des  articulations  et  sont  mues  par  des 
mécanismes  spéciaux  de  façon  que  chacune  d'elles  fasse  à  chaque  ins- 
tant avec  la  précédente  un  angle  égal  à  celui  que  fait  à  cet  instant 
la  partie  mobile  de  longueur  c^  avec  la  partie  fixe  de  longueur  c^; 
de  cette  façoU;  si  0  est  cet  angle ^  la  projection  de  la  ligne  totale 
formée  par  les  différentes  parties  de  l'appareil  sur  la  direction  de  la 
partie  fixe  de  longueur  c^  donne  à  chaque  instant  la  valeur  correspon- 
dante de  u. 

D'après.  K  S.  Hde  Shaw^),  E.  Bashforth^')  aurait  dès  1822  décrit 
un  instrument  permettant  d'étudier  la  fonction  un  peu  plus  générale 

Co  +  CjL  cos  ((?  +  «i)  +  Cg  cos  (2(ï  +  «j)  H h  c^  cos  (nd  +  aj. 

L.  Saint-Loup^^  a  montré  comment  on  peut  résoudre  les  équations 
du  troisième  degré  à  l'aide  d'un  quadrilatère  articulé.  Bien  après  lui, 
A.  AcUer^^)  est  parvenu  au  même  résultat. 

Mais  toutes  ces  solutions  sont  surpassées  par  celle  qu'a  su  réaliser 
L.  Torres^  dans  ses  machines  Mgébriques  au  moyen  desquelles  on 


d*ailleurs  chaque  type  d'intégrateur  pourrait  être  employé  d'une  manière  analogue 
à  la  machine  de  E.  Stamm  ou,  tout  au  moins,  pourrait  être  transformé  aisément 
en  une  machine  de  ce  genre. 

4,3f.  Deprez  [Notice  sur  ses  travaux  scientifiques,  Paris  1886,  p.  6]  sigpciale 
une  solution  analogue  qu^il  avait  donnée  en  1871.* 

798)  Atti  Accad.  Lincei  Memorie  (4)  7  1890  (1892),  p.  217  et  pi.  3.  C'est 
Pidée  fondamentale  de  E,  Stamm  simplifiée  et  mise  en  pratique;  l'addition  se 
fait  au  moyen  d'un  fil  enroulé  sur  des  cylindres. 

799)  Messenger  math.  (2)  2  (1878),  p.  61. 

800)  Second  Report  on  the  development  of  graphie  methods  in  mechanical 
science,  p.  46  [Report  Brit.  Assoc.  62  Edimbourg  1892,  éd.  Londres  1893,  p.  417]. 

801)  Reprint  of  a  description  of  a  machine  for  finding  the  numerical  roots 
of  équations  and  tracing  a  variety  of  useful  curves,  Cambridge  1822. 

802)  C  R.  Acad.  se.  Paris  79  (187^),  p.  1323. 

803)  J.  Adler,  Progr.*")  Klagenfort  1891,  p.  24. 

804)  Memoria  sobre  las  m&quinas  algébricas,  Bilbao  1896;  voir  aussi  C.  Ba 
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peut  obtenir  non  seulement  les  racines  réelles  mais  encore  les  racines 
imaginaires  de  toutes  les  équations  algébriques. 

Ces  machines  jouent^  parmi  les  instruments   servant  à  résoudre 
les  équations^  le  même  rôle  que  joue  la  méthode  logarithmographique 
I  -  (n^  47  et  48)  parmi  les  mé- 

thodes servant  à  résoudre  gra- 
phiquement les  équations.  Une 
échelle  logar  thmique  circulaire 
et  une  échelle  régulière  sont 
enroulées  chacune  sur  un  tam- 
bour (fig.  83).  Les  deux  tam- 
bours sont  montés  sur  le  même 
Fig.  83.    Arithmophoie  logarithmique.        axe  (chacun  d'eux  portant  sa 

graduation  sur  sa  périphérie) 
et  ils  sont  liés  de  façon  que  quand  celui  sur  lequel  est  enroulée 
l'échelle  logarithmique  a  fait  un  tour,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
celui  sur  lequel  est  enroulée  TécheUe  régulière  avance  d'une  division 
dans  l'un  ou  l'autre  sens.  L'ensemble  formé  par  ces  deux  tambours 
constitue  ce  que  l'inventeur  appelle  un  arithmophore  logarithmique.  Le 
second  des  deux  tambours  correspond  à  la  mantisse;  il  &it  connaître  les 
chiffires  significatifs  dont  se  compose  le  nombre;  le  premier  tambour 
correspond  à  la  caractéristique;  il  fait  connûtre  leur  ordre  décimal 
^XJn  premier  arithmophorC;  sur  lequel  se  lit  la  variable  x,  est  lié 
mécaniquement  à  la  fois  à  d'autres  arithmophores  sur  lesquels  on 
inscrit  les  valeurs  des  coefficients  de  l'équation 

A^af'  +  A^^^af'-'  +  .. .  + A,x  +  A^^O, 
Parmi  ces  coefficients  les  uns  A^,  A^,  A^,, . . .  sont  positifs,  le» 
utres  A^  A^,,  A^„y . . .  sont  négatifs.  On  fait  tourner  l'arithmophore 
de  la  variable  x  en  laissant  fixes  les  arithmophores  des  coefficients. 
Grâce  à  une  liaison  mécanique  convenable,  on  lit  à  chaque  instant 
sur  deux  arithmophores  spéciaux  les  valeurs  des  polynômes 

P  =  A^xP  +  A^x^  +  A^.a^'  +  . . . 
et 

N^A^af"  +  A^.af''  +  A^.af"  +  •  •  • 

Acad.  se.  PariB  121  (1896),  p.  245;  AsBOC.  fr.  avanc.  se.  24,  Bordeaux  1896», 
p.  90;  C.  B.  Acad.  bc.  PariB  130  (1900),  p.  472;  rappoit  de  P.  AppéU^  id. 
p.  874;  ^Revue  de  mécanique  9  (1901),  p.  269,  420;  Mém.  présentés  Acad.  se. 
Paris  (2)  32  (1902),  mém.  n°  9;  Revue  des  questions  scientifiques  publ.  par  la 
Soc.  scient,  de  Bruxelles  (S)  1  (1902),  p.  618/46;*  puis  M,  d'Qcagfyt^  Le  Génie 
civil  27  (1896),  p.  179.  ^Z*  Torres  met  actuellement  la  main  à  jine  nouvelle 
macliine  électro^mécanique  qui  surpassera  sans  doute  tout  ce  qui  a  été  fait  jusqu'ici.* 
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Lorsqu'on  arrive  sur  Tarithmophore  de  la  variable  x  à  une  valeur  x 
pour  laquelle  les  valeurs  lues  de  P  et 
de  N  sont  égales^  cette  valeur  x  est  une 
racine  positive  de  l'équation  proposée.* 
L'organe  mécanique  essentiel  ima- 
giné par  X.  Torres  pour  obtenir  ce 
résultat  est  une  certaine  fusée  sans  fin 
(fig.  84)  qui  réalise  en  quelque  sorte, 
matériellement,  pour  le  calcul  mécani- 
que^ le  principe  des  logarithmes  d'addi- 
tion (n^  36),  comme  la  courbe  d'addition 
logarithmique  (n*^  46)  et  le  compas  de 
K  A.  Brauer  (fig.  41)  pour  le  calcul 
graphique.  Le  premier  modèle  (fig.  85) 
que  L,  Torres  ait  construit  de  sa  ma- 


Fig.  84. 
Fusée  sans  fin  de  Torres. 


Fig.  85.    Machine  algébrique  de  Torres. 

chine  ®*^*),  en  1893,  se  prête  à  la  résolution  des  équations  de  la  forme 

x^  +  As^^^B 
ou 

x^  +  Ax^  -  B, 


806)  ^Ce  modèle  est  conservé  au  laboratoire  de  mécanique  de  la  Sorbonne 
à  Paris.* 
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^L'inventeur  a  d'ailleurs^  depuis  lors,  remarqué  lui-même  que,  lorsqu'il 
s'agit  d'équations  trinômes,  on  peut  recourir  à  une  machine  dépourvue 
de  fusée  sans  fin^^).  11  suffit,  en  effet,  d'écrire  l'équation  sons  1^ 
forme 

Aaf  -  5x»  =-  1 

pour  voir  qu'il  est  inutile  de  faire  intervenir  les  logaritlimes  d'addition. 
On  peut  se  contenter  de  tourner  l'arithmophore  de  x  jusqu'à  ce  que 
les  lectures  faites  sur  ceux  des  deux  termes  Ax^  et  Baf^  diffèrent 
de  l'unité.* 

62.  Mécanismes  destinés  à  la  résolution  des  systèmes  d'équations. 
Si  Ton  ne  se  place  qu'au  point  de  vue  des  besoins  journaliers  de  la 
pratique  il  faut  reconnaître  que  les  divers  instruments  dont  il  vient 
d'être  question  ne  sont  encore  que  d^un  usage  bien  restreint.  11^  en 
est  de  même  des  instruments  destinés  à  la  résolution  des  systèmes 
d'équations,  sauf  toutefois  ceux  qui  ne  visent  qu'à  la  résolution  d'un 
système  d'équations  linéaires. 

Pour  résoudre  les  systèmes  d'équations  linéaires  à  un  nombre 
quelconque  d'inconnues,  divers  appareils  ont  été  proposés  par 
H.  Wehage^'^,  W.  Thomson^)  (lord  Kelvin)  et  F.  Guarducci^). 

806)  ^Ge  modèle  simplifié  a  été  construit  par  la  maison  ChaUau^  de  Paris 
[M.  oTOcagne,  Le  calcul  simplifié"»).  P-  127].* 

807)  Yerhandlungen  des  Vereins  zur  BefÔrderung  des  Gewerbfleisses  57 
(1878),  p.  164  et  pi.  10. 

Le  mécanisme  de  Tappareil  de  H.  Wehage  repose  sur  Taddition  graphique 
de  produits  au  moyen  d'un  polygone  de  Varignon  [c'est  la  méthode  de  K,  {Ch.)  CnJr 
mann  n**  44].  Les  n  polygones  de  Varignon  correspondant  aux  n  équations  sont 
réalisés  par  des  tiges  mobiles  reliées  entre  elles.  Cet  appareil  est  d'ailleurs  resté 
à  rétat  de  projet. 

808)  Proc.  R.  Soc.  London  28  (1878)  p.  111;  W.  Thomson  et  P.  G.  Taii^ 
Natural  philosophy,  (2*  éd.)  1^  Cambridge  1879,  p.  482  (avec  croquis  d'une 
machine  construite  pour  n  ^  6). 

Cet  appareil  comprend  n  tiges,  mobiles  autour  d'axes  fixes,  qui  portent  n 
poulies  sur  lesquelles  sont  tendus  n  fils  au  moyen  de  poids  convenables.  Les 
rotations  des  tiges  résultant  de  raccourcissements  déterminés  des  fils  donnent 
les  racines. 

809)  Deux  projets:  Àtti  Accad.  Lîncei  Memorie  (4)  7  (1890/1),  p.  219,  226 
et  pi.  1,  2.  Le  premier  appareil  avec  (n  -f  1)  séries  de  disques  et  de  cylindres 
servant  à  l'intégration  [c'est  la  même  pièce  que  dans  lep  planimètres  dite  en 
français  ^roulette  intégratrice",  en  allemand  „integrierende  Rolle"]  fait  mécani- 
quement les  éliminations  nécessaires  dans  le  calcul  algébrique. 

Le  second  appareil  imaginé  par  jP.  Guarducci  est  analogue  à  l'appareil  de 
W,  Thomson^  sauf  que  les  inconnues  sont  représentées  par  les  tensions  actuelles 
des  fils  da^s  une  position  fixe  des  tiges;  le  principe  est  le  même  que  celui  de 
l'appareil  de  W.  VeUmann^^% 
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Les  machines  de  L.  Tcrres^^)  peuvent  aussi  être  construites  de 
façon  à  se  prêter  à  la  résolution  d'un  système  d'équations  d'ordre  quel- 
conque. 

Méthodes  physiques. 

63.  Bésolution  hydrostatique  d*équationB  ou  de  systômeii 
d'équations.  A,  Demanet^^^)  a  indiqué  une  méthode  de  résolution  des 
équations  trinômes  qui  repose  sur  l'em- 
ploi de  vases  communicants  de  forme 
convenablement  fixée;  si  Ton  introduit 
un  volume  déterminé  de  liquide  dans  de 
tels  vases  communicants  (fig.  86)^  la 
hauteur  commune  du  liquide  dans  ces 
vases    fournit    la    valeur    de    la   racine  Fig.  86. 

cherchée. 

Cette  méthode  s'applique  en  particulier  aux  équations  du  troisième 
degré  de  la  forme 

x^  ±:X  =  c, 

où  c  désigne  une  constante  positive  donnée. 
Pour  résoudre  l'équation 

X^  +  X  ^  c 

on  prend  (fig.  86)  pour  vases  communicants  un  cône  (à  axe  vertical 
et  sommet  en  bas)  dont  le  rayon  de  base  B  et  la  hauteur  H  sont 
dans  le  rapport 

H        y  n' 

et  un  cylindre  de  base  égale  à  1  centimètre  carré.  Si  Ton  verse  c 
centimètres  cubes  de  liquide  dans  l'un  des  deux  vases  communicants 
le  liquide  s'élève  à  une  même  hauteur  h  dans  chacun  des  deux  vases; 
le  volume  du  liquide  contenu  dans  le  vase  conique  est  alors  égal  à  h^^ 
celui  du  liquide  contenu  dans  le  vase  cylindrique  est  égal  à  %;  on  a  donc 

A»  +  A  =  c. 

La  hauteur  h  y  que  l'on  peut  mesurer,  fournira  donc  une  racine  x  ^h 


Les  appareils  de  H.  Beïberger  poux  le  calcul  mécanique  des  réseaux  de 
conduction  électriques  [brevet  allemand  délivré  le  6  avril  1892;  publié  sous  le 
n®  68918,  Fatentschrift  30  mai  1893]  avec  des  fils  tendus  en  croix  et  portant  des 
poids,  peuvent  aussi  être  employés  dans  le  même  but  [voir  J,  L,  SchUU,  dans 
W.  von  Byck,  Katalog"*),  Nachtrag  (supplément),  p.  122  (n«  298  b)]. 

810)  Voir  note  804. 

811)  Mathesis  (2)  8  (1898),  p.  81. 


Digitized  by  VjOOQIC 


442    .  R.  Mehmke.    I  28.   Méthodes  phyaiques.    M,  éPOeagne. 

de  réqnation 


a;'  +  ^  —  c. 


Pour  résoudre  Téquation 

x^  —  x^  c 

on  introduit  dans  le  même  vase  conique  isolé  une  pièce  cylindrique 
Bolide  de  1  centimètre  carré  de  base,  en  sorte  que  le  Tolume  Tersé  € 
est  la  différence  du  volume  h^  du  liquide  que  contiendrait  le  cône  si 
la  pièce  cylindrique  était  écartée  et  du  volume  h  du  cylindre.     Ija 


Pig.  87. 

hauteur   observée   h   du   liquide   versé   fournit    donc    une    racine    de 
l'équation  ">) 

a^  —  x^  e. 
Par  la  substitution 

z  =  xYp 
on  ramène  d'ailleurs  à  la  forme 

x^  ±x^e 
toute  équation  réduite  du  troisième  degré 

a^±p0=^q, 

où  p  et  2  sont  des  nombres  positifs  quelconques  donnés®^').    • 

La  balance  hydrostatique   de  G,  Meslin^^*)  (fig.  87)  permet   de 


812)  L^eztenslon  du  même  procédé  aux  équations  trinômes  quelconques  est 
facile,  car  ces  équations  peuvent >  en  vertu  dn  n°  41,  se  mettre  sous  la  forme 

SIS)  Pour  les  équations  à  plus  d'un  paramètre,  la  méthode  de  A.  Dewianet 
se  complique. 

814)  G.  B.  Acad.  se.  Paris  130  (1900),  p.  888/91.  J.  de  phys.  théor.  appl.  (S) 
9  (1900),  p.  839/46. 
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même  de  résoudre  toute  équation  de  la  forme 
paf"  +  qaf^  +  •  •  •  =  -4> 
quel  que  soit  le  nombre  fini  de  termes  qui  figure  dans  son  premier 
membre. 

Elle  est  constituée  par  un  fléau  de  balance  sous  lequel  sont 
suspendus,  à  l'aide  de  tiges  rigides  liées  à  ce  fléau  par  des  articulations^ 
des  corps  solides  (M),  (N),  ...  à  axes  verticaux  dont  la  forme  et 
les  dimensions  sont  telles  que  les  volumes  immergés ,  quand  on  les 
enfonce  de  x  unités  de  longueur  dans  un  liquide,  soient  propor- 
tionnels à  af^,  af^y  . . ,  On  fixe  ces  solides  (Jf),  (-N),  ...  à  des 
distances  de  Taxe  de  rotation  du  fléau  respectivement  proportionnelles 
aux  valeurs  absolues  |p|,  \q\y  ...  des  coefficients  p,  j, . . .  de  l'équation 
donnée,  à  droite  ou  à  gauche  de  cet  axe  de  rotation  suivant  le  signe 
de  ces  coefficients,  et  de  manière  que  les  points  de  suspension  soient 
dans  un  même  plan  horizontal  quand  le  fléau  est  en  équilibre. 

Ayant  équilibré  la  balance,  on  suspend,  à  une  distance  1  de  l'axe 
de  rotation  du  fléau,  un  poids  égal  à  |^|,  à  droite  ou  à  gauche 
de  cet  axe  de  rotation  suivant  le  signe  de  A.  L'équilibre  est  rompu, 
mais  on  le  rétablit  en  versant  du  liquide  dans  des  vases  communicants 
placés  au-dessous  des  solides  {M)  y  (N),  . .  •  Si  A  est  la  hauteur 
immei^ée  quand  l'équilibre  est  rétabli,  les  poussées  exercées  sur  les 
solides  {M)y  {N)y ...  et  transmises  au  fléau,  sont  représentées  par 
%*",  A",  . .  .;  leurs  moments  par  rapport  à  Taxe  de  rotation  du  fléau 
sont  donc  respectivement  égaux  à  pA"*,  qh^y  .  .  .  Puisqu'il  y  a  équilibre, 
la  somme  algébrique  de  ces  moments  est  égale  au  moment  A  du 
poids  A  par  rapport  au  même  axe;  on  a  donc 

phT"  +  gA"  H ^  A 

en   sorte   que   la  hauteur   immergée   A,   qu'il  est  facile  de  mesurer, 
fournit  une  racine  a;  =»  A  de  l'équation  envisagée. 

Si,  après  avoir  ainsi  trouvé  une  solution  de  l'équation  envisagée, 
on  verse  une  nouvelle  quantité  de  liquide  dans  les  vases  placés  en  dessous 
des  solides  (Jf),  (JY),  . . .  l'équilibre  est  d'abord  détruit,  mais,  si  l'on 
continue  à  verser  jusqu'à  ce  qu'il  soit  de  nouveau  rétabli,  la  hauteur 
h'  immergée  fournit  une  seconde  racine  de  l'équation  envisagée;  et 
ainsi  de  suite. 

Pour  que  le  volume  immergé  du  solide  (M)  soit  proportionnel 
à  af^  quand  on  enfonce  {M)  de  a;,  U  suffit  de  prendre  pour  (M)  un 
solide  de  révolution  dont  la  courbe  méridienne  ait  pour  équation 

où  la  valeur  de  c  dépend  des  unités  de  masse  et  de  longueur  choisies. 
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Au  terme  x  de  réquation  envisagée  correspond  ainsi  un  cylindre^  au 
terme  x^  un  paraboloïde,  au  terme  a^  un  cône^  et  ainsi  de  suite. 
Pour  résoudre  une  équation  réduite  quelconque  du  troisième  degré 
on  n'a  donc  besoin  que  d'un  cylindre  et  d'un  cône. 

R.  Skutsdi^^^)  a  fait  remarquer  que  le  paraboloïde  qui  correspond 
au  terme  x^  peut  être  remplacé  par  un  dièdre  à  faces  planes  dont 
l'arête  est  horizontale  et  en  bas.  Le  cylindre  peut  d'ailleurs  être 
remplacé  par  un  prisme  et  le  cône  par  une  pyramide  en  sorte  que 
pour  résoudre  une  équation  du  troisième  degré;  réduite  ou  non,  on 
peut  n'employer  que  des  corps  à  faces  planes. 

A.  Emch^^^)  qui  décrit  la  même  méthode  indique  aussi®*^  un 
procédé  hydrostatique  pour  déterminer  les  racines  à  indices  quelcon- 
ques de  nombres  donnés.  Le  temps  qu'il  faut  pour  vider  un  tonnean, 
rempli  de  liquide  jusqu'à  une  certaine  hauteur  qui  dépend  du  nombre 
dont  on  cherche  la  racine,  fournit  cette  racine.  Le  tonneau  a  la 
forme  d'un  corps  de  révolution  dont  la  courbe  méridienne  est  calculée 
en  vue  du  but  à  atteindre;  le  liquide  s'écoule  par  un  petit  orifice  de 
forme  arbitraire  percé  dans  le  fond  du  tonneau. 

W,  Véltmann^^^)  résout  un  système  de  n  équations  linéaires  entre 
n  inconnues  au  moyen  de  n  fléaux  de  balance  convenablement  dis- 
posés. Le  fait  que  chaque  inconnue  doit  avoir  la  même  valeur  dans 
les  n  équations  se  traduit  dans  son  appareil  par  ce  que  les  n  poids 
qui  représentent  cette  inconnue  dans  les  n  équations  doivent  être  égaux; 
pour  réaliser  l'égalité  de  ces  poids  il  a  recours  à  des  colonnes  de 
liquide  contenues  dans  des  vases  communicants  convenablement  disposés. 

64.  Bésolution  électrique  des  équations.  Félix  Lucas^^^)  a  fait 
voir  que  les  racines,  réelles  ou  imaginaires,  d'une  équation  algébrique 
de  degré  quelconque ,  à  coefficients  réels,  donnés  numériquement, 
peuvent  être  obtenues,  par  un  seul  graphique,  et  sans  calculs,  à  l'aide 
d'un  procédé  emprunté  à  la  théorie  de  l'électricité. 

Soit 

F(z)  -  0 

l'équation  donnée  de  degré  n.     Fixons  arbitrairement  n  +  1  nombres 


815)  Z.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  92. 

816)  The  American  math.  Monthly  8  (1901),  p.  68. 

817)  Id.  8  (1901),  p.  60. 

818)  Z.  fur  Instromentenkunde  4  (1884),  p.  338.    Pour  la  description  de 
cet  appareil  cf.  W,  von  Dyck,  Katalog  *"),  p.  166  (n°  40). 

819)  G.  R.  Acad.  bc.  Paris  106  (1888),  p.  645/8.   On  trouveia  aussi  [id.  p.  196, 
•268,  687]  plusieurs  communications  préalables  de  F,  Lucas  sur  ce  même  si\jet. 
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réels  inégaux  A^,  A,,  . . .,  X„^i  et  posons 

En  décomposant  la  fonction  rationnelle  .^ .  en  fractions  simples^  on 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

^(^i  =       '*»        J_       '^ï       4-  4-      '**  +  » 

OÙ  les  nombres  ^,  sont  tous  réels  et  déterminés. 

Marquons  dans  le  plan  (P)  des  variables  complexes  0,  assimilé  à 
une  plaque  conductrice  circulaire  de  rayon  suffisamment  grand,  les 
points  ^17  ^2;  •  •  •;  ^n+i  ^®  V&^^  réel  ayant  pour  abscisses  A^,  A,, . . .,  A^^i- 
Si  Ton  charge  chacun  de  ces  points  ?,.  d'une  quantité  d'électricité 
proportionnelle  au  nombre  |l^  de  même  indice,  les  points  nodaux  des 
lignes  équipotentielles  tracées  dans  le  plan  (P)  seront  les  points-racines 
de  l'équation  envisagée 

i^(^)  =  0. 

Il  est  bien  entendu  que  ,,charger  un  point  d'une  quantité  négative 
d'électricité^Veut  dire  ,,décharger  ce  point  de  la  valeur  absolue  de 
cette  quantité  d'électricité." 

Pour  tracer  les  lignes  équipotentielles  sur  la  plaque  conductrice 
(P),  il  suffit  de  rendre  tangible,  par  un  procédé  quelconque,  l'état 
électrique  de  cette  plaque.  On  peut,  par  exemple,  déterminer  ces 
lignes  au  galvanomètre  en  appliquant  une  méthode  connue  due  à 
G.  Kirchhoff^^),  On  peut  aussi  les  dessiner  électriquement  en  utili- 
sant une  méthode  électrochimique  due  à  A.  GvébharcP^^). 

n  peut  être  plus  commode,  comme  l'a  fait  observer  F,  Lucas^^^)^ 
de  prendre  pour  f{0)  une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  n  +  2 
plutôt  que  de  degré  »  +  1.  La  méthode  électromagnétique  corres- 
pondant à  ce  choix  de  f{0)  est  alors  particulièrement  simple®*'). 
Sur  une  plaque  formée  par  une  feuille  de  papier  bien  tendue  horizon- 
talement, ou  par  une  mince  lame  de  verre,  on  crée  un  champ  magné- 
tique et  Ton  répand  sur  la  plaque  de  la  fine  limaille  de  fer.  Les 
lignes  de  forces  du  champ  magnétique  se  marquent  alors  elles-mêmes 
à  l'aide  de  la  limaille  de  fer.  Les  points-racines  cherchés  sont  les 
points  neutres  du  champ  magnétique,  c'est-à-dire  les  points  sur  les- 
quels la  force  magnétique  est  nulle. 


G.  Kirckhoff,  Ann.  Phys.  und  Chemie  (1)  64  (1846),  p.  497/614. 

821)  A.  Guébhard,  J.  de  phys.  théor.  appl.  (2)  1  (1882),  p.  206. 

822)  G.  R.  Acad.  se.  Paris  106  (1888),  p.  1072/4. 
828)  C.  Ri  Acad.  se.  Paris  111  (1890),  p.  965/7. 
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L'appareil  électrique  à  résoudre  les  équations  imaginé  par 
L.  Kann^^)  n'est  construit  qu'en  vue  de  Tévaluation  des  racines 
réelles. 

Appendice. 

65.  Freuyes.  Dans  les  calculs  numériques^  on  doit  toujours 
cherclier  à  se  mettre  en  garde  contre  les  erreurs  que  Ton  a  pu  com- 
mettre^^); il  faut  donc  contrôler  avec  soin  les  résultats  obtenus. 
Ce  contrôle  peut  s'exercer  de  diverses  façons;  il  peut  consister  à 
reprendre  simplement  les  mêmes  calculs  dans  un  ordre  différent;  on 
peut  aussi  le  faire  en  appliquant  d'autres  formules  ou  d'autres  méthodes 
que  celles  dont  on  avait  d'abord  fait  usage;  d'autres  fois,  il  consiste 
à  vérifier  si  certaines  conditions  connues  a  priori  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  résultats  fournis  par  le  calcul  sont^  ou  non,  satisfieiites; 
enfin  il  peut  être  aussi  ce  qu'on  appelle  une  „preuve  par  restée:  ce 
sont  ces  preuves  par  restes  qu'il  y  a  lieu  de  mentionner  ici. 

Dans  le  cas  où  Ton  a  effectué  le  produit  c  de  deux  nombres 
donnés  a  et  &,  la  preuve  par  restes  consiste  en  ce  que^  si  a,  fi,  y  dé- 
signent les  plus  petits  restes  de  la  division  de  a,  b,  c  par  un  nombre  N 
arbitrairement  choisi,  y  doit  être  égal  au  plus  petit  reste  de  la  divi- 
sion  de  afi  par  K 

Si  l'on  prend  pour  N  le  nombre  9,  on  a  ainsi  la  ,jpreuve  par  9" 
dont  on  fait  un  usage  journalier  dans  la  pratique.  Elle  est  très  aisée 
à  appliquer  parce  que  pour  obtenir  le  plus  petit  reste  de  la  division 
d'un  nombre  n  par  9,  on  forme,  en  laissant  de  côté  le  chiffre  9  cha- 
que fois  qu'il  se  présente,  la  somme  des  chiffres  de  n,  et  si  le  nombre 
égal  à  cette  somme  de  chiffi-es  est  ^  9,  on  fait  à  nouveau  la  sonmie 
de  ses  chiffres,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  nombre 
<  9.  Ce  dernier  nombre  est  désigné  en  allemand  sous  le  nom  de 
„reduzierte   Quersumme"  ®*®)    et   en   français   sous    celui   de   j/ésidu**. 

^Les  principes  de  la  preuve  par  9  étaient  certainement  connus  des 
Grecs  dès  la  fin  du  second  siècle  de  notre  ère  et  peut-être  les  possé- 
daient-ils depuis  plus  longtemps  ^^^).  Certains  passages  de  Maxime 
surnommé  Planude^^^)  et  à'Avicenna^^)  semblent  indiquer  d'autre  part 
que  la  preuve  par  9  a  été  enseignée  par  les  mathématiciens  hindous. 

824)  Z.  Math.  Phys.  48  (1908),  p.  268. 

826)  Voir  aussi  J.  Luroth,  Numer.  Rechnen  "),  p.  3  (§  4)  et  p   19  (§  10). 

826)  Voir  F.  Vemmng,  Die  reduzierten  Quersmnmen,  Eberswalde  1886,  p.  1. 

827)  ^Voir  P.  Tannery,  Bull.  se.  math.  (2)  6  (1882),  p.  145^4/ . 

828)  ^Voir  la  trad.  allemande  de  sa  WriipofpoQia  %cct*'Ivâo6ç  ^  Isyofiiitrt  fU- 
yélvi,  publ.  par  H.  Wàschke  sous  le  titre  „Rechenbuch'\  Halle  1878,  p.  19/ 

829)  ^Voir  F,  Wôpcke,  J.  asiatique  (6)  1  (1868),  p.  604.* 
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Ghez  les  Arabes  elle  était  usitée  dès  le  neuvième  siècle  par  AOchovor 
re/smî^  et  elle  a  été  transmise  en  Europe  occidentale  par  les  premiers 
algoiithmiciens^')  et  par  Léana/rdlde  Pisc®'*).* 

^L'incertitude  A»\2k preuve pa^r  9  a  été  signalée  déjà  par  ^.  Chuquet^^) 
et  pto  L,  Paciuolo^^y 

La  preuve  par  9  a  été  très  en  lionneur  au  moyen  âge;  elle  a  été 
fréquemment  remise  en  lumière  au  19^^™*  siècle^  où  elle  a  même  été 
quelquefois  présentée  comme  nouvelle.  Son  emploi  pour  la  multipli- 
cation abrégée  a  été  indiqué  par  A.  L.  Ccmchy^. 

D'autres  preuves  peur  restes  pour  la  division,  les  élévations  aux 
puissances,  ou  les  extractions  de  racines,  ont  été  données  par 
A.  Krdnig^^%  et,  pour  divers  calculs  composés,  par  H.  Anton^'^. 

Les  preuves  par  restes  ne  fournissent  pas  une  certitude  absolue^; 
la  preuve  par  9®'^)  est  à  cet  égard  la  moins  bonne  de  toutes.    Si,  en 

S30)  ^Cf.  Trattati  d*aritmetica,  éd.  B\Bonc(mpagni  1,  Rome  1S67,  p.  12.* 

881)  4,yoir  par  ex.  M,  Curtze,  Abh.  Gesch.  Math.  8  (1898),  p.  19.* 

882)  ^Libcr  abbaci  (1228);  Sciitti»)  1,  p.  20.* 

888)  4,L6  triparty  en  la  science  dee  nombres,  écrit  à  Lyon  en  1484;  publ. 
par  JE.  A.  Marre,  Bnll.  bibl.  stoiia  mat.  18  (1880),  p.  608.* 

884)  ^Smnma"),  fol.  21»  (Texte  et  notes  827  à  884  de  G,  Enesbrôm)* 
886)  C.  R.  Acad.  se.  Paris  11  (1840),  p.  789,. 847;  Œuvres  (1)  6,  Paris  1886, 
p.  481,  448.; 

\  A.  L.  Cauchy  emploie  ici  la  preuve  par  9  sons  une  forme  particnlière.  Pour 
faire  la  preuve  d'une  multiplication  (exacte  ou  abrégée)  par  exemple,  il  introduit 
aous  le  nom  de  ^^vérificateur^'  un  nombre  dont  les  chiffres  successifs  (en  commen- 
çant par  celui  de  Tordre  le  plus  élevé)  sont:  le  premier  chiffre  du  multiplicateur, 
la  somme  des  deux  premiers  chiffres  du  multiplicateur,  la  somme  des  trois 
premiers  chifires  du  multiplicateur,  et  ainsi  de  suite.  Après  avoir  effectué  à 
Tordinaire  le  produit  des  deux  nombres  donnés,  il  effectue  le  produit  du  mul- 
tiplicande par  le  vérificateur;  la  preuve  est  fournie  par  ce  que  la  somme  de 
certains  produits  partiels  est  la  même  les  deux  fois.  Quand  quelques-unes  des 
sommes  formées  pour  obtenir  la  vérification  sont  représentées  par  des  nombres 
de  plusieurs  chiffires,  de  légères  modifications  sont  nécessaires:  elles  reviennent 
à  introduire  en  quelque  sorte  plus  d'un  vérificateur. 

886)  Progr."*)  Berlin  1866. 

887)  Archiv  Math.  Phys.  (1)  49  (1869),  p.  241.  H.  Anton  montre  comment  on 
peut  appliquer  les  preuves  par  restes  pour  vérifier  les  valeurs  de  fractions  con- 
tinues, de  nombres  de  permutations  et  de  combinaisons,  de  produits  de  facteurs 
binômes  et  de  fractions  partielles.  Il  envisage  en  particulier  les  preuves  par  9, 
18  et  101. 

838)  Plus  N  est  grand,  plus  la  certitude  de  la  preuve  de  base  N  est  grande. 
D'après  A.Krônig  [Progr."*),  Berlin  1866],;8i  les  preuves;îpar  11,  87  et  101  sont 
d'accord,  il  n*y  a,  en  moyenne,  parmi  41 000  résultats  faux  qu'un  seul  qui  échappe. 

889)  La  permutation  des  chifires  arrive  surtout  quand  on  lit  les  nombres 
à  la  façon  allemande  ;  aussi  plusieurs  auteurs  allemands,  en  particulier  TT.  Forster 
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eSei,  dans  une  multiplication  on  a  oablié  d'écrire  un  0  ou  on  9,  ou 
si  Ton  a  par  erreur  transposé  un  9  et  un  0,  ou  enfin  si  l'on  a  trana- 
posé  à  tort  deux  duAfres  quelconques  du  produit,  la  preuve  par  9 
ne  permet  pas  de  constater  que  le  résultat  est  faux^. 

Parmi  les  preuves  qui  peuvent  être  données  sans  trop  de  perte  de 
temps,  les  preuves  par  11^^)  et  par  101  sont  bien  préférables  à  la 
preuve  par  9. 

Si,  dans  un  calcul,  il  n'y  a  qu'un  seul  cbifi&e  faux,  la  preuve 
par  11  indique  chaque  fois  Terreur.  La  preuve  par  101  o&e,  d'après 
A.  Kronig^f  une  certitude  encore  neuf  fois  plus  grande.  Pour  ces 
deux  preuves  A.  Krônig^^)  a  dressé  des  tables  qui  sont  d'un  usage 
commode. 

On  a  également  proposé,  et  même  parfois  utilisé,  les  preuves  par 
998®**),  49®*^)  ou  quelques  autres***)  nombres  encore,  mais  ces  dernières 
preuves  sont  moins  commodes  à  appliquer. 

^Au  moyen  âge  on  employait  souvent  la  preuve  par  7  à  côté  de 
celle  par  9.  Chez  les  Arabes  la  preuve  par  7  a  été  indiquée  à  la 
fin  du  13**"*»  siècle  par  Ibn  Albannâ^''). 

[dans  la  préface  à  F.  Vermung,  Die  ledazierten  Qaeraammen,  Ebexswalde  1886], 
recommandent-ils  aux  calculateurs  allemands  d'énoncer  les  dizaines  avant  les  unitÀ. 

840)  Sur  la  portée  de  la  preuve  par  9  pour  juger  de  la  précision  relative 
avec  laquelle  opèrent  les  calculateurs,  voir  Frite  Hofmann,  Z.  Math.  Phys.  34  (1889), 
p.  116/9. 

841)  ^La  preuve  par  11  a  été  enseignée  vers  Fan  1000  par  le  mathématicien 
arabe  Aîkarkhi  [Al  Kâfî  fil  His&b;  trad.  allemande  par  A,  Hockheim,  Genagendes 
tlber  Arithmetik,  cah.  I,  Halle  1878,  p.  9].  Elle  a  été  indiquée  en  passant  par 
Léonard  de  Pise  [Liber  abbaci  (1228);  Scritti')  1,  p.  46]  pour  la  division,  mais 
elle  semble  avoir  été  peu  employée  au  moyen  âge  (Note  de  G.  Enestrôn^* 

842)  Cf.  Progr."»)  Berlin  1865,  p.  16. 
848)  Id.  p.  20/64. 

844)  C'est  ce  qu'a  fait  /.  Pervuèin  [Bull.  Soc.  phys.-math.  Kazan  (2)  4' 
(1894),  p.  74/6]  par  la  décomposition  en  facteurs  de  nombres  très  grands;  voir 
A.  VasUiev^  Mathematical  papers  of  the  Chicago  Congress  1893,  éd.  New-Tork 
1896,  p.  277.  D'après  A,  Krônig  il  est  d'ailleurs  inutile,  dans  des  calculs  où 
entrent  des  divisions,  de  prendre  pour  N  un  nombre  composé. 

846)  A.  D,  Bomanov  dans  un  petit  ouvrage  sur  le  calcul  pratique, 
intitulé:  Priemj  prakticeskago  elementamago  isiislenija  po  sokraséengu  i 
uproâèeniju  vykladok  pri  proizwodstvé  umnozenija  i  délen^'a  bolsich  ciiel 
(Procédés  de  calcul  élémentaire  pratique  pour  l'abréviation  et  la  simplification 
des  calculs  lorsqu'on  a  à  effectuer  des  multiplications  et  des  divisions  de 
grands  nombres),  S'  Pétersbourg  1901. 

846)  H.  Anton  [Archiv  Math.  Phys.  (1)  49  (1869),  p.  241]  propose,  pour  le 
cas  très  rare  où  l'on  ne  peut  employer  la  preuve  par  9,  la  preuve  par  13. 

847)  ^Le  Talkhîs»**),  trad.  par  F,  A.  Marre,  Atti  AccadL  pontif.  Nnovi 
Lincei  17  (1863/4),  p.  297.* 
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En  Europe  la  preuve  par  7  est  déjà  mentionnée  par  Léonard 
de  Pise^). 

N.  Chuqud^  et  Luc  Paciuolo^  estiment  que  la  preuve  par 
7  est  plus  sûre  que  la  preuve  par  9.  N.  Chuquei^^)  fait  de  plus 
observer  que  Ton  peut  tout  aussi  bien  obtenir  des  preuves  par  chacun 
des  nombres  2y  d,  4,  5,  6,  8  que  par  les  nombres  7  ou  9.  Luc 
Paeiudlo^^  remarque  de  son  côté  que  l'on  peut  obtenir  une  preuve 
par  chaque  nombre  naturel  et^  en  particulier^  par  chaque  nombre 
premier. 

La  remarque  d'après  laquelle  chaque  nombre  premier  peut  être 
utilisé  pour  obtenir  une  nouvelle  preuve  avait  d'ailleurs  déjà  été  faite 
par  Léonard  de  Pise^. 

Quelques  auteurs  du  moyen  âge  et  du  seizième  siècle  ^^)  donnent 
des  preuves  par  d'autres  nombres  que  7  et  9^  par  8  par  exemple, 
mais  les  règles  qu'ils  formulent  à  cet  effet  n'offrent  que  bien  peu 
d'intérêt.* 

66.  Méthodes  mixtes.  On  peut  souvent  retirer  de  grands  avantages 
de  l'emploi  judicieusement  combiné  de  deux  ou  de  plusieurs  modes 
de  calcul  y  compris  même  ceux  qui  sont  fondés  sur  les  procédés  usuels 
enseignés  à  l'école. 

Les  différents  cas  que  l'on  peut  imaginer,  et  même  simplement 
ceux  qu'offre  la  pratique  courante,  sont  si  nombreux  que  l'on  ne  saurait 
ici  qu'en  indiquer  brièvement  quelques-uns. 

Il  est  bien  peu  de  calculs  pour  lesquels  la  règle  logarithmique 
n'offre  pas  de  commodité  particulière,  soit  que,  pour  une  longue 
division  effectuée  par  la  méthode  ordinaire,  on  cherche  à  déterminer 
au  moyen  de  la  règle  les  chiffres  successifs  du  quotient  ^^^),  soit  qu'on 
l'utilise  en  vue  des  interpolations  exigées  par  les  calculs  effectués  au 

848)  ^Liber  abbaci  (1228);  Scritti»)  1,  p.  86.* 

849)  «Le  triparty'^'');  Bull.  bibl.  storia  mat.  18  (1880),  p.  602.* 

860)  «Somma»»),  fol.  22».* 

861)  «Le  triparty"»);  Bull.  bibl.  atoria  mat.  18  (1880),  p.  602.* 

862)  «Smnma»»),  fol.  20*.* 

868)  «Liber  abbaci  (1228);  Scritti")  1,  p.  84.* 

864)  «Voir  Ibn  Aïbannâ,  TalkhÎB"*);  trad.  par  E.  A.  Marre,  Atti  Accad. 
pontif  NuoTi  Linoei  17  (1868/4),  p.  297;  Chr.  Eudolff,  Behend  nnnd  hubsch  Rech* 
nnng,  Strasbourg  1626,  fol.  B^  recto  et  verso  (Texte  et  notes  847  à  864  de 
G.  JEnestrâm).* 

866)  La  position  de  la  réglette  resta  la  même  pendant  tout  le  calcul.  Le 
diviseur  est  cherché  sur  la  graduation  supérieure  de  la  réglette  et  poussé  en  face 
du  1  de  la  graduation  supérieure  de  la  règle.  Une  telle  disposition  est  avan- 
tageuse aussi  dans  la  division  effectuée  avec  une  machine  à  calcul. 

Bnojolop.  dei  Roieno.  mafhémat    14.  29 
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moyen  de  tables  de  logarithmes  ou  autres  ^^,  soit  que  l'on  prolonge 
de  quelques  clii£Eres,  grâce  à  la  règle,  le  quotient  donné  par  une 
macliine  à  calcul  jusqu'à  la  limite  qu'elle  permet  d'atteindre,  etc.  Si 
une  table  de  logarithmes  ou  une  règle  à  calcul  ou  tout  autre  procédé 
nous  donnent  le  produit  de  deux  fiu^teurs  avec  plusieurs  chiffires  dont 
le  dernier  est  incertain,  on  peut  préciser  ce  dernier  chijBfre  en  e£Feo- 
tuant  mentalement  le  produit  des  deux  nombres  formés  l'un  par  le 
dernier  chiffre  de  l'un  des  facteurs,  l'autre  par  le  dernier  chifibe  du 
second  facteur^^^.  Si,  à  l'aide  d'une  table,  d'une  machine,  ou  de 
tout  autre  moyen,  on  ne  peut  obtenir  exactement  les  produits  que  de 
facteurs  dont  l'un  a  n  chiffires  au  plus  et  l'autre  (i  chiffires  au  plus 
et  qu'on  ait  affîûre  à  des  facteurs  contenant  un  nombre  de  chiffires 
plus  grand,  on  décompose  ceux-ci  en  tranches  respectivement  de  n 
et  de  ft  chiffires  significatifs  au  plus,  dont  on  fait  les  produits  deux 
à  deux,  et  l'on  additionne  ensuite  ces  divers  produits  partiels  en 
ayant  soin  de  faire  exactement  se  correspondre  les  unités  du  même 
ordre  décimal®^). 


866)  En  général,  pour  diyenes  raisons,  cet  emploi  est  plus  aranta^^enz 
qne  celni  de  tables  auxiliaires  spéciales  (n®  87).  Voir  E,  Hammer,  Bechen- 
Bchieber^**),  p.  86. 

867)  C.  J.D.  A7Z[Lnnds  universitets  ârsskrift  1  (1864);  mat.  och  natorv.,  mém. 
n""  1;  J.  reine  angew.  Math.  70  (1869),  p.  282/8  [1861]]  a  montré  comment  &  l'aide 
de  tables  d'indices  [cf.  1 16,  8]  spécialement  appropriées  on  peut  tronyer  les 
derniers  chiffres  de  produits,  puissances,  etc.  (comme  on  le  ferait  poor  tronver  les 
premiers  chiffires  an  moyen  des  logarithmes).  Ces  tables  peuvent  servir  aux  cal- 
culs portant  sur  de  grands  nombres  pour  compléter  les  tables  de  logarithmes. 

868)  Au  sujet  du  calcul  logarithmique,  voir  /.  Ch.  Houeeau  de  Lehaie  [BulL 
Acad.  Belgique  (2)  40  (1876),  p.  74  et  suiv.].  /.  Gh.  Hauseau  de  Lehait  envisage 
(p.  90)  une  opération,  à  laquelle  il  donne  le  nom  de  mvMipUeaUon  mixU^  qui 
permet  d'appliquer  les  logarithmes  dans  la  multiplication,  même  quand  les  tables 
logarithmiques  ont  un  trop  petit  nombre  de  décimales  pour  fournir  tout  d'un 
coup  le  résultat  demandé.  On  calcule  alors  ce  résultat  par  tranches  en  fusant, 
pour  chaque  tranche,  usage  des  logarithmes.  Ce  procédé  est  commode  mais 
exige  beaucoup  d'ordre  dans  la  disposition  des  calculs.  Si  l'on  dispose  de  tables 
de  logarithmes  à  7  décimales  on  pourra  prendre  les  tranches  de  quatre  chifiee 
au  multiplicateur  et  au  multiplicande. 

J,  Gh,  Hauzeau  de  Léhaie  envisage  aussi  (p.  98)  une  opération  à  laquelle 

il  donne  le  nom  de  muUiplicaiion  sommaire^  qui  s'applique  dans  le  cas  asses 

fréquent  dans  la  pratique  où  les  facteurs  A^  d'un  produit  sont  tous  voisins  de  1. 

La  valeur    du  produit 

A^A^  .  ,  .  Aj^ 

est  alors  sensiblement  égale  à 

A  +  ^  +  ---  +  ^*-(*-i); 

si  V  est  la  somme  des  nombres  de  0  ou  de  9  qui  suivent  immédiatement  la  virgule 
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67.  Frépazstion  des  fonnnles  et  des   oaleole.     Le  calcul  lo- 
garithmiqiie  s'applique  aisément  aux  expressions  de  la  forme 

OÙ  9>  et  ^  désignent  des  fonctions  dont  les  logaritlimes  sont  donnés 
par  des  tables;  en  revanche  les  expressions  de  la  forme 

(2)  a6±ai6,±..., 

ou  plus  généralement  celles  de  la  forme 


se  calculent  plus  aisément  au  moyen  de  machines  (n^  25).  On  s'effor- 
çait naguère,  pour  rendre  toutes  les  formules  calculables  par  loga- 
rithmes,  de  les  ramener  ^^)  à  la  forme  (1).  Mais  depuis  que  les 
machines  i  calcul  ont  atteint  une  plus  large  diffusion  il  n'est  plus  ex- 
traordinaire de  voir,  en  Yue  du  calcul  mécanique,  préférer  la  seconde 
forme  ^^).    Une  transformation  des  formules  primitives  peut  également 

dans  les  deux  facteurs  qui  renferment  le  moins  de  0  ou  de  9,  cette  yalenr  du 
produit  est  exacte  jnsqu'an  v^^*^*  ordre  inclusivement  à  droite  de  la  virgule. 

Un  peu  plus  loin  (p.  120),  J.  Ch,  Houeeau  de  Lehaie  envisage  une  opération, 
à  laquelle  il  donne  le  nom  de  division  mixte  j  dans  laquelle  le  quotient  est 
déterminé,  au  moyen  des  logarithmes,  par  tranches  de  chi£&es  successifs. 

Au  Btyet  des  opérations  effectuées  au  moyen  de  la  règle  à  calcul,  voir  B. 
K.  Estnarch,  Die  Eunst  des  Stabrechnens,  Leipzig  1896,  p.  121;  H.  van  Hyfte, 
Instruction '*•),  p.  46. 

Sur  la  combinaison  du  calcul  logarithmique  avec  les  développements  en 
série,  par  exemple  pour  Textraction  des  racines  d'indice  supérieur,  voir  J.  Ch, 
Hougeau  de  Lehaie  [Bull.  Acad.  Belgique  (2)  40  (1876),  p.  101]  et  J,  Likolh 
[Numer.  Rechnen"),  p.  162  (§  64)]. 

869)  Les  exemples  se  présentent  en  très  grand  nombre  dans  la  Trigono- 
métrie plane  ou  sphérique.  G.  J.  Houeî  [Mém.  Soc.  se.  phys.  mat.  Bordeaux  (2) 
6  (1888),  p.  61  [1882];  tirage  à  part  sous  le  titre:  Sur  la  généralisation  successive 
de  ridée  de  quantité,  Paris  1888]  a  montré  qu^on  va  d'ailleurs  trop  loin  dans 
cette  voie  et  qu'on  obéit  souvent  à  une  illusion  en  croyant,  par  cette  transforma- 
tion, rendre  les  formules  plus  aisément  calculables. 

860)  En  particulier,  depuis  peu  de  temps,  pour  les  besoins  de  la  Géodésie. 

Voir  notamment  à  ce  sig'et  W,  G.  Hôckner,  Gber  die  Einschaltung  von 
Punkten  in  ein  durch  Eoordinaten  g^gebenes  trigonometrisches  Netz  mit  aus- 
giebiger  Yerwendung  einer  Bechenmaschine,  Diss.  Leipzig  1891;  C7.  Bunge, 
Z.  fOr  Vermessungs-Wesen  23  (1894),  p.  206;  H,  Sosma,  id.  26  (1896),  p.  861; 
W.  Jordan,  Opus  palatinum,  Sinus  imd  Cosinustafeln  von  10''  zu  10'',  Hanovre 
1897,  préface;  F.  Schutter,  Z.  for  Vermessungs-Wesen  29  (1900),  p.  488  [on  y 
trouve  une  comparaison  du  temps  exigé  pour  effectuer  de  diverses  manières  un 
même  calcul  déterminé;  pour  effectuer  ce  calcul  il  a  fallu  16  heures  en  faisant 

29* 
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paraître  s'imposer  au  point  de  vue  de  la  précision  des  calculs ^^). 
n  est  d'ailleurs  important  à  plus  d'un  égard,  même  pour  des  calculs 
relativement  courts,  de  dresser  un  schéma  ^*')  conyenable  avant  d'effectuer 
les  calculs. 


usage  de  tables  de  logarithmes  et  6  heures  seulement  en  utilisant  une  machine 
à  calcul];  0.  Koll,  Die  Théorie  der  Beobachtungsfehler  und  die  Méthode  der 
kleinsten  Quadrate,  (S*  éd.)  Berlin  1901;  F.  G.  Gauas,  Fflnfstellige  vollstandige 
trigonometrische  und  poljgonometrische  Tafeln  f9r  Maschinenrechnen,  Halle  1901. 

E.  Hammer  [Trigon.*),  (2*  éd.)  p.  561  ;  Z.  fClx  Vermessungs-Wesen  81  (1908), 
p.  207],  dans  un  article  consacré  à  Tanalyse  du  livre  de  0.  KoU^  proteste  contre  la 
tendance  de  préférer  trop  exclusivement  remploi  de  machines  à  celui  de  tables 
de  logarithmes  pour  effectuer  les  calculs;  cette  tendance  ne  semble  pas  légitime, 
au  moins  actuellement,  et  aussi  longtemps  que  les  machines  à  multiplication 
directe  [n"*  28  et  ttO]  ne  seront  pas  plus  perfectionnées  et  rendues  plus  abor- 
dables qu^elles  ne  le  sont  actuellement. 

Voir  encore  0.  KoU  [Geod&tische  Eechnungen  mittelst  der  Bechenmaschine, 
Halle  1908]  et  l'analyse  de  ce  livre  faite  par  E.  Hammer,  Z.  fâr  Instmmenten- 
kunde  84  (1904),  p.  264. 

D'après  C  F.  Boys  [Nature  64  (1901),  p.  868]  on  doit,  pour  effectuer  des 
calculs  déterminés^  avoir  recours  aux  logarithmes  ou  aux  machines  suivant  que 
Texpression  qu'il  s*agit  de  calculer  se  met  plus  facilement  sous  la  forme  (1)  ou 
sous  Tune  ou  l'autre  des  formes  (2)  ou  (8)  du  texte.  Il  faut  toutefois  observer 
[cf.  O.  J.  Hùûel,  Z.  Math.  Naturw.  Unt.  8  (1872),  p.  877]  que  les  raisons  de  choisir 
l'un  ou  l'autre  procédé  sont  parfois  tout  autres  que  celles  qui  résultent  d*un 
examen  superficiel  de  la  forme  donnée  à  l'expression  qu'il  s'agit  de  calculer. 

861)  Voir  par  ex.  J,  LUroih^  Nimier.  Bechnen  •),  p.  66. 

862)  L'usage  de  dresser  un  schéma  avant  d'effectuer  un  calcul  est  depuis 
longtemps  courant  en  astronomie  où  il  date  même  de  plusieurs  centaines  d'années; 
il  est  aussi  très  usité  en  g^désie  où,  dans  les  calculs  préliminaires  qui  revien- 
nent souvent,  on  imprime  même  généralement  ce  schéma.  On  trouyera  à  ce 
8i\jet  de  nombreux  exemples  et  des  règles  pratiques  dans  W.  Jordan  [Hand- 
buch*^^)  2,  (7*  éd.)  p.  280:  remarques  générales  sur  les  formulaires  de  calcul], 
dans  E,  Hammer  ^  Trigon.*),  (2*  éd.)  en  partie,  p.  660,  notes  9,  10]  ^et  dans 
J.  Boceardiy  Guide  du  calculateur,  Paris  et  Gatane  1902*;  consulter  aussi  à  ce 
siget  J,  Lûroih,  Numer.  Bechnen  *),  p.  8  (§  4). 

L'emploi  d'une  bande  de  papier  sur  laquelle  on  inscrit  des  nombres 
dont  on  doit  répéter  plusieurs  fois  l'addition  [cf.  E,  Hammer^  Trigon.^,  (8^  éd.) 
p.  662,  note  80;  J,  Liiroth,  Numer.  Rechoen*),  p.  6  (fin  du  §  6)]  était  déjà 
préconisé  par  E.  Sang  [A  new  table  "«Oi  P-  XIX]- 
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Exposé,  d'apbâs  l'abtiolb  allemand  db  L.  von  BOBTEIBWIOZ  (bbblin), 
PAR  F.  OLTBAMABS  (pabis). 


Introductioii. 

1*  Conaidëratioiia  générales.  ^Yu  la  nature  un  peu  spéciale  du 
sujet^  il  est  nécessaire  d'expliquer  à  quels  points  de  vue  on  peut 
envisager  Tapplication  aux  données  statistiques  des  règles  du  calcul 
des  probabilités.  Les  points  de  vue  concernant  l'objet  même  de  la 
statistique  diffèrent^  en  effet,  beaucoup  les  uns  des  autres  * 

^Le  domaine  à  traiter  est  très  étendu,  il  embrasse  natalité,  mor- 
talité, morbidité,  criminalité  etc.;  les  résultats  sont  représentés  le  plus 
souvent  par  des  rapports  qui  peuvent  parfois  être  regardés  comme 
nous  fournissant  des  valeurs  particulières  de  fonctions  plus  ou  moins 
déterminées.  Il  s'agit  surtout,  pour  le  statisticien,  de  chiffrer  dans  la 
mesure  du  possible  la  valeur  ou  le  degré  de  précision  des  nombres 
obtenus,  et  le  cas  échéant  de  déterminer,  le  plus  exactement  possible, 
la  nature,  la  forme  et  les  coefficients  des  fonctions  dont  il  possède  un 
certain  nombre  de  valeurs  particulières.  Le  calcul  des  probabilités  nous 
donne  pour  cela  des  règles  simples  à  suivre,  mais  dans  le  cas  bien 
entendu  où  ses  principes  seraient  réellement  applicables.  La  première 
chose  à  faire  est  de  s'en  assurer.* 

^Pour  montrer  la  manière  de  procéder  prenons  par  exemple  la 
natalité  masculine  d'une  contrée  déterminée.     Si  chaque  année  sur  s 

naissances  l'on   compte  m  garçons,  —  sera  le   rapport  des  garçons 

aux  naissances.  Groupons  un  certain  nombre  de  telles  observations 
et  formons-en  la  moyenne  j)^;  si  nous  admettons  provisoirement  qu'il 
existe  une  probabilité  mathématique  constante  p  pour  la  natalité 
masculine  envisagée,  la  moyenne  obtenue  p^  représente  une  valeur 
approchée  de  cette  probabilité  p. 

La  théorie  nous  permet  de  connaître  la  manière  dont  les  erreurs 
doivent  être  réparties  d'après  leur  amplitude  autour  de  la  valeur  réelle. 
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D'un  autre  côté,  en  les  assimilant  à  des  erreurs  d'obserration  il 

nous  est  possible  de  former  les  différences p^y  de  les  ordonner 

d'après  leur  grandeur  et  de  les  compter  entre  certaines  limites.  Si, 
comme  cela  a  parfois  lieu  en  réalité,  les  nombres  théoriques  et 
pratiques  concordent  sensiblement,  la  tâche  mathématique  du  statisticien 
sera  à  peu  près  terminée;  il  lui  suffira  d'estimer  avec  quel  degré 
d'approximation  j)^  représente  la  probabilité  inconnue  cherchée  p.* 

^En  général  toutefois  la  concordance  n'existera  pas;  de  nombreux 
éléments  pouvant  concourir  à  la  production  d'un  événement,  sa  pro- 
babilité d'arrivée  sera  le  plus  souvent  complexe  et  variable;  elle  os- 
cille souvent,  il  est  vrai,  entre  des  limites  plus  ou  moins  étendues  et 
présente  alors  même  parfois  un  certain  caractère  de  périodicité;  mais 
il  arrive  aussi  qu'elle  évolue  toujours  dans  un  même  sens. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ce  qui  précède,  prenons  par  exemple 
la  mortalité;  c'est  là  xm  élément  qui  sera  variable  avec  la  localité, 
l'époque  de  Tannée,  la  profession,  le  sexe,  etc.  Un  hiver  rigoureux 
atteindra  les  tètes  âgées,  xme  épidémie  pourra  toucher  certains  groupes 
et  respecter  les  autres;  en  un  mot  pour  le  statisticien  qui  admet  qu'il 
existe  une  loi  générale  de  mortalité  selon  l'âge,  cette  loi  sera  en 
réalité  fort  compliquée.* 

^Le  statisticien,  ne  pouvant  tenir  compte  de  tous  les  éléments,  se 
contente  de  faire  des  moyennes  portant  sur  le  plus  grand  nombre 
possible  de  têtes  et  embrassant  un  temps  suffisant;  les  chiffiree  résul- 
tant d'un  certain  nombre  de  tels  groupements  sont  alors  assez  con- 
cordants car  il  y  a  eu  compensation.  Par  contre  les  écarts  qui  exis- 
tent entre  ces  grandes  moyennes  et  les  valeurs  particulières  qui  ont 
servi  à  les  former,  bien  que  pouvant  présenter  le  caractère  d'erreurs 
accidentelles,  dépassent  souvent  notablement  les  limites  prévues  par 
la  théorie.* 

^Devons-nous  dans  ce  cas  repousser  le  calcul  des  probabilités, 
nous  priver  de  ses  avantages  ou  attendre  pour  l'appliquer  que  les 
causes  réelles  de  l'événement  soient  mieux  connues?  Quelques  sti^ 
tisticiens  ne  l'ont  pas  admis;  par  des  artifices  de  calcul,  la  consi- 
dération des  probabilités  variables,  ils  sont  parvenus  dans  bien  des 
cas  à  étendre  le  champ  d'application  de  ses  principes,  et  par  le  fiiit 
même  qu'ils  n'ont  pas  reculé  devant  la  difficulté,  certains  d'entre  eux 
sont  parvenus,  en  étudiant  certaines  questions  spéciales,  à  ramener 
les  résidus  à  un  caractère  normal.* 

^La  première  partie  de  cet  article  contient  l'exposé  des  recherches 
entreprises  dans  ce  but.    Dans   la  seconde  partie  l'on  trouvera  ex- 
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posée  la  solution  qu'on  a  donné  d'un  certain  nombre  de  problèmes 
particuliers.  On  pourra  ainsi  se  rendre  compte  de  la  nature  des 
questions   auxquelles  le  calcul  des  probabilités  peut  être  appliqué.* 

Le  point  de  Yue  que  Ton  vient  d'indiquer  n'est  pas  tout  à  fait 
celui  auquel  se  placent  actuellement  la  plupart  des  auteurs  allemands 
qui  ont  cherché  à  approfondir  les  principes  de  la  statistique  mathé- 
matique. 

Ces  auteurs  estiment  que  le  but  que  le  statisticien  doit  chercher 
à  atteindre  est  bien  plus  général.  Les  nombres  obtenus  expérimenta- 
lement constituent  des  faits  dont  il  s'agit  de  trouver  une  explication 
naturelle  plutôt  que  d'imaginer  une  construction  théorique  représentée 
par  une  ou  plusieurs  fonctions  ne  répondant  en  rien  à  la  réalité. 
Qs  n'admettent  pas  que  Ton  puisse ,  soit  à  l'aide  du  calcul  des  pro- 
babilitéSy  soit  en  faisant  usage  de  quelque  autre  procédé  mathématique 
déterminer  le  degré  de  précision  de  résultats  statistiques  [cf.  n®*  5 
et  6].  S'ils  reconnaissent  l'utilité  que  peut  offrir  le  calcul  des  pro^ 
habilités  en  statistique^  ils  croient  que,  au  point  de  vue  pratique^ 
cette  utilité  n'est  que  fort  précaire.  En  introduisant  en  statistique 
la  notion  de  probabilité  mathématique,  ils  ne  cherchent  au  fond  qu'à 
projeter  quelque  lumière  sur  ce  qui,  dans  l'ensemble  des  faits  concer- 
nant cette  science,  offre  l'apparence  d'une  certaine  régularité. 

Chacun  admet  que  les  phénomènes  dont  l'étude  est  l'objet  des 
sciences  exactes  peuvent  être  représentés  à  l'aide  d'expressions  mathé- 
matiques de  forme  plus  ou  moins  compliquée.  Il  semble  au  contraire 
qu'en  statistique  où  les  éléments  constitutifs  des  phénomènes  dépen- 
dent non  seulement  de  causes  physiques  mais  encore  de  causes  physio- 
logiques et  autres  et  se  combinent  d'îme  façon  extrêmement  variable^ 
il  n'y   a   pas    d'expressions   mathématiques   pouvant   représenter   ces 


En  d'autres  termes,  ces  auteurs  nient  qu'on  puisse  formuler  des 
lois  statistiques  et  ils  envisi^nt  les  formules  qui  servent  à  représenter, 
avec  une  approximation  convenable  certaines  probabilités,  comme  par 
exemple  celle  des  décès  en  fonction  de  l'âge,  ou  encore  le  taux  de  la 
mortalité  en  fonction  de  l'âge  (n^  11),  comme  de  simples  expédients 
qui,  s'ils  sont  parfois  très  utiles  dans  quelques  applications  pratiques, 
n'ont  cependant  aucun  des  caractères  essentiels  des  formules  de  la 
mécanique  rationnelle  ou  de  la  physique  mathématique. 

Pour  certains  auteurs  allemands,  la  construction  des  tables  de 
mortalité,  d'invaUdité,  ou  autres  semblables,  doit  même  être  effectuée 
sans  faire  aucun  appel  au  calcul  des  probabilités.  On  remarquera  à 
cet  égard  que  tout  au  moins  les  questions  mentionnées  au  n^  9  de 
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cet  article  ne  relèyent  certainement  en  aucune  façon  du  calcul  des 
probabiHteB. 

Parmi  les  auteurs  qui,  poussant  les  choses  à  Textr^e,  ont  pré- 
tendu que  toute  interrention  du  calcul  des  probabilités  dans  Fétude 
des  principes  fondamentaux  de  la  statistique  non  seulement  peut  mais 
doit  être  systématiquement  écartée  comme  entièrement  contraire  à 
l'esprit  même  de  la  science  statistique,  on  peut  citer  A.  M.  Chierry^) 
et  G.  F,  Knapp^), 

Beeherclies  d'ordre  général. 

2.  Introduction  dans  la  statistique  des  oonsidërations  du  oalcnl 
des  probabilités.  Les  plus  anciens  auteurs  qui  s'occupèrent  de  statis- 
tique firent,  dès  les  débuts,  une  remarque  toute  pratique').  Ils  recon- 
nurent que  les  données  numériques  tirées  de  leurs  recherches  ne  pré- 
sentaient un  certain  degré  de  constance  qu'à  la  condition  de  porter 
sur  xm  nombre  assea  grand  d'individus  et  de  s'étendre  à  un  laps  de 
temps  suffisant^). 

^La  chose  est  facile  à  constater:  prenons  par  exemple  la  mor- 
talité dans  un  même  quartier  de  Paris:  le  nombre  des  décès  jour- 
naliers 7  est  très  variable;  mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si  nous 
étendons  les  observations  pendant  une  année  entière  à  tout  Paris  et 
que  nous  les  rapportions  au  chiffre  global  de  toute  la  population 
pendant  cet  intervalle  de  temps.* 

Ce  furent  les  recherches  de  Jacques  BemouUi  (1 20,  9, 12)  relatives 
aux  résultats  fournis  par  la  répétition  d'un  grand  nombre  d'épreuves 
qui  mirent  pour  la  première  fois  en  évidence  la  liaison  existant  entre 
ces  résultats  et  le  calcul  des  probabilités^). 

Les  statisticiens  qui  s'inspiraient  du  calcul  des  probabilités  surent 
désormais  pourquoi  le  nombre  des  observations  influait  sur  la  stabilité 


1)  Statistique  moiaLe  de  TAngleterre  comparée  avec  la  statistique  monde 
de  la  France,  Paris  1864,  p.  XXXIII  et  suiv. 

2)  Quetelet  als  Theoretiker  [Jahrbûchei  fur  Nationalôkonomie  and  Sta- 
tistik  (1)  18  (1872),  p.  116/9]. 

8)  En  ce  qui  concerne  Jan  de  WUt  (1625/72),  cf.  Mémoires  pour  servir 
à  rhistoire  des  assurances  sur  la  vie  et  des  rentes  viagères  aux  Pays-Bas,  publiés 
par  la  société  générale  néerlandaise  d^assnrances  sur  la  vie,  Amsterdam  1SS8, 
p.  27,  41/2. 

4)  W.  J.  s'Gravesande  a,  le  premier,  en  1787,  fait  cette  remarque  d^nne  façon 
explicite;  voir  à  ce  srget  F.  John,  Geschichte  der  Statistik,  Stuttgard  1884,  p.  283. 

6)  Voir  E.  Czuber,  Die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  nnd 
ihrer  Anwendnngen  [Jahresb.  dentscher  Math.-Yereinignng  7'  (1898),  éd.  Leipsîg 
1899,  p.  66/6]. 


Digitized  by  VjOOQIC 


s.  Théorèmes  de  Laplace.  457 

des  quotients  obtenus.    Ce  fut  là  le  point  de  départ  de  l'application 
du  calcul  des  probabilités  à  cette  branche  des  sciences  sociales. 

^es  découTortes  faites  dans  le  domaine  mathématique  furent  pro- 
gressiyement  utilisées  et  l'on  put  bientôt  se  proposer  de  déterminer^ 
en  se  basant  sur  la  théorie,  le  d^pré  d'exactitude  des  résultats  obtenus.* 

3.  Théorèmes  de  Laplaoe.  ^Avec  P.  S.  Laplace  la  question 
reçut  un  caractère  nettement  scientifique  (I  20,  12,  14).  Les  formes 
qu'il  a  su  donner  au  théorème  de  Bemoulli  sont  encore  utilisées  à 
l'heure  actuelle  et  les  modifications  que  nous  aurons  à  signaler  ne 
touchent  guère  le  fond  de  la  théorie,  mais  tendent  simplement  à  lui 
permettre  de  s'appliquer  à  des  questions  plus  complexes  que  celles 
envisagées  par  Fauteur.  U  s'est,  en  effet,  borné  à  considérer  le  cas 
d'une  probabilité  mathématique  simple,  inyariable  pendant  la  durée 
des  observations.* 

Nous  reviendrons  (n®  6)  sur  la  portée  qu'il  convient  de  donner 
à  sa  méthode  dans  l'édification  d'une  théorie  générale  de  la  statistique. 

Les  théorèmes  de  P.  S,  Laplace  sont  au  nombre  de  trois.  Le 
premier  peut  s'énoncer  comme  suit^): 

Supposons  que,  sur  un  nombre 

S'^m  +  n 
d'épreuves,  un  événement  déterminé   se  soit  produit  m  fois;  la  pro- 
babilité approchée  de  son  arrivée  dans  une  épreuve   isolée   sera  -  • 

Soit,  d'un  autre  côté,  p  la  probabilité  vraie,  inconnue,   de  la  venue 
de   ce   même   événement.     On   demande   la   chance   que   le  quotient 

—  soit  compris  entre  les  limites  p  +  e  ei  p  —  z  ou,  si  l'on  préfère, 

la  probabilité  que  l'erreur  commise   ne  dépasse   pas  ime  quantité  g 
donnée. 

P.  S.  Laplace  montre  (I  20,  14)  que  cette  chance  est  fournie  par 
l'expression 

0 

où  l'on  a  posé  pour  abréger 

'^  V  mn 

^Dans  les  applications  la  valeur  de  la  chance  0(y)  est  fournie 


6)  Théorie  analytique  des  probabilités,  Paris  1818;   (2«  éd.)  Paris  1S14; 
(8*  éd.)  Paris  1880,  p.  866/7;  Œuvres  7,  Paris  1886,  p.  878/4. 
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en  fonction  de  y  par  une  table  que  Ton  trouTO  dans  tous  les  traita 
de  calcul  des  probabilités. 

La  yaleur  limite  de  la  chance  ^(y)  quand  y  croît  indéfiniment 
est  ^ale  à  l'unité^  et  représente  donc  la  certitude. 

Soient  par  exemple  10000  le  nombre  des  épreuTes,  106  le  nombre 
d'arrivées  de  l'éTènement;  nous  aurons 

y -0,0105. 

Ce  nombre  différera  certainement  de  la  probabilité  yràie  inconnue^ 
mais  Ton  peut  se  demander  quelle  chance  S(y)  Ton  a  que  ce  quo- 
tient ne  soit  pas  en  erreur  de  plus  d'un  millième  par  exemple. 

Pour  répondre  à  cette  question  nous  aurons  à  prendre  dans  les 

formules  précédentes 

jer- 0,001;    w  -  105;    n  -  9895;    5—10000; 

on  en  déduira  ^^^ 

y  —  0,98 

et  enfin,  par  le  calcul  de  l'intégrale  ou  par  les  tables, 

©(y)  -0,82. 

L'on  pourrait  donc  parier  8  contre  2  que  l'erreur  ne  dépassera 
pas  la  limite  indiquée. 

Tout  aussi  souvent  on  donne,  à  l'avance,  à  0(y)  une  valeur 
voisine  de  la  certitude  et  l'on  recherche  0  ou  l'erreur  extrême  à 
craindre  pour  le  nombre  trouvé.  Si,  dans  l'exemple  proposé,  l'on 
recherche  la  valeur  de  £f  en  admettant  que  les  chances  de  ne  pas  se 
tromper  soient  de  99  contre  une  nous  trouverons 

0(y)  =.  0,99; 
d'où,  par  les  tables, 

y -1,8 
et,  par  smte, 

e  -  0,0018 
environ. 

Il  7  aurait  donc  plus  de  99  contre  un  à  parier  que  le  chiffi^ 
obtenu  n'est  pas  en  écart  de  deux  millièmes  sur  la  probabilité  vraie. 

De  même  la  valeur  p'  de  la  probabilité  cherchée  étant  supposée 
déjà  connue,  l'on  peut  se  proposer  de  déterminer  s  ou  le  nombre 
d'épreuves  nécessaires  pour  que  l'erreur  g  ne  dépasse  pas  une  limite 
déterminée.  La  chance  0(y)  est  dans  ce  cas  une  quantité  donnée 
voisine  de  la  certitude;  on  trouvera  la  valeur  correspondante  de  y 
dans  les  tables  et  à  l'aide  de  la  formule 


on  calculera  s. 


■Vf^ 
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Enfin,  mais  en  modifiant  légèrement  l'énoncé^  la  même  intégrale 
fonmit  théoriquement  le  nombre  de  résidus  ou  d'erreurs  qui  doivent 
se  rencontrer  entre  des  valeurs  données  de  y  ou  de  £f.  Soit  toujours  s 
le  nombre  des  observations;  Ton  aura 

,[e(y,)-e(y,)] 

résidus  supérieurs  à  e^  et  inférieurs  à  e^. 

Ce  premier  théorème  de  P.  8.  Laplace  a  une  importance  fonda- 
mentale^ c'est  pourquoi  nous  avons  cru  devoir  entrer  dans  les  déve- 
loppements qui  précèdent.^ 

Yoici  maintenant  le  second  des  trois  théorèmes  de  P.  8,  Laplace^: 
Si  Ton  considère  deux  séries  analogues  d'observations,  auxquelles 
se  rapportent  respectivement  les  éléments 

8f  m,  n;    s\  m',  n'; 
et  les  probabilités 

P,      P' 
définies  précédemment,  et  si  Ton  se  place  dans  le  cas  où  la  difiPérence 

entre  les  deux  quotients  -r}  —  est  positive,  la  probabilité  que  p'.  est 
plus  grand  que  p  sera  fournie  par  l'expression 

où  la  valeur  de  y  qui  figure  comme  argument  de  la  fonction  0{y) 
est  donnée  par  la  formule^ 


->Vi 


«V* 


2(mn*  »  +  m'n'8*) 

Cette  formule  est  utilisée  par  exemple  dans  les  sciences  médi- 
cales pour  se  rendre  compte  de  la  valeur  comparative  réelle  de  divers 
traitements. 


7)  P.  8.  Laplace,  Higt.  Acad.  so.  Parie  1778,  M.  p.  277/882;  (Ewrrea  9,  Paris 
1898,  p.  888;  Hist.  Acad.  se.  Paris  1788,  M.  p.  423;  Œuvres  10,  Paris  1894,  p.  295; 
Théorie  des  probabilités  •),  p.  423/67;  ŒuYres  7,  p.  420  (livre  H,  n°29).  Les  for- 
mules du  texte  sont  appliquées  à  ]&  question  de  la  natalité  masculine. 

8)  8,  D.  Poinan  [Recherches  sur  la  probabilité  des  jugements  en  matière 
criminelle  et  en  matière  civile  précédées  des  règles  générales  du  calcul  des 
probabilités,  Paris  1837,  p.  224]  a  généralisé  la  question  en  cherchant  quelle 
est  la  probabilité  pour  que  p'  surpasse  p  d*au  moins  a,  où  a  désigne  un  nombre 
positif  ûjié  à  Tavance.  Ce  nombre  doit  d'ailleurs  toi]yours  être  fixé  de  façon 
que  ^>-a  et  alors  dans  Texpression  de  y  donnée  dans  le  texte  il  faut  remplacer 
le  nombre  positif  â  par  le  nombre  positif  â  —  a. 
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JLes  données  résultent  en  général  d'un  nombre  assez  restreint 
d'obseryations;  le  calcul,  peu  flatteur,  dissipe  souvent  les  illusions  qu'on 
se  &it  sur  la  valeur  en  réalité  assez  douteuse  des  résultats.  Les 
quantités  — ,  -r  pourront,  pour  fixer  les  idées,  représenter  les  chances 
respectives  de  guérison  fournies  par  les  statistiques  et 

|[i  +  «(y)] 

chiffirera  la  chance  ou  probabilité  que  p'  soit  plus  grand  que  p,  c'est- 
à-dire  le  second  traitement  meilleur  que  le  premier').* 

^Nous  ne  formulerons  pas  ici  le  troisième  théorème  de  P.SJjaplace^^. 
Pour  être  rendu  compréhensible,  il  exigerait  des  développements  trop 
étendus;  il  n'a  plus  guère  du  reste  qu'un  intérêt  historique.'* 

4.  Généralisation  des  théorèmes  de  I«apIaoe  proposée  par 
Poisson.  Hypothèse  de  la  durée  des  causes  accidentelles  intro- 
duite par  Bienaymé  et  Coumot.  Pendant  plus  d'un  demi-siècle  les 
r^les  établies  par  P.S.Laplace  parurent  suffisantes;  mais  on  s'aperçut 
ensuite  que,  dans  bien  des  cas,  la  concordance  entre  la  pratique  et  la 
théorie  était  loin  d'être  parfaite  et  que  supposer  une  probabilité  unique 
et  constante  pour  la  production  d'un  événement  statistique  n'était 
souvent  guère  admissible. 

5.  D.  Poissan^^)  déjà  avait  été  amené  à  considérer  le  cas  où  les 
chances  sont  variables  (I  20,  13),  cela  tout  en  conservant  la  méthode 
de  P.  S.  JLaplace  pour  déterminer  le  degré  de  précision  des  résultats. 

/.  J.  Bienayméy  au  cours  de  ses  recherches  pour  vérifier  la  sta- 
tistique de  dates  à  l'aide  des  formules  de  P.  S.  Lapiace,  crut  ne  pas 
pouvoir  admettre  que  les  considérations  de  8,  D.  Poisson  sur  les  chances 
variables  fussent  une  généraiisaiion  de  celles  sur  les  chances  que 
S.  D.  Poisson  avait  nommées  constantes  et  qui  avaient  déjà  été  consi- 
dérées par  Jacques  BemouUi  et  P.  S.  Lapiace.  Il  prétendait,  à  juste 
titre,  que  l'hypothèse  des  chances  variables  rentrait  en  réalité  dans 
celle  des  chances  constantes. 


9)  Cf.  F.  J.  Double  [C.  R.  Acad.  bc.  Paris  1  (1836),  p.  167],  C.  X.  M.  R.  Nmner 
[Id.  1  (1836),  p.  247],  J,  Oa/varret  [Principes  généraux  de  statistique  médicale, 
Paris  1840,  voir  en  partie,  les  notes,  p.  261  et  sniv.],  C  IriebersKister,  Ueber 
WahischemlichkeitBrechntuig  in  Ami-endong  auf  therapeutische  Statistik  [Samm- 
long  klinischer  Vorti&ge  4  (1876/7),  éd.  Leipzig  1877  (p!^  110),  p.  936/62  (4«  série) 
cah.  20]  et  /.  von  Kries,  Die  Principien  der  Wahrsoheinlichkeitsieehnung,  Fribomg 
en/B.  1886,  p.  246/68  (chap.  9,  n**  10  et  11). 

10)  P.  S.  Laplaee^  Sur  les  naissances,  les  mariages  et  les  morts  à  Paris  [Hisi 
Âcad.  se.  Paris  1788,  M.  p.  698  et  sniv.;  Œuvres  11,  Paris  1896,  p.  86  et  suiv.]. 

11)  Probabilité  des  jugements^,  p.  246  et  suiv. 
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Les  limites  des  oacillations  des  quotients  statistiques  obtenus, 
dépassaient  souvent,  dans  la  pratique,  celles  que  leur  assignait  la 
théorie,  mais  tout  en  gardant  un  caractère  accidentel.  Il  modifia^*)  les 
formules  de  S.  D.  Poisson  par  Fintroduction  de  Yhffpathèse  de  la  durée 
des  causes. 

Voici  en  quoi  cela  consiste: 

Si  un  événement  peut  être  dû  à  diverses  causes 

et  que,  (D|  désignant  la  probabilité  de  l'intervention  de  c^,  p^  soit  la 
probabilité  de  Farrivée  de  Févénement,  on  aura  comme  probabilité 
mathématique  de  sa  réalisation 

Po  -  û>i A  +  «>iA  + y  ^nPn- 

La  formule  de  P.  S.  Lapiace  est  alors  encore  applicable  ;  en  dé- 
signant toujours  par  s  le  nombre  d'épreuves,   et  par  m  le  nombre 

d'airivées,  on  aura  donc  une  chance  S(y)  que  la  différence p^  soit 

comprise  entre  les  limites  0  ei  —  e,  en  résolvant  par  rapport  à  y 
l'équation 


-yV 


2poa-p*) 


et  en  cherchant  dans  les  tables  la  valeur  correspondante  de  é^(^). 
Toutefois  ceci  suppose,  comme  Ta  d'ailleurs  fait  observer  S,  D.  Poisson, 
que  les  observations  isolées  soient  indépendantes  les  unes  des  autres^ 
c'est-àrdire  que  le  jeu  du  hasard  dont  dépend  l'intervention  d'une  des 
causes  c^,  c^,  .  , .,  c^  se  renouvelle  à  chaque  épreuve. 

Si,  par  contre,  les  circonstances  sont  telles  que  la  cause  c^  reste 
la  même  pendant  h  observations  consécutives,  ,-  continuant  à  être 
im  grand  nombre,  l'équation  donnant  y  devra  être  modifiée  et  deviendra 

Cette  formule  comparée  à  la  précédente  permet,  y  restant  le 
même,  de  donner  à   g   une   amplitude  d'autant  plus   étendue   que   k 

et  ^^  ^iiPt  —  Pof  seront  plus  grands. 

L  J,  Bienaymé  pensait  que  précisément  les  événements  dont  les  cir- 
constances nous  sont  les  mieux  connues  nous  offrent  des  exemples 
indubitables  de  la  durée  des  causes. 


18)  L'iBstîtat  7  (1889),  p.  188. 


Digitized  by  VjOOQIC 


462  L.  wm  Bcrikiemez,    I  24.   Siatûtiqne.    F.  OUramare. 

On  remarquera  que  i  a  été  supposé  constant,  rien  n'empêehe 
de  le  faire  varier  d'une  façon  quelconque. 

A.  A.  Caumot^^  a  amplifié  les  considérations  de  i.  J.  Bienoffmé, 
mais  n'a  pas  modifié  ses  formules ,  ni  appliqué  les  résultats  à  un 
exemple  de  statistique. 

6,  Théorie  de  la  dispersion  de  Lezis.  Beaucoup  plus  tard 
W.  Lexis  a  repris  la  comparaison  entre  les  valeurs  réelles  des  varia- 
tions de  divers  quotients  statistiques  et  les  valeurs  théoriques  d^ 
duites  des  règles  de  P.  8.  L(iplace  et  de  8.  D.  Poisson  relatives  à  la 
répartition  des  erreurs  accidentelles.  Voici  en  simplifiant  autant  que 
possible  la  manière  dont  il  a  opéré. 

Soit 

la  moyenne  de  6  valeurs  individuelles  de  même  degré  d'exactitude 
d'un  quotient  de  statistique,  chacune  de  ces  déterminations  isolées  ré- 
sultant déjà  de  l'observation  de  s  têtes,  tf  et  s  étant  des  nombres 
assez  grands.  On  supposera  d'abord  que  les  valeurs  de  p^  observées 
sont  des  approximations  d'une  probabilité  mathématique  p  et  que  de 
plus  ces  éléments  sont  complètement  indépendants  les  uns  des  autres. 
Dans  ce  cas  l'on  pourra  regarder  les  différences 

Pi  "Po 
comme  des  erreurs  et,  pour  vérifier  si  la  théorie  cadre  avec  la  pratique, 
on  cherchera  à  voir  si  le  groupement  de  ces  différences  d'après  leur 
amplitude  est  sensiblement  le  même  que  celui  fourni  par  la  formule 
de  P.  S.  Laplace.  A  cet  effet,  on  devra,  comme  le  recommande  ex- 
pressément  W.  Lexis,  calculer  tout  d'abord  Terreur  moyenne  et  le 
degré  de  précision  de  chacune  des  valeurs  p/. 

On  a  vu  qu'entre  l'argument  y  et  l'amplitude  g  du  résidu  ou 
de  la  différence  |l>/  — 1>|  il  doit  exister  la  relation 


n 


2i)(l~i))' 

pour  nous  conformer  à  la  phraséologie  de  la  méthode  des  moindres 
carrés")  nous  appellerons  degré  de  précision  h  d'une  observation  la 


13)  Exposition  de  la  théorie  des  chances)  et  des  probabilités,  Paris  1S4S, 
p.  148,  202  {n^  79  et  117). 

14)  4. Voir  par  ex.  C.  F,  Gauss,  Méthode  der  kleinsten  Qnadrate,  trad.  £tan- 
çaise  par  J,  Bertrand,  Méthode  des  moindres  carrés,  Paris  1866,  p.  122.*  Cf. 
I  22,  n°-  2,  4,  8. 
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constante  

T"K  21,(1 -p)' 
l'erreur  moyenne  (i  sera  alors  égale  à  — -^  ;  p  est  inconnue  mais  sera 

remplacée  par  sa  valeur  approchée  p^^'. 

On  pourra  ainsi  déterminer  le  degré  de  précision  ou  l'erreur 
moyenne  de  deux  manières;  d'abord  théoriquement  à  l'aide  des  équa- 
tions 

puis  pratiquement^)  à  l'aide  des  équations 


r-V^  »  «."-VÇ?:. 


dans  lesquelles  on  a  posé  pour  abréger 

^  -  (j?t-Poy+ cA'-f.')*+  •  •  • + (i>a'-Poy- 

Si  Ton  compare  les  résultats,  dans  le  cas  où  les  hypothèses  fiiites 
précédemment  sur  la  nature  de  p^\  p^\  '  ^  'jPo  sont  exactes^  il  devra  y 
avoir  concordance  sensible. 

Dans  ce  cas  TT.  Lexis  dit  que  la  dispersion  est  normale. 

Si,  au  contraire^  il  y  a  divergence^  la  dispersion  sera  dite  hyper- 
normale  pour  A'  >  h"  et  hyponormcde  pour  K  <  h". 

Toutefois  dans  les  deux  éventualités  l'on  admettra  provisoirement 
que  les  valeurs  de  Pi^Pf,  -  -  -^Pa  peuvent  être  groupées  encore  autour 
de  Pq  conformément  à  la  loi  fournie  par  &{y)  mais  que  l'argument 
y  est  lié  à  jer  par  l'équation 

y  -  0h". 

On  calculera  dans  cette  hypothèse  la  répartition  théorique  des  écarts 
et  Ton  recherchera  si  elle  cadre  suffisamment  avec  les  résultats  observés. 
S'il  n'en  est  pas  ainsi  l'on  devra  admettre^  d'après  W,  Lexis,  que 
la  moyenne  n'est  qu'une  valeur  absolument  empirique  du  rapport  con- 
sidéré, sans  liaison  avec  le  calcul  des  probabilités.  Dans  ce  cas,  en 
effet,  il  serait  jusqu'à  un  certain  point  arbitraire  de  conclure  qu'une 
nouvelle  série  d'observations  doit  donner  des  résultats  voisins  de  ceux 
déjà  obtenus,  car  il  est  impossible  d'assigner,  à  l'aide  du  calcul  des 
probabilités,  des  limites  aux  erreurs  qui  peuvent  affecter  les  événe- 
ments futurs. 


16)  4, Voir  J.  B.  J,  Liagre,  Calcul  des  probabilités  et  théorie  des  enenis  avec 
des  applications  aux  sciences  d'observation  en  général  et  à  la  géodésie  en  pari^i- 
colier  (2*  éd.  revue  par  C.  Peny),  Bnizelles  et  Paris  1879,  p.  882  (§  108).'* 
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En  se  plaçant  au  point  de  rue  th^riqne  que  nous  venons  de 
mentionner^  W,  Lexis  a  examiné  la  stabilité  de  plusieurs  quotients 
statistiques  empruntés  à  un  certain  nombre  de  phénomènes  sociaux. 
Dans  les  cas  assez  nombreux  qu'il  a  examinés^  il  a  constaté  que  la 
formule  la  plus  rigoureuse  sous  laquelle  on  puisse  comprendre  ceux 
des  faits  de  la  vie  humaine  que  Ton  envisage  en  statistique  est  celle 
de  la  dispersion  normale. 

Tel  est  en  particulier  le  cas  dans  la  recherche  du  rapport  du 
nombre  des  naissances  masculines  au  nombre  des  naissances  féminines 
ou  au  nombre  total  des  naissances  et  aussi,  partiellement  au  moins, 
dans  le  problème  analogue  relatif  aux  décès.  La  concordance  entre 
les  valeurs  K  du  degré  de  précision  obtenues  en  appliquant  les  for- 
mules théoriques  de  P.  S.  La/place  et  les  valeurs  h"  du  degré  de 
précision  déduites  de  l'observation  est,  en  effet,  tout  à  fait  remarquable 
quand  on  envisage  une  série  assez  longue  de  données. 

Les  recherches  de  W.  Lexis  portaient  non  sur  la  Prusse  entière, 
mais  sur  les  différents  départements  [Regierungsbezirke]  de  ce  royaume 
et  elles  ne  s'étendaient  qu'à  une  durée  de  trois  années  seulement. 
Toutefois  comme  W.  Lexis  prenait  comme  unité  de  temps  le  mois, 
et  non  l'année,  il  obtenait  pour  chaque  département  36  données  en 
nombres  mensuels. 

Par  contre,  la  grande  majorité  des  séries  de  quotients  concernant 
la  statistique  de  la  population  {démographie)  et  la  statistique  morale, 
sont  caractérisées  par  de  fortes  inégalités  entre  les  degrés  de  précision 
observés  et  calculés;  les  seconds  dépassant,  souvent  de  beaucoup,  les 
premiers.  En  outre,  le  groupement  des  valeurs  observées  autour  de 
la  moyenne  ne  permet  qu'exceptionnellement  de  conclure  avec  quelque 
vraisemblance  que  les  cas  envisagés  rentrent  dans  celui  d'une  dis- 
persion hypemormale,  parce  que  la  loi  exponentielle,  modifiée  comme 
il  vient  d'être  dit,  n'est  en  général  pas  vérifiée. 

D'après  TT.  Lexis j  une  dispersion  hypemormale  signifierait  que 
la  probabilité  abstraite  cherchée  p  n'est  pas  une  constante,  mais  subit, 
quand  on  passe  d'une  série  à  l'autre,  des  variations  accidentelles  sou- 
mises de  leur  côté  à  la  loi  exponentielle.  Si  au  contraire  les  écarts 
sont  quelconques  il  faut  en  conclure  que  la  probabilité  varie  d'une 
manière  systématique  et  tant  que  la  loi  de  sa  variation  reste  in* 
connue,  le  calcul  des  probabilités  n'est  plus  applicable  ^^. 

16)  W.  Lexis  y  Znr  Théorie  der  Massenerscheiiiungen  in  der  meiiBchlioheii 
GesellBchaft,  Fribourg  en/B.  1877,  p.  SO/1.  Voir  ansei:  Das  Gesehleohtsrer* 
h&ltnis  der  Qeborenen  und  die  Wahrscheinlichkeitarechnuiig  [Jàhrbi&cher  fûr 
NationalOkonomie  and  Statistik  (1)  S7  (1876),  p.  309];  Die  Wafaischeinliohkeitt- 
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DiOLS  les  fonpules  donnëes,  le  nombre  5  a  été  supposé  constant; 
bien  entendu,  à  condition  de  compliquer  les  formules  ;  on  pourra 
supposer  s  variable  selon  la  séria 

W*  Lexis  s'est  rencontré  ayec  E,  Dormoy  ^^)  qui  avait  constate  de 
son  côté  quC;  dans  bien  des  cas,  les  variations  observées  et  les  varia- 
tions théoriques  ne  cadraient  pas. 

E.  Domwy  considère,  non  Terreur  moyenne,  mais  la  moyenne  des 
erreurs  (cf.  article  I  2%  8)  prises  positivement^^).  Cet  élément  ^  a 
pour  valeur  théorique 

ou,  en  pratique, 

et  sa  valeur  déduite  des  résidus  est 

*"  -  7  [(Pi'-ftO  +  (ft'-w) + •  •  •  +  Oa'-j»;)]- 

Le  rapport 

que  E.  Dormoy  a  dénommé  coefficient  de  divergence,  doit  tendre  vers 
Tunité  en  cas  de  dispernon  normale. 

E.  Donnoy  a  vérifié  expérimentalement  que  dans  le  problème  de 
la  natalité  par  sexe  le  coefficient  de  divergence  tend  effectivement 
vers  1.  Mais  dans  tous  les  autres  problèmes  qu'il  a  étudiés  expéri- 
mentalement le  coefficient  de  divergence  tend  au  contraire  vers  des 
nombres  beaucoup  plus  grands. 

6.  Bemarques  conoemant  le  cas  où  la  probabilité  doit  être  con- 
sidérée comme  variable.  D'après  ce  qui  précède,  il  existerait  sou- 
vent une  grande  différence  entre  les  résultats  déduits  de  la  théorie 


rechiiiiiig  nnd  deren  Anwendxmg  aof  die  Statistik  [id.  (2)  18  (1886),  p.  438].  On 
peut  aussi  consulter  les  articles  intitulés:  ,,Gesetz,  Geschlechtsverh&ltnis  der 
Geborenen  nnd  der  Grestorbenen,  Moralstatistik,  Statistik^*  dans  le  dictionnaire: 
«fHandwOrterbnch  der  StaatBwissenschaften*^  dont  la  seconde  édition  entièrement 
remaniée  a  été  publiée  par  J.  Conrad,  L.  Elster,  W.  Lexis  et  E.  Loening  à  léna 
en  1898/1901;  ces  articles  sont  contenus  respectivement  dans  le  tome  4  (19.00), 
p.  28ViO;  tome  4  (1900),  p.  177/81;  tome  6  (1900),  p.  866/70;  tome  6  (1901), 
p.  1006  et  suiv.  de  ce  dictionnaire.   Une  troisième  édition  est  en  cours  de  publication. 

17)  Théorie  mathématique  des  assurances  sur  la  vie  1,  Paris  1878,  n^  89/66; 
cf.  J.  des  actuaires  français  8  (1874)^  p.  482  et  suiv. 

18)  W,  Lexis  n'a  fait  usage  de  cette  méthode  qu'assez  rarement;  on  en 
trouve  toutefois  un  exemple  dans  son  ouvrage:  Zur  Théorie  der  Massenerschei- 
nungen"),  p.  71/2. 

Sncyolop.  des  sotene.  m«thémat.    I  4.  80 
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et  les  faits  statistiques^   le  cas   de  la   dispersion  purement  normale 
n'étant  jamais  rigoureusement  réalisé. 

n  convient  toutefois  de  remarquer  que  les  quotients  sur  lesquels 
ont  porté  les  études  qui  viennent  d'être  relatées,  étaient  obtenus  à 
Taide  d'un  nombre  élevé  s  d'observations.  W.  Leocis  a  &it  la  remarque 
que  lorsque  les  séries  de  résultats  statistiques  étaient  déduites  d'un 
nombre  relativement  faible  d'éléments,  la  dispersion  avait  une  tendance 
k  redevenir  normale.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  confidents  de  diver-- 
gence^^) 

__,  ^     ou     Ç--^ 

avaient  des  valeurs  qui  différaient  peu  de  l'unité^). 

Pour  expliquer  ce  fait,  TF.  Lexis  a  proposé  d'envisager  toujours 
la  probabilité  comme  variable  dans  chacune  des  6  séries  de  déter- 
mination, tout  en  admettant  que  chaque  valeur  observée  p^  répondant 
à  une  probabilité  abstraite  p^  doive  être  regardée  comme  complètement 
indépendante  des  autres.  Et,  sous  ces  conditions,  il  a  démontré  que 
la  valeur  à  attendre  pour  (^  n'est  plus  l'unité  mais  un  nombre  Q 
donné  par  la  formule'^) 

où 

Po-yCA+l»! +  •••  +  !'»]• 

Comme  on  admet  que  l'expression 

cpj-p,)i.(pi  -•Po)*+  (ft  -Poy+ ■■'+ (p»  -!>.)•] 

est  indépendante  du  nombre  s,  l'examen  de  cette  formule  montre  que 
la  valeur  de  Q  se  rapprochera  d'autant  plus  de  l'unité  que  le  nombre 
d'observations  dans  chacune  des  séries  sera  plus  petit. 

Pour  que  Q,  ou  sa  valeur  approchée  Çf,  obtenue  en  remplaçant^ 
dans  l'expression  de  Q,  p^  par  p^',  p^  par  p/,  "  *f  Po  P<ur  pj  et  p^  par 
p^',  soit  voisine  de  l'unité,  il  faut,  en  outre,  que  les  6  différences 
p{  —  p^'  restent  faibles.     C'est  là  une  condition  qui  se  réalise  d'elle- 

19)  On  dit  en  allemand  FèMendatianen, 

20)  Ober  die  Théorie  der  StabiHtftt  statistiBcher  Beîhen  [Jahrbûcher  fOr 
NatîonalOkonomie  nnd  Statistik  (1)  82  (1878),  p.  60  et  sniv.]. 

21)  L,  wm  Bùrikietciee  [Gesetas  der  kleinen  Zàhlen,  Leipzig  1898,  p.  29/80]  a, 
le  premier,  établi  cette  formule  d'xme  façon  rigoureuse.  La  démonstration  donnée 
par  W.  Lexis  manquait  de  rigueur  et  dans  sa  formule  figurait  au  numérateur, 
eou8  le  radical,  s  au  lieu  de  5  —  1. 
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même  dans  la  plupart  des  phénomènes  de  démographie  et  de  sta- 
tistique morale. 

On  voit  ainsi  comment  l'hypothèse  faite  par  W.  Lexis  ex- 
plique que  le  coefficient  de  divei^ence^  qui  est  assez  élevé  quand  le 
nombre  des  obserrations  est  grand,  se  rapproche  de  Tunité  lorsque 
le  nombre  des  observations  est  fûble*^. 

Ghrâce  à  l'emploi  des  probabilités  variables,  il  semble  donc  possible 
de  mettre  d'accord  la  théorie  et  Texpérience  dans  un  grand  nombre  de 
phénomènes  de  statistique.  D  faut  toutefois  remarquer  que,  si  nous 
sommes  ainsi  en  état  d'envisager  d'une  manière  plus  rationneUe 
qu'autrefois  la  manière  de  se  comporter  des  grandeurs  statistiques^), 
il  n'est  par  contre  plus  possible  d'obtenir  toujours,  comme  le  deman- 
dait P.  S,  Laplace,  les  limites  des  erreurs  dW  événement  statistique 
fdtur.  Tout  le  système  construit  par  P.  S.  Laplace  devient  effective- 
ment LQusoire  lorsqu'il  est  nécessaire  d'admettre  que  les  probabilités 
varient  dans  chaque  série  d'observations;  cela  tient  à  ce  que  ces 
variations  des  probabilités,  bien  que  faibles,  ne  sont  pas  nécessaire- 
ment soumises  aux  règles  du  calcul  des  probabilités. 

La  théorie  de  la  dispersion  de  W,  Lexis  a  été  Fobjet  de  travaux 
assez  nombreux.  Nous  citerons  ici  ceux  àeJ.  von  Kries^),  J.  Lehr^\ 
H.  Westergaa/rd^),  F.  Y.  Edgeworth^  et  J.  H.  Peèk^. 

?•  OoDBidérationB  ihéoriqneB  aor  Tapplioation  du  oalonl  dea 
pTcbabilltés  aux  moyennes  statistiques.     Les  nombres  fournis  par 


28)  Pour  la  comparaison  des  résultats  fournis  par  cette  méthode  et  par 
celle  de  I.  J.  Bienaymé  voir  L.  von  Borikiewieg,  Gesetz  der  kleinen  Zahlen  *'), 
p.  42/B  (Anlage  8). 

23)  W.  Lexis,  dans  le  dictiomiaire  :  HandwOrterbuch  Staatswiss.^^,  (2*  éd.) 
4  (1900),  p.  239  (dans  Tarticle  intitulé:  (Jesetz). 

24)  Wahrsch.»),  p.  108/9,  18^66  et  217/66  (chap.  4,  n<»  9;  chap.  6  et  chap.  9). 
26)  Znr  Frage  der  Yer&nderlichkeit  statistischer  Beihen  [Vierteljahrssclirifb 

fOr  Volkswirtschaft,  Politik  und  Enlturgeschichte  97  (1888),  p.  129/66.] 

26)  Statistikens  Theori  i  Gnmdrids,  Gopenhagae  1890;  éd.  allemande:  Die 
Gnmdzûge  der  Théorie  der  Statistik,  léna  1890. 

27)  On  method  of  statistics  [Jnbilee  volume  of  the  statistical  society, 
Londres  1886,  p.  181/217  et  de  nombreux  articles  publiés:  J.  of  statistical  societj 
68  (1886)  à  62  (1899)  et  London  Edinb.  and  Dublin  philos,  mag.  (6)  16  (1883)  à 
(6)  84  (1892). 

28)  Das  Problem  vom  Bîsiko  in  der  Lebensrersicherung  [Z.  fOr  Yersicherungs- 
Recht  und  Wiss.  6  (1899),  p.  169/97].  Voir  encore  W.  Kammann,  Das  Ge- 
schlechtsverhSltnis  der  tTberlebenden  in  den  Eindeijahren  àls  selbstftndige 
massenphysiologische  Eonstante  [Diss.  G^tfcingue  1900;  Jahrbficher  fax  National- 
Okonomie  xmd  Statistik  (8)  19  (1900),  p.  388  et  buIy.]. 

30» 
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les  recherches  statistiques  ne  présentent  pas  toi^jours  le  caractère  de 
probabilités  proprement  dites:  souvent  ils  en  sont  des  fonctions;  c'est 
ce  qui  arrive  par  exemple  daos  le  cas  des  moyennes  statistiques. 
Cependant,  même  alors,  les  considérations  qui  précèdent  s^^nt  encore 
applicables,  à  condition  toutefois  de  modifier  conTeuablament  les  for- 
mules précédentes  (n^  3  à  6).  de  point  de  vue  n'a  pas  été  étranger 
à  P.  S.  La^kuse^)  qui  a  montré,  eu  particulier  pour  la  vie  moyenne 
et  la  durée  des  mariages,  comment  l'on  pouvait  déterminer  théori- 
quement les  v^ations  accidentelles  des  nombres  donnés. 

£n  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  dispersion,  il  est  possible 
d'appliquer  des  règles  tout  à  fait  analogues  à  celles  que  TF.  Lexis 
avaient  établies  dans  le  cas  de  probabilités  proprement  dites. 

En  désignant  par 

9?  (x)  dx 

la  probabilité  qu'une  observation  isolée  soit  contenue  entre  les  limites 
â;  et  a?  +  dxy  la  valeur  la  plus  probable  |  de  la  moyenne  statistique 
d'im  très  grand  nombre  d'observations  pourra  être  représentée  par 
l'intégrale  définie^^) 


f' 


xtp{x)dXj 

où  les  limites  d'intégration  a  et  /)  représentent  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  des  valeurs  que  peut  prendre  la  quantité  observée. 
Supposons  que  l'on  possède  68  valeurs  individuelles 


«ai;  «o«; 


de  la  quantité  observée  et  qu'on  ait  formé  0  moyennes 

6i  =-  7  (ûft  +  «22  +  •  •  •  +  (hs\ 


5a  =  f  Kl +  «««  +  •  ••  +  ««.,) 
de  8  épreuves  chacune. 

S9)  Théorie   des   probabilités^,   chap.  8;    Œuvres   7,   Paris  1886,   p.  456. 

SO)  ^An  lieu  de  faire  ici  usage  de  formules  différentielles,  plusieurs  auteurs 
appliquent  plutôt  le  calcul  des  différences,  estimant  que  les  résultats  se  présentent 
alors  sous  une  forme  plus  compréhensible.* 
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Lorsque  le   nombre  8  des  épreares  est  assez  grand ,  k  chance 
pour  qu'un  écart  quelconque 

I/-I        (»-l,2,..,tf) 

soit  compris  entre  les  limites  +  z  ei  --  0  sera  encore  exprimable  par 
Fexpression  Siy)  [n^  8],  où  Fon  a  posé 

après  ayoir  déduit  h  de  l'expression 


2r.-T/(*- 


a 

Le  nombre  h  déduit  de  cette  expression  s'appelle  degré  de  prédsian 
de  la  moyenne  J^\ 

Pour  déterminer  ce  degré  de  précision,  on  peut  fiùre  usage  de 
deux  méthodes  distinctes.  L'une  de  ces  méthodes  consiste  à  prendre 
pour  h  la  valeur  h'  déduite  de  l'égalité 

imo     k^i 

l'autre  consiste  à  prendre  pour  h  la  valeur  h"  déduite  de  l'égalité 

w-^'jh  K^'-  ^y+  (^'-  ioO*+  •  •  •  +  (t;-  !•)*]; 

dans  ces  deux  égalités 

En  comparant  entre  elles  les  valeurs  de  h'  et  de  h''  on  en  déduira 
la  nature  de  la  dispersion  et  les  conséquences  qui  en  découlent^). 

n  nous  reste  à  indiquer  la  forme  à  donner  à  la  fonction  fp(x) 
qui  fournit  la  répartition  théorique  des  erreurs. 

Elle  peut^  comme  A.  Quetdet^)  l'a  démontré  dans  plusieurs 
exemples,  être  représentée  d'une  manière  assez  satisfaisante  à  l'aide  de 


81)  Toir  £.  voH  BorBciewiez^  Jahrbdcher  ffir  NationalOkonoinie  und  Sta» 
tisiik  9)  10  (1896),  p.  88)  et  btût. 

88)  Lettres  à  8.  A.  B.  le  duc  régnant  de  Saxe-Coboorg  et  Gotha  sur  la 
théorie  des  probabilités  appliquée  aux  sciences  morales  et  politiques^  Bruxelles  1846, 
p.  188,  400;  Sur  Thomme  et  le  développement  de  ses  Jouîtes  ou  essai  de 
physique  sociale  (S  vol.),  Paris  1886;  Physique  sociale  ou  essai  sur  le  développe» 
ment  des  facultés  de  Thomme,  Bruxelles,  Paris  et  S*  Pétersbourg  1869;  Anthroi>o- 
métrie  ou  mesure  des  différentes  facultés  de  Thomme,  Bruxelles  et  Paris  1871. 
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la  formule  exponentielle  suivante: 

,,(a;)-Ae-*-(-l), 

OÙ  k  est  une  constante  fournie  par  rexpérience. 

W.Lexis^  a  fiut  usage  de  ce  principe  dans  sa  théorie  de  la  vie 
normale. 

Toutefois,  dans  nombre  de  cas  analogues,  il  ne  sera  pas  possible 
de  représenter  d'une  manière  satisfaisante  la  répartition  des  obser- 
rations  autour  de  la  moyenne,  en  utilisant  cette  formule.  Peut 
tourner  la  difficulté,  on  donnera  à  la  loi  des  erreurs  une  forme  plus 
compliquée,  dont  la  précédente  ne  sera  qu'un  cas  particulier,  ou  bien, 
on  se  contentera  de  regarder  comme  une  anomalie  le  fait  que  la 
loi  de  Gkiuss  n'est  pas  applicable  et  l'on  en  recherchera  la  cause. 
Pour  expliquer  une  anomalie  de  ce  genre,  on  peut  faire  diverses 
hypothèses:  on  peut,  par  exemple,  admettre  un  défaut  d'homogénéité 
ou  une  dégénérescence  dans  le  groupe  humain  considéré;  on  peut 
aussi  faire  dépendre  la  fonction  cherchée  d'une  autre  fonction  soumise 
elle-même  à  la  règle  exponentielle.  Chacim  de  ces  modes  d'étude 
conduira  à  des  recherches  théoriques  différentes.  Dans  cet  ordre 
d'idées  les  travaux  les  plus  complets  sont  ceux  de  Q.  Th,  Fechner^) 
K  Pearson^),  G.  F.  Lipps^)  et  H.  Bruns^"^. 

88)  Ztir  Théorie  der  Massenerscheiniingen  ^^),  p.  8^64  (chap.  3).  Voir  aussi 
L,  Perogeo,  Naove  applicazioni  del  calcolo  délie  piobabilità  allô  studio  de*feno- 
meni  statistici  e  distribnzione  dei  matrimoni  seconde  Tetà  degli  sposi.  Borne 
1882;  trad.  en  allemand  par  0.  EW,  Neue  Anwendnngen  der  Wahrscheinliohkeits- 
rechnung  in  der  Statistik,  Dresde  1888,  p.  1/B8;  voir  encore  W.  KUttner,  Die  Ehe- 
schliessnngen  im  EOnigreich  Sachsen,  Dresde  1886,  p.  87  et  sniv. 

84)  EoUectivmaBBlelire,  publ.  par  G,  F.  Lipps^  Leipzig  1897;  voir  ansai 
O.  F,  Lippe,  Ûber  Fechners  EoUektiTmasslehre  nnd  die  Yertheilungsgesetse  der 
EollektiYgegenst&nde  [Philos.  Studien  (publ.  par  W.  Wundf)  18  (1897),  p.  679 
et  Buiv.] 

36)  OontribntionB  to  the  mathematical  theorj  of  évolution  [Philos.  Trans. 
London  186  A  (1894),  p.  71;   186  A  (1896),  p.  243;  187  A  (1896),  p.  268]. 

An  Bt^et  des  recherches  de  JT.  Peanon  voir  notamment  TF.  P.  ElderUm^ 
Frequencj-curves  and  corrélation,  Londres  1906.  On  peut  aussi  consulter  F,  71 
Edgeworih  [J.  of  statistical  society  68  (1896),  p.  606  et  sniv.]  et  W.  Lexis  [Hand- 
srôrterbuch  Staatswis8.i<0  (S'  ^O  ^  (189d)i  P-  ^^^A  ^^^  l'artide  intitule:  Anthro- 
pologie und  Anthropométrie;  dans  l'article  de  TF«  Lexis  on  trouvera  quelques 
renseignements  bibliographiques  complémentaûres.  Voir  encore  E.  Bloèékke,  Mitt. 
des  Verbandes  der  ôsterr.  nnd  ungar.  Vendcherongstechniker  1  (1899),  p.  6  et  sniv. 

86)  Die  Théorie  der  Collectivgegensfc&nde,  §  8  et  §  4  [Philos.  Studien 
<pubL  par  W.  Wwnd£)  17  (1902),  p.  467/621,  622/76]. 

87)  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Eollektivmasslehre,  Leipzig  1906 
[Teubners  Sammlung  von  Lehrb.  math.  Wiss.  Band  17]. 
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Problèmes  spéeiaux. 

8.  Tables  de  mortalité.  La  mortalité  a  été  une  des  premières 
questions  de  statistique  étudiées  mathématiquement.  Déjà  depuis 
E.  HaXley^)  on  s'est  tout  jïarticulièrement  appliqué  à  dresser  des  tables 
de  mortalité  ou  de  survie  *•). 

On  se  propose  en  somme  d'obtenir  une  série  de  nombres 

11?  4;  *8>  •  •  •>  ^jr>  •  •  • 
représentant  respectivement  le  nombre  des  fmcmts  subsistant  aux  ftges 

1,  2,  3,  . . .,  X,  . . . 

dans  un  groupe  donné  arbitrairement  de  I^  têtes  prises  à  leur  nais- 
sance.    On  choisit  généralement  l'année  comme  unité  de  temps. 

Comme  la  détermination  directe  des  nombres  I^  n'est  pas  pratique, 
il  est  nécessaire  d'utiliser  d'autres  quantités  qui  en  dépendent  et  dout 
certaines  peuvent  être  fournies  directement  par  l'observation. 

Pour  construire  une  table  de  mortalité  on  choisit  un  de  ces 
éléments  comme  dément  fondamental  et  l'on  exprime  tous  les  autres 
éléments  au  moyen  de  cet  élément  fondamental 

Il  est  d'ailleurs  commode  d'envisager  comme  éléments,  au  lieu  de 
suites  de  nombres^  des  fonctions  continues  (dérivables)  de  la  variable 
X  qui,  pour  des  valeurs  entières  de  x  comprises  dans  un  intervalle 
donné,  se  réduisent  aux  suites  de  nombres  contenues  dans  les  tables. 
On  peut,  avec  L,  von  BortkiewicB,  donner  à  ces  fonctions  de  x  le  noni 
de  fonctions  hiométriques, 

La  construction  d'une  table  de  mortalité  exige  alors  qu'après 
avoir  choisi  une  des  fonctions  biométriques  comme  fondamentale  on 
utilise  tout  d'abord  les  données  statistiques  fournies  par  l'observation 
pour  obtenir  les  valeurs  de  cette  fonction  fondamentale  correspon- 
dant à  une  suite  de  valeurs  données  à  la  variable  x  (par  exemple  aux 
valeurs  entières  de  x  comprises  dans  un  intervalle  donné),  et  qu'ensuite 


88)  FhiloB.  Traiifl.  London  17  (1690/S),  éd.  1694,  p.  696/610,  66^6. 

89)  ^n  convient  de  faire  observer  que  la  table  dressée  par  E,  Hàttey  n'est  pas 
une  table  de  survie  proprement  dite,  mais  une  table  indiquant  le  nombre  des 
vivants  à  xme  époque  déterminée,  répartis  sur  différents  ftges,  en  supposant  la 
population  statUmnaire  [cf.  Q,  Enestrôm,  Abh.  Gesch.  Math.  9  (1899),  p.  91]. 
J.  de  WiU  avait  d'aillenis,  dès  1671,  rénni  des  dates  statistiques  permettant  de 
dresser  immédiatement  une  table  de  survie  [cf.  O.  Enestrôm,  Ofversigt  Yetensk. 
Akad.  fôrhandl.  (Stockhobn)  68  (1896),  p.  41/9,  167/72]  et  €hr.  Huygens  [voir 
Tappendice  à  sa  lettre  à  Louis  Muygene  datée  du  21  novembre  1669;  Œuvres  6, 
La  Haje  1896,  p.  626]  s'occupait  vers  la  même  époque  de  la  possibilité  de 
dresser  des  tables  de  survie  (Note  de  Cr.  Enestrôm),* 
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on  calcule,  en  utilisant  ces  Taleurs  de  la  fonction  biométrique  fondamen- 
tale^ les  Taleurs  des  autres  fonctions  biométriques  pour  les  mêmes 
valeurs  de  la  yariable  x.  Ce  dernier  calcul  s'effectue  en  général  au 
moyen  de  formules  exactes  ou  approchées^  ^mais  souvent  aussi  un 
procédé  graphique  permet  d'arriver  au  même  résultat.* 

Nous  allons  passer  en  revue  les  divers  éléments  et  les  diverses 
fonctions  biométriques  que  l'on  a  introduites  en  vue  de  la  construction 
des  tables  de  mortalité. 

La  différence 

représente  le  nombre  de  décès  annuels  du  groupe  entre  les  âges  x 
et  a;  +  1.  On  appelle  probabilité  annueUe  de  survie  à  l'âge  x  et  Ton 
désigne  par  p^  le  quotient 

on  appelle  probabilité  annuelle  de  décès  à  Vâge  x  et  l'on  désigne  par 
q^  l'expression 

La  probabilité  annuelle  de  survie  ou  de  décès  à  l'âge  x  ayant 
été  déterminée  d'une  manière  quelconque  pour  les  valeurs  entières 
successives  0,  1^  2,  . . .  de  x,  on  en  déduira  les  nombres  successifs  des 
vivants  aul  âges  1^  2^  3,  . . .  du  groupe  envisagé  de  I^  individus  ^  en 
appliquant  la  relation 

Soit  l(x)  une  fonction  univoque  de  x,  admettant  des  dérivées  et 
se  réduisant  à  I^  pour  chacune  des  valeurs  entières  de  x  envisagées. 
Â  cette  fonction  biométrique  de  x,  que  l'on  suppose  fournir  le  nombre 
des  vivants  à  un  âge  quelconque  Xy  correspond  la  fonction 

(i(x)  ^  ^  D,log,{(x) 

que  l'on  peut  aussi  définir  par  le  passage  à  la  limite 

^      l{x  +  Ax) 

On  appelle^®)  taux  instantané  de  moriaUté  à  l'âge  x  et  Ton  désigne 


40)  B.  Gùmpertz  le  premier  a  fait  usage  du  taux  instantané  «,,  dans  tes 
recherches  sur  la  forme  à  donner  à  la  loi  de  mortalité  [Philos.  Trans.  London 
116  (1826),  p.  618].     TT.  8.  TTooZAouM  l'appelle  ,/oroe  of  mortality**. 


Digitized  by  VjOOQIC 


}i.  Tables  de  mortalité.  475 

par  (ig  la  valeur  que  prend  la  fonction  ii(x)  ponr  la  valeur  envisagée 
de  X.  Ce  taux  instantané  n'étant  ptts  donné  directement  par  les  ob- 
servations se  calculera  a  posteriori.  On  peut  en  déduire  les  valeurs 
de  I^  dont  on  a  besoin^  à  l'aide  de  la  formule 

X 

i(x)  -  l(0)e—     ou     tt  -  Jii{x)  dx. 

0 

On  appelle  coefficient  moyen  de  mortalité  entre  les  âges  x^  et  x^ 
et  l'on  désigue  par  c  le  quotient 

c  —  ^;    OÙ    t?  —  /  l{x)fi(x)dx     et     w;  =—  /  i(x)dx. 

Si  a>  est  Tftge  limite  qui  peut  être  atteint  par  un  vivant  et  si 
l'on  pose  pour  x^œ 


T(x)^fl(si)ds 


on  a 

Xssx^  Xmu  «BBCU 

fiix)dz  ~f\(x)dx  -f\{x)dx  -  T(x,)  -  ni,)  'T^-T^ 

XmsXi  XsXi  «  =  «, 

en  sorte  que 

/.  —    *'      '*  . 

sous  cette  forme  on  voit  que  le  coeffiderU  moyen  de  mortalité  entre 
les  âges  :C|  et  rn^  n'est  autre  que  le  rapport  du  nombre  de  décès  sur- 
venus dans  le  groupe  entre  les  ftges  x^  et  x^j  au  nombre  d'années 
vécues  dans  le  même  intervalle  par  les  survivants. 

On  appelle  coefficient  annuel  de  mortalUé  à  l'tge  x  et  l'on  désigne 
par  c^  le  coefficient  moyen  de  mortalité  entre  les  âges  x  et  x  +  l. 
On  a  donc 

^x        T  T 

Gomme  T^  —  T^^^  représente  la  valeur  moyenne  de  I^^  entre  les  âges 
j;  et  â;  +  1  et  que  cette  valeur  moyenne  est  sensiblement  égale  à  la 
moyenne  arithmétique 

entre  le  nombre  de  Tirants  dn  groupe  à  l'âge  x  et  le  nombre  de 
viTants  du  groupe  à  l'âge  a;  +  1;  on  ^  sensiblement 


C.-2 


I.  +  I.  +  1  !+!>«        «-?. 
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on  encore 

Cette  relation  nons  montre  qne  Ton  pent,  si  l'on  yent^  déterminer  les 
yalenrs  de  e^j  à  Faide  d'un  certain  nombre  d'obBerrationB,  ce  qni  revient 
à  prendre  la  quantité  c^  comme  élément  fondamental  de  la  table. 

La  tne  moyenne  on  nombre  d'années  qu'une  tête  d'âge  x  doit  Tivre 
en  moyenne  s'exprime  par 

E.  -  ECx)  —  ^/^>  (.  -  :r)  rf, -^/ï(,y.  -  ^ 

la  seconde  int^prale  se  déduisant  de  la  première  par  une  intégration 
par  parties  en  remarquant  que  par  définition 

I.-T.-0. 
Le  nombre 

sera  la  durée  moyenne  de  la  vie  pour  les  têtes  du  groupe  envisage. 
Enfin  l'on  appelle  vie  probable  w^  i  l'âge  x,  la  différence  existant 
entré  l'âge  x  et   celui  où  le  nombre  des  survivants  sera  réduit   de 
moitié.    Elle  est  déterminée  par  la  relation 

et  exprime  qu'une  tête  d'âge  x  a  autant  de  chances  de  dépasser  l'fige 
x+  u?g  que  de  décéder  pendant  ces  w^  années^^). 

Les  tables  de  mortalité  fournissent  tout  ou  partie  de  ces  fonc- 
tions biométriques  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x^  comprises  entte 
la  naissance  où  j;  «  0  et  l'âge  limite  où  rc  -*  o^.  Lee  moins  com- 
plètes ne  contiennent  que  les  valeurs  de  I^,  q^  et  E^. 

Celle  de  ces  quantités  que  l'on  choisit  comme  fondamentale  étant 
fournie  par  l'expérience,  toutes  les  autres  s'en  déduisent  sans  difficulté. 
Il  nous  reste  à  examiner,  leur  liaison  aiec  les  observations  et  la 
manière  de  tirer  de  ces  dernières  la  valeur  d'un  de  ces  éléments. 

Si  l'on  suppose,  chose  indispensable  dans  nombre  de  cas,  que  la 


41)  En  1669,  Chr.  Buygena  a  déjà  fait  clairement  la  distinction  entre  la  vie 
probable  et  la  vie  moyenne  [lettre  à  Louis  Huygens  datée  du  21  novembre 
1669;  Œuvres  6,  La  Haye  1896,  p.  62^6;  cf.  la  lettre  datée  du  28  novembie 
1669;  Œuvres  6,  p.  687/9].  Voir  aussi:  Mémoires  pour  servir  à  llûstoire  des 
assurances*),  p.  68/9. 

42)  Cf.  Tables  de  mortalité  du  comité  des  compagnies  d'assurance  à  primes 
fixes  sur  la  vie,  Paris  1896,  tables  A,  £,  F. 
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mortalité  varie  non  seulement  avec  l'âge  mais  encore  avec  l'époque 
des  observations  les  formules  se  compliquent.  (Tables  par  âges  d'entrée 
des  compagnies  d'assurances^  marche  d'une  population  avec  le  temps  etc.). 
^Comme  on  le  verra  plus  loin,  pour  solutionner  des  problèmes  de  cette 
nature,  on  en  est  encore  actuellement  trop  souvent  réduit  à  se  con- 
tenter de  représentations  graphiques  sans  liaison  avec  le  calcul  des 
probabilités  et  par  suite  d'une  valeur  relative,  vu  l'ignorance  où  l'on 
reste  du  degré  d'approximation  des  résultats*. 

Pour  L.  von  BorthiewicZy  l'étude  abstraite  de  la  marche  éFune 
population  avec  le  temps  est  d'ailleurs  essentiellement  indépendante 
du  calcul  des  probabilités. 

9,  Notions  générales  sur  la  marohe  cL*une  population.  Les 
statistiques  nous  fournissent  à  des  époques  déterminées  des  groupes 
de  naissances,  de  décès  et  de  vivants,  se  rapportant  soit  à  l'ensemble  de 
la  population,  soit  à  des  catégories  spéciales  de  personnes  (armée, 
profession,  sexe  etc.)  il  s'agit  de  tirer  de  ces  éléments  la  loi  de  la 
mortalité  des  groupes  envisagés. 

Des  études  nombreuses  ont  été  faites  sur  cette  question.  Nous 
citerons  ici  tout  d'abord  les  premiers  essais  de  J.  Finlaison^^)  et  de 
W.  8.  B.  Woothùuse*^)]  ils  ont  encore  im  caractère  restreint;  il  en  est 
d'ailleurs  de  même  des  recherches  de  J-B,  J.  Jbwrier**),  L.  Moser^^) 
et  JR.  Fischer^'^. 

Avec  K,Becker^  Q.F.Knapp,  G.A.Zeuner  et  W.Lexis  nous  entrons 
dans  l'étude  approfondie  de  la  question. 

K.  Becker^)  en  traite  surtout  le  côté  pratique;  les  procédés  dont 
il  fait  usage  ont  un  caractère  tout  à  fait  élémentaire. 

G.  F.  Knapp^^)  au  contraire  utilise  les  méthodes  infinitésimales. 
Les   formules   auxquelles   il   parvient    sont    plus    complètes    et    plus 


43)  Report  on  the  évidence  and  elementarj  facts  on  which  the  tablée  of 
life  annoities  are  founded,  Londres  1829. 

44)  Investigation  of  mortality  of  the  Indian  armj,  Londres  1889;  Tables 
«xhibiting  the  law  of  mortalitj  dednced  firom  the  combined  expérience  of  17  life 
assurance  offices,  Londres  1843. 

46)  Notions  générales  snr  la  mortalité;  recherches  statistiques  sur  la  ville 
de  Paris,  Paris  1821. 

46)  Die  Gesetze  der  Lebensdauer,  Berlin  1821. 

47)  Qmndzûge  des  anf  menqchliche  Sterblichkeit  gegrOndeten  Yeisicherungs- 
wesens,  Oppenheim  a/Bh.  1860. 

48)  Zur  Théorie  der  Sterbetafeln  fiir  ganze  Bevôlkemngen  [Statistische 
Nachrichten  ûber  Grossherzogtum  Oldenbnrg  9  (1867),  Teil  1];  Zur  Berechnung  yob 
Sterbetafeln  an  die  BevOlkerongsstatistik  zu  stellende  Anforderungen,  Berlin  1874. 

49)  Théorie  des  BeTôUcerungswechsels,  Brunswick  1876. 
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générales  que  celles  de  K,  Bêcher  mais  elles  lui  sont  quand  même,  à 
certains  égards,  inférieures  parce  que  G,  F,  Knapp  supposé  la  mor- 
talité constante  pour  Tépoque  à  laquelle  se  rapportent  les  calculs,  ce 
qui  constitue  manifestement  un  recul. 

Les  formules  de  G.  F.  Knapp  ont  été  étendues  à  tous  les  cas  par 
G.  A.  Zeuner^)  qui  a  montré  qu'on  pouvait  les  obtenir  sans  supposer 
que  la  mortalité  reste  la  même  quelle  que  soit  Tépoque  de  réalisation. 
Pour  parvenir  à  ce  résultat  G.  A.  Zeuner  a  fait  usage  d'une  représentation 
stéréotomique  qui  permet  de  se  rendre  compte  intuitivement  (à  l'aide 
de  projections  sur  les  plans  coordonnés  de  sections  planes  des  sur- 
faces envisagées)  du  rapport  qu'il  y  a  à  tout  instant  entre  le  nombre 
des  survivants  et  celui  des  morts  d'un  groupe  donné  de  tètes.  Nous 
allons  exposer  les  bases  de  ces  rechercbes  en  suivant  toutefois  un 
procédé  analytique. 

Supposons  que  l'origine  des  observations  remonte  à  une  certaine 
origine  0  (1800  par  exemple),  il  y  aura  lieu  de  distinguer  les  dates 
des  naissances  désignées  par  t,  de  l'époque  de  réalisation  ou  d'ob- 
servation r.  L'âge  d'une  personne  à  l'époque  r  étant  x,  si  cette  peiv 
sonne  est  née  à  la  date  ^  on  a  évidemment 

a;  —  r  —  fc 

Les  trois  variables  t,  r,  x  se  réduisent  donc  en  réalité  à  deux. 
Envisageons  une  fonction  continue  dérivable 

des  deux  variables  x  et  t  qui  pour  x  et  t  entiers  positifs  représente 
le  nombre  des  personnes,  nées  entre  les  dates  0  et  t,  encore  vivantes 
a  rage  x. 

Désignons  par  U(x,  t)  la  dérivée  partielle 

de  cette  fonction  V(x,  t).  La  fonction  V'(x,  t)  porte  le  nom  de  densité 
des  survivants  à  l'âge  â;  et  à  la  date  <;  la  fonction 

17(0,0 

est  la  densité  des  naissances  à  la  date  i. 

Si  <|  et  <^  représentent  deux  époques  comprises  dans  le  champ 


50)  Pour  tontes  ces  questions  théoriques  consultez  J&.  Ctuber^  Wahtscheinlich- 
keitsrechnung,  Leipzig  1908,  p.  850/62* 
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des  observations,  TexpreBsion 

nous  fournira  le  nombre  des  personnes  nées  entre  les  dates  <^  et  ^ 
et  encore  vivantes  à  l'âge  x. 

On  donne  à  cette  expression  P^  le  nom  de  premier  groifpe  fon- 
damental des  vivants. 

En  particulier  l'expression  Pi(0;  t^y  t^  qui  est  fournie  par  la 
valeur  de  l'intégrale  définie 

fu{0,t)dt 
h 

représentera  le  nombre  des  naissances  observées  entre  les  dates  t^  et  ^. 

Si  Ton  suppose  l'âge  x  constant,  l'époque  de  réalisation  r  se 
meut  entre  les  limites 

Xi^i^+  X     et     r,  =  /!j  +  a:; 

si,  au  contraire,  on  suppose  r  constant,  x  variera  entre  les  limites 

x^^t-i^,    x^^t-t^ 

et,  dans  cette  hypothèse,  l'intégrale  envisagée,  changée  de  signe,  se 
présentera  sous  la  forme 

P,  -  P,(r;  x^,  x^)  ^jU{r  -  t,  t)  dt  ^fU{Xy  x  -  x)  dx. 

On  donne  à  cette  expression  P,  le  nom  de  second  groupe  fon- 
damenial  des  vivants, 

U  fournit  le  nombre  de  personnes  d'âges  compris  entre  x^  et  x^ 
(entre  55  et  60  ans  par  exemple)  et  vivantes  à  l'époque  t. 

Pour  obtenir  des  identités  analogues  concernant  les  décès,  il 
suffira  de  remarquer  que  par  définition  même, 

U(x,t)dt-  U{x  +  dx,t)dt ^^^dx 

représente  le  nombre  de  personnes  nées  entre  les  époques  t  et  t  +  dt, 
décédant  entre  les  âges  x  ei  x  +  dx. 

Des  intégrations  entre  des  limites  convenables  nous  fourniront 
les  trois  groupes  fondamentaux  de  décédés. 

Si  l'on  désigne  par  M^  le  nombre  de  décès  survenus  entre  les 
âges  x^  et  x^  parmi  les  individus  nés  entre  les  dates  ^    et   ^,,   on 
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obtient  ainsi  la  relation 

qui  fournit  le  premier  groupe  fondamental  des  décotes. 

Si  l'on  désigne  par  M^  le  nombre  des  décès  snrrenns  de  l'époque 
t^  à  l'époque  t,  parmi  les  personnes  nées  entre  les  dates  ^i  et  i^,  on 
a  la  relation 

qui  fournit  le  second  groupe  fondamental  des  décédés. 

Si  l'on  désigne  par  M^  le  nombre  des  décès  survenus  entre  les 
âges  x^  et  x^  et  les  époques  r^  et  x^y  on  a  la  relation 

qui  fournit  le  troisième  groupe  fondamental  des  décédés. 

A  l'aide  de  ce  mode  de  représentation  analytique  des  groupes 
fondamentaux  des  vivants  et  des  décédés,  on  peut  chercher  à  développer 
systématiquement  l'ensemble  des  relations  mathématiques  existant  entre 
les  différents  groupes  de  vivants  et  de  décédés. 

Ce  mode  de  représentation  repose  d'ailleurs  essentiellement  sur 
l'hypothèse  de  la  continuité  et  de  la  dérivabilité  des  fonctions  intro- 
duites comme  éléments  auxiliaires. 

n  convient  de  signaler  ici  un  essai  de  G.  F,  Enapp  ayant  pour 
objet  d'atteindre  le  même  but  en  faisant  usage  de  méthodes  plus 
générales  dans  lesquelles  on  tient  compte  des  discontinuités  des  fonc- 
tions servant  d'auxiliaires  analytiques.  A  cet  essai  O.  F.  Knapp  joint 
aussi  une  construction  plane  ^^)  correspondant  aux  transformations 
analytiques  effectuées. 

Dans  cet  ordre  d'idées  les  études  de  W.  Lexis^^  sont  particulière- 
ment intéressantes  car  il  a  étendu  la  théorie  précédente  au  delà  des 


61)  Cette  constraction  plane  se  renoontie  déjà  dans  G.  F.  Knapp,  Die  Sterb- 
liehkeit  in  Sachsen,  Leipzig  1869,  p.  114/9.  Une  représentation  géométrique  plane 
analogne,  quoique  distincte  de  celle  de  G.  F,  Knapp,  a  été  ensuite  proposée  par 
W,  Lexie^  Einleitnng  in  die  Théorie  der  BevOlkerongsstatistîk,  Strasbourg  1875, 
p.  5  et  suiy. 

62)  Voir  W.  Lexis,  BevOlkenmgsstatistik'^,  en  partie,  p.  65  et  suiv. 
(chap.  4  et  6). 
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limites  atteintes  par  ses  prédécesseurs  en  s'attaqnant  an  cas  plus  com- 
pliqué de  groupes  séparés  non  seulement  par  les  époques  d'obser- 
▼ation^  mais  encore  par  leur  état  civil  (le  groupe  des  célibataires, 
celui  des  gens  mariés  et  celui  des  veufs).  Un  groupement  de  telle 
nature  est  variable  avec  le  temps,  aussi  bien  par  Teffet  des  décès  que 
par  celui  des  mariages  et  des  dissolutions  de  mariages  par  suite  de 
la  mort  de  l'un  des  deux  époux.  Vu  la  complexité  des  faits  il  a  dû 
recourir  à  des  constructions  stéréotomiques. 

Ces  recherches  qui  d'abord  ne  visaient  qu'une  statistique  des 
mariages  ont  une  signification  beaucoup  plus  générale,  car  les  résultats 
théoriques  acquis  sont  applicables  dans  nombre  de  questions  analo- 
gues (comme  celles  qui  concernent  l'immigration  et  l'émigration,  l'in- 
validité, la  criminalité,  et  d'autres  encore^'). 

10.  Méthodes  fournissant  les  éléments  fondamentaux  d'une 
table  de  mortalité.  H  nous  reste  à  montrer  le  lien  qui  unit  les 
expressions  générales  données  dans  le  numéro  précédent  et  les  éléments 
fondamentaux  d'ime  table  de  mortalité. 

Si  nous  prenons  comme  fonction  fondamentale  la  probabilité  de 
décès  q^  à  l'âge  x  il  s'agit  tout  d'abord,  pour  construire  une  table  de 
mortalité,  de  calculer  q^  pour  un  nombre  suffisant  de  valeurs  de  x. 

On  peut,  à  cet  effet,  faire  usage  de  la  relation 

M,(x,x  +  l;t,,t,) 

^que  l'on  déduit  aisément  de  ^expression  donnée  au  n^  9  pour  M^, 
car  on  a  évidemment 

«.    aj  +  l 

M,{x,  x+V,  t,,  t,) fp-^  dxdt 

h  « 

^JU{x,  t)dt  -fU(x  +l,{)dt 


d'où 


Dans  cette  relation  les  dates  de  naissance  ^  et  /S,  dont  dépendent 
à  la  fois  M^  et  P^  sont  à  notre  choix. 


68)  Voir  encore:  HandwOrterbuch  StaatswîsB.^^,  (2*  éd.)  2  (1899),  p.  689/^6 
(article  intitulé:  BevOlkerongBwechBel,  allgemeine  Théorie).  Cf.  W  KûUneTy  Die 
EheschUesBiuigen  ixn  EOnigxeich  Sachsen^  Dresde  1886. 
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Il  suffit  ainsi  de  coQnaître;  pour  un  certain  nombre  de  Tfdeors 
de  X,  le  premier  groupe  fondamental  de  vivants  et  le  premier  groupe 
fondamental  de  décèdes  à  Tâge  x  et  ^Ijre  4^^^  àsi^s  de  naissance 
arbitrairement  fixées  ^  et  ^,  pour  pouvoir  calculer  q^  pour  ces  mêmes 
valeurs  de  x. 

On  peut  encore,  si  Ton  veut,  obtenir  une  valeur  de  9^  à  l'aide 
de  l'égalité  approchée 

^que  l'on  déduit  aisément  de  l'expression  donnée  au  n®  9  pour  H^, 
car  on  a  évidemment 

M,it,  r  +  1;  r-x„  r-rc,) JJ^-^dxdt 

t  —  X^  t-t 

-/f7(r  -  t,  t)dt  -fU(t  +  1  -  *,  0^^ 
-  P,(r;  x^,  x^)  -  P,(ir  +  1]  x^,  âJ,); 


d'où 


si  âT^  et  x^  diffèrent  peu  l'un  de  l'autre,  si  par  exemple  x^  —  x^^^l, 
l'expression  Ps(t;  Xj^,  x^)  représente  approximativement  le  nombre  de 
personnes  d'âge  ^{Xi  +  x^)  qui  sont  vivantes  à  l'époque  v;  on  a  donc 
sensiblement 

P,{t+l;X,,X,)^ 
P,{r;x,,x,)  n('x+*^ 

en  sorte  que,  au  même  degré  d'approximation,  on  a  aussi '^) 

P,(r;X,,x,j'    '"  n(«x+%)- 


Statistische 


64)  K.Becker  a  utilisé  la  première  méthode  ioû  Q^>«-^)  [cf. 

Nachr.««)  9  (1867),  Teil  1;  Monatehefte  zur  Statistik  des  Deutschen  Reichs  1887, 
Teil  2].  De  même  G.  A.  Zewner  [Abh.  aus  der  math.  Statistik,  Leipzig  18SS, 
p.  1/94  (erste  Abh.);  Z.  des  S&chsischen  Statistischen  Buzeau  1894,  p.  13  et  soiT. 
(Neue  Sterblichkeitstafeln  f&r  die  GeeamtbevOlkenmg  des  Kônigzeioh  Sadisen)] 
et  TF.  LoBOTUs  [Deutsche  Sterblichkeitstafeln  aus  deu  Erfahrongen  von  23  Lebeiis- 
Tersicherungsgesellschaften,  Berlin  1888].  Th,  (xaUoway  [Tables  of  mortality  deduoed 
from  the  expérience  of  the  amicable  society,  Londres  1841]  ayait  déjà  appliqué 
les  principes  de  cette  même  méthode  à  la  construction  de  tables  de  mortalité. 
La  seconde  méthode  a  été  employée  sous  la  forme 

"u^-sp,' 
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Dans  certains  cas  lensemble  aobservabons  que  Ion  a  à  sa  dis- 
position est  tel  que  l'on  jnge  plus  commode  de  prendre  comme 
élément  fondamental  le  coefficient  moyen  de  mortalité  c  entre  les 
âges  Xi  et  x^  plutôt  que  la  probabilité  annuelle  de  décès  g^  à  Tâge  x. 
Voici  alors  comment  on  peut  tout  d'abord  calculer  les  yaleurs  de  c 
pour  des  valeurs  données  de  x: 

Désignons  par  Q  l'intégrale  double 

Q  =  Qi^u  ^.  ^ly  ^t)  -JJ  TJiXyX-  x)dxdx 

qui  représente  le  nombre  d'années  vécues  dans  l'interyalle  qui  s'écoule 
de  r^  à  r,  par  l'ensemble  des  personnes  d'âges  compris  entre  X-^  et  x^. 
Comme  M^ix^y  ^y  "^ij  ^s)  représente  le  nombre  des  décès  dans  l'iater- 
yalle  qui  s'écoule  de  r^  à  r,  des  personnes  du  même  groupe  qui  ont 
un  âge  compris  entre  x^  et  x^y  le  quotient 

est  le  coefficient  moyen  de  mortalité,  dans  l'intervalle  qui  s'écoule  de 
r^  à  tj,  entre  l'âge  x^  et  l'âge  x^. 

Si  les  statistiques  de  populations  foumissiûent  Q  comme  elles 
fournissent  M^y  cette  formule  permettrait,  en  y  faisant 

x*     ^^    Xy  â/tt     ^™    X    ~J"     X  y 

de  calculer  c  d'année  en  année.  Mais  quand  le  groupe  de  têtes  envi- 
sagé est  défini  comme  étant  la  population  habitant  un  territoire  limité 

où  les  sommes  sont  étendues  aux  différentes  yaleurs  envisagées  de  r,  parJ*.  2^tn- 
laiton^')  et  dans  les  recherches  de  A.  Wïegand,  G.  Behm,  A.  ZiQtner  et 
H.  Zimmermann,  sur  la  mortalité  et  l'invalidité  des  employés  de  chemin  de  fer 
[cf.  n*»  12].     Sons  la  forme 

1    ^M, 

où  n  désigne  le  nombre  des  années  envisagées  et  où  la  somme  est  étendue  à 
toutes  ces  années,  cette  même  seconde  méthode  a  été  employée  par  A.  J.  van  Pesch 
[Tables  de  mortalité  pour  le  royaume  des  Pays-Bas,  Bijdragen  tôt  de  Statistiek 
van  Nederland  6  (1897)].  En  général  il  convient  d'apporter  certaines  cor- 
rections aux  éléments  fournissant  q^  afin  de  pouvoir  pratiquement  tenir  compte 
des  entrées  et  sorties  des  participants  pendant  un  temps  donné  ou  pour  un 
intervalle  d'âge  donné.  Ces  corrections  sont,  en  particulier,  tout  à  fait  indispen- 
sables lorsqu'il  s'agit  de  calculs  portant  sur  des  éléments  fournis  par  des  com- 
pagnies d'assurance.  Dans  ce  dernier  cas,  de  nouvelles  corrections  sont,  en  outre, 
nécessaires  si  Ton  veut  tenir  compte  de  la  durée  de  l'assurance  contractée  par 
chaque  participant.  Voir  à  ce  sujet  E.  Blaschke,  Ûber  die  Eonstruktion  von 
Mortalit&tstafeln  [Statist.  Monatsschrift  (Vienne)  1894,  p.  278/84]. 
Enojolop.  des  soieno.  mathémat.    14.  81 
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déterminé,  il  faut  renoncer  à  déduire  pratiquement  la  Taleur  de  Q 
des  tableaux  statistiques.  Le  plus  souvent  on  obtiendra  des  Talenni 
approchées  de  Q{x^y  x^^  r^t  '^%)  soit  en  multipliant  la  durée  r,  —  %^  par 
le  nombre  des  vivants  qui  en  Tan  r  ont  un  âge  compris  entre  x^  et 
x^^  soit  en  multipliant  x^  —  x^  par  la  moyenne  arithmétique  entre  le 
nombre  de  vivants  du  groupe  qui  en  Tan  t^  d^une  part  et  celui  qui 
en  l'an  r,  d'autre  part^  ont  un  âge  compris  entre  x^  et  x^^). 

A  cause  de  cette  détermination  approchée  seulement  de  Q^  donc 
de  Cf  il  convient  pour  éviter  des  écarts  qui  seraient  parfois  conn- 
dérables;  de  n'appliquer  Fégalité 

qu'en  supposant  x^  et  x^  deux  âges  peu  distants^*). 

Quand  on  prend  ainsi  c  pour  élément  fondamental  on  retombe 
aisément  sur  le  cas  précédent  où  q^  était  l'élément  fondamental  en 
remarquant^  avec  W,  Fa/rr,  que  Ton  a  sensiblement 

Les  autres  éléments  biométriques,  tels  que  d^  et  I^,  sont  rarement 
utilisés  comme  éléments  fondamentaux. 

11.  Ck>n8truotion  d*nne  table  de  mortalité.  Admettons  que  Ton 
ait  calculé  les  valeurs  du  taux  annuel  de  mortalité  q^  par  l'un  des 
procédés  indiqués  au  n^  10.  On  en  déduira  la  succession  des  nombres 
de  vivants  à  Taide  de  la  formule 

I.-Ul-îo)(l-îi)...(l-2.-i), 
où  Iq  est  arbitraire;  cela  fait,  tous  les  autres  éléments  s'en  tireront  à 
Taide  des  formules  du  n^  9.    Ces  expressions  sont  les  unes  rigoureuses, 
les  autres  approchées;  pour  appliquer  ces  dernières  on  fait  souTent 
usage  de  procédés  déduits  de  la  théorie  de  l'interpolation. 

66)  La  méthode  de  constnictioii  des  tables  de  mortalité  reposant  tnz  l'em- 
ploi de  la  formule 

a  été  surtout  utilisée  dans  les  statistiques  anglaises.   Voir  W.  Farr,  On  the  oons- 
truction  of  life-tables  [Philos.  Trans.  London  149  (1869),  p.  887  et  suiv.]. 
66)  Au  siyet  des  écarts  entre 

voir  Ir.  von  BortkiewtCB^  Staatswissenschaftliohe  Studien  i  (1898),  p.  667/8;  Mittleie 
Lebensdauer,  léna  1898,  p.  66/6. 
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Généralement  les  yalenrs  de  l'élément  fondamental  qui  eorres- 
pondent  aux  différents  âges  et  dont  on  déduit  la  succession  des  nombres 
de  vivants  portent  sur  la  même  époque  de  réalisation  r^  —  r,  et  non 
sur  la  même  époque  de  naissance  ^— -  ^.  On  est  alors  amené  à  raisonner 
sur  un  groupe  d'individus  formant  une  génération  fictive  et  le  nombre  v^ 
des  vivants  à  l'âge  x  que  l'on  obtient  concerne  cette  génération  fictive 
et  non  une  génération  râOe. 

n  arrive  souvent  que  les  observations  statistiques  concernant  la 
mortalité  d'un  groupe  ne  sont  pas  données  d'une  façon  suffisamment 
détaillée  pour  permettre  d'obtenir  les  nombres  dont  on  a  besoin  en 
appliquant  directement  les  formules  précédentes.  On  ne  peut  alors 
obtenir  tous  ces  nombres  qu'en  ayant  recours  à  des  méthodes  d'inter- 
polation [1  21]. 

Lorsqu'on  a  quelque  raison  de  douter  de  l'exactitude  d'obser- 
vations statistiques  concernant  la  mortalité  et  qu'on  désire  cependant 
les  utiliser,  il  y  a  lieu  d'appliquer  certains  procédés  d'ajustement.  On 
applique  aussi  assez  souvent  des  procédés  d'ajustement  pour  substituer 
aux  valeurs  directement  calculées  de  l'élément  fondamental,  ou  à  celles 
de  Vjg,  des  valeurs  débarrassées  d'erreurs  accidentelles  provenant  de 
ce  que  les  observations  statistiques  ont  été  faites  dans  un  cbamp  trop 
restreint*^. 

^U  convient  de  remarquer  qu'une  table  ainsi  dressée  ne  fournirait 
que  des  résultats  sans  liaison  aucune  avec  le  calcul  des  probabilités. 
Si  l'on  veut  faire  intervenir  ce  dernier  il  est  nécessaire  de  l'ajuster  en 
regardant  la  suite  des  g^  comme  des  valeurs  approchées  d'une  certaine 
fonction  continue  de  l'âge  et  s'il  j  a  lieu  d'autres  éléments.  Pour 
cela  il  est  nécessaire  de  représenter  soit  q^  soit  tout  autre  élément  fon- 
damental pris  comme  base  par  une  fonction  de  forme  déterminée 
de  l'âge  x,  susceptible  de  représenter  l'ensemble  des  faits  observés, 
chose  toujours  possible  par  un  développement  convenable  en  série. 
On  élimine  ainsi  sensiblement  les  erreurs  accidentelles  et  l'on  est 
en  état  d'examiner  si  leur  amplitude  cadre  avec  les  limites  assignées  par 
la  théorie^^.    Pour  passer  d'une  cat^orie  de  personnes  à  une  autre 


67)  E.  Bîasehkey  Die  Methoden  der  Ansgleiohnng  yon  MassenerHcheinniigen 
mit  besonderer  Berûcksichtigong  der  Ausgleichnng  von  Absterben-  nnd  Invaliden- 
ordnungen,  Vienne  1893;  Yorlesungen  ûber  mathematische  Statistik,  Leipzig  1906, 
p.  192  et  sniv. 

58)  ^Yoir  F,  Oîtramare,  Tables  de  mortalité  du  comité  des  compagnies 
d'assurances  à  primes  fixes  sur  la  vie,  Paris  1896  (§  El).  On  y  trouve  exposée  nne 
méthode  permettant  d'appliquer  le  principe  des  moindres  carrés  à  un  ajustement 
par  la  formule  de  Makeham.* 

.31* 
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il  suffira  de  donner  des  valeurs  différentes  aux  constantes^).  Enfin  si 
un  paramètre  autre  que  Tâge;  tel  que  le  temps  écoulé  depuis  Feutrée 
dans  le  groupe^  doit  iuterrenir;  on  pourra  si  l'on  veut  regarder  les 
dites  constantes  comme  des  fonctions  de  cette  nouvelle  variable.* 

Dans  bien  des  cas  le  matériel  fourni  par  une  suite  de  statistiques 
ne  donnera  pas  directement  les  données  utilisables  pour  dresser  une 
table  de  mortalité^  des  travaux  préparatoires  seront  nécessaires  pour 
les  obtenir*®). 

12.  Établissement  des  tables  d'invalidité.  Une  table  d'in- 
validité ne  diffère  d'une  table  de  mortalité  ordinaire  qu'en  ce  que  les 
survivants  I^  d'âges  successifs  doivent  être  classés  en  deux  catégories^ 
les  bien  portants  IJf^^  et  les  invalides  IJ^,  Par  contre  il  suffit  de  la 
dresser  en  prenant  pour  point  de  départ  l'âge  a  à  partir  duquel  les 
intéressés  auront  droit  à  un  salaire. 

La  probabilité  annuelle  de  vie  p^^>  à  l'âge  x  d'une  personne 
valide  est  la  probabilité  que  cette  personne  atteindra  l'âge  a;  +  1  ;  elle 
se  décomposera  en  deux,  pj-^^^  probabilité  annuelle  de  vie  en  restant 
valide  et  pj^^'^  probabilité  annuelle  de  vie  en  devenant  invalide  de 
l'âge  X  à  l'âge  a;  +  1-  Il  en  sera  de  même  des  probabilités  de  décès 
qj-^^  qui  se  décomposeront  en  qj^^^^  probabilité  annuelle  de  décès  à 
l'âge  X  en  restant  valide  jusqu'à  la  mort  et  qj^^  probabilité  annuelle 
de  décès  à  Tâge  x  après  avoir  été  invalide  entre  l'âge  x  et  l'âge  a;  +  1. 

Enfin  on  introduira  un  nouvel  élément  w^  sous  le  nom  de 
probabilité  annuelle  pour  une  personne  d'âge  x  de  devenir  invalide 
avant  d'avoir  atteint  l'âge  a?  +  1;  et  l'on  désignera  par  pj^^y  qj^  les 
probabilités  de  vie  ou  de  décès  des  invalides  d'âge  x. 

En  vertu  des  définitions  qui  précèdent  on  aura  entre  ces  quan- 
tités les  relations 

Ces  éléments  connus,  on  dressera  les  tables  de  mortalité  des 
valides  et  des  invalides  à  l'aide  des  égalités 

Les  probabilités  pj^^  qj^  de  vie  ou  de  décès  des  invalides,  une 

69)  E.  Czuher,  Die  Entwickelang  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  ihrer 
Anwendnngen  [Jahresb.  deutsch.  Math.-yer.  7'  (1698),  éd.  Leipzig  1899,  p.  288/43]. 

60)  G.  Zeuner,  Abhandlimgen  ans  der  mathematischen  Statistik,  Leipzig  1869, 
p.  68/78;  W.  Lexis,  BeyOlkerungBBtatiatik  *^),  p.  85/47  (n««  81/41). 
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fois  les  groupes  de  cette  catégorie  formés,  s'obtiendront  par  les 
méthodes  ordinaires  concernant  la  mortalité.  Par  contre  la  détermi- 
nation des  probabilités  pj^^'^\  pj^^^  de  rester  valide  ou  de  devenir 
invalide  constitue  un  problème  nouveau,  car  ces  quantités  subissent 
la  double  influence  de  la  mortalité  et  de  l'invalidité. 

Les  premiers  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  solution  de  c» 
nouveau  problème  ne  distinguaient  pas  entre  la  mortalité  des  personnes 
valides  et  celle  des  invalides,  en  sorte  que  pour  eux 


pW 

-l».» 

-P«, 

Les  formules 

gW 

-«,« 

-î,- 

!>.<"' 

«) 

-f>.(l- 

w.)» 

Pj' 

A 

obtenues  dans  cet  ordre  d'idées  par  A.  Wiegand^^)  et  K.  JETeyi»**)  re- 
posaient sur  une  application  illégitime  d'un  théorème  du  calcul  des 
probabilités  concernant  le  mode  de  formation  de  la  probabilité  d'un 
événement  composé  à  l'aide  des  probabilités  des  événements  simples 
dont  il  dépend. 

En  partant  de  certaines  hypothèses  sur  la  marche  des  décès  et  la 
distribution  des  cas  d'invaUdité  dans  un  intervalle  de  temps  déterminé, 
*G.  Zeuner^^)  est  arrivé  à  établir  la  formule 

^'  ^'      t+Ps 

qui  est  correcte  en  supposant  que  la  probabilité  de  vie  p^  est  la 
même  pour  un  valide  et  un  invalide. 

G.  Behm^),  faisant  une  distinction  entre  la  mortalité  des  valides 
et  des  invalides  est  arrivé  à  des  formules  plus  compliquées*^)  dans 
lesquelles  interviennent  ••)  les  probabilités  annuelles  pj  et  qj  de  vie 
ou  de  décès  d'ime  personne  valide  à  l'âge  x  lorsque  dans  le  calcul 
de  cette  probabilité  on  exclut  ceux  des  valides  à  l'âge  x  qui  deviennent 

61)  Mathematische  Gnmdlagen  der  Eisenbahnpensionskassen,  Halle  1S69. 

62)  Die  Kranken-  und  Inyalidenversichemiig,  Leipzig  1S68. 
68)  Matb.  StatiBtik<*%  p.  95/166. 

64)  Statistik  der  Mortalit&ts-,  InYalidit&ts-  und  Morbidit&tsYerhUltnisse 
bei  dem  Beamtenpeisonal  der  deutsohen  Eisenbahnverwaltimg,  Berlin  1876, 
p.  29/46. 

65)  Voir  aussi  M.  Kanner,  AUgemeine  Problème  der  Wahischeinlichkeits- 
zeehnung  nnd  ihre  Anwendnng  auf  Fragen  der  Statistik  [Journal  des  Gollegiums 
fOi  Lebensversicherungswissenschaft  (Berlin)  2  (1871),  p.  88/63]. 

.  66)  Cf.  T.  WiUstein,  Die  Mortalitô,t  in  Gesellschafben  mit  successiv  eintreten- 
den  und  ausscheidenden  Mitgliedem  [Archiv  Math.  Phjs.  (1)  39  (1862),  p.  267]. 
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inyalides  ayant  d'ayoir  atteint  l'âge  x+  1.  Mais,  comme  W.  Kuttner^ 
Ta  fait  remarquer^  ces  formules  de  £r.  Béhmj  si  Ton  y  lemplaoe  le 
logarithme  naturel  de  chacmi  des  petits  nombres  s  qui  j  figurent  par 
le  premier  terme 

da  déreloppement  en  série  de 

'■*— ^ifi-iG^r-TG-f^r- 

de  ooiiTergence  assez  rapide,  se  réduisent  sensiblement  à 
«t 


.«' 


«t  ces  formules  sont  identiques  à  celles  de  Q.  Zeumer  quand  on  y  &ifc 

!>.<"> -A» -A- 

Une  toute  autre  méthode  de  détermination  à  Tftge  â;  de  la  probabilité 
annueUe  de  yie  en  restant  yalide  pj^^^^  méthode  dont  le  principe  a 
été  indiqué  pour  la  première  fois  par  J.  Karwp^y  consiste 
1^)  à  introduire  une  nouyelle  fonction 

qui  est  en  quelque  sorte  symétrique  à  la  fonction  q^  en  ce  sens 
qu'elle  exprime  la  probabilité  qu'un  yalide  d'âge  x  deyienne  inyalide 
ayant  d'ayoir  atteint  l'âge  x  -\-  1  lorsque  dans  le  calcul  de  cette  pro- 
babilité on  exclut  ceux  des  yalides  d'âge  x  qui  meurent  ayant  d'avoir 
atteint  l'âge  a;  +  1; 

2^)  à  chercher  à  établir  une  relation  entre  cette  nouyelle  fonction 
et  p^^^\ 

A  cet  effet  on  applique  la  méthode  infinitésimale  en  comparant 
entre  elles  pour  deux  yaleurs  infiniment  yoisines  de  l'argument   les 


67)  Zur  mathematischen  StatÎBtik  [Z.  Math.  Phjs.  26  (1880)  p.  18,  19]. 

68)  Gutachten  der  Gothaer  Lebensvenicherangsbank  Ûber  Invaliden-  und 
WitwenpensionByerhftltnisse  yerfaset  im  Auftrage  der  Reichsverwaltiing,  ^tédigé 
par  J,  Karup  en  1876,  mais  non  publié  et  actnellement  introuvable.  Ceux  des 
résultats  contenus  dans  ce  „Qutachten"  dont  il  s^agit  ici  sont  connus  par  la  polé- 
mique entre  /.  Dienger  et  /.  Karup  mentionnée  dans  les  notes  71  et  74  (Note 
de  Q.  EnegMm.)* 

Consulter  à  cet  égard  H.  Zimmermann^  IShet  Dienstanf&bigkeitB-  and 
Sterbensrerh&ltnisse,  Berlin  1886,  p.  7. 
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yaletirs  de  la  fonction  V^f^  qui  fournit  le  nombre  de  yiyants  yahdes. 
En  désignant  par 

le  tanx  instantané  de  mortalité  pour  un  yalide  d'âge  x,  et  par 


le  tanx    instantané  d'invalidité   pour  nn   valide   d'âge  x,   on   montre 
aisément  que  l'on  a 

De  i'éqnation  différentielle  ainsi  obtenue 

"^""^^/'^ [/»(•)(«  +  «)  +  *(«  +  si)]mQc  +  g) 

on  tire  par  intégration  la  relation  cherchée  qui  se  présente  sous  une 
forme  très  simple 

dans  laquelle  la  probabilité  cherchée  s'obtient  en  multipliant  l'une  par 
l'autre  deux  probabilités  plus  faciles  à  former  directement. 

On  avait  donné  à  la  fonction  w^  le  nom  de  probabilité  d'invali- 
dité ^yindépendante'^  Ce  qualificatif  d'indépendant  pouvant  prêter  à 
confusion  il  convient  de  ne  pas  l'adopter  ici.  Toutes  les  personnes  qui 
s'occupent  de  la  question  semblent  actuellement  d'accord  sur  ce  point  ^); 
mais  où  l'on  n'est  pas  d'accord  du  tout  c'est  sur  la  légitimité  de 
l'introduction  en  statistique  de  la  fonction  w^^  elle-même.  Cette  légiti- 
mité est  contestée  par  un  certain  nombre  d'aut^urS;  en  particulier  par 
G.  Behm^^)y  J.  Dienger''^),  K.  Heym''^  et  H.  Zimmermann^^)  qui  esti- 
ment d'ime  part  que  l'introduction  de  cette  fonction  en  statistique  est 
inutile  et  d'autre  part  qu'elle  revêt  un  caractère  tout  à  fait  artificiel 
puisqu'à  la  relation 

69)  ^An  lien  de  dire  ^probabilité  de  yaHdité  indépendante^^  J.  Karup  dit 
depuis  quelques  années  ,^probabilité  de  validité  pure  [Die  Beform  des  Bechnnngs- 
wesens  der  Gothaer  Lebensyersichemngsbank  1,  léna  1903,  p.  90/1,  100]  (Note 
de  G.  Enestrôm)* 

70)  Statistik"),  p.  47/60^ 

71)  Rundschau  der  Yersichemngen  26  (1876),  p.  46/7, 109/11;  28  (1878),  p.  151 
et  suiv. 

72)  Deutsche  Yersichemngszeitung  1876,  n?  61. 

78)  Ûber  Dienstunf&higkeit'"),  p.  7;  Beitiâge  zur  Théorie  der  DienstunfUiig* 
keiis-  nnd  Sterbensstatistik,  Berlin  1887,  p«  44/68» 

On  remarquera  que  H,  Zimmermann  conteste  aussi  la  légitimité  de  Fintro- 
duction  en  statistique  de  la  fonction  p^/. 


Digitized  by  VjOOQIC 


488  L-  ^o<»^  Borthiewiet,    I  24.   Statistique.    F.  Ottramare. 

ne  correspond  aucune  des  relations  symétriques 

J.  Ka/rup'^^)  et  W.  Kutùner'^^)  ont  réfuté  les  critiques  formulées  à  cet 
égard. 

En  se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  général  que  J,  Karup^*) 
ayait  déjà  signalé  en  passant^  W.  KUUner'^'')  a  mis  en  pleine  lumière 
le  rôle  capital  que  joue  l'analyse  infinitésimale  dans  la  solution  de 
tous  les  problèmes  de  statistique  dans  lesquels  interviennent  plusieurs 
facteurs  distincts^  comme  ceux  de  la  mortalité  ou  de  Tinyalidité. 

^Ges  divers  facteurs  ne  sont^  en  effet,  jamais  indépendants  les 
uns  des  autres  et  l'on  ne  peut  donc  raisonner  rigoureusement  en 
faisant  abstraction  de  leur  dépendance  mutuelle  qu'en  supposant  que 
la  durée  pendant  laquelle  on  envisage  les  phénomènes  et  aussi  la 
différence  des  âges  envisagés  soient  infiniment  petits.  On  parvient 
ainsi  à  des  équations  différentielles  analogues  à  celle  rencontrée  plus 
haut.* 

^Comme  en  intégrant  cette  équation  différentielle  particulière  on 
est  tout  naturellement  conduit  aux  expressions  pj  et  wj,  l'introduction 
de  ces  nouvelles  expressions  dans  les  recherches  concernant  ^invalidité 
semble  légitimée  par  la  marche  même  qu'il  convient  de  suivre  dans 
cet  ordre  de  recherches.* 

En  construisant  une  table  d'invalidité  on  peui^  avec  H.  Zimmer- 
mcmn,  prendre  comme  fonctions  fondamentales  les  fonctions 

&^%  &^^^^  et  w, 

ou  bien,  avec  G.  Béhm,  les  expressions 

ou  encore,  avec  J.  Karup  et  W.  KuUner,  les  expressions 

qj%  qj  et  <. 

Les  considérations  précédentes  permettent  ensuite  de  calculer,  soit 
exactement,  soit  approximativement,  les  valeurs  des  autres  fonctions 
au  moyen  des  valeurs  de  ces  fonctions  fondamentales. 

74)  Rundschau  dei  Versichenmgen  26  (1876),  p.  21/9,  141/6,487/61;  27  (1877), 
p.  17/26;  28  (1878),  p.  219/88. 

^Yoir  aussi  «T.  Karup,  Die  Fiuanzlage  der  Gothaischen  Staatsdienei-Wittwen- 
8ociet&t  am  81  December  1890,  Dresde  1898,  p.  42/7  (Note  de  G,  JEnestr&my 

76)  Z.  Math.  Phys.  26  (1880),  p.  11/24;  81  (1886),  p.  246/61. 

76)  ^Bundschau  der  Yenicherungen  26  (1876),  p.  22/8  (Note  de  G.  JEn^strSm)* 

77)  Voir  aussi,  à  cet  égard,  M.  Kanner*'), 
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Pour  obtenir  pratiquement  les  expressions  fondamentales 

on  envisage  nn  groupe  de  yalides  dn  même  âge  et  on  le  suit  pendant 
un  interralle  d'âge  donné.  Si;  dans  ce  groupe  comprenant  P^f^^  têtes 
du  même  âge  x^  on  a  relevé  pour  une  différence  d'âge  d'un  an  (c'est- 
à-dire  avant  qu'elles  aient  atteint  l'âge  a;  +  1)  M^^^{x)  décès  de  per- 
sonnes restées  valides  jusqu'à  leur  mort  et  Jx{^)  c&s  d'invalidité^  on 
en  déduit  que  l'on  a 

où  0^  et  6j^  sont  des  nombres  compris  entre  0  et  1  que  l'on  prend 
généralement  dans  la  pratique  égaux  tous  deux  à  \, 

De  même  si,  dans  le  groupe  envisagé  comprenant  P,^')  tètes  entre 
des  limites  d'âge  x^  et  x^y  on  a  relevé  en  un  an  M^^^(x)  décès  de 
personnes  restées  valides  jusqu'à  leur  mort  et  J^ipo)  cas  d'invalidité, 
on  en  déduit  que  l'on  a  approximativement 

OÙ  0,  et  0^'  sont  des  nombres  compris  entre  0  et  1  que  l'on  prend 
généralement  dans  la  pratique  tous  deux  égaux  à  \,  Dans  ces  formules 
x  correspond  à  la  moyenne  arithmétique 

2 
des  deux  limites  d'âge  en  question  ^^. 


78)  Cf.  G.Behm,  Nacbtrag  pro  1878  znr  Statistik*^,  Berlin  1879,  p.  9/11; 
JET.  Zimmermann^  Ûber  Dienatimffthigkeit*'),  p.  21/^. 
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Ces  deux  façons  d'évaluer  les  quatre  fonctions  g.^*»*^,  qj,  to^,  wj 
sont  entièrement  analogues  aux  deux  premières  façons  d'évaluer  q^ 
[n^  10]  dans  l'évaluation  des  tables  de  mortalité.  '  Si  l'on  voulait  j 
joindre  une  troisième  méthode  analogue  à  l'évaluation  de  9^  au  moyea 
de  c  et  à  'celle  de  c  comme  quotient  de  M^  par  Q  [n®  10],  il  faudrait 
commencer  par  introduire,  outre  le  coefficient  de  mortalité  pour  valides 
défini  comme  une  moyenne  de  valeurs  de  la  fonction 

*«  +  # 

quand  a  varie  dans  un  intervalle  donné,  un  coefficient  d'invalidité 
défini  comme  une  moyenne  de  valeurs  de  la  fonction 

quand  z  varie  dans  le  même  intervalle.  Or  pour  évaluer  numérique- 
ment ces  deux  coefficients  de  mortalité  et  d'invalidité  il  faudrait  d'une 
part  disposer  d'im  ensemble  d'observations  statistiques  d'invalidité 
concernant  Jf^^)  et  J  du  même  genre  que  les  observations  statistiques 
de  mortalité  désignées  par  M^  au  n^  10,  et  d'autre  part  il  faudrait 
pouvoir  déterminer  la  durée  de  la  période  vécue  par  les  valides 
pendant  la  période  de  temps  correspondante.  On  pourrait  alors,  de 
diflférentes  façons,  déduire  des  valeurs  de  ces  deux  coefficients  (de 
mortalité  pour  valides  et  d'invalidité)  les  valeurs  des  diverses  proba- 
bilités de  mortalité  des  valides  ou  d'invalidité  qui  figurent  dans  les 
tables  d'invaUdité^»). 

79)  On  trouvera  dans  B.  F.  MaMev^  [Teozia  i  praktika  penaionnych  kass 
(Théorie  et  pratique  des  caisses  de  pensions)  4,  S*  Pétersbourg  1890,  p.  ii4/61S 
(chap.  8)]  une  bibliographie  détaillée  et  une  description  complète  des  dirers 
procédés  dont  on  a  fait  usage  jusqu*ici  pour  construire  les  tables  d'invalidité. 

Voir  aussi  A.  Loewy  [article  ^Invalidenversicherung''  dans  A.  Memes^  Yer- 
ncherungs-Lexikon,  Tubingue  1909,  p.  600/18]  où  Ton  trouyera  mentionnés  les 
travaux  les  plus  récents  parmi  lesquels  ceux  de  G,  SèhSrHin,  de  H,  Amtmanm 
et  de  E.  Pfalfenherger  sont  les  plus  importants. 
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1 25.  TECHNIQUE  DE  L'ASSURAlirCE  SUR  LA  VIE. 

ExpoB^  d'après  l'artiolb  allemand  de  O.  BOHIilCAKK  (bbblin), 
PAS  H.  POTXBIN  DU  MOTSL  (paris). 


Introduetloiu    Les  rnssnmices  en  génériL 

1.  ^ombres  de  fréqnenoe.  Le  déyeloppement  des  connaissances 
techniques  nécessaires  au  fonctionnement  des  compagnies  d'assurances 
comprend^  au  moins  théoriquement,  trois  phases  distinctes: 

On  se  fixe  d'abord,  d'après  des  observations  antérieures,  des  nombres 
de  fréquence  ou,  comme  on  dit  souvent,  une  loi^)  de  fréquence  des 
risques  à  assurer:  c'est  la  phase  statistique. 

On  admet  que  cette  loi  de  fréquence  se  maintiendra  la  même 
dans  l'avenir,  et  on  part  de  là  pour  établir  les  bases  de  l'exploitation, 
en  tenant  compte,  en  outre,  des  frais  qu'elle  entraînera:  c'est  la  période 
de  mise  en  œuvre  pratique'). 

De  nouvelles  observations  viennent  bientôt  mettre  en  évidence 
que  les  nombres  de  fréquence  ne  coïncident  pas  exactement  avec 
ceux  que  l'on  avait  fixés  tout  d'abord.  Si  les  écarts  constatés  ont 
un  caractère  d'erreurs  acddeniétlesy  on  convient  de  dire  que  la  loi  de 
fréquence  n'a  pas  changé]  en  d'autres  termes  on  admet  que  les  nouvelles 
observations  n'ont  fait  que  confirmer  les  hypothèses  faites  au  début 

1)  ^n  n*7  a  ancun  inconvénient  à  faire  ici  nsage  dn  mot  „loi*^  à  condition 
toutefois  de  bien  se  rappeler  qn*à  nne  telle  loi  ne  correspond  pas  nécessairement 
une  formule  mathématique  condensant  en  quelque  sorte  tout  le  tableau  des 
^nombres  de  fréquence*^* 

2)  4J)ans  la  pratique  la  seconde  phase  précède  souvent  la  première^  car  la 
mise  en  œuvre  pratique  est  souvent  le  seul  moyen  que  Ton  ait  à  sa  disposition 
pour  obtenir  les  statistiques  dont  on  a  besoin.  Il  en  est  surtout  ainsi  quand 
il  s*agit  de  questioos  intéressant  l'assurance  des  oljets;  on  ne  trouve  alors  en 
effet  que  peu  ou  point  de  faits  statistiques  pouvant  être  utilisés  en  vue  d^une 
étude  scientifique;  quand  de  tels  faits  sont  observés  il  est  d'ailleurs  très  rare 
qu'ils  soient  publiés.  Aussi  les  recherches  mathématiques  citées  (note  i)  au 
t^jet  des  assurances  des  objets  n'ont-elles  qu'un  caractère  bien  précaire.* 
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de  la  seconde  phase.  La  loi  de  fréquence  ne  saurait  changer  quand 
il  7  a  des  probabilités  mathématiques  correspondant  aux  divers  nombres 
de  fréquence  et  lorsque  ces  probabilités  sont  constantes  et  indépen- 
dantes les  unes  des  autres.  Mais  généralement  il  n'en  est  pas  ainsi 
ety  en  comparant  aux  nombres  de  fréquence  d'abord  adoptés  ceux  que 
fournissent  les  nouvelles  observations^  ou  constate,  outre  les  erreurs 
accidentelles,  des  divergences  ayant  un  caractère  systématique. 

Parfois  ces  divergences  systématiques  sont  telles  qu'il  faut,  sans 
tenir  aucun  compte  des  premiers  nombres  de  fréquence,  en  adopter  de 
nouveaux  conformes  aux  nouvelles  observations.  Mais  souvent  les 
divergences  systématiques  ont  un  caractère  tel  qu'il  suffit  de  modifier 
les  premiers  nombres  de  fréquence  pour  obtenir  de  nouveaux  nombres 
compatibles  avec  les  nouvelles  gbservations.  Cette  modification  des 
nombres  de  fréquence  peut  être  interprétée  «n  admettant  simplement 
une  variation  des  nombres  de  fréquence  avec  le  temps.  Quant  aux 
variations  accidentelles,  on  cherche  à  les  compenser  par  le  choix  de 
nombres  de  fréquence  moyens. 

Pour  réduire  les  divergences  systématiques,  les  compagnies  d'assu- 
rance ont  été  amenées  à  augmenter  le  nombre  des  classes  de  risques. 
Cette  augmentation  et,  en  général,  le  perfectionnement  de  la  classi- 
fication des  risques  ne  leur  sont  d'ailleurs  pas  seulement  indiquées 
par  la  théorie;  elles  constituent  aussi  un  progrès  considérable  au 
point  de  vue  pratique.  C'est  ainsi  qu'en  augmentant  le  nombre  des 
classes  de  risques  on  se  rapproche  davantage  de  l'hypothèse  des  proba- 
bilités constantes  qui  entraîne  la  constance  de  la  loi  de  fréquence. 

Dans  une  assurance  quelconque  on  n'est  pas  en  droit^  en  général, 
d'envisager  les  nombres  de  fréquence  moyens  comme  des  probabilités 
mathématiques.  Mais  dans  les  questions  concernant  spécialement  les 
„assurances  sur  la  vie^^  on  a  observé  qu'en  le  faisant  on  ne  commettait 
pas  une  bien  grande  erreur.  On  en  a  profité  pour  évaluer  a  priori 
l'influence  des  écarts  ae<^identels  sur  l'équilibre  financier  d'une  com- 
pagnie d'assurances  sur  la  vie.  Ces  recherches,  qui  font  l'objet  de 
la  théorie  du  risque  dont  il  sera  question  plus  loin,  caractérisent  une 
troisième  phase  de  caractère  plus  mathématique  que  les  deux  précédentes 
mais  qui  ne  joue  pas  un  rôle  bien  considérable  dans  la  pratique.* 

2.  ^Les  assurances  en  génëraL  Considérons  d'abord  la  théorie 
des  assurances  en  général'). 


8)  A,  Mânes  a  pnblié  un  traité,  de  caractère  non  mathématiqiie  [VerBicho- 
rangBwesen,  Leipzig  1906],  embrassant  Tensemble  des  théories  concernant  lef 
assurance».   Parmi  les  traités  plus  anciens,  nous  signalerons  ici:  A.  ChaufUm  [Les 
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Désignons  par  8  le  montant^  éyalné  à  une  époque  détonninée, 
du  sinistre  à  supporter  par  la  compagnie  d'assurances  en  cas  de  réa- 
lisation du  risque  dans  un  délai  fini.  On  admet,  par  hypothèse,  qu'il 
existe  une  probabilité 

ip(S)d8 

que  ce  montant  est  contenu  entre  S  et  S  +  dS  ou,  si  Fon  préfère,  on 
détermine  les  prévisions  de  paiement  comme  si  la  probabilité  g>(J5)dS 
existait,  ce  qui  permet  d'appliquer  les  méthodes  des  probabilités  à 
un  ensemble  de  risques  similaires  [n^  6],  c'est-à-dire  tels  que  la  fonc^ 
tion  fp(JS)  soit  supposée  la  même  pour  chacun  d'eux. 

Si  elle  était  ainsi  réalisée  la  théorie  des  assurances  en  général 
résulterait  tout  entière  de  la  connaissance  de  la  fonction  9  (/S).  A  cet 
égard,  les  différentes  sortes  d'assurances  appartiendraient  à  deux  types 
bien  distincts:  assurance  des  objets,  assurance  des  personnes.* 

3.  ^Assnranoe  des  objets.  Dans  le  premier  type,  l'indemnité  due 
en  cas  de  sinistre  n'est  pas  fixe,  mais  dépend  de  l'étendue  du  sinistre. 
L'exemple  le  plus  firappaut  rentrant  dans  ce  premier  type  est  celui 
des  assurances  contre  Vincendiej  qui  dévore  une  partie  plus  ou  moins 
importante  des  objets  assurés^). 

assurances  1,  Paris  1884  ;  2,  Paris  1886],  H,  Bramer  et  K,  Bramer  [Das  Versichemngs- 
wesen,  Leipzig  1894]  et  Texposé  historique  de  G.  Hamon  [Histoire  générale  de 
Tassurance,  Paris  (s.  d.)  [1896]].  Voir  aussi:  Anonyme  [C.  Waîford]  The  insu- 
rance  guide  and  hand  book,  Londres  1867;   C.  Waîford,  (4*  éd.)  Londres  1901. 

Parmi  les  encyclopédies,  on  peut  signaler:  C.  Walford,  The  insuxànce  cyclo- 
paedia  (dont  cinq  volumes  seulement  ont  paru  ainsi  qu*un  cahier  du  sixième 
volume  se  terminant  à  Tarticle  „hereditary"),  Londres  1871/80;  A.Mane8,  Ver- 
sicherungs-Lexikon,  Tubingue  1909. 

4)  Des  considérations  mathématiques  concernant  les  assurances  contre  Tin- 
cendie  se  rencontrent  déjà  dans  Th.  Barrais  [Mémoires  de  la  société  royale  des 
sciences  de  l'agriculture  et  des  arts  de  Lille  1834,  p.  85/282;  cf.  P.  Soulier,  Bulletin 
de  Tinstitut  des  actuaires  français  2  (1892),  p.  67].  Dans  son  mémoire:  The  theory 
of  lines  from  a  fire  underwriting  standpoint  [Actuarial  soeiety  of  America,  Trans- 
actions (New- York)  9  (1905/6),  p.  1]  W,  S,  Nichais  rend  compte  d'une  application 
de  la  théorie  des  erreurs  moyennes  que  A.  W.  Whitney  a  faite  pour  calculer  le 
plein  d'une  assurance  contre  l'incendie,  c'est-à-dire  le  maxime  de  capital  assuré 
qu'une  compagnie  peut  accepter  dans  une  assurance  déterminée  contre  l'incendie. 

Voir  aussi  A.  W.  Whitneyy  Actuarial  soeiety  of  America,  Transactions  (Kew- 
York)  10  (1908),  p.  383;  H.  Himméthéber^  Gutachten,  Denkschriften-  und  Ver- 
handlungen  des  sechsten  intemationalen  Kongresses  fur  Versicherungs-Wissen- 
schaft  (Vienne)  2  (1909),  p.  257;  Elifik  Schuurman,  id.  p.  269;  K  Harst,  id. 
p.  291;  K.  Schima,  id.  p.  327;  S.  de  Savic,  id.  p.  367;  A.  W.  Whitney,  id.  p.  395; 
W,  H.  Hore,  Remarks  on  the  apportionment  of  fire  losses,  Londres  1909;  John 
Laird  and  James  Lairdj  The  theory  and  practice  of  fire  loss  apportionments, 
Edimbourg  1909. 
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Dans  ce  cas^  comme  dans  tous  ceux  du  premier  type,  la  déter- 
mination de  la  fonction  ip(J3)  présente  de  sérienses  difficultés.  C'est 
pour  les  éviter  que,  conformément  aux  usages  des  compagnies  d'assu- 
rances, les  statistiques  sont  généralement  conduites  en  vue  de  connaître 
directement  la  valeur  probable  8q  de  S]  cette  valeur  probable  S^  dépend 
d'ailleurs  de  ip(S).  Si  l'on  désigne  par  A  la  somme  assurée,  c'est-à-dire 
le  maxime  de  l'indemnité  S  pouvant  être  due  (suivant  l'étendue  du 
sinistre  par  exemple),  la  valeur  S^  peut  être  représentée  par  l'intégrale 


8^  ^f8(p(8)d8. 


On  peut  toutefois  déterminer  8q  par  expérience  sans  connaître  9(jS); 
mais  alors  comme,  en  divisant  par  A  la  valeur  probable  8^  de  S,  on 
obtient  une  base  commode  pour  la  tarification,  il  se  trouve  que  prati- 
quement la  détermination  de  la  fonction  (p(8)  devient  inutile. 

Ce  procédé  statistique  simplifié  supprime  en  fait  une  théorie 
dont  les  indications  ne  sauraient  être  que  stériles  à  défaut  d'une 
connaissance  suffisante  de  la  fonction  q>(8).  Aussi  lés  essais  théoriques 
sur  les  assurances  à  sinistre  variable  sont-ils  peu  nombreux;  il  con- 
vient d'ailleurs  de  faire  observer  que  dans  certains  sinistres,  tels 
que  ceux  dus  à  la  grêle  ou  aux  inondations,  l'hypothèse  de  l'exis- 
tence d'une  probabilité  avec  une  loi  normale  d'écarts  est  des  plus 
contestable;  on  ne  voit  même  pas  toujours  quelle  en  est  la  signi- 
fication précise. 

4.  Assurance  des  personnes.  Dans  le  second  type  d'assurances, 
l'indemnité  au  moment  du  sinistre  peut  être  invariablement  fixée,  ou 
encore  être  fonction  de  l'époque  à  laquelle  se  produit  le  sinistre.  Dans 
ce  dernier  cas  la  loi  de  capitalisation  intervient  pour  le  temps  qui 
s'écoule  de  l'époque  d'évaluation  à  celle  du  paiement. 

Précisons,  en  admettant  selon  la  pratique  courante  la  capitali- 
sation à  intérêts  composés  à  un  taux  i  (intérêt  annuel  de  1  franc), 
et  en  plaçant  l'origine  du  temps  à  l'époque  d'évaluatio^n.  Si  le  sinistre 
se  produit  au  temps  t,  la  valeur  de  l'indemnité  à  l'origine  du  temps  est 


par  franc  d'indenmité  à  payer,  en  sorte  que,  si  l'indemnité  est  une 
fonction  de  t  et  qu'on  désigne  cette  fonction  par 

la  valeur  de  l'indemnité  à  l'époque  d'évaluation  est  f(t). 
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Les  assoranceB  sur  la  vie  forment^  par  le  degré  de  perfection 
lelatiTe  auquel  elles  sont  arrÎTées^  la  classe  principale  de  ce  type; 
mais  il  fiiut  y  rattacher  les  assurances  d'inyalidité^)^  de  maladie*)^  d'acci- 


6)  A.  Wiegand,  Die  Sterbliohkeits-,  Inyalidit&ts-  und  Knuikheits-yerii&ltiiiMe 
bei  EiBenbahn-Beamten  in  den  Jàlmn  1868  und  1869  [Jounal  des  Ck>l]eginxnf  f&r 
LebensTeiBichenmgswiBsenschaft  (Berlin)  2  (1871),  p.  67];  (7.  Bihm,  Siatistik  der 
Mortalilftts-,  XnvaUditftts-  nnd  Morbidit&tBverh&linisse,  Berlia  1876/86;  H,  Zimmer- 
numn,  Ûbei  Dienstonf&higkeiis-  und  SterbeverbSltnigse,  Berlin  1886/9;  A.  Mimer, 
BeitAge  zur  Théorie  der  DienstonflLbigkeits-  und  Sterbensstatistîk,  Berlin  1890/1  ; 
0. Dietrichkeit,  Fnndamentalzahlen,  Elberfeld  1894  m%). 

Sammlung  s&mtlicher  Dmcksacben  des  Beicbstags,  7**  Legislatnrperiode, 
IV  Session  1888/9,  (Berlin  1889),  "n»  141,  Beilage  1,  p.  29S;  id.  n«  230,  p.  1,  1486; 
10**  Legislatorpeiiode,  I  Session  1898/9,  Anlageband  I,  n""  98,  p.  1.  Voir  aussi 
L.  von  Bordàewieg  [Z.  ftir  YersicherangB-Recht  und  Wissenschaft  (Strasbourg)  5 
(1899),  p.  668],  J.  Zoan  [Anleitung  zur  Bexechnung  der  einmaligen  und  termin- 
licben  Prftmien,  Vienne  1888],  Ph,  FaJkowicz  [Der  Pensionsfond ,  Prague  1892], 
B.  F.  MaleievskH,  TeorYa  i  praktika  pensionnych  kass  [Théorie  et  pratique  des 
caisses  de  pension]  2,  S^  Pétersbourg  1880;  S,  8*  Pétersbourg  1889;  4,  8*  Péters- 
bourg  1890. 

H.  Meyer,  Beitrftge  zur  Pensionsversicherung,  léna  1908;  H,  Amtnumn  et 
E.  Pfaffenherger,  Zur  Mathematik  der  Pensionsversioherung,  léna  1907  ;  G.  SchârUin^ 
Zur  mathematischen  Théorie  der  InvalidiUltsverBicherung,  Berne  1907;  Ch,  Lem- 
haurg,  Gutachten,  Denksohriften  und  Verhandlungen  des  sechsten  intemationalen 
Eongresses  fûr  Versichenings -Wissenschaft  (Vienne)  1  I  (1909),  p.  463;  L.  wm 
Borikiewict^  id.  p.  473  ;  J,  L,  Kok,  id.  p.  607  ;  B.  Schromm,  id.  p.  639  ;  A  Loewy, 
Inyalidenversicherung,  dans  A.  Manea^  Verdicherungs-Lezikon  *),  p.  600.  On  trouye, 
dans  ce  dernier  article,  de  nombreux  renseignements  bibliographiques.  Cf.  1 24, 12. 

Au  siget  de  Vassuranee  des  employés  cTentreprises  privées  [Privatangestellten- 
Torsicherung]  Toir: 

V)  la  loi  en  yigaeur  en  Autriche:  Beriehte  des  sozialpolitischen  Ausschusses 
ûber  die  Regierongsvorlage  betreffend  die  Pensionsveridcherung  der  in  privater 
und  einiger  in  6ffentlichen  Diensten  Angestellten  [Beilagen  zu  den  stenographischen 
ProtokoUen  des  Abgeordnetenhauses  n*"  874,  session  XVII,  Vienne  1906]; 

2*^)  les  travaux  concernant  un  projet  de  loi  pour  T Allemagne:  a)  Denkschrift 
betreffend  die  Ton  den  Organisationen  der  Privatangestellten  zum  Oktober  1903 
angestellten  Erhebungen  ûber  ihre  wirtschaftliche  Lage  in  Berechnung  der  Eosten 
einer  Pensions-  und  Hinterbliebenen-Ffirsorge  dieser  Berufskreise,  Sammlung  s&mt- 
licher Dmcksacben  des  Reichstags,  12^  Legislatnrperiode,  I  Session  1907/B,  Berlin 
1907,  n^'  226,  p.  1  ;  b)  Denkschrift  betreffend  die  Pensions-  und  Hinterbliebenen- 
Versicherung  der  Priyatangestellten,  Sammlung  s&mtlicher  Drucksachen  des  Reichs- 
tags, 12^  Legislatnrperiode,  I  Session  1907/9,  Berlin  1908,  n°  986,  p.  1. 

6)  K,  Heym,  Die  Eranken-  und  Inyalidenversicherung,  Leipzig  1863;  Anzahl 
und  Dauer  der  Krankheiten,  Leipzig  1878  (complété  en  1884);  C.  Moser,  Denk- 
schrift ûber  die  H()he  der  finanziellen  Belastung,  welche  den  nach  dem  Ent- 
-wurfe  in  einem  Bundesgesetze  betreffend  die  Erankenversicherung  einznrichtenden 
Krankenkassen  voraussichtlich  erwachsen  wird,  Berne  1893;  (2*  éd.)  Berne  1896; 
W.  SuUon,  Sickness  and  mortality  expérience  made  bj  friendly  societies.  Spécial 
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dents  aux  personnes^,  pour  lesquelles  les  statistiques^  quoique  souyent 
très  imparfaites,  sont  néanmoins  en  Toie  de  se  constituer  dans  le  sens 
indiqué  par  les  besoins  de  la  technique. 

Dans  ce  qui  suit  nous  ne  nous  occuperons  que  des  assurances 
sur  la  yie.  Pour  plus  de  netteté  nous  distribuerons  ce  qui  concerne 
ces  assurances  en  quatre  chapitres  dans  lesquels  nous  étudierouB 
successivement  : 

I.  Les  probabilités  concernant  la  vie  humaine  (en  particulier  la 
statistique  et  ses  applications  à  la  mortalité). 

II.  L'étude  du  fonds  net^  qui  comprend  le  calcul  des  primes 
pures  [ou  primes  nettes^']  et  celui  des  réserves  mathématiques  [ou 
réserves  nettes^)]. 

in.  L'étude  du  fonds  hrut^)  qui  comprend  la  détermination  des 
primes  chargées  [ou  primes  'brutes^\  celle  des  réserves  basées  sur  les 
primes  chargées,  la  distribution  des  frais  de  gestion  et  celle  des 
bénéfices. 

IV.  La  théorie  du  risque  qui  comprend  l'étude  des  fluctuations 
accidentelles  de  la  mortalité. 

Probabilités  concernant  la  mortalité. 

6.  Hypothèses  dn  oalooL  Les  calculs  effectués  par  les  compagnies 
d'assurance  sur  la  vie  se  fondent  sur  des  hypothèses  dont  les  unes 
sont  empruntées  à  la  théorie  générale  du  calcul  des  probabilités^  tandis 
que  les  autres  ne  concernent  que  les  probabilités  de  décès. 

Les  définitions  et  postulats  de  la  théorie  générale  des  probabilités 
dont  on  fait  usage  sont  les  suivants: 


report  on  1866/80  period,  Londres  1896;  W.  A.  Bowser,  Friendly  societies* 
yalnation  and  other  tables,  Londres  1896;  A.Lœwy,  article:  Krankenversicherang, 
dans  A,  Manes^  Versichemngs-Lezikon  ^,  p  718.  On  tronve  dans  ce  dernier  article 
de  nombreux  renseignements  bibliographiques. 

Consulter  anssi  les  mémoires  et  ouvrages  mentionnés  dans  la  note  5. 

7)  G,  Zeuner  [Abhandlungen  ans  der  mathematischen  Statistik,  UI.  Unfall- 
yersicherung,  Leipzig  1869,  p.  169/220]  et  le  mémoire  de  G.  Behm,  Anlage  znr 
BegrÛndung  eines  Gesetzentwurfes  betreffend  die  UnfallTersicherung  der  Ârbeiter, 
Denkschrift  betreffend  die  Gtefahrenklassen,  Stenographische  Berichte  flber  die  Yer- 
bandlungen  des  Keichstages  6^  Legislaturperiode,  Il  Session  (1882/S),  5,  Berlin  188S, 
Anlagen  n°  19,  p.  214. 

Consulter  aussi  les  mémoires  et  ouvrages  mentionnés  dans  les  notes  6  et  6. 

8)  Les  locations  „fonds  nef  et  ^fonds  brut**  sont  les  traductions  littérales 
des  locutions  allemandes  „Nettofonds'*  et  „Bruttofonds*'  qui  sont  elles-mêmes 
dérivées  de  „Nettopr&mie*'  et  „Bruttoprilmie**.  En  France  on  dit  généralement 
prime  pure  au  lieu  de  „prime  nette"  et  prime  chargée  au  lieu  de  ,j>rime  brutal. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Définition  I.  La  probabilité  mathématique  qu'on  événement  E 
amye  est  un  nombre  positif  jp  que  Ton  fait  correspondre  à  E. 

Postulat  L  Quand  la  probabilité  que  TéTénement  E  arrive  est  une 
certitude,  on  a  j9  »  1. 

Poshdat  II.  Soient  p^  la  probabilité  que  rérénement  E^  arrive, 
p^  la  probabilité  que  Tévénement  E^  arrive,  p  la  probabilité  que  soit 
El  soit  E^  arrive.     Quand  les  événements  E^  et  E^  s'excluent,  on  a 

Quand  l'événement  E  ne  peut  arriver,  on  déduit  du  postulat  II 
que  sa  probabilité  est  nuUe;  on  a  alors  p  =^0. 

Postulai  UL  Soient  p^  la  probabilité  que  l'événement  E^  arrive, 
et  2>  la  probabilité  que  les  événements  E^  et  E^  arrivent  l'un  et  l'autre. 
La  fraction 

^*       Pi 

qui  est  plus  petite  que  1,  représente  alors  aussi  une  prolTabilité; 
c'est  la  probabilité  que  l'événement  E^^  arrive,  quand  on  sait  que 
l'événement  JEj  arrive. 

Définition  II.     Soient  respectivement 

Pi}  Pïf    '"7  Pn 

les  probabilités  que  les  événements 
arrivent, 

les  probabilités  que  les  événements  contraires 

non--Ei,     non-^Eg,     . . .,    non-E^ 
arrivent. 

On  dit  que  les  n  événements  E^,  E^,  . .  .^  E^  sont  indépendants 
les  uns  dès  autres^  et  aussi  que  les  probabilités  Pu  p^f  -  -  -,  Pn  4^^  ^^ 
événements  arrivent  sont  indépendantes  les  unes  des  oidreSy  quand  d'une 
part  la  probabilité  p  que  E^,  E^,  . . .,  E^  arrivent  à  la  fois  est  égale 
au  produit 

(1)  P-PiPi'-Pn 

et  que  d'autre  part  sont  vérifiées  les  2"  —  1  équations  déduites  de 
(1)  en  remplaçant  de  toutes  les  manières  possibles  un  nombre  quel- 
conque des  événements  envisagés  par  les  événements  contraires,  les 
probabilités  p^  par  les  probabilités  q^  et  p  par  la  probabilité  que  les 
événements  conservés  et  les  événements  contraires  arrivent  à  la  fois. 

Enojolop.  des  toleno.  inathAmat.    14.  82 
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Les  postulats,  concernant  spécialement  la  mortalité  qne  ron  ad- 
joint aux  postulats  de  caractère  général  sont  les  suiyants: 

Posiviai  Vf.  Enyisageons  une  collectivité  J"  d'individus.  Soit 
{x)  un  de  ces  individus  âgé  de  x  ans.  Il  y  a  alors  une  probabilité, 
au  sens  des  définitions  et  postulats  précédents,  pour  que  cet  individu 
atteigne  Tâge 

X  +  m. 

Cette  probabilité  dépend  de  o;  et  de  rc  +  m;  nous  la  désignerons  par 

p{x^  X  +  m). 

En  général  elle  dépendra  encore  d'autres  paramètres. 

Postulai  y.  Pour  un  certain  âge  déterminé  id,  on  a,  quel  que 
soit  l'individu  (x)  de  la  collectivité  J"  que  l'on  envisage, 

p(x,  œ)  =  0. 

L'âge  œ  s'appelle  Yâge  limite.  Quelquefois,  par  exemple  lorsqu'on 
appliqpe  la  loi  de  Makebam  \p?  18],  il  convient  de  choisir  ai  »  +  oo. 

Postulat  YI.  Les  probabilités  de  survie  de  deux  quelconques  des 
individus  sont  indépendantes  Pune  de  l'autre. 

Il  en  résulte  le  théorème  que  voici  ^): 

Soit,  dans  la  collectivité  F  formée  de  n  individus  (a^^),  (it,), . . .,  (a;,) 

pip^u  Vu  ^2f  y»;  •  •  •;  ^n>  yJ 

la  probabilité  que  ces  n  individus  vivent  tous  aux  âges  y^  jfs^ ...,  y.. 
Supposons  que  cette  probabilité  ne  soit  fonction  que  des  2ft  âges 

^19  Vi]  ^27  y»?  •  •  -5  ^»>  y«- 

Sous  cette  hypothèse,  les  probabilités  de  décès  et  de  survie  d'un  nombre 
gudconque  d'individus  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  (dans  le 
sens  de  la  définition  II). 

Le  postulat  VI,  parfois  contestable  mais  toujours  admis  dans  la 
pratique,  permet  d'appliquer  la  règle  de  la  probabilité  composée  dans 
les  questions  qui  se  rapportent  à  l'existence  simultanée  de  plusieurs 
personnes.  La  probabilité  que  plusieurs  têtes  (a),  (6),  . . .  vivront  dans 
m  anuées  est  ainsi  égale  au  produit 

p(a,  a  +  m)  p{b,  6  +  m)  . . . 

Les  hypothèses  précédentes  forment  un  système  complet^^)  et  qui 


9)  G.  BoMmann,  Die  Qnmdbegriffe  der  WahrscheinlichkeitsrechniiDg  in 
ihrer  Anwendnng  auf  die  Lebensversicherung  [Atti  del  quarto  cougresao  inter- 
nazionale  dei  matematici  in  Borna  1908,  vol.  8,  Rome  1909,  p.  278] 

10)  G.  Bohîtnann^  Atti  del  quarto  congreBSo")  8,  p.  244.  On  peni  hm 
remonter  à  H,  Poincaré  [Galcnl  des  probabilités,  leçons  professées  en  18U4,  rédigées 
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ne  semble  contenir  aucune  définition  on  ancnn  postulât  superflu'^):  tons 
les  calculs  concernant  les  assurances  sur  la  vie  se  déduisent^  en  effet^ 
de  ces  hypothèses^  et  inTersement  ces  hypothèses  résultent  de  Tensemble 
de  ces  calculs. 

6.  Application  des  hypotlièsee  dn  oalonl  à  rezpérienoe.  Pour 
pouToir  appliquer  dans  la  pratique  les  hypothèses  du  n^  5,  il  est  néces- 
saire d'adjoindre  à  ces  hypothèses  de  nouveaux  postulats  permettant 
de  comparer  les  faits  observa  aux  déductions  de  ces  hypothèses  four- 
nies par  le  calcul  C'est  dans  ce  but  que  l'on  a  introduit  la  notion 
des  risques  similaires.     En  voici  la  définition: 

Définition  III.  On  dit  qu'un  ensemble  J"  est  soumis  à  des  risques 
simUaireSf  ou  encore  qu'il  est  formé  de  risques  similaires,  si  toutes 
les  fois  que  a  =  &et9fi»-nona  aussi 

j>(a,  a  +  m)  ^p(b,  h  +  n). 

Il  va  sans  dire  qu'un  tel  ensemble  n'existe  pas  en  réalité.  Mais 
sans  la  fiction  des  risques  similaires  on  ne  saurait  jamais  attribuer 
la  même  probabilité  de  décès  à  un  grand  nombre  de  personnes.  Il 
serait  donc  impossible  de  mesurer  la  mortalité  à  l'aide  du  calcul  des 
probabilités  ou  d'appliquer  à  une  compagnie  donnée  les  formules 
ordinaires  de  l'assurance  sur  la  vie. 

D'autre  part,  les  observations  ont  permis  de  reconnaître  qu'il  y 
a  effectivement  certains  risques  qui,  au  moins  approximativement, 
peuvent  être  envisagés  comme  similaires. 

n  convient  toutefois  d'insister  sur  ce  que  les  expériences  suc- 
cessives que  Ton  a  faites  ont  amené  les  assureurs  à  restreindre  de 
plus  en  plus  chaque  ensemble  F  soumis  à  des  risques  similaires. 
Lorsqu'on  supposait  que  la  mortalité  ne  dépendait  que  de  l'âge,  on 
pouvait  prendre  pour  J"  un  ensemble  tout  à  fait  arbitraire;  mais  dès 
qu'on  eût  reconnu  que  la  mortalité  dépendait  encore  de  bien  d'autres 

par  A.  Çuiquet,  Paris  1896,  p.  12  et  suiv.]  Tidée  de  constitner  an  tel  système. 
Mais  déjà  G.  Boole  [An  investigation  of  the  laws  of  thongt,  Londres  1854]  avait 
donné  u^e  analyse  logique  des  règles  qni  président  au  calcul  des  probabilités 
[cf.  P.  Medolaghi,  BoUeiino  dell'  associazione  degli  attuari  italiani  (Milan)  18 
(1907),  p.  3];  toutefois  G.  Boole  n'était  pas  arrivé  à  se  débarrasser  du  schéma 
des  cas  favorables  et  des  cas  possibles,  quoique  ce  schéma  n'ait  rien  à  voir 
avec  les  questions  de  statistique. 

11)  U,  Broggi  [Rend.  Cire.  mat.  Palermo  28  (1909),  p.  246]  dit,  au  contraire, 
que  le  postulat  III  est  une  conséquence  du  postulat  II.  Mais  la  démonstration 
de  U.  Broggi  implique  tacitement  un  autre  postulat,  à  savoir  que  la  probabilité  p^' 
de  notre  postulat  III  ne  dépende  que  des  quantités  Pi  et  p  du  même  postulat, 
quelle  que  soit  la  nature  des  événements  envisagés.  Or  cette  condition  est  loin 
d*ôtre  toigours  remplie. 

82* 
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éléments  (dont  il  sera  question  plus  loin),  les  ensembles  F  que  l'on 
a  enyisagés  ont  dû  être  spécialisés.  D'année  en  année  ils  le  sont 
davantage  en  sorte  que  la  notion  de  risques  similaires  se  présente 
toujours  comme  ayant  un  caractère  quelque  peu  proyisoire. 

Considérons  maintenant  un  groupe  F  de  risques  similaires,  et  en- 
visageons pour  chacune  des  têtes  (a^)  soumise  à  ces  risques  l'époque  i^ 
de  son  décès;  on  peut  déterminer  la  valeur  probable^  f^  d'une  fonction 
quelconque  observable  /*  de  ^,  ^,  . . .,  i^y  ainsi  que  l'erreur  moyenne 
3)l(/}  de  cette  fonction  /'(^,  *,,  . . .,  t^  sur  sa  valeur  probable  f^. 

Une  fois  f^^  déterminé,  on  applique  les  deux  postulats  suivants^'): 

PoshUai  VIL  Une  première  approximation  de  la  fonction  ob- 
servable f  est  celle  qu'on  obtient  en  l'identifiant  avec  sa  valeur  pro- 
bable /Jj. 

PashUaiYUL  On  obtient  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise 
en  admettant  que  la  différence  f—f^  ne  dépasse  pas  en  valeur  absolue 
un  certain  multiple  v  de  l'erreur  moyenne  2Sl(f). 

Cette  limite  supérieure  n'est  pas  fixée  avec  une  certitude  absolue 
car  le  facteur  v  peut  être  arbitrairement  choisi.  Soit  4>(i/)  la  proba- 
bilité que  If  — fol  ne  dépasse  pas  vSW(/*).  Il  résulte  alors  d'un  théo- 
rème de  P.  L.  Ôébysëv^^)  que  9 (y)  est  certainement  supérieure  à 

(2)  1-^- 

Si  la  loi  des  erreurs  de  C.  F.  Gat4S8^^)  est  admise,  la  probabilité  0(ff) 


12)  Cette  valeur  probable  /,  n'est  autre  que  Veapérance  mathétuttique  définie 
I  20,  le. 

18)  G,  BMmann,  dans  JP.  Klein  et  E.  Biecke,  ûber  angewandte  Mathematik 
ond  Physik,  Leipzig  et  Berlin  1900,  p.  12i/5.  An  lien  de  s'appnyer  snr  la  ^enr 
probable  de  la  fonction  f  comme  on  Ta  fait  dans  le  postulat  VU,  on  pourrait 
aussi  chercher  à  obtenir  une  première  approximation  de  /*  en  envisageant  la 
valeur  2a  pluê  prenable  de  cette  fonction,  n  faudrait  alors,  comme  Ta  £ut  par 
exemple  W,  Lazanis  [Journal  des  CoUeginms  fOr  Lebenayersicliemngswisieii- 
gchaft  (Berlin)  1  (1870),  p.  78],  s'appuyer  sur  la  règle  de  Bayes  [I  20,  15]. 

Comme  la  notion  de  la  valeur  la  pins  probable  d'une  fonction  est  bien 
plus  usuelle  que  celle  de  la  valeur  probable  de  cette  fonction,  on  est  tout  d^abord 
tenté  de  l'appliquer;  mais,  quand  on  le  fait  sans  envisager  la  valeur  probable  /^, 
la  théorie  perd  à  la  fois  toute  sa  simpUoité  et  toute  sa  rigueur. 

14)  Le  théorème  de  P.  X.  Cébyëëv  [J.  math,  pures  appl.  (2)  12  (1867),  p.  183 
(lignes  1/6)]  est  plus  général.  Ce  même  théorème  a  été  retrouvé  sous  une  forme 
plus  simple  par  P.  Pizeetti  [Atti  délia  regia  Università  di  Genova,  Quarto  cen- 
tenario  Colombiano,  Gènes  1892,  p.  18i].  Cf.  E.  Ciuber,  Die  Entwickelung  der 
Wahrscheinlichkeitetheorie  und  ihzei  Anwendungen  [Jahiesb.  dentsch.  MatiL-Ver. 
7'  (1898),  éd.  Leipsdg  1899,  p.  164]. 

16)  La  loi  des  erreurs,  dite  loi  de  Ghrass,  est  due,  en  réalité,  à  P.  S,  Lapkiee 
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s'exprime  an  moyen  de  l'expression 

X 

elle  est  égale  à 

0 

En  choisissant  t^  »  3^  par  exemple^  il  résnlte  du  théorème  de 
P.  L.  Ôebffsev  qne  la  probabilité  0(v)  est  supérieure  à  f ,  et  quand 
on  admet  la  loi  de  Gauss  on  trouye  que  cette  probabilité  est  égale  à 

K^)-0,9973 

H.  Laurent^^  désigne  le  facteur  v  sous  le  nom  de  coefficient  de  sécwnté 
contre  les  oscillations  accidentelles  de  la  mortalité. 

7.  OonolTiaions.  Des  hypothèses  du  n°  6  on  déduit  le  théorème 
suivant: 

A  un  groupe  de  risques  similaires  correspond  une  fonction  I(rr) 
d'une  yariable  x^  telle  que  l'on  ait  [en  conyenant  de  représenter^  pour 
toute  yaleur  a  de  x^  par  I^  la  valeur  de  la  fonction  l{x)  pour  x^à\ 

quels  que  soient  a  et  m.  L'ensemble  des  valeurs  numériques  I,  qu'on 
a  déduites  de  l'observation  d'un  ensemble  déterminé  constitue  ce  qu'on 
appelle  souvent  \sk  loi  de  mortalUé  correspondant  à  cet  ensemble. 

La  fonction  \{x)  n'est  déterminée  qu'à  un  facteur  constant  près;  elle 
n'est  jamais  croissante  avec  Xy  ni  négative. 

Si  l'on  considère  un  groupe  de  I^  individus  d'âge  a  appartenant 
à  l'ensemble,  la  valeur  probable  du  nombre  des  survivants  de  ce 
groupe  à  l'âge  a  +  m  est 

ïal>(«7«  +  »>)     ou     I^+„. 
Aussi  dit-on  que  ï^  représente  le  nombre  des  vivants^'^)  à  l'âge  x. 

Relativement  à  une  tète  (a)  d'âge  a,  on  a  souvent  à  considérer 
la  probabilité   de  vivre  à  l'âge  a+1   et  la  probabilité  contraire  de 

[Théorie  analytique  des  probabilités,  (1'*  éd.)  Paris  1812,  p.  S76  et  sniv.;  Œuvres  7, 
Paris  1886,  p.  dli  et  sniv.].  Cf.  E,  Czubtr^*),  Jahresb.  deutsch.  Matk-Yer.  7* 
(1898),  p.  74. 

16)  J.  des  actcuôies  français  2  (1873),  p.  162. 

17)  Grénéralement  on  effectue  snr  les  fonctions  I^  tontes  les  opérations 
comme  si  l'on  avait  affaire  à  des  nombres  de  survivants  de  générations  réelles, 

s'inqniéter  d'ailleurs  de  la  légitimité  de  cette  façon  de  procéder. 
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motim  dans  rannée*,  la  première  est  égale  à 


la  seconde  est  égale  à 


Ka,a  +  l)--îî^, 


qa r 


on  la  désigne  souvent  sous  le  nom  de  taua  de  mortalité  à  l'âge  a. 

8.  Formules  oontinnes^^.  On  peut  considérer  \(x)  comme  une 
fonction  continue  de  Xj  susceptible  d'être  donnée  sous  forme  analytique. 
La  probabilité  pour  un  individu  {x)  d'âge  x  de  mourir  entre  l'âge 
X  -{-t  ei  l'âge  X  -^  t  '{'  ^t  devient  infiniment  petite  avec  A^  en  sorte 
qu'on  peut  envisager  la  limite 

c'est-à-dire  la  dérivée  i\x  +  ^)  de  la  fonction  i{x  +  t)  prise  par  rapport 
à  f;  en  posant 

la  probabilité  pour  que  l'individu  {x)  d'âge  x  meure  à  l'âge  x  -^-t. 


C'est  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue  que  JT.  Wagner  [Das  Problem  vom 
Risiko  in  der  Lebensversichenmg,  léna  1898,  p.  154]  peut  dire  que  ,4e  calcul  des 
probabilités  et  les  questions  d'assurance  n^ont  en  réalité  rien  de  commun.** 

n  convient  toutefois  de  remarquer  qu'historiquement  la  théorie  des  assurances 
a  au  contraire  procédé  du  calcul  des  probabilités.  Ainsi  le  plus  ancien  traité  sur 
les  assurances  [A.  de  Moivre,  Treatise  of  annuities  on  lives,  Londres  1725]  est 
entièrement  basé  sur  le  calcul  des  probabilités.  Le  traité  de  A.  de  Moivre  a 
été  traduit  en  allemand  par  E.  Ceuber^  A.  de  Moiyre's  Abhandlung  ûber  Leîb- 
renten,  Vienne  1906. 

Déjà  dans  les  tables  de  mortalité  de  E.  ffàUey  [Philos.  Trans.  London  17 
(1693),  éd.  1694,  p.  596,  654]  la  mortalité  est  représentée  à  Taide  de  la  table  du 
nombre  l^  des  vivants  à  Tâge  x  [cf.  1 24,  8]. 

18)  Le  taux  instantané  de  mortalité  a  été  introduit  par  B.  ChmperU^'). 
L'introduction  systématique  des  variables  continues  dans  Tétude  de  la  théorie 
des  assurances  sur  la  vie  est  due  à  W.  S.  B.  Wooïhotise.  C'est  en  faisant  usage 
de  variables  continues  qu'il  a  pu  étendre  en  partie  aux  assurances  sur  un  nombre 
quelconque  de  tètes  les  formules  établies  pour  les  assurances  sur  une  seule  tète. 
Dans  le  texte  de  cet  article  on  ne  s'est  attaché  qu'à  quelques  unes  des  analogies 
que  présentent  ainsi  les  assurances  sur  une  tête  et  les  assurances  sur  plusieurs 
têtes;  le  lecteur  désireux  d'avoir  plus  de  détails  sur  cette  analogie  peut  con- 
sulter W,  8.  B.  WooJhùuse^  The  assurance  magazine  and  journal  of  the  Institute 
of  actuaries  London  11  (1864),  p.  822.  Ces  analogies  ont  été  ensuite  exposées 
d'une  façon  systématique  par  H.  Poterin  du  Motel,  Théorie  des  assurances  sur 
la  vie,  Paris  1899,  p.  174  et  suiv. 
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dans  le  temps  dt,  est  donc 


^x  +  *W 


Ul 


1. 

La  valeur  (i^  de  la  fonction  ii{x)  est  le  taux  instantané  de  mortalité 
à  Tige  X.  La  fonction  (i(x)  peut  servir  à  définir  la  loi  de  mortalité^ 
car  t(x)  est  déterminée  à  un  facteur  constant  près  [I  24,  8]  par  la 
formule 

Si  Ton  considère  un  groupe  F  de  plusieurs  tâtes  d'âges  x^,  x^, . . .,  x^, 
la  probabilité  que  le  premier  décès  dans  le  groupe  se  produira  au  bout 
du  temps  t  est 

isn  i-n 


im±^;^(^^.,dt, 


<=1     *<    <«1 

le  produit  comme  la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  têtes  du  groupe. 
Le  taux  instantané  de  mortalité  du  groupe  est 

et  le  nombre  des  groupes  vivants  est  égal  à 

nu, 

OÙ  chacun  des  facteurs  I,,-  du  produit  peut  se  déduire  de  l'expression 

en  7  remplaçant  x  par  x^. 

9.  Mesure  de  la  mortalité ^^).  Pour  des  risques  similaires,  la 
statistique  détermine  la  série  des  valeurs  de  q^.  Sur  L  individus  d'âge 
a,  on  observe  D  décès  dans  Tannée.  En  identifiant  D  avec  sa  valeur 
probable  Lg^,  on  obtient  une  mesure  approchée  de  g„  =  y- ,  et  des 
limites  de  Terreur  au  moyen  de  Terreur  moyenne. 

La  formule  n'est  exacte  que  si  les  individus  envisagés,  d'âge  a, 
sont  observés  sans  interruption,  pendant  toute  une  année,  jusqu'à  ce 


19)  On  trouvera,  dans  les  renseignements  bibliographiques  placés  en  tôte  dn 
volame,  nne  liste  des  principales  tables  de  mortalité  dressées  par  les  compagnies 
d'assurances  sur  la  vie,  à  la  suite  de  nombreuses  observations.  Une  description 
jointe  à  une  analyse  des  tables  plus  anciennes  a  été  donnée  par  E.  Boghé  [Jahr- 
bficher  ftUr  Nationalôkonomie  und  Statistik  [léna]  (2)  18  (1891),  p.  1/102]. 

En  ce  qui  concerne  les  tables  de  mortalité  plus  récentes,  voir  Kaiserliohes 
Aufsichtsamt  fâr  Privatversicherung,  VerOffentlichungen  des  deutschen  Yereins 
f&r  Yersichemngs-Wissenschaft,  cah.  11,  Berlin  1906.    Voir  aussi  124,  8. 
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qu'ils  soient  d'âge  a+  1  (auquel  cas  on  dit  qu'ils  forment  un  ensemble 
fertnéy  geschlossene  GeseUschafb).  Or  dans  la  pratique  cette  condition 
n'est  jamais  remplie.  De  nouvelles  têtes,  en  nombre  JE,  sont^  en  fait, 
pendant  le  cours  de  cette  année  d'obserTation,  adjointes  au  groupe 
d'âge  Gf  et  d'autres  tètes,  en  nombre  A,  quittent  le  groupe  pendant 
le  cours  de  cette  même  année  d'obsenration  (auquel  cas  on  dit  que 
les  individus  envisagés  forment  un  groupe  ou/vert,  offene  Gesellschaft). 
On  prend  alors,  pour  le  nombre  de  têtes  causées  au  risque,  le 
nombre 

ici  L'  est  le  nombre  des  individus  qui  sont  observés  à  la  fin  de  Vannée. 
Après  avoir  calculé  B  on  détermine  q^  par  la  formule 

(5)  «a -S- 

On  n'obtient  ainsi  q^  qu'avec  une  certaine  approximation,  mais  cette 
approximation  est  généralement  suffisante  dans  la  pratique.  Bigou- 
reusen^ent  on  sait  seulement  que  q^  vérifie  les  inégalités 

D 

L+E' 

10.  Théorie  de  la  dispersion.  Cette  théorie  a  pour  but  de 
reconnaître  si  les  faits  observés  concordent  suffisamment  avec  la  loi 
des  écarts  pour  justifier  l'hypothèse  d'après  laquelle  on  peut  déter- 
miner les  prévisions  comme  s'il  y  avait  une  probabilité  de  décès. 

On  fait  un  grand  nombre  de  séries  d'expériences  relatives  à  un 
même  âge.  Pour  chaque  série  on  relève  l'écart  effectif  du  nombre  des 
décès  par  rapport  à  sa  valeur  probable  déduite  par  le  calcul  de  l'en- 
semble des  observations.  On  peut  alors  comparer  Terreur  moyenne 
observée  avec  sa  valeur  probable  calculée.  Si  ces  deux  nombres  coïn- 
cident sensiblement  et  si  la  répartition  des  écarts  est  normale,  on  dit 
que  la  dispersion  est  normale. 

Pour  voir  si  la  répartition  des  écarts  est  normale,  on  vérifie  si  le 
nombre  des  écarts  observés  compris  entre  des  limites  arbitrairement 
fixées  concorde  suffisamment  avec  sa  valeur  probable  déduite  de  la 
loi  de  Gauss,  et  l'on  répète  la  vérification  avec  différentes  limites 
P  24,  5]. 

Les  expériences  les  plus  récentes  faites  à  ce  sujet  semblent  avoir 
révélé  une  concordance  suffisante  dans  le  cas  des  assurances  sur  la  vie*^). 


20)  J.  H.  Peek  [Z.  fûi  Versichenmgs-Becht  und  Wise.  [Stnuibonig]  6  (1899), 
p.  179]  a  étudié  de  cette  façon  la  mortalité  de  la  population  mascxiline  de  la 
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Le  même  procédé  peut  être  employé  ponr  vérifier  si  la  morta- 
lité observée  sur  un  ensemble  s'applique  à  un  autre  ensemble  jugé 
similaire  a  priori. 

11.  Ajustement.  Les  taux  de  mortalité  observés  sont  entachés 
d'erreurs  accidentelles;  il  en  résulte  que  leur  succession  présente  de 
nombreuses  irrégularités  ^  qu'on  corrige  par  l'ajustement.  Les  pro- 
cédés employés  ou  préconisés  sont  très  variés  et  se  rattachent  à  trois 
types  principaux:  le  type  gri^phique,  le  type  mécaniquCj  le  type  analytique. 

Des  exposés  d'ensemble,  dans  lesquels  les  différentes  méthodes 
d'ajustement  sont  comparées  entre  elles^  ont  été  donnés  par  plusieurs 
auteurs  parmi  lesquels  noua  citerons  ici  E.  BlaschJce^^),  A.  Quiquet^^, 


Hollande  de  1880  à  1889,  et  aussi  [id.  p.  188]  la  mortalité  des  fonctionnaiTeB  de 
Tétat  hollandais  de  1878  à  1894.  De  cette  étade,  et  de  celle  qui  s'y  rattache 
due  à  L.  von  Borékievicz  sni  la  précision  des  coefficients  de  divergence  [Mitt. 
des  Veibandes  der  Gsterr.  xmà  ungar.  Versichernngstechnikei  [Vienne]  5  (1901), 
p.  1],  on  peut  conclure  à  une  faible  dispersion  au-dessus  de  la  normale  pour  le 
coefficient  de  divergence  quand  on  néglige  les  individus  âgés  de  moins  de  onze  ans. 

G.  Bohlmann,  dans  F,  Klein  et  E,  Biecke^  Angevr.  Math.^"),  p.  144],  parvient 
à  T^  résultat  analogue  en  utilisant  les  observations  de  quelques  sociétés  aile* 
mandes  d'assurances  sur  la  vie. 

E,  Blaschke  [Statist.  Monatsschrift  [Vienne]  1901,  p.  1]  a  étudié,  à  cet 
égard,  les  observations,  dites  H.  W^\  concernant  les  assurés  depuis  cinq  ans  au 
moins,  contenues  dans  les  Tables  des  20  O**  d'assurances  anglaises.  Dans  cette 
étude  il  groupe  toutefois  les  têtes  non  d'après  les  années  civiles  [Ealenderjahr] 
mais  d'après  les  années  d'assurance  [Versicherungèjahr]. 

G.  Engdhrecht  [Oestexreichische  Revue  80  (1906),  n*""  38,  89,  40  et  41]  a  fait 
la  même  étude  pour  les  observations  contenues  dans  la  table  dite  M  I  des  28  com- 
pagnies d'assurances  aUemandes.  Dans  l'analyse  qu'il  a  donnée  de  cette  dernière 
étude  [Oesterreichische  Revue  81  (1906),  n"*  24,  25,  26,  27,  28]  X.  von  Bortkievicg 
a  calculé  l'erreur  moyenne  dont  est  affectée  la  précision  du  coefficient  de  diver- 
gence. 

Toutes  ces  recherches  concordent  et  indiquent  les  unes  et  les  autres  une 
dispersion  légèrement  plus  forte  que  la  normale.  Comme  les  nombres  fondamentaux 
qui  y  figurent  sont  tous  relativement  petits^  le  résultat  obtenu  n'est  pas  en  con- 
tradiction avec  le  fait  que  les  masses  envisagées  ne  sont  pas  ici  homogènes 
comme  le  sont  à  un  degré  quelque  peu  supérieur  les  risques  supposés  similaires 
dans  les  tables  récentes  de  sélection.  Et  comme,  dans  les  recherches  où  le  groupe- 
ment des  têtes  a  lieu  d'après  les  années  civiles,  le  nombre  des  têtes  est  assez 
petit,  le  résultat  obtenu  est  fort  bien  conciliable  avec  le  fait  qu'en  général  la 
mortalité  observée  diminue  avec  le  temps. 

21)  E.  Blaschke,  Die  Methoden  der  Ausgleichung  von  Massenerscheinungen, 
Vienne  1898;  Vorlesungen  ûber  mathematische  Statistik,  Leipzig  1906,  (section  6). 

22)  A.  Quiquet,  Bulletin  de  l'Institut  des  actuaires  français  8  (1898),  p.  97. 
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C.  Landré^^  J.  P.  Janse^)y  H,  Poterin  du  Moki^,  et  dans  les  comptée 
rendus  de  M.  Brendd  et  A.  Lœwy^). 

W,  Wirtinger*'')  a  montré  que  Ton  peut  traiter  le  problème  de 
l'ajustement  à  Taide  de  la  théorie  des  équations  intégrales. 

12.  Ajustement  graphique.  Dans  le  type  graphique  d'ajustement, 
on  porte  sur  Taxe  des  abscisses  les  âges  envisagés  et  sur  l'axe  des 
ordonnées  les  taux  de  mortalité  correspondants.  On  remplace  la  ligne 
irrégulière  des  points  aiusi  obtenus  par  une  courbe  d'allure  régulière, 
dont  les  ordonnées  sont  prises  pour  yaleurs  ajustées.  Au  lieu  du  taux 
de  mortalité  observé,  on  porte  quelquefois  sur  l'axe  des  ordonnées 
une  fonction  de  ce  taux,  par  exemple  le  nombre  des  vivants  corres- 
pondant aux  âges  envisagés. 

Quand  on  opère  sur  les  taux  de  mortalité,  ce  qui  est  générale- 
ment préférable,  on  peut  porter  sur  chaque  ordonnée,  de  part  et 
d'autre  de  la  valeur  observée,  une  longueur  représentant  Terreur  pos- 
sible, c'est-à-dire  un  certain  multiple  de  l'erreur  moyenne.  On  obtient 
aiusi  deux  lignes  extrêmes  entre  lesquelles  la  courbe  ajustée  doit  être 
comprise;  cette  précaution  est  bonne  pour  guider  plus  sûrement  le 
dessinateur,  en  l'empêchant  de  s'écarter  mal  à  propos  des  meilleures 
observations*®). 

13.  Ajustement  mécanique.  Dans  le  type  mécanique  d'ajustement 
la  valeur  ajustée  est  définie  comme  une  certaine  moyenne  arithmétique 
de  la  valeur  observée  correspondante  et  des  valeurs  observées  voisines. 

Si  l'on  désigne  par  w,  la  valeur  observée  et  par  w^_i,  w,_,, ; 

^«+1?  ^«+f> les,  valeurs  voisines,  la  moyenne  arithmétique  dont  il 

est  question  est  définie  par  une  expression  de  la  forme 

28)  C.  Landré,  MathematiBch  technische  Eapitel  znr  Lebensversichemng, 
(2*  éd.)  léna  1901,  p.  69. 

24)  /.  P.  Janse,  Over  de  constmctie  en  afronding  yan  steiftetabels,  Amster- 
dam 1885. 

26)  H.  Poterin  du  Motel,  AsBurances  '^,  p.  112. 

26)  M,  Brendel  et  A.  Loewy,  Berichte,  Denkschriften  und  Yerhandlungen 
des  fûnften  internationalen  Kongresses  fur  Yersicherungs-Wissenschafk  2,  Berlin 
1906,  p.  267.  Voir  aassi  A.  Lœwy  [article:  Ausgleichnng,  dans  A.  Mânes,  Ver- 
sicherangs-Lexikon,  p.  160/3]  surtout  à  cause  des  renseignements  bibliographiques 
qui  sont  contenus  dans  cet  article. 

27)  W.  Wirtinger,  Mitt.  des  Gsterreichisch-ungarischen  Yerbandes  dei  Privat- 
Yersicherungs-Anstalten  [Yienne]  (2)  8  (1907),  p.  89. 

28)  Plusieurs  auteurs,  en  particulier  T.  B.  Sprague  [Journal  of  the  Instîtute 
of  actuaries  [Londres]  26  (1887),  p.  77],  proposent  d*emplojer  une  méthode  graphique 
avec  corrections  supplémentaires  obtenues  par  calculs  numériques. 
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où  les  coefficients  m  des  yaleors  u  de  même  indice^  coefficients  qne 
l'on  désigne  sous  le  nom  de  poids  des  valeurs  u  de  même  indice^  sont 
des  nombres  positifii  ou  négati&  conyenablement  choisis  ayant  pour 
somme  l'unité. 

Selon  la  règle  adoptée  pour  fixer  les  poids  on  obtient  différentes 
formules  d'ajustement^  parmi  lesquelles  nous  citerons  celles  de  X  Fin- 
laison*'),  W.S.B.Woolhause^\  X A. Higham^^l  XKarup^\  G.King^ 
et  J,  AUenbwrger^),  Jusqu'ici  on  n'est  pas  encore  parrenu  à  formuler 
une  définition  précise  suffisamment  générale  permettant  de  contrôler 
d'une  façon  commode  l'exactitude  d'un  ajustement  mécanique^  dans  un 
cas  particulier  donné,  avant  d'avoir  achevé  les  calculs  d'ajustement  con- 
cernant ce  cas  particulier.  C  Landré^^)  a  toutefois  introduit  deux 
quantités  à  l'aide  desquelles  on  peut  mesurer  provisoirement  l'exactitude 
d'un  ajustement  mécanique^). 

La  première  de  ces  deux  quantités  est  ce  que  l'on  appelle  le 
degré  (Fapproxinuxtion  de  l'ajustement.  C'est  le  degré  le  plus  élevé 
des  courbes  paraboliques  qui  sont  transformées  en  elles -mêmes  par 
l'ajustement  envisagé. 

La  seconde  des  deux  quantités  introduites  par  C  Ixmdré  est  in- 
versement proportionelle  à  l'erreur  moyenne  obtenue  en  appliquant  la 
formule  d'ajustement  dans  l'hypothèse  où  l'erreur  moyenne  des  valeurs 


29)  /.  JEinlaisan^  Beport  on  the  évidence  and  elementaiy  facts  on  which 
the  tables  of  life  annuîties  are  founded;  (Ordered  by  the  House  of  Gommons  to 
be  piinted)  Londres  1829;  The  assurance  magazine  and  journal  of  the  Institute 
of  actuaries  [Londres]  10  (1862),  p.  160. 

80)  W.  S.  B.  Wooïhouse,  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  15 
(1870),  p.  389;    21  (1879),  p.  37,  67. 

31)  J.  A.  Higham,  Journal  of  the  Listitute  of  actuaries  [Londres]  23  (1882), 
p.  885;  24  (1884),  p.  44;  26  (1886),  p.  16,  246. 

32)  J.  Karup,  Transactions  of  the  second  international  actuarial  congress, 
Londres  1879,  p.  31. 

83)  G,  King,  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  41  (1907), 
p.  64,  530;  42  (1908),  p.  225;  43  (1909),  p.  109;  voir  aussi  G.  King,  Gutachten, 
Denkschriften  und  Yerhandlungen  des  sechsten  intematîonalen  Eongresses  fur 
Yersicherungs-Wissenschafb  (Vienne)  1,  seconde  partie  (1909),  p.  1469. 

34)  J.  Altenhurger,  Mitt.  des  Osterreichisch-ungarischen  Y erbandes  der  Privat- 
Yersicherungs-Anstalten  [Yienne]  1  (1906),  (cah.  4);  id.  (2)  3  (1907),  (cah.  1).  C'est 
d'après  une  formule  établie  ici  par  J.  Altenhurger  que  la  table  générale  de  mor- 
talité pour  TAllemagne  de  1891  à  1900  a  été  ajustée  [cf.  Statistik  des  deutschen 
Reiches  200,  Berlin  1910,  p.  17*  (Deutsche  Sterbetafel  fur  das  Jahrzehnt  1891 
bis  1900). 

35)  Lebensversicherung**),  (2®  éd.),  p.  82. 

86)  E.  Blasehke  [Yorlesungen  ûber  mathematische  Statistik,  Leipzig  1906, 
p.  251]  analyse  diyers  procédés  d'ajustement  qui  ont  été  successiyement  donnés. 
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à  ajuster  serait  égale  à  1.  On  l'appelle  VintensUé  de  VajuskmenL 
L'hypothèse  de  VégaUté  des  erreurs  moyennes  des  valeurs  à  ajuster 
implique  d'ailleurs  que  la  précision  avec  laquelle  on  connuit  les 
diverses  ordonnées  de  la  courbe  donnée  ne  varie  guère  d'une  ordonnée 
à  l'autre. 

'  Dans  Tattribution  des  poids  m  on  ne  tient  ainsi  compte  que  de 
Féloignement  i  de  chaque  valeur  tf^.^  de  la  valeur  centrale  ti^  qu'il  s'agit 
de  déterminer.  Il  pourrait  cependant  être  avantageux^  et  cela  en  parti- 
culier dans  le  cas  où  l'on  opère  sur  les  taux  de  mortalité  ix^-^' 

de  tenir  compte  aussi  du  poids  propre  Y^^PëÔx  ^  chaque  valeur  q^ 
{B  dépend  du  nombre  des  têtes  observées  à  l'âge  x). 

14.  Ajustement  analytique.  Dans  le  type  analytique  d'ajustement 
on  se  donne  à  l'avance  une  loi  mathématique  de  survie^  c'est-à-dire 
une  forme  analytique  pour  représenter  la  fonction  continue  l(x),  La 
forme  adoptée  comprend  un  certain  nombre  de  paramètres  constants 
(généralement  en  petit  nombre)^  qu'on  détermine  de  manière  à  représenter 
le  mieux  possible  les  faits  observés.  Il  faut  pour  cela  que  les  valeurs 
calculées  des  taux  de  mortalité 


2. 


aux  différents  âges  concordent  suffisamment  avec  les  observations. 

On  peut  chercher  à  déterminer  ces  paramètres  constants  de 
manière  que  la  répartition  des  écarts  des  valeurs  ajustées  et  des 
valeurs  données  soit  conforme  à  la  loi  des  erreurs.  Pour  y  parvenir, 
on  emploie  souvent  la  méthode  des  moindres  carrés;  toute  autre 
méthode^  permettant  de  tenir  compte  du  degré  variable  de  précision 
des  différentes  observations^  permet  d'ailleurs  aussi  d'obtenir  pratique- 
ment le  même  résultat. 

Il  faut  naturellement  que  la  forme  analytique  adoptée  se  prête  à 
la  représentation  de  la  mortalité  observée.  Ainsi  l^ypothèse  de  A.  de 
Moivre^'^y  qui  représente  la  fonction  l{x)  par  une  ligne  droite ,  n'est 
applicable  que  dans  des  intervalles  d'âge  peu  étendus  [cf.  n°  30]. 

16.  Lois  de  firéquenoe.  Dans  les  questions  concernant  l'assu- 
rance sur  la  vie  il  y  a  lieu  quelquefois  d'ajuster  des  fonctions  qui 
ne  sont  pas  des  fonctions  de  survie.  Pour  en  donner  un  exemple, 
supposons  qu'on  ait  établi  une  loi  empirique  représentant  la  distri- 


37)  Annxiities  on  lives^^,  p.  4;  A.  de  Maivre  supposait 
1^  =  86  — «,    où    12<«<86. 
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bution  du  nombre  des  polices^  oa  des  sommes  assurées,  selon  les 
di£Pérents  âges,  et  supposons  qu'il  s'agisse  d'ajuster  à  cette  loi  empi- 
rique une  fonction  convenable  pour  les  besoins  de  la  pratique;  à  cet 
effet  les  actuaires  anglais  font  souvent  usage"®)  des  ajustemenis  analy- 
tiques employés  par  K.  Pearson  dans  ses  recherches  biologiques,  ajuste- 
ments qui  ne  sont  pas  des  fonctions  de  survie. 

Les  différents  types  de  formules  dont  s'est  servi  K,  Pearson  sont 
des  intégrales  particulières  de  l'équation  différentielle 

^  ^  y  dx       a  +  px-^yx^ 

OÙ  a,  hy  a,  /3,  y  sont  des  constantes. 

Le  type  normal  de  K.  Pearson  est  celui  qui  correspond  aux  valeurs: 

a --2*»,     a-1,    6-/S  =  y  =  0, 
où  k  est  une  constante  arbitraire. 
L'intégrale  correspondante  est 


Ck 


où  C  est  une  constante  arbitraire.  C'est  en  particulier  de  cette  fonction 
que  l'on  fait  usage  dans  Tezemple  cité. 

16.  Méthode  des  moments.  En  général  l'équation  (6)  du  n^  16 
contient  cinq  constantes  arbitraires  auxquelles  il  faut  encore  joindre 
la  constante  C  introduite  par  l'intégration. 

Pour  déterminer  ces  six  constantes  arbitraires ,  on  applique  la 
méthode  dite  des  moments.  Cette  méthode  consiste  à  égaler  les  moments 
de  la  courbe  empirique  donnée  aux  moments  de  même  ordre  de  la 
courbe  ajustée  envisagée. 

On  entend  par  moment  d'ordre  n  d'une  courbe  quelconque 

la  valeur  de  l'intégrale 

Jx^f{x)dx, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  possibles  de  x. 

Comme  il  y  a  six  constantes  arbitraires  à  déterminer,  on  les  obtiendra 
«n  égalant  par  exemple  entre  eux  les  moments  d'ordre  0,  les  moments 
d'ordre  1,  les  moments  d'ordre  2,  les  moments  d'ordre  3,  les  moments 
d'ordre  4,  enfin  les  moments  d'ordre  5. 


88)  W.  P(Uin  ElderUm^  Frequency-ciUTes  and  corrélation,  Londres  1906; 
Q,  F.  Hardy  ^  The  iheorj  of  the  construction  of  tables  of  mortality  and  other 
statistical  tables,  Londres  1909. 

89)  P.  L.  Cebyiëv,  J.  math,  pures  appl.  (9)  8  (1868),  p.  289. 
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Pins  généralement  la  méthode  des  moments  pent  être  appliquée 
ayantagensement  à  la  détermination  des  constantes  qui  figurent  dans 
des  expressions  analytiques  quelconques 

choisies  pour  représenter  la  courbe  d'ajustement. 

Si  F{x)  est  un  polynôme  en  x  dont  les  coefficients  soient  pré- 
cisément les  constantes  arbitraires  qu'il  s'agit  de  déterminer,  la  méthode 
des  moments  appliquée  à  la  détermination  de  ces  coefficients  se  trouve 
être  identique  à  celle  des  moindres  carrés.  En  l'appliquant  on  parvient 
aux  séries  de  P.  X.  Ôébysev. 

17.   Séries  de  Ôebyàëv.     Soit 

la  courbe  observée,  d'ailleurs  quelconque,  et 

où  F(x)  est  un  polynôme,  la  courbe  ajustée.  Désignons  par  n  le  degré 
du  polynôme  F(x). 

P.  L.  Cdfysev  détermine  les  coefficients  a,  &,  c, . . .  de  ce  polynôme 
de  façon  que  Fintégrale 

0{a,h,c..)^fip{x)\f{x)-lix)ydx, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  envisagées  de  x,  soit  minimée.  La  fonc- 
tion q>{x)  qui  doit  être  positive  est,  pour  une  valeur  quelconque 
de  Xy  le  poids  de  la  valeur  correspondante  f{(c).  L^int^rale  est  un 
minime,  si  les  moments  d'ordres  0,  1,  2,  . . .,  n  de  la  courbe  f{pc)  sont 
égaux  aux  moments  correspondants  de  la  courbe  F{x)j  en  sorte  que 
l'on  ait  pour  A  —  0,  1,  2,  . . .,  n 

J tp(x)f{x)x^dx  ^J q)(x)F{x)x^dx, 

Fintégration  s'étendant  à  tout  l'intervalle  dans  lequel  on  envisage  x. 
On  obtient  ainsi  un  développement  pour  F(x)  de  la  forme 

(7)  F(x)  ^Co  +  c,œ,(x)  +  (^<o^{x)  +  •  •  •  +  c,(D,(a:), 

où,  pour  chaque  indice  %,  c^aC^)  ^  un  polynôme  déterminé  de  degré  h 
à  coefficients  constants.  Ces  coefficients  ainsi  que  les  coefficients 
^f  ^17  ^f  '  '  'f  ^n  ^^  développement  (7)  sont  indépendants  de  n;  ils  ne 
dépendent  que  de  la  nature  de  la  fonction  q>(x). 

Quand  on  attribue  le  même  poids  à  toutes  les  valeurs  de  x,  on  a 
(p{x)^l,  et  (Oi{x),  <x)^{x),  .. .,  (o„{x)  se  réduisent  à  la  suite  des  n 
premiers  polynômes  de  Legendre. 
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q>(x) 

• 

»me8 

(D^{x)  deyiennent 

1 

o»(^)  — ^  — y  JF' 

•  •  •; 

-»(-)- (-i)>' 

Pour 


m^{x)^Xy    (Dj(a:) —  a;*' 


Le  développement  en  série  de  f{x)  correspondant  à  ces  polynômes 
oi^(a;)  est  la  base  sur  laquelle  reposent  les  études  statistiques  de 
H.Bnms^),  P.  Z».  Cebysëv^^)  a  montré  que,  dans  le  cas  limite  où  A;=  +  oo, 
ce  même  déyeloppement  de  f(x)  se  réduit  au  déyeloppement  de  Taylor. 

La  théorie  de  H.  Bruns  a  été  appliquée  à  des  questions  d'assurance 
sur  la  vie  par  E.  Czuber^^)  qui  a  étudié  en  particulier  la  distribution 
des  individus  d'un  groupe  suivant  Tâge  de  leur  décès. 

18.  Lois  de  Gomperts  et  de  Makeham.  Revenons  aux  fonctions 
de  survie.  Une  forme  très  usitée  de  la  loi  de  mortalité  est  celle  de 
W.  M,  Makéham^^): 

(8)  ii{x)  -  a  +  firey, 

où  a,  /3,  y  sont  des  constantes  positives'^  on  en  déduit 

(9)  i{x)  -  Ce-^'-/^*'", 

où  C  est  une  constante  positive. 

Cependant  cette  forme  ne  saurait  s'appliquer  à  toute  Tétendue 
de  la  vie  humaine,  puisqu'elle  donne  un  taux  de  mortalité  variant 
toujours  dans  le  même  sens,  alors  que  les  observations  accusent  tou- 
jours un  minime  du  taux  de  mortalité  à  un  âge  assez  voisin  de  15 
ans.  Employée  à  partir  de  20  ans  environ,  elle  a  permis,  d'obtenir 
des   ajustements   satisfaisants   [table  M  I   des   23  C^®'  Allemandes^), 

40)  H,  Bruns,  Wahischeinlichkeitsreclmang  und  Eollektivinassiehre,  Leipzig 
1906,  p.  115. 

41)  P.  L.  Ôebyiëv,  Bull.  Acad.  Pétersb.  1,  p.  198  [14  octobre  1859];  J.  math, 
pnres  appl.  (2)  3  (1858),  p.  2s9;  Œuvres  1,  S*  Pétersbourg  1899,  p.  60S.  Voir  aussi 
C.  A.  Possé^  Sur  quelques  applications  des  fractions  continus  algébriques,  S^  Péters- 
bourg 1886;  A.  A.  MarkoVy  Iscislen^e  koneènyck  raznostej  I,  S*  Pétersbourg  1889; 
n.  S*  Pétersbourg  1891;  trad.  par  T.  Friesendarff  et  F.  PrUmnij  Différenzen- 
rechnung,  Leipzig  1896,  p.  80.  Le  développement  général  (7)  du  texte  est  étudié 
Œuvres  1,  p.  208,  273,  387,  473,  541,  611.     Cf.  1 21,  27. 

42)  E.  Ceuber,  Mitt.  des  Gsterreichisch-ungarischen  Verbandes  der  Privat- 
Yersicherungs-Anstalten  (2)  3  (1907),  p.  1. 

48)  W,  M.  Makéham^  The  assurance  magazine  and  journal  of  the  institute 
of  actnaries  [Londres]  8  (1860),  p.  801. 

44)  W,  LcuartMj  Assekuranz-Jahrbuch  [Vienne]  6  (1885),  l'*  partie,  p.  12. 
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table  des  17  C*«-  anglaises**),  table  HM  des  20  €*«•  Anglaises**),  table 
AF  des  G^  françaises*'),  table  R.  F.  des  rentiers  français*^,  table 
américaine**),  tables  P.  B.  M.  et  P.  R.  ï^.  de  la  ^preossische  Renten- 
versicherungsanstalt''  ^)]. 

Le  procédé  le  plus  simple  pour  calculer  les  constantes  a,  fi,  y 
de  la  loi  de  Makeham  est  de  faire  coïncider  les  valeurs  ajustées  de 
l(x)  et  les  valeurs  observées  de  î(x)  en  quatre  points  équidistants 

X,    x  +  t,    x  +  2t,    x  +  St 
convenablement  choisis.     Soient  respectivement 

les  valeurs  des  ordonnées  communes  aux  deux  courbes  en  ces  quatre 
points. 

De  l'équation  (9)  on  déduit  immédiatement  la  relation 

(10)  logio  I,  -  logio  C  -  Mxx  -  Mper% 

où  M  est  le  module  0,43429448 des  logarithmes  vulgaires.    Cette 

relation  (10)  a  encore  lieu  lorsqu'on  y  remplace  x  par  x  + 1,  x  +  2t 
ou  a;  H-  3^. 

Quelle  que  soit  la  fonction  f(x)  envisagée  représentons  par  Af(x) 
et  ^^f(x)  les  expressions 

A*f(x)  -  fix)  -  2f(x  +  0  +  f{x  +  2<); 
de  la  relation  (10)  on  déduit  alors  immédiatement  les  expressions 

(11)  Alog„I,- Jf«<  +  Jf/Se>"(e''»-1), 

(12)  A»  logjo  I.  -  M(ié"{er^  -  1)». 

En  remplaçant  x  par  x  +  1  dans  l'expression  (12)  on  a  aussi 

d'où 

(13)  lo&o-^^Tî^^^I-  -Jfy^ 

46)  TT.  5.  B.  Woolhouse,  Joumal  of  the  institate  of  actaaries  [Londiet]  16 
(1870),  p.  408. 

46)  G.  King  et  G.  F.  Hardy ^  Institute  of  actaaries'  textbook,  seconde  partie 
Londres  1887,  p.  84. 

47)  F,  OUramare,  Tables  de  mortalité  du  comité  des  compagnies  d'assa- 
rances  à  primes  fixes  snr  la  vie,  Paris  1896,  p.  XXVU. 

48)  F.  OUramare,  Tables  de  mortalité  ^^,  p.  XXXIV. 

49)  A,  Hunter,  Net  premimns  and  réserves  on  joint  life  polides,  New-Yoïk 
1909. 

60)  P.  HarUéng,  Berichte  des  fûnften  intexnationalen  Kongresses  ftir  Fer- 
sichenmgswissenschaft  1,  Berlin  1906,  p.  811. 
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La  yaleur  de  t  étant  fixée  d'avance  et  ï,,  ï,^^,  t+tn  t+si  ^**^* 
connnes,  on  dédnira  snccessivement  des  relations  (13)^  (12)  et  (11) 
les  valeurs  des  constantes  ^/^  /3  et  a.     Gomme  l'expression 

~  ^  loftol,  -  logio  -ç^  -  log^oPx  +  logio  P,+i  +  •  •  •  +  logio  P,+,-i 
ne  dépend  que  des  probabilités 

de  la  courbe  à  ajuster^  on  peut  déduire  de  ces  probabilités  la  valeur 
du  premier  membre  A  log^^  I^  de  la  relation  (11).  On  obtient  de 
même  les  quantités 

^logioIx+*>    ^logiJ,^,,,     Alogiol,+8f 
'  qui  déterminent  les  valeurs  des  premiers  membres  des  relations  (12) 
et  (13). 

Soit^  par  exemple,  j;»  30  et  ^=15  et  supposons  qu'on  ait  trouvé 
pour  Alogio^o?  ^1^810^45  ^  ^l^Sio^  ^^  valeurs  données  dans  la 
seconde  colonne  du  tableau  (A);  on  obtient  alors  pour  les  premiers 
membres  des  équations  (11)^  (12)  et  (13)  les  nombres  inscrits  dans 
la  première  ligne  de  ce  tableau  (A). 


(A) 

X 

Aloft.I,     A'IoR.I. 

30 
46 
60 

0,0610820 
0,1819604 
0,8614186 

0,0608684 
0,2894681 

0,6948468 

On  a  donc  le 

S  tr 

ois  relations 

(11) 
(12) 

(13) 

d'où  l'on  tire 

15J 

\£u  +  Mfiie'^r  -  l)(^r  -  0,0610820, 
Mp(e^y  -  ly^r  -  0,0608684, 
15Jfy- 0,5948468; 

y  -  0,0396565, 
/3  -  0,001052, 

a  -  0,0061 

L92. 

Cette  façon  de  calculer  les  constantes  a,  fi,  y  de  la  loi  de  Makeham 
donne  en  général  des  résultats  satisfaisants  quand  les  valeurs  de  I^ 
ont  déjà  subi  un  ajustement  préalable  et  qu'on  fonde  le  calcul  sur  ces 
Taleurs  préalables  au  lieu  de  faire  usage  des  valeurs  directement 
observées. 

Le  même  procédé  de  calcul  peut  servir  à  trouver  les  valeurs 
provisoires  de  a,  fi,  y  quand  on  fonde  le  calcul  sur  les  valeurs  direc- 

Snqjelop.  dM  Mieno.  m»théin»t.    I  4.  88 
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tement  observables  de  I^;  on  corrige  alors  ces  valeurs  provisoires  de 
a,  fiy  y  par  d'autres  méthodes,  par  exemple  en  appliquant  la  méthode 
des  moindres  carrés. 

Dans  Texpression  de  la  loi  de  Makeham  a  est  essentiellement 
positif.  Si  Ton  fait  tendre  a  vers  zéro,  on  obtient  à  la  limite  la  loi 
de  B.  Gompertz^^y. 

d'où 

19.  Ajustement  des  tables  de  sélection.  L'ajustement  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  constitue  un  nouveau  problème  plus  diffi- 
cile à  résoudre  que  celui  de  l'ajustement  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  Il  est  cependant  nécessaire  de  le  résoudre  puisque  dans  les  ' 
tables  de  sélection  [n°  24]  l'évaluation  actuelle  de  la  probabilité  de 
survie  d'un  individu  dépend  non  seulement  de  l'âge  x  déjà  atteint 
actuellement  par  cet  individu  mais  aussi  du  nombre  n  d'années  pen- 
dant lesqueUes  il  a  été  assuré. 

Si  l'on  admet  la  loi  de  Makeham  on  doit  admettre  que 

où  a^,  fi^y  y^  peuvent  dépendre  de  n.  En  s'appuyant  sur  cette  formule, 
G,  F.  Hardy^^)  a  ajusté  les  nouvelles  observations  faites  par  les  com- 
pagnies anglaises  et  écossaises  de  façon: 

1^)  que,  pour  chaque  indice  n  ^  10,  les  quantités  a^  et  fi^  soient 
des  constantes  numériques; 

2°)  que,  pour  chaque  indice  n  ^  9,  les  quantités  a^  et  /î,  soient 
des  polynômes  du  second  degré  en  n  à  coefficients  numériques; 

3^)  que  y^  ait  la  même  valeur  numérique  quel  que  soit  n. 

Cette  dernière  condition  est  indispensable  si  l'on  veut  étendre  le 
théorème  fondamental  du  n^  20  aux  tables  de  sélection. 

Sous  ces  conditions  formulées  par  G,  F.  Hardy  on  peut  calculer^ 
pour  chacune  des  valeurs  »  =  0, 1,  2,  3, . . .,  9, 10,  les  constantes  a^,  /J^,  y^ 
en  suivant  la  même  voie  que  celle  que  l'on  vient  d'indiquer  pour  le 
calcul  des  constantes  de  la  loi  de  Makeham, 

51)  B.  Gomperte,  Philos.  Trans.  London  115  (1885),  p.  518. 

52)  Britisb  offices  life  tables  1893;  sélect  tables  deduced  from  the  graduaied 
expérience  of  whole  life  assurances  on  maie  lives,  Londres  1907. 

Pour  ce  qui  concerne  les  détails  de  rajustement  dont  G.  F.  Hardy  a  fait 
usage,  on  consultera:  Britdsh  offices  life  tables,  an  account  of  the  principles  and 
methods,  Londres  1908,  p.  146.  Voir  aussi  G.  F.  Hardy,  The  theory  of  the 
construction  of  tables  of  mortality  and  othei  statistical  tables,  Londres  1909. 
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dans  le  cas  le  pins  simple  où  le  tanx  de  mortalité  instantané  (i(x) 
ne  dépend  pas  de  la  durée  n  de  Tassurance^')  [n^  18]. 

20.  Propriété  fondamentale  de  la  loi  de  Makeham.  Une 
des  raisons  pour  lesquelles  on  préfère  souvent  appliquer  la  loi  de 
Makeham  plutôt  que  toute  autre  loi^  est  que  l'emploi  de  cette  loi 
facilite  singulièrement  le  calcul  des  opérations  sur  plusieurs  têtes. 

Reyenons  à  la  forme  la  plus  simple  de  la  loi  de  Makeham 
(8)  li,  =  cc  +  Pyer', 

où  a,  p,  y  sont  des  constantes  numériques  absolues. 

Soient  r  têtes  (a^),  (a?,),  .  .  .,  {x^  d'âges  quelconques  donnés 
^17  ^;  '  '  "i  ^r'  -^^  ^y^  de  mortalité  instantané  du  groupe  après  le 
temps  t  est 


<=r 


où  les  sommes  sont  étendues  aux  différents  âges  x^,  x^j  . . .,  x^  des  r 
têtes  envisagées. 

Soit  une  tête  (|)  d'âge  |  de  taux  de  mortalité  r^^,  ou  encore  un 
groupe  de  r  têtes  de  même  âge  |  obéissant  à  la  même  loi  de  mortalité 
que  les  r  têtes  (x^),  (x^),  . . .,  (x^  données. 

A  Vâge  1^  +  t,le  taux  de  mortalité  instantané  sera 
ra  +  r/îyc>'(^+^, 
et  il  sera  égal^  quel  que  soit  t,  à 

pourvu  qu'on  détermine  |  par  la  condition 

1=1 
on  encore  par  la  condition 

(14)  rii^  --5*^.., 

t=i     * 

ce  qui  permet  de  substituer  ^argument  unique  |  aux  r  arguments 
donnés.  Chacune  des  sommes  qui  figurent  dans  ces  relations  est  encore 
étendue  aux  différente  âges  x^^x^,  ^  ..^x^  des  r  tètes  envisagées. 

L'équation  (14)  traduit  la  propriété  fondamentale  de  la  loi  de 
Makeham  ^^).  Elle  résulte  immédiatement  de  la  formule  (8)  qui  exprime 
cette  loi,  comme  on  vient  de  le  voir;  et  inversement,  de  l'équation  (14) 
on  peut  déduire  cette  loi  (8)  quand  la  différence  entre  |  et  l'un  au  moins 

58)  W,  M,  Makeham ,  The  assurance  magazine  and  journal  of  the  Institute 
of  actuaries  [Londres]  8  (1860),  p.  801. 

88* 
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ne  dépend  que  des  différences  des  autres  âges  x^^  "-fX^^^fX^^^,  '--,x^ 
figurant  dans  cette  expression^). 

L'équation  (14)  a  encore  lieu  pour  une  table  de  sélection  ajustée 
en  appliquant  la  formule  [cf.  n^  19] 

dans  laquelle  cc^,  fi^  sont  des  constantes  par  rapport  à  x  dont  la  va- 
leur dépend  de  n,  tandis  que  y  désigne  une  constante  numérique. 

21.  GtônéraliBation  de  Quiquet.  Beyenons  au  cas  où  la  fonc- 
tion i(x)  ne  dépend  pas  de  la  durée  de  Tassurance;  mais  seulement 
de  l'âge  x  atteint  par  l'assuré.  En  cherchant  quelle  doit  être  la  loi 
analytique  de  mortalité  pour  qu'on  puisse  substituer  aux  r  argumoits 
donnés  un  nombre  d'arguments  m<ir,  A.  Quiqud^)  a  obtenu  comme 
condition  nécessaire  et  suffisante  que  la  dérivée  (i(x),  prise  par  rapport 
à  X,  de  la  fonction  (i(x)  qui  représente  le  taux  instantané  de  mor- 
talité doit  satisfaire  à  une  équation  différentielle  linéaire  et  homogène 
d'ordre  m  à  coefficients  constants.  Il  en  déduit  des  lois  de  survie 
(dites  lois  de  survie  d'ordre  m)  qui  sont  une  généralisation  des  lois 
de  Gompertz  et  de  Makeham  (dites  lois  de  survie  du  premier  ordre). 
Les  lois  de  survie  du  second  ordre,  parmi  lesquelles  on  peut  citer 
celle  de  C.  F,  Gcmss^)  et  celle  plus  générale  de  W.  Lazarus^)^  ont 
pour  objet  la  représentation  de  la  mortalité  pendant  toute  la  durée 
de  la  vie  humaine,  dans  certains  cas  où  la  loi  de  Makeham  ne  repré- 
senterait pas  d'une  façon  suffisante  la  mortalité  observée. 

22.  Interpolation  et  différentiation.  Dans  les  cas  où,  connaissant 
déjà  les  valeurs  de  I^  pour  des  valeurs  entières  de  x^  on  a  besoin  de 

54)  TT.  8.  B,  Woolhouse^  Journal  of  the  Institate  of  actoariea  [Londres]  15 
(1870),  p.  402;  G.  King,  Institute  of  actuaries'  textbook  2  (1902),  p.  206. 

55)  A,  Quiquet^  Bulletin  de  rinstitnt  des  actuaireB  français  3  (1893),  p.  97; 
Proceedings  of  the  fourth  international  congress  of  actnariee  (New  York)  1  (1904), 
p.  382.  Voir  aussi  J.  Bertrand,  C.  R.  Acad.  se.  Paris  106  (1888),  p.  1042;  A.  Çuiquet, 
id.  p.  1465. 

56)  W.  Lazarus,  Vber  MortalitlLtsverli&ltnisse  und  ihre  Ursachen,  Hambouig 
1867;  trad.  anglaise  par  T.  B.  Sprague,  Journal  of  the  Institute  of  actuaries 
[Londres]  18  (1874),  p.  54;  id.  18  (1875),  p.  212.  La  formule  obtenue  par  C.  F.  Gmm 
[Werke  8,  G5ttingue  (Leipzig)  1900,  p.  155]  rentre  dans  celle  de  W.  Lazarw 
comme  cas  particulier.  La  table  des  17  compagnies  anglaises  a  été  ajustée 
d'après  la  loi  de  Lazarus  par  J.  Graf,  Die  Recbnungsgmndlagen  der  K.  E.  priv. 
Assicurazioni  generali  in  Triest,  Trieste  1905. 
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connaître  aussi  les  yaleors  de  I^  pour  des  valeurs  positives  non  entières 
de  Xj  on  interpole  ordinairement  ces  valeurs  en  joignant  par  des 
droites  les  valeurs  connues  de  I^  pour  les  valeurs  entières  successives 
de  Xy  conformément  à  l'hypothèse  de  A.  de  Moivre  [cf.  n^  14].  Mais, 
quand  on  a  besoin  de  connaître  les  valeurs  IJ  de  la  dérivée  V(x) 
pour  des  valeurs  entières  de  x,  il  faut  procéder  autrement. 

C'est  ce  qu'on  fait  généralement  en  interpolant^  pour  chaque  valeur 
donnée  de  x,  une  fonction  i{x)  au  moyen  d'une  courbe  parabolique  de 
degré  2  h  passant  par  les  2h  +  1  points 

et  en  définissant  IJ  par  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette 
courbe  parabolique  au  point  x.  La  valeur  de  h  est  arbitraire  et  on 
la  prend  généralement  assez  petite.  Pour  /t  —  1  et  h  ^2  par  exemple, 
W,  S.  B,  Woolhouse^'^)  a  donné  les  formules  approchées 

pour  A=«l,    ^^^h^^^A. 

pour  A -2,    ^^^^Sk=i=}x_^ù^^hc=i:zh±ll. 

Ces  formules  sont  souvent  appliquées  dans  la  pratique. 

On  voit  immédiatement  que  le  procédé  de  détermination  de  yi^ 
dont  nous  venons  de  parler  n'est  pas  autre  chose  qu'une  différentiation 
mécanique  [cf  I  21,  20]. 

Si  l(x)  est  représentée  par  une  fonction  analytique  il  n'est  évi- 
demment pas  nécessaire  de  définir  ainsi  I^  et  \^  par  une  interpolation. 

23.  BésultatB  généraux  des  principales  tables  de  mortalité. 
Dans  la  détermination  statistique  de  la  mortalité  des  assurés,  il  importe 
de  n'admettre  dans  les  observations  que  des  risques  pouvant  être  con- 
sidérés comme  similaires.  Dans  ce  but  on  sépare  ordinairement  les 
observations  concernant  le  sexe  féminin  de  celles  concernant  le  sexe 
masculin.  Il  est  aussi  nécessaire  pour  être  en  droit  d'envisager  les 
risques  comme  similaires,  de  distinguer  entre  les  assurances  de  modes 
différents. 

Les  observations  anglaises^')  publiées  de  1900  à  1907  ont  permis 
de  constater  que,  dans  les  assurances  en  cas  de  décès,  les  assurés  avec 
participation   aux  bénéfices  accusent  une  mortalité  moindre  que  les 


67)  W,  S.  B,  WooîhatMej  Journal  of  the  Institnte  of  actuaries  [Londres]  16 
(1870),  p.  70,  116;  21  (1879),  p.  64.  Dans  aucun  de  ces  denx  mémoires,  W,8,B, 
Wooïhouse  ne  formule  cependant  les  hypothèses  sur  lesquelles  il  s'appuie;  il 
n'évalue  pas  non  plus  la  grandeur  de  Peireur  commise. 
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assurés  aux  mêmes  conditions  mais  sans  participation  aux  bénéfices. 
Ces  observations  permettent  aussi  de  constater  que  les  assurés  ayant 
Yolontairement  contracté  une  assurance  mixte  accusent  une  mortalité 
moindre  que  les  assurés  ayant  contracté  une  assurance  s'étendant  à 
toute  leur  vie.  Les  personnes  qui  s'assurent  (assurances  dotales)  pour 
des  capitaux  payables  en  cas  de  vie  (ou  des  rentes  viagères)  ne  présen- 
tent pas  la  même  mortalité  que  celles  qui  s'assurent  pour  des  capitaux 
payables  à  leur  décès.  Les  rentiers  se  sélectionnent  eux-mêmes^)  {sélec- 
tion spontanée)  et  leur  mortalité  est  moindre  que  ceUe  des  assurés  en 
cas  de  décès.  Pour  les  assurances  au  décès  ^');  la  sélection  est  faite 
par  la  compagnie  d'assurances  au  moyen  d'un  examen  médical  et  la 
mortalité  de  ces  assurés  est  ainsi  moindre  que  ceUe  de  la  population 
en  général. 

24.  Sélection  et  durée  de  rassuranoe.  Les  effets  de  la  sélection 
médicale  ou  spontanée  s'effacent  avec  le  temps;  il  faut  donc^  dans  les 
statistiques^  tenir  compte  de  la  durée  de  Tassurance,  c'est-à-dire  du  temps 
écoulé  depuis  que  la  sélection  a  été  pratiquée.  D'ailleurs  les  observations 
faites  jusqu'ici  par  diverses  compagnies  d'assurances  constatent  nette- 
ment et  sans  discussion  possible,  au  moins  en  ce  qui  concerne  les 
assurés  adultes  de  sexe  masculin  assurés  dans  des  conditions  normales, 
l'influence  certaine  de  la  durée  de  l'assurance  contrôlée  médicalement 
sur  la  probabilité  de  décès,  en  sorte  que  la   construction  de  tables 

58)  Une  liste  des  principales  tables  „d'&ggrégat^^  et  de  sélection  se  trouve 
dans  les  renseignements  bibliographiques  placés  à  la  fin  de  ce  volume. 

On  ne  possède  pas  de  tables  d^assuiés  en  cas  de  vie  sur  lesquelles  on 
puisse  compter.  Aussi  fait-on  rarement  usage  des  tables  d^assurés  en  cas  de  vie 
qui  ont  été  dressées,  et  parmi  lesquelles  on  peut  citer  les  tables  M  IV  et  W  lY 
des  23  compagnies  d^assurances  allemandes  [Deuteche  Sterblichkeitstafeln  aus  den 
Erfahrungen  von  28  Lebensversicherungs-Gesellschafben^  Berlin  1888,  p.  608,  730]. 

69)  On  trouvera  une  liste  des  principales  tables  de  mortalité  concernant 
les  rentiers  dans  les  renseignements  bibliographiques  placés  au  début  de  ce  vo- 
lume. Une  étude  d'ensemble  des  tables  antérieures  a  été  faite  par  B.SekmerUr, 
Die  Sterblichkeitserfahrungen  unter  den  Benten-Yersicherten,  Berlin  1898;  on 
trouvera  des  tables  plus  récentes  dans  la  publication:  Aufsiehtaamt  fur  Privât- 
versicherung^  YerOffentlichungen  des  deutschen  Yereins  fdr  Yersicherungswissen- 
schaft,  cah.  11,  Berlin  1906.  Les  tables  les  plus  récentes  sont  actuellement  les 
tables  autrichiennes  [Absterbeordnung  aus  Beobachtung  an  Gsterreichischen  Yer- 
sicherten,  Yienne  1907;  Absterbeordnungen  aus  Osterreichischen  und  ungarischen 
Yersicherten ,  Yienne  1909]  et  les  tables  qui  ont  été  dressées  d^apr^  les  der- 
nières observations  anglaises.  Les  résultats  bruts  de  ces  observations  ont  été 
publiés  dans  les  „Gombined  expérience  of  life  annuitants  (1868/98),  unadjusted 
data,  Londres  1899^^  Les  tables  ajustées  portent  le  titre:  British  offices  life 
annuity  tables,  tables  deduced  fiom  the  gratuated  expérience  of  life  annuitaots, 
Londres  1908. 
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d'assurances  en  cas  de  décès  où  il  est  tenu  compte  de  cette  durée 
s'impose  absolument. 

Pour  un  âge  déterminé  la  mortalité  augmente  très  certainement 
d'une  façon  appréciable^  au  moins  pendant  les  cinq  à  dix  premières 
années^  avec  le  nombre  des  années  qui  s'est  écoulé  depuis  le  début 
de  l'assurance. 

Cependant  certains  actuaires  français  estiment  que  les  observations 
faites  jusqu'ici  sont  encore  généralement  insuffisantes  pour  permettre 
une  application  pratique  et  préfèrent  employer  les  anciennes  tables 
établies^  pour  un  même  âge^  sur  toutes  les  durées  réunies;  dans  des  cas 
spéciaux  où  l'on  pourrait  craindre  d'introduire  ainsi  des  erreurs  graves, 
ils  ont  recours  à  des  procédés  de  correction  empiriques.  Ces  anciennes 
tables  sont  actuellement  désignées  en  Angleterre  sous  le  nom  de 
^^aggregate  tables^^  et  en  Allemagne  sous  celui  de  ^^Aggregat-Sterb- 
tafeln^',  de  ^^Durchschnittsterbetafeln^'  ou  de  ^^summarische  Sterbetafeln^^ 

Les  nouYelles  tables  de  mortalité  concernant  les  assurés  en  cas 
de  décès  dans  lequelles  on  tient  compte  à  la  fois  de  l'âge  de  celui 
qui  s'assure  et  de  la  durée  de  son  assurance  portent  le  nom  de  tables 
de  sélection]  elles  sont  à  double  entrée  ^^). 

Des  observations  toutes  semblables  ont  été  faites  en  ce  qui  con- 
cerne les  rentes  viagères  [n^  23]. 

Les  plus  anciennes  recherches  sur  la  sélection  remontent  à 
J.  A.  Higham^^)  qui  a  utilisé  les  tables  des  17  compagnies  anglaises. 

T,  B.  Sprctgae^^  a  repris  ces  recherches  en  les  étendant  aussi  aux 
tables  des  20  compagnies  anglaises.  De  même  W,  Lazarus^^)  à  l'aide 
des  tables  M  I  des  23  compagnies  allemandes. 


60)  En  Allemagne  on  leur  donne  aussi  le  nom  de  „doppelt  abgestafte  Tafeln*^ 

61)  The  assurance  magazine  (Londres)  1  (1851),  p.  179. 

^D'après  E.  Roghé  [Geschichte  nnd  Eritik  der  Sterblichkeitsmessung  bei 
Yersicherungsanstalten,  Suppl.  XVlll  der  Jahrbûcher  fur  NationalGkonomie  und 
Statistik  [léna]  (2)  18  (1891),  p.  40],  Arthur  Morgan  aurait  insisté  dès  1834  [Tables 
showing  the  total  number  of  persons  assured  in  the  Equitable  societj,  Londres 
1834,  p.  VIJ  sur  le  fait  de  la  sélection  (Note  de  A.  Lœwy)* 

62)  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  15  (1870),  p.  328;  21  (1879), 
p.  229;  22  (1881),  p.  391. 

Les  tables  H.  M.  des  20  compagnies  anglaises  contiennent  une  table  parti- 
culière H.  M.^^^  pour  les  assurés  depuis  cinq  ans  au  moins  [Tables  deduced  from 
the  mortalitj  expérience  of  life  assurance  companies,  Londres  1872,  p.  6  et  p.  144], 
en  supposant  que  Teffét  de  la  sélection  soit  effacé  après  cinq  ans.  De  même, 
chaque  table  de  sélection  est  terminée  par  une  tabU  finale  [ultimate  table, 
Schlusstafel  on  encore  abgestutzte  Aggregattafel]  du  type  de  la  table  H.  M/^> 
qui  fournit  la  mortalité  après  la  disparition  de  la  sélection. 

63)  Assekuxanz-Jahrbuch  [Vienne]  11  (1890)  seconde  partie,  p.  8. 
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Les  recherches  sur  la  sélection  doivent,  en  partie  du  moins,  leur 
origine  à  l'importance  que  Ton  a,  à  juste  titre,  attaché  à  contrôler  le 
fait,  depuis  longtemps  soupçonné,  auquel  on  peut  donner  le  nom 
d'antiséUcHon,  qu'une  résiliation  anticipée  des  polices  dW  certain 
nombre  d'individus  d'un  groupe  augmente  la  probabilité  de  décès  des 
autres  individus  du  même  groupe.  J.  ChcUam^)  et  E.  Me  Clintoek^) 
ont  recherché  systématiquement  s'il  en  est  vraiment  ainsi.  J.  Fredholm**) 
a  repris  ces  recherches  en  relevant  diredemefU  la  mortalité  de  ceux 
qui  avaient  résilié  leur  police  d'assurance.  Cette  statistique  repose  sur 
une  enquête  préalable  faite  sous  la  direction  de  I.  Fredhclm  par  la 
compagnie  suédoise  „Skandiâ''  de  Stockholm.  Toutes  ces  recherches 
ont  conduit  au  même  résultat:  les  statistiques  n'otèt  pas  prouvé  que 
l'hypothèse  d'une  onHsélecùion  fût  justifiée. 

26.  Bisques  anormaux.  Pour  les  assurés  en  cas  de  d^s  on 
doit  considérer  comme  anormaux  les  risques  qui,  par  suite  de  cir- 
constances spéciales  (exercice  de  certaines  professions,  séjour  dans  les 
climats  malsains,  etc.),  sont  aggravés  et  qui  par  suite  ne  peuvent  être 
assimilés  aux  risques  normaux.  Suivant  les  cas,  on  les  exclut  de 
l'assurance,  ou  on  ne  les  accepte  que  pour  des  assurances  mixtes  à 
court  terme,  ou  encore  on  ne  les  accepte  qu'avec  des  surprimes  spé- 
ciales, correspondant  plus  ou  moins  exactement  à  l'aggravation  du 
risque.  Souvent  la  surprime  se  manifeste  par  une  élévation  corres- 
pondante de  l'âge  que  l'on  attribue  à  l'assuré.  On  exclut  de  même, 
ou  Ton  ne  garantit  qu'avec  surprime,  certaines  causes  de  décès  (telles 
que  le  duel,  le  suicide,  ou  les  risques  de  guerre). 

L'assurance  des  femmes*^  et  des  enfants^)  présente  aussi  des  risques 


64)  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  29  (1892),  p.  81. 

65)  Actaarial  society  of  America,  Papers  and  TransactionB  [New -York]  S 
(1898/4),  p.  61. 

66)  Berichte  des  fûnften  intemationalen  EongiesseB  fOr  Yersicherongawissen- 
schaft  2,  Berlin  1906,  p.  137. 

67)  Un  grand  nombre  des  tables  de  mortalité  citées  dans  les  renseignements 
bibliographiques  placés  en  tête  du  volume,  contiennent  des  renseignements  pré- 
cieux concernant  les  individus  du  sexe  féminin.  H  en  est  ainsi  en  particulier 
des  tables  de  mortalité  des  rentières. 

68)  Dans  les  assurances  sur  la  vie  on  utilise  en  outre: 

a)  les  observations  faites  sur  des  groupes  de  rentiers  lorsque  ces  obser- 
vations s'étendent  jusqu'aux  êkgeë  x  les  plus  bas  que  Ton  rencontre;  il  en  est 
ainsi  dans  les  tables  françaises  E.  F. 

b)  les  observations  faites  sur  l'ensemble  de  la  population  d'une  contrée 
déterminée;  parmi  ces  observations  celles  de  W»Farr  sur  la  mortalité  dans  les 
districts  d'Angleterre  en  bon  état  sanitaire  doivent  être  particulièrement  citées 
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spéciaux.  Dans  les  compagnies  d'assurances  on  ne  peut  considérer 
comme  risques  normaux  que  ceux  qui  concernent  les  assurances  d'in- 
dividus du  sexe  masculin  ayant  été  sérieusement  examinés  par  un 
médecin  et  s'étant  assurés  aux  conditions  habituelles.  C'est  pour  ces 
risques  normaux  que  sont  construites  de  nos  jours  les  tables  de  morta- 
lité ordinaires  en  Allemagne,  en  Angleterre  et  en  Autriche.  Les  tables 
françaises  font  exception  en  ce  qui  concerne  la  distinction  des  sexes: 
dans  la  plupart  des  cas  on  n'y  distingue  pas  entre  la  mortalité  des 
hommes  et  la  mortalité  des  femmes.  D'ailleurs  même  en  Allemagne 
la  table  la  plus  répandue  est  encore  la  table  23  D.  0.  H.  et  W I  qui 
ne  distingue  pas  entre  les  sexes. 

Parmi  les  assurés  qui  sont  en  cause  d'aggravation  du  risque,  on 
peut  citer: 

a)  les  individus  assurés  en  cas  de  décès  sans  avoir  été  examinés 
sérieusement  par  un  médecin.  Ces  risques  se  présentent  souvent  dans 
les  assurances  populaires  et  dans  les  caisses  funéraires  ^^); 

b)  les  individus  pour  lesquels  l'examen  médical  a  révélé  un  état 
de  santé  anormal''^); 

c)  les  individus  dont  la  profession  comporte  un  risque  parti- 
culier'^); 


[W.Farr,  PbUos.  Trans.  London  149  (1869),  p.  887;   English  life  table,   Lon- 
drsB  1864]. 

69)  Voir  les  tables  M  m  et  W  m  des  23  compagnies  allemandes. 

70)  Voir  les  tables  M  II  et  W  II  des  28  compagnies  allemandes,  le  qua- 
trième groupe  des  obseirations  des  20  compagnies  anglaises;  et  d'autre  part  les 
lechercbes  statistiques  publiées  à  ce  si:get  dans  plusieurs  journaux  d'actuaires 
[Journal  of  the  Institute  of  actnaries  [Londres]  ;  Transactions  of  the  actuarial  society 
Edinbxu-gh  ;  Transactions,  Actuarial  society  of  America  New- York  ;  Z.  fur  die  gesamte 
Yersicherungs-Wissenschafb  (Berlin)]  et  aussi  les  comptes  rendus  des  congrès  inter- 
nationaux d'actuaires  de  Bruxelles,  Londres,  Paris,  New- York,  Berlin  et  Vienne. 

Les  premières  observations  concernant  les  risques  anormaux  qui  aient  été 
faites  sur  une  vaste  échelle  et  qui  aient  été  publiées  sont  celles  faites  en  Amé- 
rique par  les  compagnies  d'assurances  sur  la  vie  [cf.  Expérience  of  thirty-four 
life  companies  upon  ninety-eight  spécial  classes  of  risk,  New- York  1903]. 

Voir  aussi  /.  Karup^  E.  Gollmer  et  G.  Florschutz  [Aus  der  Praxis  der 
Gothaer  Lebensversicherungsgesellschaft,  léna  1902]  ainsi  que  R.  GoUmer,  Die 
Todesursachen  bei  der  Gothaer  Lebensversioherungsbank  [Yerttffentlichungen  des 
deutschen  Yereins  fûr  Yersicherungs-Wissenschaft  cah.  9,  Berlin  1906]. 

Yoir  encore  A.  Loetoy,  article  „Abgelehnt",  dans  A.  Mânes,  Yersicherungs- 
Lexikon"),  p.  7/11. 

71)  Yoir  les  renseignements  bibliographiques  donnés  dans  la  note  70.  Yoir 
aussi  les  statistiques  concernant  la  population  anglaise,  publiées  par  J,  Tatham 
[Supplément  to  the  sixty-fifth  annual  Report  of  the  regist-ér  gênerai  of  births, 
deaths,  and  mariages  in  England  and  Walee,  part  2,  Londres  1908,  p.  Y]. 
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d)  les  individus  habitant  les  pays  tropicaux  ^^. 

e)  les  invalides  dans  les  cas  d'accident  ^''^). 

L'unique  façon  de  dresser  des  tables  concernant  ces  risques 
surélevés  est  d'observer  la  mortalité  des  individus  qui  y  sont 
soumis. 

Les  recherches  statistiques  entreprises  jusqu'ici  à  cet  égard  sont 
mentionnées  dans  les  notes  70  à  72.  Ces  statistiques  sont  toutefois 
défectueuses^  non  seulement  parce  que  le  nombre  de  tètes  observées 
est  en  général  trop  faible,  mais  encore  et  surtout  parce  qu'on  n'a 
encore  réussi  à  trouver  aucun  principe  général  de  classification  per- 
mettant d'utiliser  les  résultats  obtenus. 

Dans  les  catégories  (b)  et  (c),  le  degré  de  l'aggravation  du  risque 
d'une  certaine  classe  est  souvent  déterminé  d'une  façon  sommaire 
en  calculant  le  rapport  des  décès  actuellement  observés  dans  cette 
catégorie  aux  décès  qui  auraient  eu  lieu  d'après  une  table  de  mortalité 
normale. 

Fonds  net.    Primes  pures  et  réserves  mathématiques. 

26.  Notations.  Dans  l'étude  des  primes  et  réserves  il  importe 
de  fixer  avec  soin  les  notations  qui  sont  loin  d'être  uniformes  dans 
toutes  les  publications  qu'on  a  l'occasion  de  consulter. 

Nous  adopterons,  en  général,  les  notations  de  l'institut  des  actuaires 
anglais  auxquelles  se  sont  successivement  ralliés  la  plupart  des  actuaires 
anglais,  français  et  américains  ^^);  nous  signalerons  avec  soin  chacune 
des  dérogations  à  cette  règle. 

L'intérêt  annuel  que  rapporte  1  franc  de  capital  sera  désigné  par 

i. 

Le  capital,  évalué  en  francs,  qui,  au  bout  d'un  an,  est  devenu, 
grâce  aux  intérêts  qu'il  a  rapportés,  égal  à  1  franc,  sera  désigné  par 


72)  Voir  les  renseignements  bibliographiques  donnés  dans  la  note  70.  En 
ce  qui  concerne  les  pays  tropicaux  voir  en  particulier  C.  N.  Jones,  Actuarial 
Society  of  America,  Papers  and  Transactions  3  (1893/4),  p.  316;  A.  Hunter,  Ac- 
tuarial Society  of  America,  Transactions  (New-Tork)  10  (1908),  p.  896. 

72*)  Pour  ce  qui  concerne  la  mortalité  des  invalides  voir  la  note  5  et 
O.  Pktseh,  Yerdffentlichungen  des  deutschen  Yereins  fur  Yersiohemngs-Wissen- 
schaft,  cah.  1,  Berlin  1908,  p.  86. 

73)  Voir  à  ce  siget  A.  BégauU  [Journal  of  the  Institute  of  actnaries  [Londres]  33 
(1898),  p.  1  ;  Transactions  of  the  second  international  oongress  aotuaries  of  London 
1899,  éd.  Londres  1899,  p.  682/640]  et  T.  B.  Sprague  [Troisième  congrès  inter- 
national des  actuaires  Paris  1900,  éd.  Paris  1901,  p.  682]. 
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en  sorte  que 


'"ï+r 


On  désignera  par  â  Fexpression 

*-log,(l  +  »), 
en  sorte  que 

d  est  ce  que  l'on  appelle  le  taux  de  l'intérêt  continu. 

Hypothèse.  Nous  supposerons  essentiellement  que  le  taux  de  VintèrH 
est  constant-j  dans  ce  qui  suit  i,  v  et  d  seront  donc  envisagés  comme 
des  constantes. 

27.  Valeur  actuelle.  Fiime  unique.  Soient  (p{t)  la  probabilité 
de  réalisation  au  temps  t  d'un  événement  assuré  (vie  ou  décès  d'une 
personne  ou  d'un  groupe)  et  f{t)  la  valeur,  ramenée  à  l'époque  d'éva- 
luation,  d'un  paiement  à  effectuer  en  cas  de  réalisation  au  temps  t.  On 
Appelle  valeur  actuelle  du  paiement  sa  valeur  probable 

(0 
la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  époques  t  pouvant  donner  lieu 
au  paiement. 

La  valeur  actuelle  du  paiement  est  égale  à  la  prime  unique  qu'il 
faut  percevoir  pour  l'assurance  de  la  somme  f(t)  à  payer  si  l'événement 
assuré  se  réalise  à  l'époque  t. 

Dans  certaines  questions^  le  montant  du  paiement  est  fonction  de 
son  époque;  ainsi  dans  le  cas  d'assurances  en  progression  arithmétique, 
il  peut  être  égal  (ou  proportionnel)  à  t    Alors 

fit)  -  tv'. 

Pour   l'unité   assurée   payable  au  décès  [n**  88],   la  fonction  f{t)  se 
réduit  à 

ou  à 

28.  Méthodes  de  càlouL  Si  l'événement  assuré  est  le  cas  de 
vie  d'une  tête  (x)  d'âge  rc  on  a 

et,  dans  l'expression  correspondante 

^f{{)p{x,  x  +  t) 

(0 

de  la  prime  unique,  la  sommation  s'étend  à  un  certain  nombre  limité 
de  valeurs  isolées  de  t 
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S'il  s'agit  de  sommes  payables  à  l'époqne  du  décès^  on  doit 
considérer  la  yariation  continue  de  i  et  on  est  conduit  à  l'inté- 
gration d'une  différentielle  (méthode  continue).  Mais^  dans  la  pra- 
tique^ on  partage  le  plus  souvent  la  période  de  l'assurance  en  un 
nombre  limité  d'intervalles  (effectivement  année  par  année)  dans  chacun 
desquels  on  suppose  que  tous  les  décès  se  produisent  à  la  même 
époque  [n*»  38]. 

29.  Annuités  viagères.  Une  rente  viagère  peut  n'être  servie 
qu'après  un  certain  nombre  d'années;  dans  ce  cas  elle  est  dite  différée. 
Elle  peut  encore  cesser  d'être  payable  à  partir  d'une  certaine  époque; 
dans  ce  cas  eUe  est  dite  temporaire. 

Dans  tous  les  cas^  le  calcul  de  la  valeur  actuelle  d'une  rente, 
en  d'autres  termes  l'évaluation  du  capital  qu'il  faut  payer  pour  avoir 
droit  à  cette  rente,  se  ramène  au  calcul  d'une  expression  de  la  forme 


où  la  somme  est  étendue  aux  valeurs  entières  de  t  comprises  entre 
deux  nombres  naturels  m  et  n  convenablement  choisis. 

L'évaluation  de  cette  somme  se  fait  pratiquement  à  l'aide  de 
nombres  D^  et  N^  que  l'on  appelle  nombres  de  commutation  parce  qu'on 
les  trouve  dans  des  tables  dites  Tables  de  commutation^  pour  les  valeurs 
entières  de  a;'*). 

Ces  nombres  2>,  et  N^  sont  définis'*)  à  l'aide  des  nombres  v  et  I, 
par  les  relations'*) 

et 
_     N,'~D,  +  D,^,  +  -.-  +  D„. 

74)  Dans  les  recueils  de  tables  cités  dans  les  renseignements  bibliographiques 
placés  en  tête  du  yolume,  on  trouve  mentionnées  sous  le  nom  de  ^Tables  auxi- 
liaires^^ des  tables  numériques  fournissant  les  valeurs  de  D^,  N^  et  a  ainsi  que 
les  valeurs  de  C^,  M^^  du  n®  88  et  de  leurs  logarithmes  yulgaires. 

75)  Les  nombres  de  commutation  D^^,  Ng^  ainsi  que  les  nombres  de  com- 
mutation Cgg,  Mg.  du  n"*  88  ont  été  introduits  par  /.  N.  Tetens^  Einleitung  zor 
Berechnung  der  Leibrenten  1,  Leipzig  1786,  p.  88. 

76)  La  notation  N^  adoptée  ici  est  la  notation  américaine  [cf.  N.  WiOey^ 
The  principles  and  practice  of  life  insurance,  New- York  et  Chicago  1872;  (7*  éd.) 
New-Tork  et  Chicago  1906,  p.  64];  ce  n^est  pas  celle  dont  on  fait  généralement 
usage.  On  désigne  généralement,  conformément  à  Tusage  anglais,  par  ^T^-x  ce 
que  nous  avons  désigné  par  N^^.  Si  nous  avons  préféré  ici  la  notation  américaine 
c'est  parce  qu'elle  a  été  récemment  adoptée  en  France  dans  le  Recueil  de  docu- 
ments relatifs  aux  assurances  sur  la  vie  réunis  par  le  Ministère  du  Commerce» 
Paris  et  Nancy  1906,  p.  6. 
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Une  fois  ces  nombres  connus  pour  une  tête  (je)  i^&ge  x,  on  a 
et  par  suite 

On  conyient  une  fois  pour  toutes  que^  à  moins  de  dire  expressé- 
ment le  contraire^  les  annuités  viagères  envisagées  sont  exclusivement 
celles  qui  sont  payables  pendant  toute  la  durée  future  de  la  vie.  On 
a  alors 

w  =  1^    n^'  œ  ^  X, 

et  la  prime  imique  a^  qu'il  faut  payer  pour  recevoir  une  annuité 
viagère  de  1  franc  par  an  est  donnée  par  la  formule  ^^ 

^«  ' 
si  les  termes  sont  payables  d'avance  on  a  m  »  0  et  la  prime  unique  a^ 
est  donnée  par  la  formule 

N 

».-!  +  «.=  „'-. 

Z 

Au  lieu  d'évaluer  ainsi  les  primes  uniques  a^  à  Taide  des  tables  de 
commutation  on  peut  aussi  dresser  directement  une  table  des  a^  en 
appliquant  la  formule  de  récurrence  d'ailleurs  presque  évidente''^) 

30.  Annuités  payables  par  fractions  et  annuités  contintles.  Si, 
à  l'origine  de  chacun  des  intervalles  égaux  à  la  x**™*  partie  de  l'année, 
une  rente  viagère  de  1  franc  par  an  est  payable  en  x  parties  égales, 
la  valeur  actuelle  a^^"^  du  capital  correspondant  n'est  définie  que  si 


77)  La  valeur  actnelle  d*ime  rente  viagère,  c*e8t-à-dire  le  montant  de  la 
prime  à  payer  une  fois  pour  toutes  pour  que  la  compagnie  vous  serve  cette  rente 
viagère,  a  été  calculée  pour  la  première  fois  par  J,  de  Witt  [Waerdje  van 
lijfrenten,  La  Haye  1671;  reproduit  en  fac  simile,  Harlem  1879];  le  procédé  de 
J.  de  Witt  était  d'ailleurs  différent  du  procédé  du  texte. 

La  méthode  usuelle  est  due  à  E.  Haïley  [Philos.  Trans.  London  17  (1693), 
éd.  1694,  p.  696,  664].  Cf.  G.  Enestrâm,  Ofversigt  Vetensk.  Akad.  fôrhandl.  (Stock- 
holm) 63  (1896),  (n?  1)  p.  41,  (n*  2)  p.  167;  Archief  voor  de  Verzekerings-Weten- 
schap  3  (1897),  p.  62;  M.  Cantor,  Yorles.  Gesch.  Math.  3,  Leipzig  1894,  p.  43  et  suiv.; 
(2*  éd.)  8,  Leipzig  1901,  p.  46/8. 

78)  P.  S,  Laplace,  Théorie  des  probabilités »») ,  (1"  éd.),  p.  426;  Œuvres  7, 
p.  436. 
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l'on  fait  à  FaYance  une  hypothèse  sur  le  nombre  I^  des  vivants  à  chacun 


ou  une  hypothèse  équivalente.    Les  actuaires  font  en  général  l'hypothèse 
suivante: 

Hypothèse  tisuelle.  Dans  l'intervalle  compris  entre  deux  entiers 
consécutifs  o;  et  a;  +  1>  la  courbe 

y  -  ï(*) 

est  une   ligne  droite.     C'est  au  fond  l'hypothèse  restreinte  de  A.  de 
Moivre  [cf.  n*»  14]. 

En  ce  qui  concerne  l'intérêt  on  convient  que  la  valeur  escomptée 
(sans  tenir  compte  de  la  mortalité)  de  1  franc  payable  après  t  années 
est  donnée  par 

quelle  que  soit  la  valeur  réelle  fractionnaire  ou  même  irrationnelle 
que  l'on  donne  à  t 

De  cette  hypothèse  on  déduit,  pour  la  valeur  actuelle  du  capital 
a^^'')  fournissant  une  annuité  viagère  de  1  franc  par  an,  la  formule 
rigoureuse 

où  les  coefficients  Vi^''\  v^^"^  sont  des  nombres  positifs  qui  ne  dépendent 
pas  de  la  mortalité.     Ils  sont  données  par  les  relations 

OÙ 

Ces  formules  sont  dues  à  R.  Lobatto'^^).  Dans  la  pratique  on  n'applique 
toutefois  presque  jamais  cette  formule  et  l'on  préfère  faire  usage  de 
la  formule 

Cette  dernière  formule  *•)  peut  d'ailleurs  se  déduire  d'une  hypo- 
thèse qui  diffère  de  l'hypothèse  usuelle  en  ce  que  les  ordonnées  I^^^ 
y  sont  remplacées  par  les  ordonnées  D^+|. 

Quand  on  envisage  i(x)  comme  une  fonction  analytique  connue 


79)  B.  Lohatto,  Verhand.  Akad.  Wetensch.  Amsterdam  (1)  10  (1864),  p.  199. 
Voir  aussi  C.  Landré,  Mathematisch-teohnische  Eapitel  znr  LebensTersicherong, 
(2*  éd.)  léna  1901,  p.  234  (formule  882). 

80)  T.  Simpson  [Select  exercices  for  young  proficients  in  the  mathematicfl, 
Londres  1752,  p.  283]  avait  donné  cette  formule  approchée  pour  x  *—  2  et  pour  »  »  4. 
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de  X,  on  obtient  d'ailleurs  souvent  une  approximation  meilleure  que  la 
précédente  par  la  formule  approchée 

(15)  a,M  -  «,  +  'i^  -  «;-^,i  (^.  +  d), 

OÙ  ft^  est  le  taux  instantané  de  mortalité  et  où  d  est  le  taux  de 
l'intérêt  continu.  On  donne  à  cette  formule  le  nom  de  formule  de 
Woolhouse^^). 

Pour  obtenir  la  formule  approchée  de  Woolhouse  on  utilise  la 
méthode  des  variables  conHnues  et  en  particulier  la  notion  de  Vannuité 
viagère  continue,  et  Ton  applique  la  formule  de  sommation  à^Euler" 
Mcuila/urin^^): 

b  a  =  r--8 

(16)  ^fix) .  h  ^ff{z)dz  +2'^„+i*«+*(/^»>(J) -/«»)(«))  -  R. 

Ici  f{x)  est  une  fonction  donnée  quelconque  qui  est  continue 
avec  toutes  ses  dérivées  ff^\x)  qui  entrent  dans  la  formule;  r  est  un 
nombre  entier  quelconque  mais  plus  grand  que  Funité;   Te  doit  être 

un  diviseur  de  6  —  a  en  sorte  que    "7     soit   un   nombre   entier  et 

positif.  Les  coefficients  A^^^  sont  les  nombres  de  BemouUi  définis 
par  le  développement  en  série  entière 

asO 

qui  converge  pour  \x\  <  2« . 

Le  reste  R  de  la  formule  (16)  est  donné  par  l'intégrale  définie 
1 
(18)  R  =  yr^^f(pXt)^f'\x  +  *  -  Tct)dt, 

où  la  somme  est  étendue  aux  valeurs 

X  ^  a,  a  +  ÎC,  a  +  2k,  . . .,  6  —  2Jc,  b  —  k 
et  où  (p^{t)  est  un  polynôme  de  degré  r  auquel  on  a  donné  le  nom 


81)  W.  8,  B,  Woolhouse  [Journal  of  the  Inatitute  of  actuaries  [Londres]  15 
(1870),  p.  106]  Ta  développée  pour  un  nombre  quelconque  de  têtes,  mais  sans 
tenir  compte  de  Texpression  du  reste.  La  formule  donnée  dans  le  texte  se  trouve 
à  la  p.  106  de  son  mémoire  ligne  6  en  remontant. 

82)  Cf.  1 21,  18  formule  (24)  et  note  174.  Voir  aussi  A.  A.  Markov,  Isèisl."); 
DifTerenzenrechnung,  p.  114.  Si,  au  lieu  de  la  dérivée  on  introduit  un  quotient 
de  différences,  et  si  Ton  applique  encore  la,  formule  de  sommation  d'Ëuler,  on 
obtient  une  formule  donnée  par  J,  W.  Lubboek  [Trans.  Gambr.  philos.  Soc.  3  (1830), 
p.  323/41]. 
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528    ^-  BoMmann.    1  25.   Fonds  net.    Primea  pnies.    H.  Pùterin  du  Motel. 
de  r^^°^*  polynôme  de  BemouUi]  il  est  donné  par  la  formule 

gaar 

(19)  9.(0  -2'^r-«  •  f, 

o«.l 

Gela  posé;  on  cherche  d'abord  généralement  à  éralner  l'expression 

limite 

â^  =•  lim  aj^"^ 

qui  fournit  la  râleur  actuelle  de  l'annuité  viagère  continue^).    Gomme, 
par  définition^  â^  est  alors  donnée  par  la  formule 

(16-)  â,^fe-'^9ii)dt-f^-^Vdt, 

<so  «=;o 

il  suffit  d'appliquer  la  formule  (16)  pour  obtenir  S^,    En  prenant  dans 
cette  formule 

f(x)-Dix),    x-|, 

a^x,    &  =  +  cx),    r=«3 

et  en  remarquant  que 

-4.J— —  ^,    -4^  — jl,    -4.J— 0 
et  que 


9P4W 


z\l^z)\ 


24         ' 

on  obtient,  après  avoir  divisé  par  D^,  la  relation^) 

(20)  â.-a,W  +  -2^-j^.0i,+  d)  +  iJ, 
OÙ  l'expression  du  reste  R  est  donnée  par  la  formule 

(21)  iî-"^/^'-!<l=«!4^z,"(«+i  +  ,).,. 

L'équation  (20)  fournit  une  relation  linéaire  entre 

^x    ®*    ^«^''^• 
En  7  faisant  x  »  1  et  en  écrivant  a^  au  lieu  de  a^^^^  on  en  tire 

(22)  s,-a,  +  i-à(^.  +  d)+JÎ.. 

En  éliminant  â^  entre  les  deux  équations  (20)  et  (22)  on  obtient  une 


88)  La  notion  de  rente  viagère  continue  a  été  introduite  par  T.  Siny^son^ 
Select  exercices '•),  p.  824. 

84)  La  formule  (20)  est,  à  l'expression  du  reste  près,  due  aussi  k  W.  & 
B.  WooOioute^  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  15  (1870),  p.  106. 
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81*  Fonnnle  de  Bommation  de  Lubbock.  529 

relation  linéaire  entre 

a,(')    et    a^ 

qni  n'est  autre  qne  la  formule  (15)  de  Woolhonse  complétée  par  l'ex- 
pression du  reste  B, 

TT.  S.  B.  Woolhouse  a  observé  que  les  équations  (15),  (16'),  (20)^ 
et  bien  d'autres  encore,  s'étendent  aussi  aux  assurances  sur  plusieurs 
têtes  [cf.  n®  8  en  particulier  la  note  18;  voir  aussi  n**  80  note  81]. 

Le  procédé  dont  on  vient  de  faire  usage  pour  obtenir  la  formule 
de  Woolkouse  est  indirect  puisqu'il  nécessite  l'emploi  d'une  quantité 
auxiliaire  â^  qui  ne  figure  pas  dans  la  formule  elle-même.  Pour 
établir  une  équation  du  type  (15)  par  un  procédé  direct  il  suffirait 
d'appliquer  la  formtde  de  sommcUion  de  Lubbock^)  au  lieu  de  la  fcrmuie 
de  sommation  d'EuLer.  La  formule  de  Lubbock  permet  en  effet  d'ex- 
primer d'une  façon  générale  une  somme  de  termes  dont  l'indice  de 
sommation  croit  toujours  de  —  »  par  une  autre  somme  où  l'indice  de 
sommation  augmente  toujours  d'une  unité,  donc  une  somme  du  type 
même  de  aj^\  par  une  autre  somme  du  type  de  a,. 

Comme  cette  formule,  malgré  son  intérêt  mathématique,  semble 
être  presque  tombée  dans  l'oubli,  il  convient  de  s'y  arrêter  un  instant. 

31.  Formule  de  sommation  de  Lubbock.  Considérons  une 
variable  réelle  x  dans  un  intervalle  donné  (a,  h)  et  divisons  cet  inter- 
valle d'une  part  en  ft  parties  égales,  d'autre  part  en  v  parties  égales; 
soit  A  le  plus  grand  commun  diviseur  de  il  qï  v\  posons 

,       h  —  a      ,       h  —  a 

m  et  n  sont  premiers  entre  eux. 
Posons  de  plus 

t^ 


b^a 


Xmn  ' 
on  aura 

h  «  mt,    h  =»  ni. 

Soit  maintenant  f{x)  ime  fonction  réelle  donnée,  continue  pour  toutes 
les  valeuis  de  x  que  nous  envisagerons.     Si  l'on  pose 

Af(x)^f{x  +  h)-f{x), 
Sm^f{x  +  t)-f{x), 

86)  J.  W.  Lubbock,  Trane.  Cambr.  philoB.  Soc.  3  (1830),  p.  823/41;  T.  B. 
Sprague  [Journal  of  the  Instîtute  of  actuaries  [Londres]  18  (1875),  p.  SOô].  Gf. 
I  21^  18,  note  76. 

Snoyolop.  des  soiene.  math6mat.    I  4.  84 
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580    G,  BoUmann.    I  S6.  Fonda  net.    Primes  pures.    H,  Foterin  éiê  McM. 

on  a 

(23)      ^fi^).U.--^m.hl'2\,r^^^^^^+B, 

OÙ,  dans  le  premier  membre,  la  somme  est  étendue  aux  yaleurs 

tandis  que,  dans  le  second  membre,  la  première  somme  est  étendue 
aux  valeurs 

JET -a,  a  +  *,   a  +  2A,   . . .,  6  — 2à,  6  — A 

et  où  les  nombres  q,  c,,  . .  .^  c^^i, qui  figurent  dans  la  seconde 

somme  sont  définis  par  les  coefficients  de  a?,  â;',  . . .,  â;''*'^;  ; . . . .  dans 
le  développement  en  série  entière 

Co  +  Cjo;  +  c,a;*  + Vc^^^^^^+ 

de  l'expression 
(24) 


kx 


(1  +  hx)^  —  1 


développement  qui  converge  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x. 
On  trouve,  par  exemple, 

et  généralement  pour  a  —  2,  3,  . . .,  +  cx) 

(26)  (*,  *)„•  c,+  (Ji  *)._!•  <i+  .  ••  +  (*,  AX-  C..1-  0, 

OÙ  (%,  %)j  »  1  et  où  l'on  a  posé  pour  abréger 

(*,  ^\-^x  Jcik-'hXîc  -  2A) [i-  («-  1)A]. 

Le  reste  R  de  la  formule  (23)  peut  être  mis  sous  la  forme 

(26)  n--^*„-^^^^îf±^. 

OÙ  la  somme  intérieure  est  étendue  aux  Talenn 

«-o,  o  +  i,  a  +  2k,  ...,  &  — 2A,  6  — i, 

où  N  est  ^;al  à 

mn  +  (»M-l)(r  — 1)  — 2, 

et  où  ^,„  est  le  coefficient   de  «**  dans  le  développement  en  série 
entière  de  l'expression 


(27) 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  e, 
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S8.  Calcul  de  ramniité  qnind  on  nippoee  que  la  loi  de  Makeham  a  liea.    581 

On  peut  démontrer  que  Texpression  (27)  est  une  fonction  entière 
et  rationnelle  de  9, 

C'est  à  cette  formule  (23)  qu'il  conTient  de  donner  le  nom  de 
formule  générale  de  Labbock. 

La  formule  (23)  n'a  cependant  été  donnée  par  J.  W,  Lîdbock  que 
dans  le  cas  particulier  où  A  -»  1,  et  sans  tenir  compte  de  la  forme  du 
reste.  Dans  les  applications  que  l'on  fait  de  cette  formule  aux  assu- 
raDces  sur  la  vie,  on  néglige  d'ailleurs  toujours  le  reste. 

Dans  le  cas  limite  où  A  »  0,  on  retombe  sur  la  formule  d'Euler. 

Dans  le  cas  limite  où  k^O,  on  obtient  une  formule  analogue, 
mais  qui  ne  paraît  pas  avoir  été  employée  jusqu'ici. 

n  va  sans  dire  que  l'expression  du  reste  (27)  doit  subir  une 
légère  modification  avant  que  l'on  ne  passe  à  l'un  des  cas  limites.  Le 
reste  est  d'ailleurs  manifestement  nul  quand  f(x)  est  une  fonction 
rationnelle  entière  de  x^  dont  le  degré  ne  dépasse  pas  le  nombre  r. 

Comme  rien  n'empêche  de  prendre  pour  h  un  multiple  de  k  ou 
pour  k  un  multiple  de  h,  la  formule  (23)  peut  être  utilisée  pour 
obtenir  une  valeur  approchée  de  la  somme  d'un  grand  nombre  de 
termes.  Si  le  multiple  envisagé  est  m  y  on  obtient  alors  cette  valeur 
approchée  en  ajoutant  au  premier  terme  de  la  somme  le  (m  +  ly*»» 
terme,  le  {2m  +  !)**"•  terme,  et  ainsi  de  suite.  Cette  façon  de  pro- 
céder est  fréquemment  employé  par  les  actuaires  sous  le  nom  de 
sommcsHon  abrégée^. 

82.  Oalcul  de  Taimnité  continue  quand  on  suppose  que  la  loi  de 
Màkebam  a  lieu.  Quand  la  loi  de  Makeham  a  lieu,  la  valeur  de  â^ 
se  présente  sous  la  forme  élégante 

"•"■      yX  yX  ' 

OÙ  r  est  l'intégrale  d'Euler  de  seconde  espèce,  tandis  que  F{Xy  e)  est 
la  somme  de  la  série  hypergéométrique  particulière 

que  l'on  obtient  en  prenant,  dans  la  série  hypergéométrique  générale 

lP(n.    Z»    /•    «^       1  4.  «^  ^  4.  a(a+ 1)5(5  +  1)  i*« 

Fia,  6,  c,  u)  -  1  +  —  -  + ^^^-^^^^ + , 

et  en  faisant  ensuite  tendre  a  vers  l'infini^^. 

86)  J,  W.  Lubbock,  The  assurance  magazine  and  journal  of  the  Institate 
of  actnaries  [Londres]  6  (1856),  p.  277;  W.  8,  B.  Woothouse,  id.  11  (1864),  p.  821; 
T.  B.  Sprague,  Journal  of  the  Institate  of  actnaries  [Londres]  18  (1876),  p.  S05. 

84  • 
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Les  quantités  X  et  g  qui  figurent  dans  l'expression  précédente 
de  â^  s'expriment  au  moyen  de  x  et  des  constantes  a,  fi,  y,  d  de  la 
loi  de  Makeham  [n^  18];  on  a 

Dans  la  pratique  A  et  ^er  sont  de  petits  nombres  positifs  toujours 
inférieurs  à  1  ;  la  série  hypergéométrique  dont  la  somme  est  F(l  —  l,  g) 
converge  aussi  rapidement  que  la  série  exponentielle. 

83.  ABsuranoeB  dea  capitaux  en  cas  de  décès.  En  France  on 
a,  pendant  longtemps^  reporté  au  commencement  de  l'année  les  décès 
ayant  lieu  dans  le  courant  de  cette  année.  Actuellement  on  reporte 
plutôt  les  décès  au  milieu  de  l'année^.  On  se  rapproche  ainsi  de 
la  fiction  sur  laquelle  repose  la  méthode  continue,  fiction  suiyant  laquelle 
on  suppose  que  les  décès  probables  de  l'année  sont  distribués  sur  toute 
la  durée  de  l'année  d'une  façon  uniforme  et  continue. 

Gomme  dans  presque  tous  les  traités  d'assurances  sur  la  vie  qui 
ont  été  publiés  par  des  actuaires  français  on  s'est  jusqu'aujourd'hui 
conformé  à  l'ancien  usage  français ,  nous  nous  y  conformerons  aussi 
dans  cet  exposé. 

Dans  les  autres  pays  et  dans  les  relations  internationales  on  reporte 
au  contraire  presque  toujours  à  la  fin  de  l'année  les  décès  ayant  lieu 
dans  le  courant  de  cette  année.  Cependant  ,yla  Gotha''  par  exemple 
reporte  le  décès  au  milieu  de  l'année. 

Ayant  d'identifier  les  formules  que  nous  allons  établir  avec  les 
formules  correspondantes  obtenues  par  des  auteurs  se  conformant  soit 
à  l'usage  international  soit  aux  principes  de  la  méthode  continue^  il 
ne  faut  pas  oublier  de  faire  subir  aux  unes  ou  aux  autres  une  modi- 
fication convenable.  Cette  modification  est  d'ailleurs  toujours  assez 
facile  à  faire  et  nous  en  donnerons  plus  loin  un  exemple. 

La  prime  unique  A^  qu'il  faut  verser  à  la  compagnie  d'assurance 
pour  avoir  droit  à  une  somme  de  1  franc  payable  au  décès  est  donnée 
par  l'expression®^ 


87)  Cette  formule  a  été  déduite  d'une  foimule  de  H,  Laurent  [Théorie  et 
pratique  des  assurances  sur  la  vie,  Paris  1896,  p.  61]  par  H,  A,  van  der  B^ 
Archief  yoor  de  Yerzekerings-Wetenscliap  8  (1906),  p.  381  (formule  10). 

88)  Cf.  Documents  relatifs  aux  assurances  sur  la  vie'^,  p.  5,  6. 

89)  R.  Frice,  Observations  on  reversionary  pajments,  (S*  éd.)  Londres  1778, 
p.  81. 
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où  X  désigne  Tâge  de  l'assuré  à  l'origine  de  l'assurance;  l'expression 

est  celle  de  la  probabilité  que  l'assuré  vivra  à  la  fin  de  la  <**"•  année, 
donc  à  Tâge  x  +  t 

On  peut  calculer  A^^  à  l'aide  de  tables  de  commutation^^)  de  la 
façon  suivante:  on  cherche  dans  ces  tables  les  valeurs  de 

on  en  déduit  M^  par  la  formule 

d'où  enfin  A^  par  l'expression 

Mais  on  peut  aussi  ramener  le  calcul  de  A^  à  celui  de  a^;  au 
moyen  d'une  sommation  par  parties^)  on  transforme  en  effet  l'expression 
précédente  de  A^^  en®^) 

(28)  ^.-l-»a,. 

Les  symboles  internationaux  (7^^  Jf^,  A^  sont  respectivement  égaux 
aux  anciens  symboles  français  (7^^  M^y  A^  multipliés  chacun  par  v. 
Les  nouveaux  symboles  français  (7^,  M^^  A^  sont  respectivement  égaux 
aux  anciens  symboles  français  C^y  M^^  A^  multipliés  chacun  par  Yv. 

La  transformation  des  formules  précédentes  en  formules  inter- 
nationales se  fait  donc  rapidement. 

Quand  on  se  conforme  à  l'usage  international  on  applique,  au 
lieu  de  la  formule  (28),  la  formule 

^,-l-(l-t»)(l  +  o,). 

D'autre  part,  la  prime  unique  A^  conforme  à  la  méthode  continue 
est  évidemment  donnée  par  la  formule*^) 

i.  -  -f7'it)e-'^dt  =  -/^  i^dt. 

Une  intégration  par  parties  permet  d'introduire  dans  cette  ex- 
pression de  Â^  celle  de  l'annuité  viagère  continue  â^  donnée  au  n^  30. 
Et  l'on  obtient  ainsi  la  relation  ^^) 

(29)  J,-l-*.â,. 

90)  Cf.  1 21,  no  5  formule  (16). 

91)  W.  8.  B.  WooThousty  Joarnal  of  fhe  Institute  of  actoaries  [Londres]  16 
(1870),  p.  116. 
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534    O,  Bohlmcmn.    I  26.  Fonde  net.    Primes  pnres.    H.  Boterin  du  Motel. 

Les  équations  (28)  et  (29)  s'étendent  aussi  à  Vassurance  mixte*^^  où 
le  capital  est  payé  par  la  compagnie  au  décès  de  l'assuré^  ou^  au  plus 
tard^  après  un  nombre  d'années  n  donné  à  l'avance.  Les  valeurs  fournies 
par  les  expressions  de  a^  et  de  â^  représentent  alors  le  montant  de 
rentes  temporaires  qui  cessent  d'être  payées  au  plus  tard  à  l'âge  x  +  n. 
On  continue  d'appliquer  l'équation  (28)  basée  sur  la  fiction  que  la 
somme  assurée  est  payée  au  commencement  de  l'année  dans  laquelle 
elle  échoit^  c'est-à-dire  au  plus  tard  après  n  —  1  années. 

34.  AnnnitëB  et  assuranoes  sur  plusieurs  têtes  ^').  ^Le  montant 
des  assurances  faites  sur  plusieurs  têtes  dépend  des  époques  de  décès 
de  différentes  personnes  faisant  partie  d'un  même  groupe.  Ce  genre 
d'assurances  se  présente^  par  exemple,  dans  le  cas  de  rentes  ou  de 
pensions  à  payer  à  des  veuves  ou  à  des  orphelins. 

Les  formules 

J.  — 1  — ta         et        Â  '^  1  —  d& 

restent  applicables,  quel  que  soit  le  mode  d'extinction  du  groupe 
envisagé^);  on  n'a  donc  à  calculer  directement  que  des  annuités 
viagères. 

n  y  a  lieu  d'envisager  deux  modes  principaux  d'extinction. 

La  rente  peut  cesser  d'être  payée  dès  qu'un  décès  est  survenu 
dans  le  groupe.     La  formule  de  récurrence  pour  un  groupe  composé 


92)  P.  Gray  [Tables  and  formulae  for  the  computation  of  life  contingendeB, 
Londres  1849,  p.  96;  (2*  éd.)  Londres  1870]  a  remarqué  l'analogie  des  assmanoes 
mixtes  avec  les  assurances  sur  la  vie  entière. 

98)  Des  formules  de  réduction  concernant  les  annuités  distribuées  sur 
plusieurs  têtes  ont  été  indiquées  par  C.  J.  Maimsten^  Acta  math.  1  (1882/3),  p.  68; 
C.  J.  Màlmsten  se  restreint  d'ailleurs  au  cas  où  le  montant  de  l'annuité  est  con- 
stant. L.  L.  lAndélôf  [Acta  math.  3  (1883/4),  p.  97]  a  étendu  ces  recherches 
au  cas  où  le  montant  de  l'annuité  varie  chaque  année. 

Une  règle  générale  comprenant  un  grand  nombre  d'annuités  (les  rentes  de 
simple  survivance  entre  autres)  a  été  donnée  par  A.  Quiquet  [C.  B.  Acad.  se.  Paris 
111  (1890),  p.  837/40].  La  réduction  des  probabilités  correspondantes  est  déve- 
loppée par  G.  King  [Institute  of  actuaries'  teztbook,  seconde  partie:  Life  con- 
tingencies,  Londres  1887;  (2*  éd.)  Londres  1902,  chap.  2  et  4;  édition  française 
publiée  BOUS  le  titre:  Textbook  de  Tlnstitut  des  actuaires  de  Londres,  seoonde  partie: 
Opérations  viagères,  Bruxelle»-PariB-Londres  1894]. 

Les  méthodes  usuelles  qui  sont  exposées  dans  le  texte  [n^  84  à  80]  et  qui 
concernent  la  réduction  des  annuités  et  assurances  sur  plusieurs  têtes  à  un  petit 
nombre  de  types  sont  développées  dans  plusieurs  des  traités  cités  dans  la  biblio- 
graphie générale  insérée  à  la  fin  du  volume  I4. 

94)  H.  Paterin  du  MùUl,  Assurances  >>),  p.  234.  Voir  aussi  ^*)  et  W,8.B. 
Wodlhouse^  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  16  (1870),  p.  117. 
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de  têtes  d'âges  x^  y,  e,  , . . 


«xr 


,...  —  '' ^A-f- ajp^i^y^.i,+i^..j         lit... 


«  >  » 


permet  de  calculer  des  tables  d'annaités^  pour  des  âges  yariant  en- 
semble d'une  nnité.* 

Dans  le  cas  de  la  loi  de  Makebam^  on  se  contente  de  tables  pour 
des  tètes  de  même  âge,  car,  le  groupe  défini  au  n®  20  pouyant  être 
remplacé  par  des  têtes  d'âge  §  en  nombre  égal,  on  a 

On  peut  aussi  se  seryir  des  commutations  [n^  29]  (par  exemple 
pour  r  têtes  de  même  âge),  ayec 

et 

^««..."-S-D,,,...  {V^X,     X+1,      X    +    2,      ...y      ©). 

On  yient  de  yoir  que,  dans  le  calcul  des  annuités  distribuées  sur 
plusieurs  têtes,  la  loi  de  Makeham  permet  de  dresser  une  table  à 
simple  entrée  fournissant  les  yaleurs  des  annuités 

alors  qu'en  général  il  faut,  pour  obtenir  ces  mêmes  yaleurs  à  l'aide 
de  tables,  dresser  une  table  ayec  autant  d'entrées  r  qu'il  y  a  d'âges 
distincts  x^,  x^, . . .,  x^  enyisagés. 

A.  Quiquet  a  cherché  la  loi  la  plus  générale  pour  laquelle  les 
yaleurs  des  annuités 

distribuées  sur  r  têtes  d'âges  quelconques  peuyent  être  ramenées  à  des 
annuités  distribuées  sur  im  nombre  moindre  m  de  yariables,  ce  nombre 
m  étant  donné  à  l'ayance.  C'est  par  cette  yoie  qu'il  est  paryenu  au 
résultat  général  énoncé  au  n^  21. 

35.  Annuités  payables  jusqu^au  dernier  décès.  ^Le  second 
mode  usuel  d'extinction  consiste  à  considérer  le  groupe  comme  sur- 
yiyant  tant  qu'il  subsiste  au  moins  une  des  têtes  qui  le  composaient  à 
l'origine.  La  probabilité  que  le  groupe  soit  entièrement  éteint  au 
temps  t  est  donnée  par  la  probabilité  composée 

(-¥)-('-¥)0-¥)-' 
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et  q>(t)  est  donné  par  la  probabilité  contraire 

9>(o -2' V -2' -^T^ +2  ^^'^— + •  •  • 

*x  ^x  >  *»  y  *» 

On  a  la  formule  correspondante  ponr  la  yaieur  actuelle  d'une  rente 
viagère  réversible 

les  annuités  du  second  membre  ne  concernant  plus  que  des  groupes 
de  la  première  espèce.* 

36.  Aflsuranoes  de  survie.  Si  une  rente  viagère  doit  être  servie 
à  une  tête  (y)  d'âge  y  seulement  à  partir  du  décès  de  la  tète  (x)  d'âge 
X,  la  valeur  actuelle  de  la  rente  unitaire  de  survie  est^^) 

quand  on  admet  que  la  rente  ne  conmience  qu'à  la  fin  l'année  du 
décès  de  (x)  et  que  (y)  vive  encore  à  cette  époque. 

Si  l'on  veut  tenir  compte  du  fait  qu'en  réalité  la  rente  de  survie 
devrait  commencer  le  jour  du  décès  de  (x),  il  faut  ajouter  un  terme 
de  correction.  Pour  obtenir  sa  valeur  on  se  sert  avec  avantage  de  la 
méthode  continue  qui  est  d'ailleurs  utile  dans  tous  les  calculs  de  ce 
genre. 

Désignons  par  Â^^  la  prime  unique  que  (x)  et  (y)  doivent  verser 
à  la  compagnie  pour  que  celle-ci  paye  la  somme  1  au  décès  soit  de 
(x)  soit  de  (jf),  et  par  â^^  l'annuité  continue  payable  à  (x)  et  (y) 
jusqu'au  décès  de  l'un  d'eux. 

On  a  alors 

Comme  d'autre  part 

on  remarque  qu'en  prenant  la  dérivée  de  —  l^  à^  par  rapport  à  x  on 
obtient  l^Â^/^. 

^On  peut  prendre  approximativement  [voir  n^  82] 


95)  A,  de  Maivre,  Annnitiea  on  Uyes^'),  (8*  éd.)  Londres  1760,  p.  19. 
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comme  yaleur  de  la  dérivée  de  1^3^,.     Comme 

on  en  déduit  la  relation  approchée 

qui  devrait  être  complétée  par  Texpression  du  reste  dont  on  a  négligé 
de  tenir  compte. 

Dans  le  cas  de  la  loi  de  Makeham*  on  peut  écrire 

Comme 
(a,  /}  et  c  constants);  on  en  déduit 

(30)  ^a/y-««,,+  ^^y, 

en  posant 

On  a  de  même 

(31)  uî,/.-aâ.,  +  c'/., 
et  comme 

il  suffit  d'ajouter  membre  à  membre  les  relations  (30)  et  (31)  pour 
obtenir  la  relation 

(32)  J„-2a3,,  +  (c»  +  cO/.,. 

L'élimination  de  J^^  entre  les  relations  (30)  et  (32)  donne  enfin 
la  formule 

(33)  I^^  -  a»xy  +  ?+-c» U.y  -  2aâ,y), 
avec 

^«y=- 1  --*^«y 

La  formule  (33)  est  analogue  à  l'équation  (28)  du  n^  38. 

L'annuité  a^^  peut  être  calculée  de  la  même  manière  que  l'annuité 
â,  [n<»  80]. 

Les  exemples  donnés  ci-dessus  comprennent  la  plupart  des  cas 
usuels  de  calculs  de  valeurs  actuelles  ^  nous  ne  nous  étendrons  pas 
davantage  sur  ce  sujet.* 
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87.  Frimes  périodiques.  H  arrive  que  l'assuré  paie  en  une  seule 
foiS;  dès  la  souscription  de  la  police^  sous  le  nom  de  prime  unique 
[n^  27Jy  le  prix  de  son  assurance.  Aux  frais  près  dont  il  sera  question 
plus  loiU;  cette  prime  unique  est  [n^  27]  égale  à  la  valeur  actuelle 
des  engagements  pris  par  la  compagnie  d'assurances.  Lorsqu'il  s'agit 
de  rentes  viagères  dont  l'entrée  en  jouissance  est  immédiate^  on  paie 
des  primes  uniques^  et  en  général  ces  primes  uniques  sont  celles  que 
nous  avons  envisagées  jusqu'ici  presque  exclusivement  [n^*  29  à  86]. 

Mais^  pour  la  plupart  des  assurances,  les  primes  sont  payables 
périodiquement,  ordinairement  d'année  en  année,  et  d'avance.  Pour 
fixer  ces  primes  on  se  sert  du  principe  de  l'égalité  des  engageme$Us 
réciproques:  les  engagements  de  la  compagnie  étant  mesurés  par  la 
prime  unique,  ceux  de  l'assuré  par  la  valeur  actuelle  du  capital  don- 
nant droit  à  une  rente  viagère  égale  au  montant  de  la  prime  (rente 
viagère  temporaire  si  le  nombre  des  primes  est  limité  d'avance). 

La  prime  unique  étant  A,  la  prime  annuelle  étant  P  et  1  +  a 
étant  en  francs  la  valeur  actuelle  du  capital  donnant  droit  à  une 
rente  de  1  franc  payable  dans  les  mêmes  conditions  que  cette  prime, 
on  a**) 

A  =  P(l+a)    ou    P-j^- 

En  particulier  on  obtient  pour  la  prime  viagère  P  qu'il  faut 
payer  pour  assurer  une  somme  de  1  franc  pendant  toute  sa  vie,  l'ex- 
pression [cf.  n^  88,  formule  (28)]'; 

La  même  relation  s'applique  à  l'assurance  mixte  [n^  88]. 

88.  Béserves.  ^Ge  qui  précède  indique  la  formation  des  réserves. 
Pour  les  calculer,  on  observe  que  l'équilibre  des  engagements  réci- 
proques établi  au  début  de  l'assurance  est  rompu  dès  que  ces  engage- 
ments ont  reçu,  d'un  côté  ou  de  l'autre,  un  commencement  d'exécution. 
Si  l'assurance  n'a  pas  fait  crédit,  la  valeur  actuelle  de  ses  engagements, 
prise  à  une  époque  postérieure  à  la  souscription,  dépasse  celle  des 
engagements  de  l'assuré,  et  la  compagnie  doit  avoir  constitué  la 
difiérence  en  réserve*').* 

96)  L'équation  dn  texte  a  été  donnée  par  22.  PHce  [Observations  on  rêver- 
sionazy  payments,  (8*  éd.)  Londres  1778,  p.  38].  B.  Price  n*enTi8age  d'aillenn 
ici  que  rassorance  sur  la  vie  entière  à  prime  viagère. 

Le  cas  général  a  été  traité  par  F.  BaUy^  The  doctrine  of  life  annoitief 
and  assurances  1,  Londres  1818,  p.  848. 

97)  F.  Baily^  The  doctrine  of  life  annuities  and  assurances  S,  Londres 
1818,  p.  468. 
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39.  Méthode  prospeotiTe.  La  réserve  V^y  à  la  fin  de  la  m^^^ 
année  d'nne  assurance  souscrite  à  l'âge  a;  à  la  prime  constante  P^ 
est  ainsi  *^ 

où  A^^^  désigne  la  prime  unique  de  l'assurance  à  l'âge  atteint,  et 
1  +  «a+m  l'annuité  de  1  franc  payable  dans  les  mêmes  conditions  que 
les  primes  restant  dues. 

Si  la  police  était  souscrite  à  ce  moment,  la  prime  annuelle  à 
payer  serait 

on  peut  donc  écrire*) 

Cette  formule  montre  la  nécessité  d'éviter  les  réserves  négatives: 
si  V^  <  0,  on  en  déduit,  en  eflfet, 

F       <P 
en  sorte  que  l'assuré  pourrait  abandonner  sa  police  pour  en  souscrire 
une  nouvelle  à  la  prime  moindre  Pg^^^-    Dans  ce  cas,  le  risque  couru 
pendant  les  m  premières  années  n'aurait  pas  été  intégralement  couvert 
par  les  primes  P^. 

Quand,  ce  qui  arrive  quelquefois,  on  ne  peut  éviter  une  réserve 
négative,  on  convient  de  la  remplacer  dans  le  bilan  par  zéro;  on  prévoit 
ainsi  une  perte  future  possible  égale  à  —  F^. 

Pour  les  assurances  portant  sur  la  vie  entière,  à  prime  viagère, 
et  pour  les  assurances  mixtes  on  peut  aussi  calculer  V^  à  l'aide  de 
la  formule^*) 

F  «  1  —  ^_i-?*±B 

On  applique  souvent  cette  formule.  C'est  ainsi  que  X  Chisholm^^) 
a  construit  de  petites  tables  dont  on  peut  tirer  les  valeurs  numériques 
des  réserves  quand  on  connaît  les  valeurs  des  annuités.  Ces  tables 
s'adaptent  indistinctement  à  chacune  des  tables  de  mortalité  en  usage. 

Les  principes  de  la  nomographie  [I  23,  49  à  66]  permettent  aussi 
de    représenter  aisément  la   formule   en   question  par  un  graphique 


F.  BaHy  a  été  conduit  à  la  notion  de  la  réaerve^^^  en  cherchant  à  déter- 
miner la  valeur  de  rachat  d^une  police  donnée. 

98)  J.  MUne,  A  treatise  on  the  valnation  of  annuities  and  assurancea  1, 
Londres  1815,  p.  288. 

99)  D.  Jones^  On  the  vaine  of  annnitiee  and  leversionary  payments  1,  Londres 
1843,  p.  192. 

100)  Tables  for  finding  the  vaines  of  policies,  Londres  1886. 
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conyenant  aux  calculs.  Ces  principes  ont  été  appliqués  systématique- 
ment aux  questions  d'assurances  sur  la  yie  par  12.  Poussiti"^^). 

40.  Méthode  rétrospeotiTe.     ^On  peut  encore  calculer   V^   par 

la  formule 

P  —  «** 
F   ^    '       'y 

où  p^  désigne  la  prime  annuelle  constante  qui  aurait  couvert  exactement 
le  risque  des  m  premières  années^  tandis  que  w^  représente  la  prime 
annuelle  constante  assurant  à  une  tête  (x)  d'âge  x  un  capital  de  1  franc 
payable  en  cas  de  yie  à  Tâge  x  +  m. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  dernière  formule  équivaut  entière- 
ment à  celles  données  plus  haut  pour  V^  à  condition  toutefois  que 
w^  soit  calculé  avec  la  même  table  de  mortalité  que  celle  dont  on  a 
fait  usage  pour  calculer  P^  et  |Ç.* 

41.  Méthode  de  réonrrenee.  Pour  les  assurances  en.  cas  de 
décès  sur  une  tête  assurée  pour  une  somme  constante  de  un  &anc^ 
on  a  entre  les  réserves  successives 

'^^i;  '^if  •  •  •>  '^mf  '  '  • 
la  relation  de  récurrence^***) 

comme  dans  cette  relation  ne  figurent  que  deux  réserves  successives, 
il  suffit  de  se  rappeler  que  la  réserve  initiale  Fq  est  nulle  pour  en 
déduire  successivement  les  réserves 

^19  ^2;  ^Z)  •  •  • 
qui  correspondent  à  ime  prime  donnée  P,. 

Cette  formule  s'applique  à  tous  les  genres  d'assurance  et  conduit 
à  un  groupement  des  polices  suivant  les  âges  atteints^  fondé  sur  les 
deux  idées  de  récurrence  et  de  mouvement.  C'est  à  G.  Fouret^^)  que 
l'on  doit  ce  mode  de  groupement  [n^  43]. 


101)  B.  Potissin^  Sur  Tapplication  des  procédés  graphiques  aux  calculs  d*a 
tances,  Paris  1904.  Ce  livre  est  la  reproduction  d*tin  mémoire  publié  par  son 
auteur,  sous  le  même  titre  [Bulletin  de  Tinstitut  des  actuaires  français  14  (1904), 
p.  161]. 

102)  C'est  sur  cette  formule  élémentaire  que  repose 

V)  la  méthode  simple  due  à  G,  Fouret^^^  du  calcul  des  réserves  au  bilan; 
2^)  les  notions  de  la  prime  de  risque  et  de  la  prime-épargne  mentionnées 
au  n°  47; 

Z^)  la  formule  c^hre  de  contribution  de  Sh.  Hamam  [n*  68,  formules  (46)]. 

103)  Bulletin  de  l'institut  des  actuaires  français  2  (1898),  p.  86/S2;  4  (1S94X 
p.  60. 
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Le  caractère  du  principe  de  récurrence  est  mis  en  évidence  par 
la  relation  précédente  entre  V„_^  et  V^.  Qnant  an  principe  du  mou- 
yementy  il  consiste  essentiellement  à  tenir  compte  des  augmentations 
et  des  diminutions  des  polices  pendant  le  cours  de  l'exercice. 

48«  Variation  des  primes  et  des  réserves  avec  les  bases  du 
oaleuL  Quand  le  taux  de  l'intérêt  adopté  dans  les  calculs  augmente^ 
les  primes  uniques  diminuent  ^^);  les  primes  des  assurances  en  cas  de 
surviC;  y  compris  celles  avec  remboursement,  diminuent  aussi;  et  il  en 
est  de  même  des  primes  et  des  réserves  des  assurances  mixtes,  au  cas 
habituel  où  la  prime,  payée  pendant  toute  la  durée  de  Tassurance^ 
augmente  avec  Tâge  x  où  l'individu  s'est  assuré^. 

Si,  en  passant  d'une  table  de  mortalité  à  une  autre,  toutes  les 
probabilités  de  décès  augmentent,  les  primes  uniques  des  assurances  en 
cas  de  vie  diminuent,  tandis  que  les  primes  uniques  des  assurances  en 
cas  de  décès  augmentent.  Il  en  est  de  même  des  assurances  en  cas 
de  décès  à  primes  annuelles  quand  les  primes  sont  payables  pendant 
toute  la  durée  de  l'assurance. 

Au  contraire,  quand  bien  même  les  probabilités  de  décès  augmen- 
tent, la  réserve  peut  tout  aussi  bien  augmenter  que  diminuer  ^^). 

104)  Th.  J.  Searîe  [Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  28  (1890), 
p.  192]  développe  TexpresBion  a  en  nne  série  entière  en  (lût) 

ap  +  a,(10t)  +  a,(10»V  +  ...  +  a„(100"  + 

et  calcnle  les  trente  premiers  coefficients  de  ce  développement,  pour  les  valeurs 
de  a  fournies  par  les  tables  anglaises  H.  M. 

106)  ilfoc  Fayden^  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  17  (1873), 
p.  89;  W,  Sutton,  id.  17  (1878),  p.  227.  Recherches  plus  étendues  dans  T.  B. 
J^offue,  id.  21  (1879),  p.  94. 

106)  Ce  théorème  a  été  démontré  par  T.  B.  Sprague  [The  assurance  magazine 
and  journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  11  (1864),  p.  90]. 

n  convient  de  remarquer  que  les  théorèmes  auxquels  se  rapportant  les  notes 
106  à  109  n'ont  pas  été  tout  d'abord  énoncés  sous  la  forme  donnée  dans  le  texte. 
C'est  en  cherchant  à  perfectionner  une  ancienne  méthode  de  bilan  dite  méthode 
hypothétique  que  leurs  auteurs  y  sont  parvenus. 

Cette  méthode  hypothétique,  complètement  abandonnée  ai^ourd'hui,  consistait 
à  déduire  des  primes  chargées  de  la  compagnie  [n®  57]  une  table  de  mortalité 
hypothétique  telle  que  les  primes  pures  obtenues  à  l'aide  de  cette  table  fussent 
égales  aux  primes  chargées  d'où  l'on  était  parti  pour  dresser  la  table.  Les  théo- 
rèmes auxquels  se  rapportent  les  notes  106  à  109  reposaient  sur  l'emploi  de  cette 
table  hypothétique.  Four  parvenir  aux  théorèmes  énoncés  dans  le  texte  il  suffit 
de  remplacer  cette  table  hypothétique  par  xme  table  de  mortalité  actuelle. 

Le  caractère  précaire  de  la  méthode  hypothétique  et  la  nécessité  de  l'aban- 
donner ont  été  particulièrement  mis  en  évidence  dans  le  mémoire  de  l.B.  Sprague 
que  l'on  vient  de  citer. 

C'est  d'aiUeurs  aussi  T,  B.  Sprague  qui  a  donné  plus  tard  Tinterprétation 
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Tant  que,  dans  une  assnrance  en  cas  de  décès,  les  primes  à 
yerser  augmentent  avec  l'âge  x  de  l'entrée,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire^ 
le  théorème  suivant  s'applique: 

Quand,  en  passant  d'une  table  de  mortalité  à  une  autre,  la  mortalité 
augmente,  la  prime  annuelle  de  l'assurance  augmente  d'une  certaine 
quantité  Q,  La  réserve  diminue  lorsque  Q  est  une  même  fraction  de 
la  somme  assurée  quel  que  soit  l'âge  d'entrée  ^^'^.  La  réserve  augmente 
lorsque  Q  est  une  même  fraction  de  la  prime  quel  que  soit  l'âge  d'entrée  ***). 
Lorsque  Q  s'exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène,  à  coefficients  con- 
stants, de  la  prime  et  de  la  somme  assurée,  il  peut  arriver  que  la  réserve 
augmente  ou  qu'elle  diminue,  ou  encore  qu'elle  reste  invariables®^. 

48.  Béserve  totale  figurant  dans  le  bilan.  A  la  fin  de  chaque 
exercice  il  faut  que  la  compagnie  d'assurances  calcule  la  réserve  totale 
pour  les  risques  en  cours  à  cette  date.  Le  grand  travail  nécessité 
par  ce  calcul  est  abrégé,  dans  la  mesure  du  possible,  quand  on  prend 
soin  de  réunir  toutes  les  polices  auxquelles  on  peut  appliquer  le 
même  facteur  d'évaluation.  On  réduit  ainsi  à  son  minime  le  nombre 
des  multiplications  nécessaires  pour  l'évaluation  des  polices  s^®). 

En  Europe  les  principes  de  groupement  indiqués  par  E.  Dormojf^^') 
et  A,  ZiOmer^^^  ont  été  presque  universellement  adoptés.  Un  autre  pro- 
cédé a  été  signalé  par  G.  Fourd^^)  [n^*  41]. 

de  ces  diyeis  théorèmes  soua  la  forme  même  adoptée  ici  dans  le  texte  [Joomal 
of  the  Institate  of  actaaries  [Londres]  21  (1879),  p.  77]. 

107)  C.  Jdlicoe^  The  assurance  magazine  and  joomal  of  the  Institate  of 
aotaaiies  [Londres]  10  (1862/8),  p.  880. 

108)  B,  Tucker,  id.  10  (1862/8),  p.  820. 

109)  T.  B,  Sprag%ke^  The  assurance  magasine  and  journal  of  the  Institate 
of  actaaries  [Londres]  11  (1864),  p.  98;  J,  Meûde^  Journal  of  the  Institate  of  ac- 
taaries [Londres]  23  (1882),  p.  885. 

Quelques  antres  propositions  analogues  ont  été  démontrées  par  G,  SehàrUin^ 
Assekuranz-Jahrbuch  (Vienne)  11  (1890),  seconde  partie,  p.  14. 

110)  Les  détails  du  groupement  sont  exposés  dans  la  plupart  des  grands 
inités  cités  dans  la  liste  bibliographique  placée  à  la  fin  du  volume  J^  de  Tédition 
française  de  rSinayelopédie. 

111)  Théorie  mathématique  des  assurances  sur  la  vie  2,  Paris  1879,  p.  &S 
et  suiv.    E.  Dormoy  cherche  surtout  à  justifier  les  réserves. 

112)  A,  ZUXmer^  Die  mathematischen  Bechnungen  bei  Lebens-  and  Renten- 
Yersicherungen,  (2«  éd.)  Berlin  1887,  p.  167  et  suiv. 

118)  Le  procédé  de  G.  Fauret  est  basé  sur  Thypothèse  que  ranniversaire 
moyen  des  polices  est  reporté  au  premier  janvier  de  Texerciee  (voir  Talinéa 
suivant  du  texte).  3i,  au  contraire,  Tanniversaire  moyen  est  placé  au  1**  juillet 
de  Texercice,  il  faut  employer  une  approximation.  Voir  G,  Bohhnann,  Z.  fôr  ge> 
samte  Versicherungs-Wissenschafk  [Berlin]  6  (1906),  p.  68;  Actaazial  society  of 
America,  Transactions  (New  York)  10  (1908),  p.  614. 
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La  plupart  des  compagnies  françaises  conviennent  actuellement 
de  remplacer  TanniTersaire  moyen  d'une  police  par  le  premier  janvier 
le  plus  proche  de  cet  anniversaire  moyen. 

Dans  ce  cas  la  réserve  du  bilan  d'une  police  individuelle  est  im- 
médiatement donnée  par  les  formules  précédentes.  Mais  dans  presque 
tous  les  autres  pays  on  remplace  au  contraire  l'anniversaire  moyen 
d'une  police  par  le  1~  juillet  de  l'exercice.  Ce  qui  était  aussi  autre- 
fois l'usage  des  compagnies  françaises. 

Dans  ce  cas  le  calcul  de  la  réserve  dépend  d'un  problème  d'in- 
terpolation que  l'on  a  traité  de  la  manière  suivante: 

Si  X  est  l'âge  auquel  le  titulaire  de  la  police  s'est  assuré^  si  P^ 
est  la  prime  annuelle  payable  à  chaque  échéance  et  si  enfin  n  est  le 
nombre  d'années  qui  se  sont  écoulées  depuis  le  commencement  de 
l'assurance  jusqu'à  la  fin  de  l'exercice^  la  réserve  à  la  fin  de  l'exercice 
basée  sur  le  1®'  juillet  comme  date  anniversaire  est  donnée  pour  la 
police  envisagée  par  l'expression  approchée^") 

(36)  F,_^  -  ^{V,_,  +  F,  +  P,  +  O , 

où  V^  et  P^  ont  été  définis  plus  haut,  et  où  6^  signifie  la  rente 
payable  à  la  fin  de  la  n'^®  année  de  ^assurance.  Cette  valeur  approchée 
suffit  dans  tous  les  cas  aux  besoins  de  la  pratique  ^^). 

44.  Décomposition  de  la  prime.  La  prime  annuelle  calculée 
au  n^  87  est  une  prime  constante  pendant  la  période  du  paiement  des 
primes,  ce  qui  est  conforme  à  l'usage  généralement  admis.  Mais  le 
risque  de  l'assurance  varie  d'année  en  année  à  cause  de  la  mortalité 
généralement  croissante. 

Une  prime  qui  couvrirait  seulement  le  risque  courant  de  chaque 
année,  serait  donc  variable  et  elle  croîtrait  en  général  d'âge  en  âge  pour 
les  assurances  en  cas  de  décès.  Une  telle  prime  est  dite  prime  naiurdle. 
On  en  trouve,  un  exemple  dans  le  système  des  „Assessments  Societies^^*). 

114)  A.  ZtUmer,  Die  matliematisclien  Bechnongen  bei  Lebens-  und  Benten- 
Yenicheraiigeii,  (â«  éd.)  Berlin  1887,  p.  160.  E.  Dormoy  [Théorie  mathématique 
des  asBurances  sur  la  vie  2,  Paris  1879,  p.  16]  fait  usage  d'one  formule  quelque 
peu  difiérente. 

116)  G.J.JD.Mounier,  Archief  voor  de  Yerzekerings-Wetenschap  2  (1895), 
p.  1/28. 

116)  L'histoiie  et  la  critique  de  ces  entreprises  se  trouve  dans:  J,wm  Sche- 
viehaven,  Van  leven  en  sterven,  Utrecht  1896;  voir  la  traduction  allemande  par 
J7.  lamke,  Leipzig  et  Vienne  1898,  p.  60.  Généralement  on  peut  dire  que  le 
système  des  primes  naturelles  n'est  pas  la  base  qui  convient  aux  assurances  de 
pertonnes  pour  lesquelles  le  risque  change  d*année  par  année  dans  un  sens  déter- 
miné et  avec  une  intensité  connue  d'avance.   II  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  assu- 
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En  cas  d'assurances  sur  une  seule  tête  la  prime  constante  P^  du 
n^  37  (où  l'on  a  écrit  P  au  lieu  de  PJ  payable  au  commencement 
de  la  9n'^*  année  de  Tassurance,  peut  être  décomposée  en  deux  parties 
JI^  et  JT);  toutes  deux  variables  d'année  en  année,  en  sorte  que  Ton  ait 

(36)  P,-.n,  +  n„ 

où 


(-)       iZ 


'  is+m-i{s„- v{r„+ ej] 


Ici: 

s^  désigne  la  somme  payable  en  cas  de  décès  dans  le  courant 
de  la  m**°**  année; 

ô^  désigne  la  somme  payable  en  cas  de  survie  à  la  fin  de  la 
^lôme  année; 

V^  désigne  la  réserve  mathématique  à  la  fin  de  la  m^"^  année 
évaluée  à  un  instant  suivant  d'aussi  près  que  Ton  veut  celui  de 
Téchéance  de  la  somme  <y^^^^. 

Les  formules  (36)  et  (37)  ainsi  que  toutes  celles  que  nous  en 
déduirons  diffèrent  des  formules  qu'on  trouve  dans  les  ouvrîmes  pu- 
bliés hors  de  France.  Gela  tient  uniquement  à  ce  que  nous  avons 
adopté  ici  l'ancien  usage  français  [n^  33]  qui  reporte  les  décès  au 
commencement  de  l'année  tandis  que  les  auteurs  non-français  suivent 
toujours  à  cet  égard  la  convention  internationale  [p?  33]. 

Dans  la  formule  (37),  par  exemple,  il  faut  remplacer  s^  par  vs^ 
pour  obtenir  la  formule  correspondante  conforme  à  l'usage  international 
Des  modifications  analogues  permettent  de  passer  aisément  de  chacune 
de  nos  formules  aux  formules  conformes  à  l'usage  international. 


rances  des  obajets.  Four  ces  dernières  c^est  1&  prime  naturelle  qui  sert  effectiTe- 
ment  de  base  aux  calculs.  Cependant  il  faut  bien  rappeler  que  dans  ces  assu- 
rances, la  prime  naturelle  cesse  d'être  donnée  par  le  simple  produit  de  la  proba- 
bilité du  sinistre  par  la  somme  assurée;  à  cause  de  la  variabilité  du  montant 
possible  du  sinistre,  sa  valeur  exacte  est  donnée  par  une  intégrale  définie  [n*  S]. 

117}  La  décomposition  générale  de  P  en  une  somme  de  deux  termes  ZI^  et  i^ 
définis  dans  le  texte  [formules  (86)  et  (37)]  est  due  essentiellement  à  A,  ZiUmêr, 
Die  mathematischen  Rechnungen  bei  Lebens-  und  Renten-Yersicherungen,  (2*  éd.) 
Berlin  1887,  p.  179. 

Pour  le  calcul  du  bénéfice  résultant  de  la  mortalité,  cette  décomposition  est 
la  plus  simple  possible;  les  expressions  de  JI^  et  de  H^  concordent  d'ailleurs  avec 
les  formules  dont  on  fait  usage  dans  la  pratique.  Mais  en  se  plaçant  à  un  point 
de  vue  logique  on  peut  vouloir  éviter  remploi  de  i7i  négatifs.  L.vonBorÛdewiegj 
[Assekuranz-Jahrbuch  (Vienne)  24  (1908),  seconde  partie,  p.  8]  y  parvient  en  dé- 
composant P  en  une  sonmie  de  trais  termes  convenablement  choisis  auxquels  il 
donne  le  nom|de  prime  de  risque,  prime  épargne  et  prime  restante  (Bestpr&mie). 
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Quand  la  période  dn  payement  des  primes  est  expirée,  il  fant  donc 
prendre  P,  =>  0.  Quand  Tassurance  a  été  contractée  à  prime  unique^ 
Px  ®8*  ^S^  ^  ^®**^  prime  unique  pour  w  =  0  et  à  zéro  pour  w  ^  1. 

45.  Généralisations.  Tant  qu'on  se  limite  aux  assurances  sur 
la  vie  contractées  sur  une  seule  tête,  la  décomposition  de  la  prime 
P,  telle  qu'elle  est  donnée  au  n^  44  convient  à  tous  les  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 

Une  décomposition  analogue  de  la  prime  convenant  aux  assu- 
rance en  cas  d'invalidité  a  été  d'abord  indiquée  par  P.  Radtke^^^),  En 
prenant  ces  indications  de  P.  Badike  comme  point  de  départ  de  ses 
propres  recherches,  P.  Bohmer^^^  a  donné  une  solution  du  problème 
général  de  la  décomposition  de  la  prime  en  primes  de  risque  i7^  et 
primes  d'épargnes  77^,  quand  on  envisage  un  nombre  quelconque 
d'événements  s'excluant  les  uns  les  autres.  Ce  mode  de  décomposition 
de  P.  Bôhmer  s'applique  en  particulier  aux  assurances  sur  la  vie  con- 
tractées sur  un  nombre  quelconque  de  têtes. 

46«  Olassillcation  des  assurances  contraotées  sur  une  seule 
tête.  Dans  ce  qui  suit  nous  n'envisagerons  que  des  assurances  sur 
la  vie  contractées  sur  une  seule  tête,  et  nous  distinguerons  parmi  ces 
assurances  deux  grandes  catégories:  les  assurances  en  cas  de  décès  et 
les  assurances  en  cas  de  vie,  en  convenant  de  faire  rentrer  dans 
cette  seconde  catégorie  les  rentes  viagères.  Pour  reconnaître  si  une 
assurance  donnée  rentre  dans  l'ime  ou  l'autre  de  ces  deux  catégories, 
il  suffit  alors  d'examiner  le  signe  que  prend  pour  cette  assurance 
la  partie  11^  de  la  prime  P^  figurant  dans  la  formule  (36).  Suivant 
que  ce  signe  est  positif  ou  négatif  l'assurance  rentre  dans  la  première 
ou  dans  la  seconde  catégorie. 

Mais  le  signe  de  IT^  dépend  en  général  du  nombre  d'années  m 
écoulées  depuis  le  début  de  l'assurance,  de  sorte  qu'on  se  trouve  en 
présence  de  ce  fait  d'apparence  paradoxale  que  le  caractère  d'une  assu- 
rance peut  changer  pendant  sa  durée.  Mais  on  démontre  aisément 
que  pour  les  assurances  contractées  conformément  aux  plans  habituels 
le  signe  de  77^  reste  toujours  le  même  pendant  toute  la  durée  de 
l'assurance  et  que,  par  conséquent,  dans  la  pratique,  une  assurance 
conserve  presque  toujours  son  caractère  d'assurance  en  cas  de  décès  ou 
d'assurance  en  cas  de  vie  pendant  toute  la  durée  de  l'assurance. 


118)  P.  Eadtke^  Y exQSeniïichungen  des  deutschen  Vereine  fur  Veraicherungs- 
Wisseoschaft  4,  Berlin  1905,  p.  139. 

119)  P.  Bôhmer,  Zeitschrift  fur  gesamte  Yersicherungs  - Wiesenschaft  Bexlia 
10  (1910),  p.  71. 

Eneydop.  des  soienc  mathémat.    14.  35 


Digitized  by  VjOOQIC 


546    O,  BoUmann.    I  25.   Fonds  net.    Primes  puies.    J7.  Poterin  du  Motel. 

47 •  ABsuranoes  en  eas  de  déoôs.     Pour  les  assurances  en  cas 
de  décès  on  a  d^ordinaire 

Pour  ces  assurances  on  tire  donc  des  équations  (37)  les  relations 


^y^-y. 


JJI-1- 


On  appelle  ici  11^  la  prime  de  risque  et  11^  la  prime  épargne^. 

Plaçons-nous  au  commencement  de  la  w**"»®  année  d'une  assu- 
rance contractée  à  l'âge  x. 

On  appelle  capital  réduit^^)  ou  capital  de  risque  de  la  w""»*  année 
l'expression 

OÙ  5^  est  le  capital  assuré  dans  la  w""®  année  et  où  F^  est  la  réserve 
mathématique  à  la  fin  de  la  m^^^^  année. 

Par  définition  le  capital  de  risque  est  toujours  positif  ainsi  que  la 
prime  de  risque  77^  pour  les  assurances  en  cas  de  décès. 

Gomme  JI^  est  toujours  positif^  il  résulte  de  la  formule  (36)  que 
n^  est  négatif  dès  que  la  période  du  paiement  des  primes  est  expirée. 
Si  JTg  était  négatif  dès  le  début  de  l'assurance,  V^  serait  aussi  n^atif 
et  alors  la  compagnie  serait  à  découvert  car  eUe  n'aurait  pas  reçu  le 
prix  du  risque  couru.  Gela  arriverait  dans  des  combinaisons  exception- 
nelles où  le  risque  est  décroissant,  la  prime  annuelle  étant  constante^ 
mais  les  compagnies  n'acceptent  pas  de  telles  assurances  avec  prime 
constante  pendant  toute  leur  durée.  Dans  les  cas  usuels  le  risque, 
c'est-à-dire  le  taux  de  mortalité,  est  croissant,  et  la  prime  de  risque 
ou  ne  dépasse  jamais  la  prime  constante  ou  n'arrive  à  la  dépasser 
qu'après  un  certain  nombre  d'années;  à  ce  moment  on  utilise  les  primes 
d'épargne  réservées  dans  les  premières  années,  avec  leurs  intérêts"*). 


120)  La  première  trace  de  la  prime  de  risque  [Bisikopr&mie;  cost  of  insu- 
rance]  peut  être  trouvée  dans  la  formule  de  contribution  de  Sh.  Homans,  The 
assurance  magazine  and  journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  11  (1864), 
p.  124,  ligne  6.    Voir  n»  68  et  note  166. 

Mais  les  notions  explicites  de  la  prime  de  risque  et  du  capital  réduit  sont 
dues  à  M.  Kanner,  Deutsche  Versicherungszeitung  8  (1867),  p.  866. 

La  notion  de  la  prime  épargne  a  été  introduite  par  A.  ZiUmer,  Deutsche 
Yersicherungszeitung  1867,  p.  672,  première  colonne,  dirième  ligne. 

121)  Les  valeurs  numériques  de  la  prime  de  risque  ont  été  calculées,  pour 
les  plans  d'assurance  les  plus  importants,  sur  la  base  de  la  table  américaine  à  3% 
et  sy,  7o  c^  ^6  1^  ^A^l®  <^^B  ^'^  compagnies  anglaises  à  4^^,  par  N.  WiUey,  The 
j)rinciple8 '*),  p.  149,  240,  468. 
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La  prime  épargne  peut  devenir  négative  qnand  bien  même  les 
réserves  croissent;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  dans  le  cas  des 
assurances  avec  prime  unique. 

418«  Réassurance.  En  cas  de  réassurance,  la  prime  de  risque  a 
une  signification  concrète:  lorsqu'une  police  est  réassurée  par  la  com- 
pagnie  originale  dans  une  autre  compagnie  (dite  compagnie  de  ré- 
assurance) et  que  cependant  les  réserves  mathématiques  de  la  police 
sont  formées  et  retenues  par  la  compagnie  originale,  l'effet  d'un  tel 
arrangement  revient  à  ce  que  la  prime  de  risque  est  payée  à  la  com- 
pagnie de  réassurance  tandis  que  la  prime  épargne  sert  à  la  com- 
pagnie originale  pour  accumuler  la  réserve  mathématique.  Naturelle- 
menty  en  cas  de  décès,  la  compagnie  de  réassurance  paie  le  capital 
réduit  et  la  compagnie  originale  y  ajoute  la  réserve  mathématique^**). 

49«  AsBuranoes  de  capitaux  en  cas  de  vie.  Dans  le  cas  d'assu- 
rances en  cas  de  vie,  JT^  est  par  définition  toujours  négatif;  s^  est 
la  somme  des  primes  à  rembourser  en  cas  de  décès  et,  par  conséquent, 
il  faut  remplacer  8^  par  zéro  quand  l'assurance  a  été  contractée  sans 
remboursement  de  primes;  6^  est  nul  pour  toutes  les  années  m  de 
l'assurance  à  l'exception  de  la  dernière  où  6^  est  le  capital  assuré  en 
cas  de  vie. 

La  prime  épargne  11^  est  encore  donnée  par  la  seconde  formule 
(37)  du  n**  44  et  la  prime  vipère  P,  est  encore  donnée  par  la  for- 
mule (36)  du  même  numéro 

60,  Annuités.  Pour  les  annuités  payables  en  une  fois**'),  s^ 
indique  encore  le  montant  du  remboursement  de  prime  (s'il  y  en  a)  et 
6^  est  le  montant  de  la  rente  qui  échoit  à  la  fin  de  la  m"°*®  année 
de  l'assurance. 

Dans   le   cas   le   plus   simple  d'une  rente  viagère  immédiate  de 

122)  C.  Landré,  MaihematiBch-technische  Kapitel  zur  Lebensversichening, 
(2®  éd.)  léna  1901,  p.  407;  (8*  éd.)  léna  1906.  Dans  la  pratique  il  faut  tenir 
compte  aussi  des  chargements,  des  commissions,  des  résiliations  et  des  divi- 
dendes. 

La  loi  allemande  de  surveillance  des  assurances  privées  prescrit  que  la 
réserve  mathématique  doit  être  formée  par  la  compagnie  originale  [Gesetz  ûber 
die  privaten  Yersicherungsantemehmungen  vom  12.  Mai  1901,  Berlin  1901,  §  68]. 

128)  L'extension  des  formules  aux  annuités  payables  par  fractions  a  été 
donnée  par  P.  BÔhmer  et  W.  Gramberg ,  Zeitschrift  fur  gesamte  Yersicherungs- 
Wissenschaft  (Berlin)  7  (1907),  p.  457. 

Les  auteurs  ne  considèrent  que  le  cas  le  plus  important  des  annuités  immé- 
diates, sans  remboursement  de  prime. 

86* 
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1  &anC;  contractée  sans  remboursement  de  primes,  on  a 

et  la  prime  de  risque  est  donnée  par  Texpression^^) 

(39)  n,  —  g.+„_it;(i  +  rj. 

51,  Bénéfice  sur  la  mortalité  réalisé  sur  une  police  individnellQ 
donnée  dans  une  année  déterminée  de  rassnrance.  En  désignant 
par  a  IWité  ou  zéro,  suivant  que  Tassuré  meurt  ou  ne  meurt  pas  dans 
le  courant  de  la  m^^^^  année  de  Fassurance,  on  obtient  pour  le  béné- 
fice sur  la  mortalité  g^  d^une  police  individuelle: 

1^)  pour  Tassurance  d'un  capital  de  1  franc  en  cas  de  décès, 
Texpression 

i7« -(?,+«-!-"  «)(l+t-FJ, 

2^)  pour  Tassurance  d'un  capital  de  1  franc  en  cas  de  vie,  con* 
tractée  avec  remboursement  de  ^„  francs  en  cas  de  décès  dans  la 
pleine  année,  l'expression 

3^)  pour  une  rente  viagère  égale  à  1  franc,  l'expression 

52.  Bénéfice  sur  la  mortalité  réalisé  dans  Texeroioe  par  on 
ensemble  quelconque  de  polices.  Le  bénéfice  sur  la  mortalité,  pro- 
duit dans  un  exercice,  est  défini  par  im  compte  'net  des  profits  et  pertes 
de  la  forme  suivante: 


Becettesi 


Dépenses'. 


1 .  Réserve  mathématique  de  tontes 
les  polices  en  vigneui  an  début 
de  l'exercice 

2.  Réserve  mathématique  des  po- 
lices antérieures  entrant  en  vi- 
gueur pendant  Tezercice.  .  .  . 

3.  Primes  pures  échues  pendant 
Texercice 

4.  Intérêts  échus  pendant  l'exer- 
cice,  calculés  au  même  taux 
que  les  réserves  mathématiques 
correspondantes .  . 


P 


Total 


1.  Capitaux  assurés  S  et  rentes  via- 
gères i?  échus  pendant  Texercice 

2.  Réserve  mathématique  sur  les 
résiliations  et  réductions  de 
Texercice 

S.  Réserve  mathématique  de  toutes 
les  polices  en  vigueur  à  la  fin 
de  l'exercice 

4.  Bénéfice  sur  la  mortalité  de 
Texercice 


S -1-2; 


Total     B 


124)  La  formule  (9)  a  été  donnée  par  G,  H.  Ryan,  Journal  of  the  Inatiiate 
of  actuaries  [Londres]  80  (1893),  p.  189.  Mais  il  faut  remarquer  qu'elle  est  con- 
tenue dans  la  décomposition  générale  donnée  auparavant  par  A,  ZiUmer^^^. 
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En  écrivant  qne  le  total  A  des  recettes  doit  être  égal  an  total  B 
des  dépenses^  en  sorte  qne 

Vo+v^+p+i=v,  +  v_+(s  +  2:)  +  <7(i), 

on  définit  le  bénéfice  ^(1)  snr  la  mortalité  de  Texercice^  qni  figure  dans 
le  compte  ci-dessns.  La  détermination  de  ce  bénéfice  est  ainsi  réduite 
à  celle  des  antres  quantités  dn  compte. 

La  définition  des  intérêts  I  échus  pendant  l'exercice  est  donnée 
de  façon  conforme  à  l'ancien  nsage  français  tel  qu'il  a  été  indiqué  au 
n^  33;  que  les  décès  sont  reportés  au  début  de  l'année  de  l'assurance 
dans  laquelle  l'assuré  meurt. 

On  tire  immédiatement  des  livres  de  la  compagnie  les  valeurs  des 
réserves  de  bilan  Y^^  Y^  ainsi  que  les  valeurs  des  capitaux  échus  S 
et  les  valeurs  des  rentes  échues  Z  du  compte  net;  mais  les  réserves 
Y^,  Y_,  et  les  primes  pures  P  du  compte  net  ne  sont  pas  données 
par  les  livres  de  la  compagnie.  De  là  deux  méthodes  pour  calculer 
le  bénéfice  sur  la  mortalité. 

Ou  bien  on  emploie  le  compte  net  indiqué  ci-dessus  en  déterminant 
les  quantités  Y^,  Y_  et  P  avec  une  approximation  aussi  grande  que 
possible  en  ouvrant  à  cet  effet  des  registres  supplémentaires^^). 

Ou  bien  on  cherche  à  réduire  les  quantités  Y^,  Y_  et  P  à  des 
nombres  dont  les  valeurs  exactes  peuvent  être  déduites  des  dates  des 


Si  l'exercice  coïncidait  avec  l'année  de  l'assurance  ^^'),  et  s'il  n'y 
avait  pas  d'entrées  et  de  sorties^  la  prime  de  risque  JI^  [n^  44] 
donnerait  immédiatement  la  solution  du  problème ^'^  [voir  n^  51].  Mais 
il  7  a  en  cours  de  l'exercice  des  entrées  et  des  sorties  de  polices 
de  toute  espèce,  ce  qui  complique  singulièrement  les  choses. 

Une  autre  source  de  complications  provient  de  ce  que,  dans  le 
calcul  des  réserves  du  bilan,  on  prend  souvent  pour  anniversaire  moyen 
des  polices  le  premier  juillet  de  l'exercice.  Dans  ce  cas,  les  réserves 
de  bilan  Y^  et  Y^  sont  basées  sur  la  formule  (35)  [n^  43]  conformé- 
ment à  l'usage  international.  Gomme  dans  cet  exposé  nous  avons 
adopté  la  formule  (35),  il  faut  que  nous  tenions  compte  de  cette 
source  de  complications. 

126)  Cette  méthode  a  été  proposée  par  G,  F.  Hardy,  Journal  of  the  Institate . 
of  actuaries  [Londres]  30  (189S),  p.  205  et  elle  semble  être  fréquemment  employée 
en  Angleterre  [B.  Hunier,  Actaarial  society  of  America,  Transactions  9  (1905/6), 
p.  148]. 

126)  Pour  la  plupart  des  compagnies  françaises  cette  première  complication 
n'existe  plus  [cf.  n*'  48,  troisième  alinéa]. 

127)  C'est  CQ  qni  a  été  montré  par  M.  Kanner  et  A.  Ziîlfner^*^ 
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J.  A.  Sigham^^)  a  proposé  une  formule  qui  s'applique  aux  assu- 
rances en  cas  de  décès  sur  une  tête  et  dans  laquelle  il  cherche  à 
tenir  compte  de  toutes  les  complications  (que  nous  venons  d'énumérer) 
qui  se  présentent.  Cette  formule  de  Higham  est  souvent  employée 
dans  la  pratique  et  nous  allons  nous  y  arrêter  un  instant. 

Pour  un  âge  atteint  donné,  J.  A,  Higham  prend  la  moyenne 
arithmétique  du  capital  réduit  [n**  47]  en  vigueur  au  commencement 
de  Texercice,  du  capital  réduit  en  vigueur  à  la  fin  de  l'exercice  et 
du  capital  réduit  des  décès  de  l'exercice.  H  multiplie  cette  moyenne 
par  la  valeur  correspondante  de  la  probabilité  de  décès  q  et  obtient 
ainsi  ce  qu'il  appelle  la  mortalité  présumœ  M^  pendant  l'exercice  pour 
l'âge  atteint  donné.  En  en  soustrayant  la  mortalité  a^ueUe  Mj,  c'est- 
à-dire  le  capital  réduit  des  décès  à  cet  âge  atteint,  on  obtient  le  béné- 
fice g(l)  sur  la  mortalité  pour  l'âge  atteint  donné.    On  a  donc 

(40)  ^(l)-Mo-M,. 

Mais  cette  méthode,  quelque  intuitive  qu'elle  soit,  n'est  point 
fondée  sur  une  base  mathématique.  Elle  repose  sur  une  simple  ana- 
logie tirée  de  la  formule  donnée  au  n^  9  pour  le  nombre  12  de  têtes 
exposées  au  risque.  Par  conséquent  l'erreur  commise  quand  on  fait 
usage  de  la  formule  de  Higham  est  entièrement  inconnue. 

Récemment,  P.  Bohmer  et  W.  Gramberg^^)  ont  résolu  le  problème 
du  calcul  du  bénéfice  sur  la  mortalité  en  établissant  une  formule  com- 
mode et  rigoureuse  qui  ne  contient  que  des  quantités  données  par  les 
registres.  Leurs  formules  s'appliquent  à  toutes  les  assurances  et 
annuités  sur  ime  seule  tête. 

Nous  allons  exposer  le  résultat  qu'ils  ont  obtenu,  en  l'adaptant 
à  l'ancien  usage  français  suivant  lequel  les  décès  sont  reportés  au 
commencement  de  l'année  de  l'assurance  dans  laquelle  l'assuré  meurt. 

On  aura  une  idée  d'ensemble  des  résultats  obtenus  par  P.  Bohmer 
et  W.  Gramberg  en  considérant  le  cas  plus  général  d'une  masse  de 


128)  J.  A.  Higham,  Journal  of  the  Institute  of  actoaries  [Londres]  20  (1877), 
p.  168.  G.  H.  Byan  [Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  80  (1893), 
p.  198]  Ta  modifiée  en  introduisant  des  variables  continues. 

129)  P.  Bohmer  et  TT.  Gramberg,  Der  Bisikogewinn  in  der  Lebens-  und 
Invalidit&tsversicherung,  Berlin  1906.  Ici  les  auteurs  se  limitent  aux  asBUranoes 
en  cas  de  décès,  mais  ils  retendent  en  même  temps  aux  assurances  d'inyaliditë. 
Une  extension  aux  annuités  immédiates  a  été  donnée  par  P.  Borner  et  W.  Gram- 
berg,  Z.  fur  gesamte  Yersicherungs-Wissenschaft  (Berlin)  7  (1907),  p.  467  (voir 
note  128).  Quand  il  faut  tenir  compte  de  plusieurs  taux  de  Tintérèt,  on  fera 
usage  des  approximations  commodes  établies  par  P.  B&mer,  Z.  fSbr  gesamte 
Yersicherungs-Wissenschaft  9  (1909),  p.  776;  10  (1910),  p.  788. 
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polices  comprenant  à  la  fois  des  assurances  en  cas  de  décès,  des  assu- 
rances de  capitaux  de  suryie  et  des  annuités. 

En  ce  qui  concerne  les  annuités^  bornons-nous,  pour  simplifier, 
à  envisager  celles  des  annuités  qui  sont  payables  annuellement.  Le 
bénéfice  sur  la  mortalité  ^(1)  peut  alors  être  réparti,  suivant  le  pro- 
cédé classique,  conformément  à  la  formule  (40)  entre  la  mortalité  pré- 
vue Mq  et  la  mortalité  réelle  M^. 

Les  formules  de  P.  Bohmer  et  W,  Grcmberg  peuvent  alors  être 
mises  sous  la  forme: 

(41)Jlfo-^Ç.{[So(a;+l)+5,(a;)+5/:r)](l+i)-[Fo(:r+l)+F,(a:)+F,(a;)]j 
M.  -^{[^..(*)(1  +  0  +  ^..(*)](H-8) 

Ici 

(a;)s=le  groupe  de  tontes  les  polices  qui  atteignent  l'âge  x  i)endant  1» 
durée  de  l'exercice. 


r,(.x)- 


F.(«). 


S^  {x)  SB  la  somme  assurée  en  cours  dans 
le  groupe  (x)  au  1*'  janvier  de 
Tezercice. 

5j  (x)  =  la  somme  assurée  en  cours  dans 
le  groupe  (x)  au  31  décembre 
de  Tezercice. 

S^^{x)  s  les  sommes  échues  pour  cause 
de  décès  dans  Texercice. 

5.  (a;)  a.  la  partie  de  S^ix)  qui  provient 
des  décès  avant  Fanniversaire 
de  la  police. 

Sj  {x)  =  la  partie  de  S^^x)  qui  provient 

des  décès  après  Tanniversaire 

de  la  police. 

La  date  d'évaluation  à  laquelle  se  rapportent  les  réserves  est,  en  ce  qui 
concerne  V^ix)  et  V^{x\  le  31  décembre  de  Tezercice;  c est  au  contraire  le  1**^  jan- 
vier de  l'exercice  en  ce  qui  concerne  Vq(x);  enfin 

Les  formules  (41)  sont  générales.  Pour  les  assurances  ordinaires 
en  cas  de  décès  "^)  on  doit  prendre 


:  la  réserye  en  vigueur  dans  le 
groupe  {x)  au  !•' janvier  de 
l'exercice. 

:la  réserve  en  vigueur  dans  le 
groupe  {x)  au  81  décembre  de 
l'exercice. 
F^(a;)  =  la  réserve  devenue  disponible 
par  les  décès  dans  le  groupe  (x) 
(firei  gewordene  Reserve). 

Pd.  (^)  "*  ^^^  primes  annuelles  non  échues 
dans  le  groupe  (x)  par  suite 
des  décès  avant  l'anniversaire. 

2^  (x)  B=  les  rentes  annuelles  non  échues 
dans  le  groupe  (x)  par  suite 
des  décès  avant  l'anniversaire. 


130)  Pour  ces   assurances,   on  trouve  dans  G.  Bohhnann  [Z.  fur  gesamte 
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et,  pour  les  annuités  annuelles  sans  remboursement  de  prime,  il  &ai 
prendre  les  S{x)  tous  égaux  à  zéro. 

63.  Bénéfice  sur  l'intérêt.  Taux  de  l'intérêt  effectivement 
réalisé  dans  Texercioe.  Le  bénéfice  sur  Tintérêt  g  (2)  produit  dans 
rexercice  est  défini  et  s^obtient  eSectiyement  en  retranchant  les  intérêta 
échus  I  figurant  au  compte  net  donné  ci-dessus,  qui  sont  absorbés 
pour  maintenir  la  réserve,  des  intérêts  et  des  loyers  T  effectivement 
réalisés  dans  Texercice.    On  a  donc  par  définUian 

(42)  <;(2)-r-I. 

Dans  cette  expression  du  bénéfice  de  l'intérêt  il  est  facile,  au 
moyen  du  bénéfice  ^(1)  sur  la  mortalité,  de  réduire  la  quantité  in- 
connue I  à  des  nombres  connus  du  bilan. 

En  appliquant  les  formules  (41)  et  en  adoptant  la  même  notation 
qu'au  numéro  62,  on  parvient  au  résultat  suivant^*^): 

(43)  I-^-{Vo+V,  +  i,(l)}-tS<„ 

OÙ,  conformément  à  la  notation  du  numéro  52, 
Vq  =  la  réserve  totale  en  vigueur  au  l**  janvier  de  l'exercice. 
Fi  =  la  réserve  totale  en  vigueur  au  31  décembre  de  l'exercice. 
S^  »  les  sommes  échues  par  suite  des  décès  après  l'anniversaire  de 
la  police: 

Le  taux  %  de  l'intérêt  effectivement  réalisé  dans  Vexercice  est  donné 
par  la  formule^") 

où  I'  représente  les  intérêts  et  loyers  échus  dans  l'exercice,  et  où  F^ 
représente  au  commencement  de  l'année  les  fonds  qui  rapportent  de 
l'intérêt;  enfin  F^  désigne  les  fonds  correspondants  à  la  fin  de  l'année. 
On  aperçoit  l'analogie  entre  cette  formule  (44)  et  la  formule  (5) 
du  n«  9. 


Yersicherungs-WisBenBchaft  (Berlin)  10  (1910),  p.  548]  les  résultats  donnés  ia\ 
avec  les  modifications  résultant  de  remploi  de  Tnsage  international  au  lien  de 
Tancien  usage  français. 

181)  Four  les  assurances  en  cas  de  décès,  des  formules  approchées  ont  été 
donnés  par  L.  Stabler,  Papers  read  and  transactions,  Àctnarial  society  of  America 
2  (1891/S),  p.  348  et  par  2).  H.  WéUs,  id.  p.  404.  Voir  aussi  JET.  FoUrin  du  Matd, 
Assurances  ^^),  p.  S42. 

182)  E,  W.  Weeks^  Actuarial  society  of  America,  Transactions  (New  York)  9 
(1906/6),  p.  318,  819. 
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Le  fonds  brnt  (primes  chargées). 

54,  Les  éléments  du  fonds  brut.  Dans  le  chapitre  précèdent 
nous  ayons  considéré  seulement  le  fonds  net  dont  les  recettes  sont 
formées  par  les  primes  pures  [ou  primes  nettes]  et  par  les  intérêts 
effectiyement  réalisés,  tandis  que  les  dépenses  sont  formées  par  les 
annuités  et  par  les  capitaux  assurés. 

En  réalité  ce  ne  sont  pas  là  les  seuls  éléments  du  calcuL  Parmi 
les  recettes,  il  y  a  lieu  de  considérer  des  primes  chargées  ou  primes 
brutes^)  et  parmi  les  dépenses  il  conyient  d'enyisager  les  frais  de 
gestion,  les  résiliations  et  les  dividendes. 

Quand  on  tient  compte  de  ces  éléments,  on  dit  que  Ton  enyisage, 
au  lieu  du  fonds  net,  le  fonds  hrut^^^. 

Nous  allons,  dans  ce  chapitre,  examiner  successiyement  Tinfluence 
exercée  sur  le  fonds  brut  par  chacun  de  ces  nouyeaux  éléments. 

Commençons  par  les  frais  de  gestion. 

55.  Olassifloation  des  frais  de  gestion.  U  s'agit  tout  d'abord 
de  distribuer,  de  classifier  suiyant  certaines  catégories  les  frais  d'un 
exercice  donné.  Les  principes  de  classification  adoptés  par  les  diyers 
auteurs  diffèrent  plus  ou  moins  les  uns  des  autres.  Mais  on  admet 
presque  toujours  qu'il  importe  de  distinguer  parmi  les  frais  d'un  exer- 
cice déterminé  les  trois  catégories  suiyantes^^): 

1^)  Frais  initiaux  de  l'exercice  en  cours:  ce  sont  ceux  qui  con- 
cernent exclusiyement  les  affaires  nouyelles  de  Fexercice; 

2®)  Frais  de  renouvellement  de  l'exercice  en  cours:  ce  sont  ceux 
qui  concernent  exclusiyement  les  affaires  antérieures  à  l'exercice; 

3°)  Frais  généraux  de  l'exercice  en  cours:  ce  sont  ceux  qui  con- 
cernent à  la  fois  les  affaires  nouyelles  et  les  affaires  antérieures  de 
l'exercice. 

Pour  plusieurs  sortes  de  dépenses,  la  séparation  des  frais  de  gestion 
qu'entraîne  cette  classification  est  fournie  immédiatement  par  les  liyres 


188)  Quoique  les  notionB  de  „fond8][^net*^  et  de  ^fonds  biut^'  jouent  nn  rôle 
important  dans  la  science  des  actuaires,  on  fait  assez  rarement  usage  de  ces 
deux  locutions.  En  France,  on  dit  d'ailleurs  généralement  prime  pure  et  prime 
éhargée  au  lieu  de  prime  nette  et  de  prime  brute.    Cf.  note  8. 

134)  Outre  les  trois  catégories  du  texte  qui  sont  presqne  nniyersellement 
adoptées,  W.  D.  Whiting  [Actnarial  society  of  America,  Fapers  and  transactions 
5  (1897/8),  p.  216]  envisage  encore  deux  autres  catégories:  les  frais  d'administration 
des  placements  et  les  frais  de  la  régularisation  des  polices;  mais  ces  deux  nouvelles 
catégories  ne  sont  pas  universellement  adoptées. 

L'importance  de  la  séparation  des  frais  initiaux  a  déjà  été  signalée  par 
A.  Zillmer,  Assekuranz-Jahrbuch  (Vienne)  3  (1882),  seconde  partie,  p.  207. 
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de  la  compagnie.  Mais  il  y  a  généralement  plusieurs  sortes  de  frais 
pour  lesquels  y  soit  à  cause  de  leur  nature,  soit  par  suite  d'un 
manque  de  détails,  cette  séparation  n'est  pas  possible;  on  l'effectue  alors 
à  Faide  d'estimations  et  de  conventions  raisonnables^*^). 

De  toute  façon,  il  faut  avant  tout  distinguer  soigneusement  les 
frais  initiaux  d'avec  tous  les  autres  frais  de  gestion.  Et  à  cet  effet 
il  faut  commencer  par  s'entendre  sur  le  sens  précis  de  ce  que  l'on 
convient  d'entendre  par  frais  initiaux. 

Souvent  on  ne  comprend  sous  le  nom  de  frais  initiaux  d'une 
police  que  les  frais  qui  ont  été  effectivement  déboursés,  sur  cette 
police  individuelle,  au  moment  de  la  souscription  du  contrat,  notam- 
ment les  frais  de  la  visite  médicale  et  la  commission  d'acquisition. 
Lorsqu'il  en  est  ainsi  nous  dirons  qu'il  s'agit  des  frais  initiaux  au  sens 
trait  du  mot.  Lorsqu'au  contraire  on  se  demande  quels  auraient  été 
les  frais  de  l'entreprise,  pendant  l'exercice  donné,  si  la  compagnie 
avait  entièrement  renoncé  à  émettre  des  polices  nouvelles  et  qu'on 
évalue  l'excédent  des  frais  réels  sur  les  frais  ainsi  déterminés  on 
obtient  ce  que  nous  appellerons  les  frais  initiaux  au  sens  général  du 
mot^**).  Ces  frais  sont  évidemment  plus  élevés  que  les  frais  initiaux 
au  sens  étroit  du  mot. 

Mais,  qu'il  s'agisse  de  frais  initiaax  au  sens  étroit  ou  au  sens 
général  du  mot,  il  faut  avant  tout  retenir  que  dans  la  pratique  les 
frais  initiaux  sont  toujours  relativement  beaucoup  plus  élevés  que  les 
autres  frais. 

Les  frais  de  renouvellement  sont  principalement  les  frais  d'encaisse* 
ment  de  la  prime.  Il  sont  donnés  par  les  livres  et  ils  sont  d'ordinaire 
proportionnels  à  la  prime. 

On  fait  rentrer  dans  les  frais  généraux  tous  les  frais  de  gestion 
qui  ne  rentrent  pas  sous  les  rubriques  „frais  initiaux^'  on  „frai8  de 
renouvellement^',  à  moins  qu'on  n'ait  introduit  d'autres  catégories 
encore  de  frais  de  gestion. 

Quelques  auteurs  ont  recommandé  de  distinguer  par  exemple, 
dans  une  catégorie  particulière,  les  frais  de  l'administration  des  place- 
ments de  la  compagnie  ^'^).     De  tels  frais  sont  estimés  en  raison  du 


186)  Voir  par  ex.  P.  C.  H.  Papps  [Actnarial  society  of  America,  Tram- 
actions  9  (1906/6),  p.  284]  et  W,  G.  Hackner  [Ânderang  der  Bechnungsgmndlagen, 
Leipzig  1907,  p.  60]. 

186)  Les  frais  initiaux  étaient  interprétés  dans  leur  sens  étroit  par  A.  Zittmer^**)  ; 
le  sens  général  a  été  adopté  par  W.  2>.  Whiting  ^**).  C'est  dans  ce  sens  général 
que  les  frais  initiaux  ont  été  considérés  ensuite  par  T.  B.  Sprague  et  A.  Am- 
1iwr'^% 
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montant  des  placements;  dans  leur  évaluation  on  prend  pour  guide 
les  expériences  faites  par  les  caisses  d'épargne.  Ils  sont  déduits  des 
intérêts  et  des  loyers  T  de  Texercice  calculés  ayant  d'évaluer  le  taux 
i'  de  rintérêt  effectivement  réalisé  dans  l'exercice  [n^  53^  formule  (44)]. 

On  joint  généralement  aux  frais  précédents  les  frais  des  polices 
sur  lesquelles  il  n^  a  plus  de  primes  à  payer,  en  estimant  ces  frais 
comme  un  pourcentage  de  la  réserve  mathématique  de  ces  polices  ou 
de  la  somme  qu'elles  assurent  ^^). 

56.  Répartition  des  frais  d'un  exeroice  sur  les  polices  indivi- 
duelles. On  répartit  le  montant  de  chacune  des  trois  catégories  précé- 
dentes de  frais  de  gestion  sur  les  polices  individuelles  de  cette  caté- 
gorie, en  divisant  le  montant  de  cette  catégorie  de  frais  par  le  total 
des  capitaux  assurés  sur  ces  polices.  Quand  il  s'agit  de  rentes,  on 
divise  le  montant  de  chacune  des  catégories  de  frais  de  gestion  par 
le  total  des  rentes  annuelles. 

En  cas  d'assurances  de  capitaux,  ou  prend  d'ailleurs  souvent  pour 
diviseur  les  primes  échues  plutôt  que  les  sommes  assurées.  Dans  ce 
cas  il  ne  faut  pas  oublier  d'attribuer  d'abord  aux  polices  libérées  de 
prime  leur  propre  part  des  frais  [n®  55].  Aussi  se  sert-on  d'un  ajuste- 
ment préalable  des  primes  en  attribuant  une  portion  plus  faible  de 
frais  aux  plans  pour  lesquels  l'élément  cTépargne  est  plus  grand. 

On  ne  définit  d'ailleurs  généralement  que  d'une  façon  assez  vague 
ce  qu'on  convient  d'entendre  par  „élément  d'épargne''.  On  se  contente 
de  postuler,  par  exemple,  que,  dans  les  assurances  mixtes,  l'élément 
d'épargne  est  plus  grand  qu'il  ne  l'est  dans  les  assurances  sur  la  vie 
entière,  et  que,  dans  les  assurances  dotales,  il  est  plus  grand  encore^**). 
Cette  notion  de  l'élément  d'épsirgne  peut  cependant  être  précisée  en 
basant  l'ajustement  sur  le  risque  moyen  linéaire  [n^  68]. 

Quelle  que  soit  l'échelle  de  la  distribution  des  frais,  on  parvient 
toujours  à  trois  taitx  de  frais 

qui  donnent,  pour  l'unité  choisie  [par  exemple  pour  1000  francs  de  capital, 

137)  Voir  W.  D.  Whiting^  Actuarial  society  of  America,  Papers  and  trana* 
uctions  5  (1897/8),  p.  214. 

138)  W.  D.  Whiting,  Papers  lead  and  transactions,  Actuarial  society  of 
America  2  (1891/2),  p.  162. 

189)  Il  est  remarquable  que  la  mortalité  observée  pour  un  plan  donné  est 
d'autant  plus  faible  que  Télément  d^épargne  de  ce  plan  est  plus  grand  (voir  les 
«xpériences  anglaises  citées  dans  la  note  23).  C*est  pour  cette  raison  que 
H.  Poterin  du  Motel  [Assurances ^^,  p.  261]  a  proposé,  dans  les  tarifs  des  com- 
pagnies d'assurance,  un  ajustement  semblable  à  celui  du  texte. 
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ou  pour  100  francs  de  prime],  la  part  que  prend  une  police  indiyiduelle 
aux  frais  d'une  catégorie  donnée  ^*^). 

57,  Frimes  dhargées.  Les  expériences  qu'on  a  l'occasion  de  faire 
dans  les  compagnies  d'assurance^  pendant  plusieurs  années  consécutives, 
fournissent  des  éléments  à  l'aide  desquels  on  peut  non  seulement  obtenir 
pour  les  taux  de  frais  e^y  €^,  ^  des  valeurs  moyennes^  mais  aussi  fixer 
pour  ces  taux  de  frais  des  limites  supérieures. 

Pour  une  police  donnée  on  peut  alors  déterminer  la  valeur  actuelle 
de  ces  frais  maximes  pendant  toute  sa  durée.  En  divisant  cette  valeur 
actuelle  par  la  valeur  actuelle  de  l'annuité  1^  qui  est  payable  sous 
les  mêmes  conditions  que  la  prime,  on  obtient  le  chargement  qu'il 
faut  ajouter  à  la  prime  pure  P  de  la  police  pour  obtenir  la  prime 
chargée  P',  ou  prime  de  tarif  de  la  compagnie"^).  Quelquefois  la 
prime  de  tarif  P'  comprend  un  second  chargement  qui  est  un  charge- 
ment explicite  de  sécurité  destiné  à  parer  à  des  événements  mal- 
heureux. 

Dans  la  pratique  on  se  contente  généralement  d'appliquer  les 
principes  que  l'on  vient  d'énumérer^^^.    Mais  pour  qu'un  tarif  puisse 


140)  n  importerait  beaucoup  de  connaître  les  valeurs  des  taux  e^^  e,  et  ^ 
observés  par  les  diverses  compagnies,  mais  les  compagnies  se  gardent  bien  de  les 
publier.  Aussi  n'est-ce  qu'avec  peine  que  des  experts  sont  parvenus,  en  utilisant 
les  rapports  publiés  par  les  compagnies,  à  obtenir  des  valeurs  approchées  des 
principaux  de  ces  taux.  C'est  ainsi  que  les  conditions  des  compagnies  anglaises 
ont  pu  être  résumées  par  T.  B.  Sprague  [Premier  congrès  international  d'actu- 
aires à  Bruxelles  en  1896,  éd.  Bruxelles  1900,  p.  190,  Question  7]  et  que  les 
résultats  des  compagnies  allemandes  ont  pu  être  analysés  par  A.  AmVior  [Asse- 
kuranz-Jahrbuch  (Vienne)  20  (1899),  seconde  partie,  p.  8;  id.  S8  (190S),  seconde 
partie,  p.  77]. 

C'est  d'ailleurs  surtout  le  rapport  de  «^  4~  ^  ^  ^i  +  ^  <1^'^  7  ^  intérêt  & 
connaître  pour  chaque  compagnie. 

141)  Pour  plus  de  détails  voir  H,  Poierin  du  Motel,  Assurances  ^^ ,  p.  257. 
D'après  la  loi  française  du  17  mars  1905,  des  tarifs  de  primes  minimes, 

basés  sur  des  méthodes  semblables  à  celles  indiquées  dans  le  texte,  ont  été 
prescrits  en  France  [Documents  relatifs  aux  assurances  sur  la  vie'*)]. 

142)  Dans  les  recherches  de  ce  genre  il  est  utile  d'introduire  aussi  la  notion 
de  prime  suffisante.  Elle  est  due  à  J,  Aîtenburger  qui  l'a  donnée  en  vue  de 
l'étude  du  problème  du  rachat  ^"^;  le  nom  de  prime  suffisante  a  été  introduit 
par  W.  G.  Hôckner  ^'^  qui  a  appliqué  cette  notion  non  seulement  à  une  étude  appro- 
fondie du  problème  du  rachat  mais  aussi  à  des  recherches  intéressantes  sur  le  rOle 
que  joue  la  notion  de  la  réserve  mathématique  généralisée  (Deckungskapital)  dans 
le  bilan  d'une  compagnie  d'assurances  sur  la  vie  [n*"  59]  ""). 

Cette  pritne  suffisante  est  une  prime  chargée  dans  laquelle  les  trois  élé- 
ments servant  de  base  au  calcul,  à  savoir  la  mortalité,  les  intérêts  et  les  frais 
(et  en  particulier  les  taux  de  frais)  sont  choisis  de  façon  à  ne  pas  s'écarter  sen- 
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êiare  qualifié  de  rationnel  il  faudrait  en  outre  que  quelques  conditions 
restrictires  soient  encore  remplies.  Nous  allons  énumérer  ces  conditions. 

a)  La  première  condition  consiste  à  ne  pas  dépasser  la  prime 
maximée.  Pour  définir  les  primes  maximées^  considérons  toutes  les  dates 
possibles  auxquelles  un  assuré  déterminé  peut  mourir  et  calculons 
la  valeur  escomptée  des  sommes  à  payer  dans  chaque  cas,  si  ce  cas 
se  présentait  toujours.  La  plus  grande  de  ces  valeurs  est  appelée 
la  prime  maximée.  Si  la  prime  du  tarif  dépassait  la  prime  maximée, 
une  caisse  d'épargne  pourrait  garantir  à  l'assuré  des  prestations  qui 
seraient  en  tout  cas  supérieures  à  celles  de  la  compagnie  d'assurance^. 

b)  Il  faut  ensuite  év^er  certaines  contradictions.  Il  peut  arriver 
qu'une  assurance  soit  décomposable  en  plusieurs  assurances  plus  simples 
à  primes  fixées  dans  le  tarif  de  la  compagnie.  L'assurance  envisagée 
est  alors  dite  composée.  Dans  toute  assurance  composée  il  faut  que 
la  prime  ne  dépasse  pas  la  somme  des  primes  dont  sont  chargés  les 
contrats  simples^**). 

Si  le  tarif  de  la  compagnie  garantit  par  avance  les  valeurs  de 
rachat  [n^  60],  on  peut  aussi  obtenir  des  assurances  composées  en 
se  servant  d'assurances  supplémentaires  qui  sont  résiliées  après  un 
temps  convenablement  choisi.  Dans  ce  cas  il  faut  avoir  soin  d'éviter 
des  contradictions  entre  le  montant  de  la  prime  de  l'assurance  com- 
posée et  l'ensemble  des  valeurs  représenté  par  les  primes  du  tarif  et 
par  les  valeurs  de  rachat  du  tarif. 

Pour  satisfaire  à  la  fois  aux  conditions  a  et  b,  J.  IT.  Peék^^) 
a  recommandé  de  choisir,  avec  T.  WiU8tein^^^)y  la  valeur  actuelle  des 
chargements  proportionnellement  au  risque  moyen  linéaire  de  l'assu- 
rance qui  sera  défini  au  n^  68.  Si  l'on  opère  ainsi,  les  conditions  a  et  1> 
sont  toujours  remplies  par  un  choix  convenable  du  facteur  de  pro- 


fliblement  des  moyennes  de  leurs  valeurs  à  attendre  dans  Tavenir.  Cf.  A.  Loewy^ 
Yersicherangsmathematik,  (8»  éd.)  Leipzig  1910,  p.  96  et  suiv. 

148)  Dans  le  cas  des  assurances  dotales  la  prime  maximée  est  assez  faible 
et  souvent  plus  petite  que  la  prime  actuelle  du  tarif. 

144)  C.  Landré,  Mathematisch-technische  Eapitel  zur  Lebensversicherung, 
(2  éd.)  léna  1901,  p.  213;  (8«  éd.)  léna  1906. 

146)  J.  H.  Peek,  Proceedings  of  the  fourth  international  congress  of  actuaries, 
New- York  1904,  1,  p.  4S4;  Z.  fur  gesamte  Yersicherungs-Wissenschaft  (Berlin)  2 
(1902),  p.  8. 

Les  mêmes  résultats  peuvent  être  atteints  en  remplaçant  le  risque  moyen 
linéaire  par  le  risque  moyen  quadratique  [n'^  68,  2''],  conformément  à  la  proposi- 
tion formulée  par  H.  Onnen^  Het  maximum  van  verzekerd  bedrag,  Utrecht  1896. 

146)  T.  Wittstein,  Das  mathematische  Bisiko  der  Yersicherungs-Gesellschaften, 
Hanovre  1886,  p.  30. 
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portionalité.  En  même  temps  cette  méthode  remplit  et  précise  la  con- 
dition de  l'adaption  des  chargements  à  l'élément  d'épargne  [n®  56]. 

G.  J.  D.  Mounier^^'^  a  traité  la  question  des  primes  chargées,  en  se 
basant  snr  la  théorie  de  la  valear  morale  de  Daniel  BemouUi.  Il  résulte 
de  ses  formules  que  la  valeur  morale  d'une  assurance  est  approxi- 
mativement proportionnelle  au  carré  du  risque  moyen  de  l'assurance**^). 

Dans  la  pratique  les  tarifs  des  compagnies  ne  satisfont  que  rare- 
ment à  toutes  les  conditions  énoncées.  Souvent,  il  n'y  a  pas  non  plus 
de  relation  simple  entre  les  primes  du  tarif  et  entre  les  primes  pures 
sur  lesquelles  les  réserves  mathématiques  sont  basées.  C'est  pourquoi, 
sans  nous  préoccuper  de  son  origine,  nous  considérerons  dans  ce  qui 
suit  la  prime  du  tarif  P'  comme  un  nouvel  élément  de  calcul  y  entrant 
au  même  titre  que  la  prime  pure  considérée  aux  numéros  26  à  53. 

58.  Les  frais  généraux  dans  le  bilan.  Dans  tout  bilan  il  y  a 
lieu  de  tenir  compte  des  frais  généraux  futurs  quand  ils  ne  sont  pas 
compensés  par  des  chargements  de  primes  leur  correspondant.  Le 
chargement  pour  les  frais  annuels  de  gestion  doit  donc  figurer  dans 
les  primes  employées  pour  le  calcul  des  réserves,  dans  tous  les  cas 
où  le  paiement  des  primes  périodiques  ne  se  prolonge  pas  jusqu'à 
l'expiration  de  la  police  (par  exemple  dans  le  cas  d'assurance  au  décès, 
avec  un  nombre  des  primes  limité). 

La  valeur  des  engagements  de  la  compagnie,  ainsi  que  la  valeur 
des  primes  à  percevoir  sont  alors  calculées  sur  la  base  des  primes 
dHnventaire^^^)  qui  comprennent  les  primes  pures  chargées  des  frais 
de  gestion  annuels,  au  moins  dans  le  système  prescrit  en  France  par 
la  loi  du  17  mars  1905.  La  réserve  ainsi  calculée  renferme  donc  im- 
plicitement une  réserve  pour  pourvoir  aux  frais  annuels  après  que 
toutes  les  primes  ont  été  payées. 

Dans  quelques  compagnies,  l'excédent  de  la  réserve  ainsi  calculée 
sur  la  réserve  mathématique  nette  [qui  est  la  réserve  au  sens  du 
chapitre  précédent  de  cet  article]  figure  séparément  au  passif  du  bilan. 
Cet  excédent  est  dit  alors  la  réserve  des  frais  de  gestion^^). 

Bien  des  compagnies  ne  tiennent  aucun  compte,  en  dressant  leur 
bilan,  des  frais  futurs  des  polices  libérées  de  primes;  c'est  évidemment 


147)  Archief  voor  de  Verzekerings-Wetenschap  1  (1894),  p.  17,  77,  146. 

148)  Voir  note  188. 

149)  Voir  H.  Poterin  du  Motel  [AssuranceB  ^\  p.  292]  ainsi  que  les  „Docn- 
mentB  relatifs  aux  assurances  sui  la  vie^^^S 

160)  C.  Landré,  Mathematisch-technische  Eapitel  zor  Lebensveisichenmg, 
(2"  éd.)  léna  1901,  p.  386;  (8«  éd.)  léna  1906.  Cf.  A.  Loewy,  VerBicherungsmath."»)» 
p.  181,  138.    Voix  aussi  I  26,  note  142. 
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parce  qu'elles  considèrent  ces  frais  comme  une  déduction  des  intérêts 
de  l'exercice  [n**  66]. 

Pour  les  assurances  de  capitaux  la  question  n'a  d'ailleurs  pas 
une  grande  importance^  parce  que  les  polices  libérées  de  primes,  dans 
ce  genre  d'assurances,  sont  peu  nombreuses. 

Quand  le  paiement  des  primes  se  prolonge  jusqu'à  l'expiration 
de  la  police,  il  est  indifférent  de  comprendre  ou  non  le  chargement 
pour  frais  de  gestion  dans  les  primes,  car  la  portion  de  réserve  corres- 
pondante  est  nulle.  Chaque  prime  apporte  effectivement  ses  frais  d'en- 
caissement, et  par  suite  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  du  charge- 
ment correspondant. 

69,  Les  frais  initiaux  dans  le  bilan.  Théorie  de  ZiUmer.  On 
vient  de  voir  que  les  réserves  nettes,  ou  réserves  mathématiques, 
peuvent  être  trop  faibles  quand  on  fait  abstraction  des  frais  généraux 
en  dressant  son  bilan.  Mais  il  peut  aussi  arriver  que  ces  mêmes  ré- 
serves soient  trop  élevées  quand  on  fait  abstraction  des  frais  initiaux. 
C'est  afin  de  parer  à  l'inconvénient  manifeste  qui  en  résulte  que 
A.  ZiUmer  ^^^)  a  édifié  une  théorie  dont  nous  allons  exposer  le  principe. 
Pour  fixer  les  idées,  nous  n'envisagerons,  comme  il  le  fait  d'ailleurs 
lui-même,  que  les  frais  initiaux  au  sens  étroit  du  mot  [n^  66],  en 
nous  bornant  d'ailleurs  à  tenir  compte  de  la  commission  d'acquisition. 

Considérons  une  assurance  en  cas  de  décès  à  prime  annuelle. 
Supposons  d'ailleurs  que,  conformément  à  ce  qui  arrive  ordinairement, 
cette  assurance  soit  telle  que  les  réserves  mathématiques  croissent 
avec  la  durée  de  la  police.  Divisons  alors  le  montant  de  la  conmiission 
d'acquisition  par  la  valeur  actuelle  d'une  annuité  viagère  de  1  franc 
payable  sous  les  mêmes  conditions  que  la  prime.  Le  quotient  ainsi 
obtenu  sera  égal  à  la  part  du  chargement  qui  couvre  précisément  la 
commission  d'acquisition;  c'est  pourquoi  on  nomme  ce  quotient  le 
cha/rgement  initial. 

En  ajoutant  le  chargement  initial  à  la  prime  pure  P^  du  contrat 
signé  par  (rc),  on  obtient  une  quantité  P^  qu'on  appelle  la  prime-réserve 
(Reserveprâmie)  et  qui  est  une  sorte  de  prime  cTinventaire, 

Si  la  police  a  été  en  vigueur  un  certain  nombre  n  d'années,  on 
nomme  réserve  de  ZiUmer  F„  l'excédent  de  la  valeur  actuelle  de 
l'assurance  encore  courante  après  n  ans  écoulés  sur  la  valeur  actuelle 
des  primes-réserves  à  encaisser  dans  l'avenir. 


161)  A.  ZiRmer,  Beitr'àge  znr  Théorie  der  Prilmien-Reserve,  Stettin  1863. 
C'est   de   cet  ouvrage  que  T.  B.  Sprague  a  donné  un  exposé  en  anglais 
[Jouma]  of  the  institute  of  actuaries  [Londres]  16  (1870),  p.  420]. 
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A.  ZiUmer  a  établi  les  théorèmes  suiTants: 
V)  On  a  toujours  _ 

2^)  L'équation 

fournit  le  maxime  que  la  prime-réserve  P^  ne  doit  pas  dépasser,  si  la 
résiliation  de  la  police  après  une  ou  plusieurs  années  ne  doit  pas  en- 
traîner de  perte  pour  la  compagnie. 

3^)  Le  maxime  de  P^  est  égal  à  P^^i,  où  P^^i  représente  la 
prime  pure  qu'il  aurait  fallu  payer  si  Tassurance  encore  courante  avait 
été  achetée  à  l%e  (x  +  1). 

4f)  Le  maxime  correspondant  du  ^,chargement  initial^  est 

5^)  Le  maxime  correspondant  de  la  commission  d'acquisition  est 
l'excédent 

de  la  prime  P^^.^  sur  la  prime  naturelle  g^^^  de  la  première  année  de 
TasBurance. 

Si  la  commission  d'acquisition  qui  a  été  eSectivement  payée  dé- 
passait ce  maxime^  la  réserve  F^  deviendrait  négative. 

La  méthode  du  bilan,  dite  souvent  méthode  de  ZiUmer  ^^^),  substitue 
les  réserves  de  Zillmer  aux  réserves  pures  considérées  au  chapitre  pré- 
cédent. 

Dans  la  pratique^  pour  appliquer  la  méthode  du  bilan^  il  £ant 
nécessairement  remplacer  par  zéro  toutes  les  réserves  de  bilan  qui  pren- 
draient des  valeurs  négatives.  Cette  façon  de  procéder  a  été  indiquée 
par  A.  ZiUmer  lui-même. 

Aussi  bien  au  point  de  vue  mathématique  qu'au  point  de  vue 
pratique^  la  méthode  de  Zillmer  est  supérieure  à  la  méthode  des 
primes  pures.  Elle  assujettit  en  effet  à  un  calcul  rationnel  les  frais 
initiaux  des  polices  tandis  que  ces  frais  initiaux,  bien  qu'existant  en 
réalité;  sont  complètement  ignorés  par  la  méthode  des  primes  pures. 

Malgré  cette  supériorité  à  la  fois  théorique  et  pratique,  la  méthode 
de  Zillmer  est  complètement  interdite  ou  tout  au  moins  restreinte 
dans  son  emploi  par  la  plupart  des  législations  d'assurance^^').  D'ailleurs, 
quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  la  plupart  des  compagnies  s*interdisent 
elles-mêmes  volontairement  de  faire  état  du  ,,chargement  initial^. 


16S)  Pour  les  arguments  que  font  valoir  les  adversaires  de  cette  méthode, 
voir  K.  Heym,  Jahrbûcher  fOr  Nationalôkonomie  und  Statistik  (2)  6  (1882),  p.  207. 
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C'est  pourquoi,  dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  toujours  que 
les  réserves  mathématiques  nettes  figurent  au  bilan,  conformément  à 
Tusage  de  la  majorité  des  compagnies  de  tous  les  pays.  De  là  résulte 
une  contradiction,  ou  tout  au  moins  une  différence,  entre  la  manière  de 
traiter  les  frais  initiaux  dans  les  tarifs  des  primes  (où  ces  frais  initiaux 
sont  distribués  sur  toute  la  durée  de  la  police)  et  dans  le  compte 
des  profits  et  des  pertes,  (où  leur  valeur  totale  est  déboursée  en  une 
fois).  Cette  discordance  s'exprime  par  le  fait  que  le  bénéfice  sur  le 
chargement  d'une  police  [n^  62]  est  toujours  négatif  dans  la  première 
année  de  l'assurance. 

En  Allemagne,  on  a  actuellement  la  tendance  à  généraliser  la 
notion  de  réserve  mathématique  en  y  introduisant  tous  les  éléments 
de  calcul  énumérés  au  n?  63,  que  l'ancien  usi^e  (adopté  dans  notre 
exposé)  n'utilise  que  pour  l'évaluation  mathématique  des  dividendes. 
C'est  ainsi  en  particulier  qu'a  procédé  W.G.  Hodoner^^)  dans  l'évaluation 
des  frais.  En  prenant  comme  point  de  départ  les  idées  de  A.  ZUlmer 
et  en  y  adjoignant  la  notion  d'origine  française  de  la  prime  d'inveniaire, 
il  parvient  à  la  notion  nouvelle  de  prime  suffisante  [n^  67  note  142]  sur 
laquelle  il  fait  reposer  toute  sa  théorie.  Plusieurs  auteurs,  et  parmi  eux 
J,  AUenburgeTj  qui  avait  d'ailleurs  introduit  avec  W,  G.  Hàckner  la  notion 
de  prime  suffisante,  estiment  en  outre  fort  désirable  que  les  taux  de 
résiliation  [n^  61]  observés  par  les  compagnies  d'assurance  soient  égale- 
ment introduits  dans  la  notion  généralisée  de  réserve  mathématique^^). 

60,  Valeurs  de  résiliation.  Lorsqu'après  avoir  été  assuré  peu* 
dant  m  années,  un  assuré  (x)  cesse  de  payer  ses  primes,  il  peut  à  ce 
moment  demander  à  la  compagnie  de  lui  verser  la  valeur  de  rachat  R^. 

Autrefois  on  identifiait  cette  valeur  de  rachat  avec  la  réserve  mathé- 
matique"*). Cette  façon  de  procéder  n'est  pas  correcte  et  cela  pour 
plusieurs  raisons  parmi  lesquelles  nous  mentionnerons  les  trois  sui- 
vantes qui  sont  les  plus  importantes: 

P)  La  table  de  mortalité  et  le  taux  de  l'intérêt  adoptés  dans  le 
calcul  de  la  réserve  mathématique  ne  sont  pas  les  seuls  éléments  qu'il 


153)  LogophUw  (pseadonyme  de  W.  G.  Hôekner\  Der  Streit  ûber  die  Zilbner- 
Bche  Méthode  in  der  Lebensvenicherang,  Berlin  1902;  W.  G.  Hôekner,  Z.  fur  ge- 
sainte  Yeisichenmgs-WiBsenBchaft  (Berlin)  6  (1906),  p.  611;  Ândening  dei  Bech- 
nungBgrondlagen,  Leipzig  1907,  p.  96;  cf.  A.  Loewy^^*)^  p.  181. 

164)  J.  Alienbwrger^  YerOifentlichmigen  des  deutschen  Vereins  fûi  Ver- 
sicheiuDga-Wissenschaft,  cah.  20,  Berlin  1911,  p.  10. 

155)  C'est  précisément  le  problème  du  rachat  qui  conduit  pour  la  première 
fois  à  la  notion  de  la  réserve  mathématique.  Voir  F.  Baily,  The  doctrine  of 
life  annuities  and  assurances  2,  Londres  1813,  p.  458. 

Encyelop.  des  scionc.  mathémat.    14.  36 
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faille  considérer.  H  faut  aussi  tenir  compte  des  frais  de  gestion  [n^  55] 
et  surtout  des  frais  initiaux.  G^est  pour  cette  raison  que  les  assu- 
rances en  cas  de  décès,  à  prime  annuelle^  n'ont  aucune  valeur  de 
rachat  dans  les  toutes  premières  années  de  l'assurance  (pendant  les  deux 
premières  années  en  général)  et  qu'elles  ont  une  valeur  de  rachat  con- 
sidérablement inférieure  à  la  réserve  mathématique  pure  dans  les  années 
d'assurance  qui  suivent  immédiatement.  En  raison  des  frais  initiaux 
on  peut  demander  que  la  valeur  de  rachat  ne  soit  jamais  supérieure 
à  la  réserve  de  Zillmer^  et  cela  que  la  compagnie  ait  ou  n'ait  pas 
adopté  la  méthode  de  Zillmer  pour  le  calcul  des  réserves  du  bilan. 

2°)  On  peut  douter  que  les  assurés  qui  abandonnent  leur  contrat 
courent  des  risques  ^^similaires^'  [n^  6]  à  ceux  qui  continuent  leur 
assurance.  On  pourrait  craindre  à  ce  sujet  une  antisélection***). 
Il  est  vrai  que  l'on  n'a  point  montré  jusqu'à  présent  qu'une  pareille 
antisélection  se  produit  effectivement ,  mais  le  contraire  n'a  pas  été 
prouvé  non  plus.  Il  est  donc  tout  au  moins  prudent  de  réduire 
la  valeur  de  rachat  de  façon  à  se  garantir  à  coup  sûr  contre  une  telle 
éventualité.  Mais  faute  de  statistiques  suffisantes  il  n'est  pas 
possible  de  calculer  l'influence  numérique  d'une  antisélection  de  ce 
genre;  c'est  pourquoi  on  en  est  réduit  à  faire  des  hypothèses  telles 
que  finalement  la  compagnie  soit  protégée  d'une  façon  suffisante^  quoi 
qu'il  arrive.  L'arbitraire  qui  préside  au  choix  de  ces  hypothèses  est 
cause  de  grandes  divergences  au  sujet  de  la  façon  d'opérer  le  calcul 
de  la  valeur  de  rachat  ^'^^). 

De  considérations  analogues  aux  précédentes  (2^),  on  a  conclu  que 


166)  Voir  notes  64,  65,  66  et  le  n*"  24  de  cet  article. 

167)  C^est  surtout  des  deux  points  de  vue  (1**)  et  (2^)  que  le  problème  du 
rachat  a  été  étudié  par  E.  Wright,  Sa^ings  bank  life  insurance,  Boston  1S72. 
Cet  auteur  a  pris  pour  base  des  valeurs  de  rachat  ce  qu*il  appelle  la  vaiew  de 
V<M8s%iran€e  (insurance  value):  c'est  la  valeur  actueUe  des  primes  de  risque  à 
recevoir  pour  toute  la  durée  de  T assurance. 

Cette  notion,  qui  a  été  introduite  par  E.  Wright^  a  été  analysée  par  Sh,  Ho- 
mans  [Papers,  read  and  transactions,  Actuarial  society  of  America  2  (1891/2), 
p.  6J,  par  D.  P.  Fackler  [Actuarial  society  of  America,  Papers  and  transactions  5 
(1897/8),  p.  30d],  par  J.  Aîtenburger^*^  [Osterreîchische  YerBichemngszeitung  27 
(1900),  p.  1,  18,  19],  par  /.  Karup  [Die  Reform  des  Bechnungswesens  der  Gothaer 
Lebensversicherungsbank,  léna  1908,  p.  72]  et  par  W.  G.  Hâckner  [Z.  fur  Yer- 
sicherungBwesen ,  Berlin  1906,  p.  117,  289,  661,  677;  Ânderung  der  Rechnimgs- 
grundlagen,  Leipzig  1907;  Yer5fféntlichungen  des  deutschen  Vereins  fOr  Ver- 
sicherungs  - Wissenschaffc,  cah.  1 6,  Berlin  1909].  Voir  aussi  le  rapport  de  C.  Badumge, 
Gutachten,  Denkschriften  und  Yerhandlungen  des  sechsten  intemationalen  Eon- 
gresscs  fur  Yersicherungs  -Wissenschaffc  (Yienne)  2  (1909),  p.  86. 
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les  assnraiices  en  cas  de  yie  et  les  annuités  ne  possèdent  pas  de  valenr 
de  rachat^w). 

3^)  Il  faut  tenir  compte  du  fait  qn'une  résiliation  peut  diminuer 
la  stabilité  [n^  79]  de  l'entreprise,  parce  qu'elle  diminue  le  nombre 
des  polices  en  cours. 

Au  lieu  d'un  rachat  en  espèces^  l'assuré  peut  en  général  choisir  une 
assurance  libérée  de  primes  dite  police  réduite^^^. 

61.  Taux  de  résiliation.  Les  membres  payants.  Des  statistiques 
récentes^  empruntées  aux  expériences  faites  par  les  compagnies  d'assu- 
rances sur  la  yie^  donnent^  outre  la  mortalité^  les  fréquences  de  rési- 
liations^ groupées  suiyant  les  âges  d'entrée  et  les  durées  d'assurance. 
De  ces  données  on  a  déduit  des  taux  de  résiliation^  qui^  pour  un  in- 
dividu d'âge  d'entrée  x  et  après  une  durée  m  de  la  police  (c'est-à-dire 
après  que  m  années  de  la  police  d'assurance  souscrite  par  cet  individu 
se  sont  écoulées)^  servent  à  déterminer^  au  moins  théoriquement,  les 
probabilités  suivantes: 
1**)  probabilité  qu'un  tel  individu  (x  +  tn),  alors  d'âge  x  +  m,  meure 

assuré   dans   la  (m  +  ly^^^  année   de  sa 

police. 
2°)  probabilité  que  l'individu  (x  +  m)  soit  encore  vivant  et  assuré  à 

la  fin  de  la  (m  +  1  )**"»•  année  de  sa  police. 
3**)  probabilité  que  l'individu  (x  +  m)  meure  dans  la  (m  + 1)""*  année 

de  sa  police,  après  avoir  résilié  son  contrat. 
4°)  probabilité  que  l'individu  (x  +  m)  soit  encore  vivant  à  la  fin  de 

la  (w  +  1)**™«  année  de  sa  police  après 

avoir  résilié  son  contrat. 
Si  dans  ce  qui  précède  on  remplace  le  mot  ,,assuré''  par  le  mot 
,,actif^^,  et  la  locution  ,,après  avoir  résilié  son  contrat'^  par  la  locution 
,^près  être  devenu  invalide",  on  voit  immédiatement  que  les  quatre  pro- 
babilités que  nous  venons  d'introduire  sont,  au  point  de  vue  du  calcul^ 


158)  C.  Landré,  Mathematisch-technische  Eapitel  zur  LebenfiyerBichenmg^ 
(2*  éd.)  léna  1901,  p.  866;  (8«  <^d.)  léna  1905. 

159)  La  somme  réduite  a  été  donnée  par  J.  B.  Cherriman,  Journal  of  the 
Institute  of  actuaries  [Londres]  21  (1879),  p.  298.  Si  le  nombre  de  primes- 
à  percevoir  est  limité,  comme  c^est  le  cas  pour  Tassurance  mixte,  on  se  sert 
souvent  d*une  règle  proportionnelle.  Cette  méthode  a  été  étudiée  par  B.  Ziegel, 
Zeitschrift  fur  gesamte  Versichenmgs-Wissenschaft  (Berlin)  4  (1904),  p.  281. 

Ces  travaux  sont  tous  les  deux  limités  à  la  considération  de  la  réserve 
mathématique  pure.  D,  P.  Fackier  [Actuarial  society  of  America,  Papers  and 
transactions  5  (1897/8),  p.  803]  ramène  le  problème  au  calcul  de  la  valeur  de 
résiliation  en  espèces. 

36* 
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tout  à  fait  analogues  aux  quatre  probabilités  considérées  dans  Tassu- 
rance  en  cas  d'inyalidite.  Par  conséquent,  les  considérations  théoriques 
esquissés  au  n^  12  de  l'article  I  24  s'appliquent  également  aux  quatre 
probabilités  que  Ton  vient  d'énumérer. 

Pour  faciliter  l'obserration  des  taux  de  résiliation^  et  la  cons- 
truction des  formules  correspondantes^  on  convient  d'identifier  le 
moment  de  la  résiliation  soit  avec  le  commencement^  soit  avec  la  fin 
de  Tannée  courante  de  la  police,  en  prenant  toujours  celle  de  ces 
deux  dates  qui  est  la  plus  proche  de  la  date  actuelle  ^^).  Mais  cette 
correction  a  pour  effet  d'introduire  à  la  fin  de  chaque  année  une  dis- 
continuité dont  il  ne  faut  pas  oublier  de  tenir  compte  en  distinguant 
soigneusement  parmi  les  résiliations  celles  qui  se  font  avant  le  paye- 
ment de  la  prime  échue  ^^^)  de  celles  qui  se  font  après  ce  payement. 

Ayant  obtenu,  pour  un  âge  d'entrée  donné  x,  et  pour  toutes  les 
valeurs  w  =  0,  1,  2,  3,  . . .,  les  probabilités  de  décès  2(x]  +  m  et  les 
probabilités  de  résiliation  r[x]  +  m,  on  peut  construire  une  skttistique 
des  membres  payants^^^)  fournissant,  pour  chaque  valeur  de  mi 

1^)  le  nombre  des  assurés  l\x\^m  qui  payent  la  prime  de  la 
{m  +  1)""»«  année; 

2^)  le  nombre  des  assurés  rf[«]+m  morts  dans  la  (m  + 1)**™«  année 
de  leur  contrat; 

3^)  le  nombre  des  assurés  w[x\^m  qui  ont  résilié  leurs  polices 
avant  le  paiement  de  la  prime  de  la  (m  -\-  2)**™*  année.  Entre  ces 
différents  nombres  on  a  les  relations 

î[»]  +  m  +  l  =  'w  +  m  —  ^W  +  TO  "~  W'W  +  m; 


V]  +  rn  *[*]  H 


160)  Les  résiliations  constatées  dans  les  nouvelles  obserrations  anglaises  ont 
été  publiées  in  extenso  dans:  Gombined  expérience  of  assured  lives  (1868/'9S), 
unadjusted  data,  whole-life  assurances,  maies,  Londres  1900;  Gombined  expé- 
rience of  assured  lives  (1868/d3),  unadjusted  data,  whole  life  assurances, 
females,  Londres  1900;  Gombined  expérience  of  assured  lives  (1863/93), 
unadjusted  data,  endowment-assurances  and  minor  classes  of  assurance,  maie 
and  female,  Londres  1900;  Gombined  expérience  of  life  annuitants  (1863/93), 
unadjusted  data,  Londres  1899. 

161)  Malheureusement  cette  distinction  n*a  pas  été  faite  dans  les  nouvelles 
expériences  anglaises  citées  dans  la  note  160.  Mais  dans  les  expériences  nou- 
velles faites  par  la  „Gothaer  Lebensversicherungsbank^  elle  a  été  observée  [voir 
J.  Kartip,  Die  Reform  "0,  p.  182*]. 

162)  Une  telle  génération  a  été  déduite  entre  autres  de  la  nouvelle  expérience 
de  la  „Gothaer  Lebensversicherungsbank**  :  [cf.  J.  Karup,  Die  Reform  "^),  p.  188*]. 
J.  Karup  indique  aussi  en  détail  la  méthode  de  construction  qui  a  été  suivie. 
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On  voit  qu'une  génération  V  de  membres  payants  est  tout  à  fait 
analogue  à  une  génération  de  membres  actifs  telle  qu'on  l'a  consi- 
dérée au  n''  12  de  Fartide  I  24. 

Conformément  à  l'usage  international^  l'indice  a;  a  été  placé  entre 
crochets  afin  d'indiquer  qu'il  s'agit  de  fonctions  de  plus  d'une  variable. 
Ces  variables  sont  ici  x  et  m. 

62.  Séparation  du  bénéfice  d*un  exercice  suivant  les  sources^''). 
Au  naméro  62  nous  avons  dressé  le  tableau  du  compte  net  des  profits 
et  pertes^  et  nous  en  avons  tiré  la  première  et  la  deuxième  des  sources 
du  bénéfice  produit  dans  un  exercice,  c'est-à-dire  le  bénéfice  sur  la 
mortalité  [n^  62]  et  le  bénéfice  sur  l'intérêt  [n^  58]. 

Pour  définir  les  deux  autres  sources  de  bénéfice  qui  nous  intéressent 
(bénéfice  sur  les  chargements  et  bénéfice  sur  les  résiliations  et  réduc- 
tions) il  faut  commencer  par  préciser  la  façon  dont  on  traitera  les  trans- 
formations de  polices  qui  se  sont  produites  dans  le  courant  de  l'exercice. 

Quand  un  assuré  change  son  contrat,  la  réserve  mathématique 
change.  Soit  E  l'excédent  de  la  plus  grande  des  deux  réserves  sur 
l'autre.  Convenons  de  comprendre  E  dans  la  source  2^)  des  recettes 
(donc  dans  V^)  ou  dans  la  source  2**)  des  dépenses  (donc  dans  V_) 
du  compte  net  [n^  52]  suivant  que  la  réserve  du  nouveau  contrat  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  l'ancien  contrat.  La  somme 
E'  actuellement  débitée  ou  créditée  à  l'assuré  par  suite  du  changement 
de  contrat  n'est  pas  identique  à  E  puisqu'il  faut  tenir  compte  des 
frais  et  d'une  antisélection  possible.  Mais  on  peut  admettre  que  le 
comptable  a  chargé  E'  au  compte  des  primes  ou  au  compte  des 
valeurs  de  rachat  sur  le  grand  livre  de  la  compagnie,  suivant  que  la 
réserve  de  l'ancien  contrat  on  que  celle  du  nouveau  contrat  est  la 
plus  grande.  Parfois  E'  se  réduit  à  zéro;  cela  arrive  quand  la  police 
se  change  en  assurance  libérée  de  primes  parce  que  l'assuré  cesse  de 
payer  ses  primes. 

On  a  ainsi  séparé  par  une  convention  bien  simple  les  quantités 
à  comprendre  aux  recettes  et  celles  à  comprendre  aux  dépenses  du 
compte  des  profits  et  pertes.  Il  importe  peu  que  cette  convention 
ait  un  caractère  arbitraire;  ce  qui  importe  c'est  d'effectuer  la  séparation 
suivant  une  règle  déterminée  afin  de  pouvoir  distinguer  nettement  le 
bénéfice  sur  les  chaigements  du  bénéfice  sur  les  réalisations. 

Cela  posé,  le  bénéfice  sur  les  chargements  jp(3)  produit  dans 
l'exercice  sera  l'excédent  du  solde  P'  du  compte  „primes''  du  grand 


168)  Bécexnment   H.  Moir   [Actuaiial   societj   of  America,   Transactions, 
(New- York)  10  (1908),  p.  200  et  suir.]  a  fait  nn  rapport  détaillé  sur  cette  question. 
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livre;  sur  la  somme  des  réserves  Y^  et  des  primes  P  du  compte  net 
des  profits  et  pertes  et  sur  les  frais  E  de  Texercice,  cet  excédent  étant 
majoré  des  intérêts  qu'il  porterait  pendant  six  mois^  an  taux  i'  actuelle- 
ment réalisé  [n**  63,  formule  (43)]  dans  Texercice***).    Nous  avons  donc 

(,(3)=.(P'-V^-P-E)(l  +  ^). 

Quand  le  nombre  des  affaires  nouvelles  est  suffisamment  grand,  g(S) 
est  négatif. 

Enfin  le  bénéfice  sur  les  résiliations  et  réductions  ^(4),  produit  dans 
Texercice,  est  égal  à  Texcédent  de  la  réserve  V_  du  compte  net  des 
profits  et  pertes  sur  les  valeurs  de  résiliation  effectivement  échues 
dans  l'exercice,  cet  excédent  étant  augmenté  par  les  intérêts  qu'il  porte- 
rait pendant  six  mois  au  taux  effectivement  réalisé  dans  l'exercice  ^^). 

Dans  la  pratique  les  quatre  sources  de  bénéfice  que  l'on  vient 
d'énumérer  ne  sont  pas  les  seules,  mais  elles  sont  les  seules  qu'il  y 
a  lieu  de  considérer  au  point  de  vue  mathématique. 

63.  La  formule  de  oontribution.  Dans  ce  qui  précède  nous 
avons  introduit  les  éléments  suivants  de  calcul: 

1®)  Le  taux  de  l'intérêt  i  employé  au  calcul  des  primes  pures  P^*) 
et  des  réserves  mathématiques  F^. 

2^)  La  table  de  mortalité  adoptée  pour  le  calcul  de  primes  pures  ^^) 
et  des  réserves  mathématiques. 

3^)  Le  taux  [n°  53]  de  l'intérêt  t"  actuellement  réaUsé  dans  l'exercice. 

4**)  Les  expressions  [n**  61]: 

qui  correspondent  à  la  génération  des  membres  payants. 

5**)  Les  primes  chargées  P'  [n?  57]. 

6^)  Les  taux  de  frais  e^y  e^,  e^  [n^  56]  rapportés  à  la  somme 
assurée  égale  à  un  franc. 

7^)  Les  valeurs  de  résiliation  R^  [n**  60]. 

A  l'aide  de  ces  éléments  on  peut  définir  d'une  façon  rationnelle 
la  part  c^  du  bénéfice  total  d'un  exercice  dû  à  une  police  individuelle 

164)  L'inconvénient  de  ces  deux  définitions  est  qu'elles  supposent  que  Ton 
connaisse:  du  côté  des  recettes,  la  somme  des  réserves  V^  et  des  primes  pures  P; 
du  côté  des  dépenses,  la  réserve  F.  dans  le  compte  net  des  profits  et  pertes. 
Précisément,  ces  deux  quantités  V+  +  P  d'une  part  et  F.  d'autre  part  ne  aont 
jamais  connues  séparément  dans  la  pratique.  En  général  c'est  donc  seulement  l» 
somme  gi^)-^g{^)  des  troisième  et  quatrième  sources  de  bénéfioes,  qu'on  peut 
calculer  avec  toute  la  précision  qu'on  désire  avoir. 

166)  Les  bases  de  calcul  adoptées  pour  les  réserves  mathématiques  gouver- 
nent, nous  le  supposons,  celles  des  primes  pures,  de  sorte  qu'elles  sont  identiques 
dans  les  deux  cas. 
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déterminée.  On  le  fait  à  Taide  d'ane  formule  dite  formule  de  con- 
tribution  qai,  poar  uae  assurance  en  cas  de  décès  ^  peut  être  écrite 
de  la  façon  que  voici  ^••): 

(45)   r[,]  +  mC«.-ïi.]  +  „-i(F^-i  +  P'-e2-65)(l+i') 

Dans  cette  formule,  on  suppose  que  la  police  a  été  émise  à  l'âge 
X  sur  la  somme  1  et  que,  pendant  la  durée  de  l'exercice  considéré, 
on  se  trouve  au  cours  de  la  w^*™*  année  de  Tassurance.  Pour  w  =  1 
il  faut,  dans  le  second  membre  de  Téquation  (45),  remplacer  e^  par  e^. 

Il  va  sans  dire  que  la  contribution  au  bénéfice  due  à  une  police 
dont  le  montant  est  s,  au  lieu  d'être  égal  à  1,  est  égal  à  sc^. 

L'idée  fondamentale  qui  se  dégage  de  la  formule  de  contri- 
bution (45)  est  claire:  la  contribution  c^  y  est  définie  comme  le  béné- 
fice qui  aurait  été  produit  si,  au  lieu  de  la  seule  police  considérée, 
^[«i+m-i  polices  identiques  à  cette  police  avaient  été  émises  dans 
Texercice. 

La  somme  ,^ 

étendue  à  toutes  les  polices  en  vigueur  à  la  fin  de  l'exercice,  n'est  pas 
exactement  égale  au  bénéfice  total  de  l'exercice;  cela  tient  à  ce  que 
certaines  causes  perturbatrices  interviennent  et  modifient  le  résultat. 
C'est  pourquoi  on  se  sert  d'une  sorte  d'ajustement  des  parts  c^,  en 
décomposant  ces  parts  suivant  les  diverses  sources  de  bénéfice. 

Il  suffit  d'appliquer  les  principes  établis  aux  n^  52,  53,  62  à  la 
masse  fictive  des  t[r]+m-i  polices,  pour  parvenir  à  des  formules  simples 
séparant  la  quantité  c^  selon  les  quatre  sources  de  bénéfice  énumérées 


166)  La  première  formule  de  contribution  a  été  celle  de  8h.  Hotnans,  The 
assurance  magazine  and  journal  of  Institute  of  actuaries  11  (1864),  p.  121;  on  j 
rapporte  la  contribution  c^  aux  polices  en  vigueur  au  commencement  de  Tannée, 
tandis  que  nous  TaTons  rapportée  aux  polices  en  vigueur  à  la  fin  de  Tannée. 
Il  convient  aussi  d'observer  que  Sh.  Romans  n^avait  pas  introduit  le  terme  dû 
aux  résiliations,  en  sorte  que  les  décès  figurant  dans  sa  formule  correspondent 
simplement  à  la  mortalité  actuellement  observée  par  la  compagnie.  C'est  W.  C, 
Wright  [Papers  read  and  transactions,  Actuarial  society  of  America  2  (1891/2), 
p.  322]  qui  a  proposé  de  compléter  la  formule  par  les  résiliations. 

La  forme  d'équation  (46)  adoptée  dans  le  texte  est  celle  qui  est  employée 
en  Amérique  par  B.  W.  Weeks""^  pour  le  calcul  des  dividendes  d'accumulation 
et  en  Allemagne  par  J.  Karup^^^)  pour  le  calcul  des  dividendes  annnels. 

L^histoire  des  origines  et  du  développement  de  la  formule  de  contribution 
en  Amérique  a  été  récemment  exposée  par  P.  C.  H.  Papps,  Actuarial  society  of 
America,  Transactions  (New- York)  11  (1909),  p.  49. 
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au  n^  62,  en  sorte  que  c^  se  présente  sous  la  forme 

^^  ^mf  ^my  ^S^  ^m   ^®  rapportent  à  ces  quatre  sources  de  bénéfice. 
Lorsque  pour  chacun  des  quatre  indices  A  —  1,  2,  3,  4  on  éyalue 
les  quantités 

pour  toutes  les  polices  de  Texercice,  on  obtient  les  nombres  suivant 
lesquels  il  faut  distribuer  proportionnellement  le  bénéfice  total  de  Texer- 
cice  [n®  62]  produit  par  la  A^*™®  source  de  bénéfice  sur  les  polices 
individuelles  de  l'exercice.  C'est  en  cela  que  consiste  la  distribution 
anwudle  des  bénéfices  d'après  la  formule  de  contribution^^. 

Quand  on  suit  cette  méthode,  on  fait  bien,  en  traitant  le  bénéfice 
sur  les  chargements,  de  séparer  les  affaires  nouyelles  des  affaires 
antérieures;  à  cause  de  l'importance  des  frais  initiaux,  ce  bénéfice  sera 
en  effet  toujours  négatif  pour  les  affaires  nouvelles  comme  nous  l'ayons 
dit  plus  haut. 

Dans  la  distribution  annuelle  des  bénéfices  on  supprime  souvent 
le  terme  Wx+m^iRm  au  second  membre  de  l'équation  (45),  ce  qui 
revient  à  admettre  que  les  e2[x]H-m-i  sont  simplement  donnés  par  La 
mortalité  actuellement  observée  par  la  compagnie.  C'est  ce  qu'avait 
fait  Sh,  Homans  lui-même  en  établissant  la  formule  originale  de  con- 
tribution ^®®).  Quand  on  opère  ainsi,  le  bénéfice  sur  les  résiliations 
peut  être  considéré  comme  une  compensation  partielle  des  frais  ini- 
tiaux, et  il  peut  être  réuni  au  bénéfice  sur  les  chargements  [n^  63, 
note  164]. 

Historiquement,  après  avoir  obtenu  la  formule  complète  de  con- 
tribution (14),  que  l'on  rencontre  d'ailleurs  avec  quelques  légères  va- 
riantes chez  divers  auteurs,  on  a  essayé  de  la  simplifier  en  l'adaptant 
dans  chaque  compagnie  d'assurances  aux  conditions  spéciales  qoi  y 
jouent  un  rôle  prépondérant.  On  a  surtout  tâché  de  la  concilier  avec 
des  procédés  de   distribution  mécanique  ^^),  tels  que  la  distribution 


167)  Cette  méthode  de  distribution  a  été  au  fond  inspirée  par  les  recherches 
de  Sh.  Homans  ^^% 

168)  C'est  surtout  le  bénéfice  stu  les  chargements  et  le  bénéfice  snr  riniérèt 
qui,  en  Angleterre,  forment  le  principal  appoint  des  applications  de  la  formule  de 
contribution.  Cf.  J;  B.  Spragtie  [Journal  of  ihe  Institute  of  actuaries  [Londres]  14 
(1869),  p.  896]  et  H.  J.  Bothery  [id.  80  (1898),  p.  181]. 

C'est  en  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue  que  B.  W.  Weeks  [Actnaiial 
Society  of  America,  Transactions  9  (1905/6),  p.  310]  et  W.  G.Hàekner  [Aenderongen 
der  Rechnungsgrundlagen,   Leipzig  1907]   ont  repris  la  même  idée;  pour  eux 
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des  bénéfices  en  raison  de  la  prime  payée,  etc  [n^  67].  On  s'est  ainsi 
rapproché  des  méthodes  anciennes  malgré  le  caractère  plus  scientifique 
qu'offre  la  formule  de  contribution.  Il  convient  cependant  d'observer 
que  l'on  s'accorde  de  nos  jours  à  reconniutre  que  l'emploi  des  méthodes 
mécaniques  demande,  dans  chaque  cas  particulier,  une  nouvelle  justi- 
fication et  que  cette  justification  ne  peut  être  donnée  qu'en  s'appuyant 
sur  la  formule  de  contribution. 

La  forme  (45)  que  nous  avons  adoptée  pour  la  formule  de  con- 
tribution suppose  que  le  bénéfice  soit  distribué  sur  toutes  les  polices 
en  vigueur  à  la  fin  de  l'exercice.    C'est  qui  arrive  ordinairement  ^••). 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  toujours  admis  que  chaque  police 
ait  son  anniversaire  au  f  janvier  de  l'exercice  et  qu'elle  ne  prenne 
jamais  fin  pendant  Fexercice,  si  ce  n'est  par  suite  du  décès  de  l'assuré. 
On  s'affranchit  aisément  de  ces  restrictions  à  l'aide  d'interpolations 
convenables. 

64.  Valeur  actuelle  des  bénéfioes  constitués  par  une  police 
donnée.  Au  lieu  de  toutes  les  poUces  d'un  exercice,  considérons  main- 
tenant une  police  individuelle  pendant  toute  sa  durée  n.     Pour 

m  =  0,  1,  2,  ...,«—  1, 

la  valeur  actuelle  G^  des  bénéfices  futurs  à  attendre  dès  la  (m  + 1)**"»« 
année  de  l'assurance  est  alors  définie  par  l'expression  ^^^) 


(46)  G^^2: 


-m  +  l 


^[x]  +  m 


Ici  v'  est  la  valeur  réciproque  de  I  +  i',  et  n  est  la  durée  totale 
du  contrat.  Pour  les  assurances  sur  la  vie  entière  on  doit  prendre 
w  =  +  oo.  Pour  simplifier  l'écriture,  nous  avons  supposé  que  les 
fonctions  et  les  constantes  pour  un  même  exercice  qui  forment  les 
éléments  de  calcul  énumérés  au  n^  63  ne  varient  pas  d'une  année  à 
lautre  pendant  la  période  considérée.  La  formule  (46)  suppose  d'ailleurs 
que  l'on  connaisse  déjà  les  valeurs  que  ces  éléments  auront  dans  l'avenir. 


aussi  les  doux  bénéfices  sur  l'intérêt  et  sur  les  chargements  forment  le  fondement 
de  leurs  systèmes  de  dividendes  annuels. 

L'histoire  des  origines  et  du  développement  de  la  formule  de  contribution 
en  Angleterre  a  été  exposée  en  détail  par  G.  J.  Lidstone  [Journal  of  the  Institute 
of  actuaries  [Londres]  82  (1896),  p.  78],  par  G,  H.  Byan  [Troisième  congrès  inter- 
national des  actuaires  Paris  1900,  éd.  Paris  1901,  p.  216]  et  par  B.  G,  Hann  [Ac- 
tuarial  society  of  America,  Papers  and  transactions  3  (1898/4),  p.  481]. 

169)  Pour  le  calcul  des  valeurs  actuelles  des  bénéfices  voir  J,  Karup,  Die 
Beform"^,  léna  1908. 
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La  formale  (46)  est  donc  de  celles  dont  on  dit  qu'elles  sont  prospectives, 
entendant  par  là  que  cette  formule  concerne  Tayenir. 

En  particulier  Gq  sera  la  valeur  actuelle  des  bénéfices  futurs  de 
la  police  pour  toute  sa  durée. 

Pour  m«l,  2,  ...,  n,  l'expression 

(47)  F„^  H^+^G'o-  ^«  =  ^-^^— r 

est  la  valeur  de  tous  les  bénéfices  accumulés  sur  la  police  donnée  après 
m  ans  écoulés.  On  l'appelle  la  valeur  ctccumulée  des  bénéfices,  La 
formule  (47)  est  donc  de  celles  dont  on  dit  qu'elles  sont  rétrospecUves, 
entendant  par  là  qu'elles  concernent  seulement  le  passé. 

Pour  une  police  donnée,  les  quantités  c^  et  F^  (et  aussi  G^ 
sont  des  fonctions  de  l'indice  m.  L'étude  de  ces  fonctions  est  essen- 
tielle pour  les  applications  pratiques.  Elle  doit  être  basée  sur  les 
valeurs  numériques  observées  par  la  compagnie  d'assurances  intéressée. 
D'ordinaire  c^  »  F^  est  négatif  à  cause  de  l'importance  des  frais  ini- 
tiaux. Les  quantités  o^^  c,, ...  sont,  au  contraire,  positives  (abstraction 
faite  de  rares  exceptions).  La  quantité  F^  est  toujours  positive.  On 
peut  donc  former  une  suite  de  nombres  toujours  croissants 

où  le  premier  terme  est  négatif,  le  dernier  positif.    Il  en  résulte  que 
pour  un  certain  indice  h  (qui  pratiquement  est  souvent  égal  à  3  ou 
à  4),  on  a 
F^<0,  F,<0,  ...,  J;_,<0,    F,>Q,  F,^,>0,...,  F,>0. 

65.  L*équilibre  financier  d*ane  compagnie  d^assuranoes  sur 
la  vie.  Le  signe  négatif  de  q  a  une  influence  fondamentale  sur 
l'équilibre  financier  d'une  compagnie  d'assurances.  On  s'en  aperçoit 
immédiatement  quand  on  envisage  la  distribution  des  bénéfices. 

Pour  simplifier,  supposons  à  nouveau  que  l'anniversaire  de  toute 
police  coïncide  avec  le  premier  janvier  de  l'exercice  en  cours  et  qu'au- 
cune police  ne  prenne  fin  (sauf  en  cas  de  décès)  avant  le  31  décembre 
de  l'exercice  en  cours.  Toujours  pour  simplifier,  admettons  aussi  que 
les  quantités  sc^  de  toutes  les  polices  en  vigueur  à  la  fin  de  l'exercice 
aient  pour  somme  précisément  le  bénéfice  total  de  l'exercice,  sans 
qu'on  ait  besoin  de  faire  à  cet  effet  usage  de  l'ajustement  des  parts 
d'après  les  sources  de  bénéfices  divers  dont  il  a  été  question  au  n^  63. 

Le  bénéfice  total  appartenant  à  toutes  les  polices,  sauf  celles  con- 
cernant  les   nouvelles   affaires,   dépassera   alors   toujours  le  bénéfice 
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actuel  de  Texercice,  la  différenoe  étant  donnée  par  Texpression 

où  la  somme  est  étendne  à  toutes  les  nonvelles  affaires  seulement. 

Donc  plus  Timportance  des  nouvelles  affaires  augmente,  plus  le 
bénéfice  de  Fexercice  décroît,  même  pour  une  compagnie  dont  le 
taux  e^  de  frais  initiaux  est  modéré.  Il  faut  bien  remarquer  que 
l'existence  du  déficit  (apparent)  2^^ y  o^  ^^  somme  est  étendue  aux 
nouvelles  affaires  seulement,  est  un  fait  constaté  actuellement  par  Tob- 
aeryation  et  qui  est  indépendant  du  système  de  la  distribution  des 
bénéfices  que  Ton  adopte.  Néanmoins  dans  certains  cas  il  peut  être 
prudent  pour  une  compagnie  d'assurances  de  ne  pas  séparer  les  frais 
initiaux  d'avec  les  autres  frais.  Les  bénéfices  dépendront  alors  non 
seulement  des  éléments  de  calcul  du  n^  63,  dont  on  peut  dire  qu'ils 
sont  les  éléments  intrinsèques  du  bénéfice,  mais  aussi  de  la  fréquence 
relative  des  diverses  années  d'émission  d'affaires  nouvelles  et  aussi  du 
nombre  et  de  l'importance  de  ces  affaires  nouvelles. 

En  France,  où  Ton  distribue  généralement  des  annuités  aux 
actionnaires  plutôt  que  de  répartir  entre  eux  les  bénéfices,  la  question 
de  la  répartition  des  bénéfices  offire  moins  d'intérêt  que  dans  la  plu- 
part des  autres  pays. 

66.  Dividendes.  Soit  d{m)  le  dividende  déclaré  à  la  fin  de  la 
^ième  année  de  l'assurance  sur  une  police  donnée  de  montant  égal  à 
1  franc.  La  valeur  actuelle  des  dividendes  futurs  qu'on  payera 
dès  la  {m  + 1)**™«  année  de  lassurance,  sur  une  police  déterminée,  est 
alors  donnée,  pour  w  =  0,  1,  . . .,  n  —  1,  par  l'expression 

Afin  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les  bénéfices  à  espérer  et  les 
dividendes  à  payer,  il  faut  que  l'on  ait 

(48)  D(0)  =  Gfo- 

L'expression 

est  ce  qu'on  appelle  la  réserve  des  dividendes^  c'est  la  somme  qu'il 
faut  réserver  à  la  fin  de  la  w**"®  année  de  l'assurance  pour  pouvoir 
payer  les  dividendes  futurs  d  au  moyen  des  bénéfices  futurs  c"®). 

170)  C.  Kihm  [Die  Gewinnsysteme  mit  steigenden  Diyidenden,  Zurich  1886] 
4»lcule  les  réserves  de  dividendes  des  systèmes  (c),  (d)  et  (e)  du  u"*  67.   Mais  au 
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Au  cas  où,  jusqu'à  la  fin  de  la  fn^^°^  année,  aucun  dividende  n'a 
encore  été  payé,  la  réserve  des  dividendes  est  donnée  par  la  formule 

(50)  V(.I>)^'-F^' 

Le  dividende  d'accumulation  par  exemple  [voir  le  système  g  da 
n^  67]  sera  toujours  donné  par  cette  formule,  si  m  désigne  la  dorée 
de  la  période  d'accumulation  des  bénéfices.  Le  calcul  de  ce  dividende 
est  donc  purement  rétrospectif. 

D'ordinaire  on  ne  paye  pas  de  dividende  sur  une  police,  tant  que 
la  réserve  F^  est  n^ative,  c'est-à-dire  tant  que  m  prend  l'une  de» 
valeurs  1,2,...,  t-l[n«  64].    Soit 

la  réserve  totale  de  dividendes  qu'il  faut  avoir  à  la  fin  d'un  exercice 
déterminé,  la  somme  ^  étant  étendue  à  toutes  les  polices  en  vigueur 
à  cette  date.  Cette  expression  tient  compte  automatiquement  des  déficits 

qui  sont  respectivement  dus  aux  polices  émises  il  y  a  plus  de  1,  2, . . ., 
/:  —  1  ans.  Ainsi,  ce  sont  non  seulement  les  frais  initiaux  des  affieiires 
nouvelles  de  l'exercice  courant  qui  exercent  une  pression  sur  les  fonds 
de  la  compagnie,  mais  aussi  les  frais  initiaux  des  émissions  antérieures, 
y  compris  la  (k  —  1)**™«. 

U  va  sans  dire  que  la  réserve  totale  des  dividendes  doit  être 
positive.  C'est  pour  cette  raison  que  les  compagnies  dont  le  déve- 
loppement n'est  pas  trop  lent  préfèrent  les  systèmes  de  dividendes 
où  l'on  retient  la  plupart  des  bénéfices  pendant  les  premières  années 
de  l'assurance,  comme  on  le  fait  dans  le  cas  des  systèmes  dits  de 
„dividendes  croissants'^  [n''  67,  h,  c,  d,  e]  ainsi  que  dans  le  cas  du 
système  de  l'accumulation  [n°  67,  g]. 

67.  Les  principaux  systèmes  de  dividendes.  Pour  pouvoir  déterr 
miner  les  dividendes  d{m)  de  l'équation  (48)  pour  une  police  donnée 
il  faut  adopter  une  sorte  ^échelle  réglant  les  rapports  des  nombres 
successifs  d(l),  d(2),  ef(3),  . . .  attribués  à  une  police  individuelle. 
On  dit  de  chaque  convention  de  cette  espèce  qu'elle  établit  un  certain 
système  de  dividendes.  Tous  ces  systèmes  pourraient  être  basés  sur  les 
équations  du  n^  66  s'il  était  possible  de  supposer  constants  pendant 
les  exercices  successifs  les  éléments  de  calcul  du  n^  63. 

En  se  plaçant  au  point  de  vue  mathématique,  le  système  le  plus 


lien  des  G^  il  prend  la  valeur  actnelle  des  dividendes  constants  dn  Bjstème  (a^ 
du  texte.   L'introdaction  des  G^  dans  les  foimnles  dn  texte  est  due  à  /.  Karup  **^ 
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naturel  consisterait  à  identifier  les  bénéfices  avec  les  dividendes,  en 

écrivant 

c(l)  -  d(l),  c(2)  -  d(2),  c(3)  -  d(3),  . . . 

Une  telle  distribution  serait  la  forme  idéale  à  donner  au  flan  de  œn- 
tribution.  Il  est  malheureusement  impossible  que  cette  distribution 
puisse  être  suiyie  à  la  lettre^  car  d'une  part  c^  est  d'ordinaire  négatif, 
d'autre  part  les  quantités  c^^  c^,  . . .,  c^, varient  irrégulière- 
ment^^^) et  vont  même  ^i  décroissant  pendant  quelques  unes  des  pé- 
riodes de  Tassurance.  Il  faut  donc  absolument  distinguer  avec  soin 
l'un  de  l'autre,  dans  tous  les  cas,  le  bénéfice  et  le  dividende. 
Les  systèmes  de  dividendes  les  plus  connus  sout^^'): 
a.  Le  système  des  dividendes  constants.  Dans  ce  système  le  divi- 
dende est  payé  en  raison  de  la  prime  échue  P/  sur  chaque  police 
individuelle  (i)  qui  reçoit  un  diyidende.  On  n'applique  pas  ici  les 
formules  du  n^  66,  mais  le  bénéfice  total  g  de  Texerciee  est  distribué 
sur  les'  polices  recevant  un  dividende,  d'après  la  formule 

(51)  r^Pi'-g, 

OÙ  y  est  le  pourcentage  uniforme  de  la  prime  qui  est  déclaré  comme 
dividende. 

h.  Le  système  des  bonis  uniformes.  Dans  ce  système,  le  divi- 
dende d{m)  n'est  pas  payé  en  espèces;  il  est  afiécté  à  une  augmentation 
(dite  boniy^^)  des  sommes  s^  assurées  sur  les  polices  (i)  et  dans  ce  boni 
le  pourcentage  y  est  déterminé  de  façon  que,  A^  désignant  la  prime 
unique  par  laquelle  on  assurerait  l'unité  de  l'assurance  encore  à  courir 
sur  la  police  (i),  l'expression  y^A^s^  étendue  à  toutes  les  polices  (i) 
soit  égale  au  bénéfice  total  g  de  l'exercice  ^^^). 

e.  Le  système  des  dividendes  croissants  en  raison  du  total  des  primes 
payés  à  la  police^'^^).    Dans  ce  système  le  pourcentage  y  est  remplacé 

171)  Voir  les  applications  numériques  données  par  H.W.  Bobertson,  Actua- 
rial  Society  of  America,  Transactions  9  (1905/6),  p.  882. 

172)  Les  systèmes  de  boni  des  compagnies  anglaises  ont  été  résumés  par 
G.  J.  Lidstane,  Journal  of  the  Institute  of  actuaries  [Londres]  32  (1896),  p.  78; 
G.  H.  Eyan,  Troisième  congrès  international  des  actuaires  Paris  1900,  éd.  Paris 
1901,  p.  216;  R.  G.  Hann,  Actuarial  society  of  America,  Papers  and  Transactions  8 
(1898/4),  p.  481.  Pour  les  systèmes  suivis  en  Allemagne  voir  „Kaiserliches  Auf- 
»ichtsamt  fur  Priyatversicherung*^  dans  la  publication:  YerOffentlichungen  des 
dentschen  Yereins  fâr  Yersicherungs-Wissenschaft  cah.  10,  Berlin  1906. 

178)  Quelques  systèmes  anglais  de  boni  sont  adaptables  à  la  formule  de 
contribution,  pourvu  que  les  tarifs  des  primes  soient  convenablement  ajustés. 
H.  J.  Eoihery,  Journal  of  the  institute  of  actuaries  [Londres]  80  (1898),  p.  181. 

174)  Ces  deux  systèmes  sont  surtout  répandus  en  France  et  en  Allemagne. 
Pour  plus  de  détails  voir  C.  K%hm^^% 
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par  un  pourcentage  y  que  l'on  obtient  en  égalant  dans  rexpression 
D(0)  de  la  formule  (48)  la  valeur  actuelle  2)(0)  des  dividendes 
d(a)  "=  yP^  du  système  a  à  la  valeur  actuelle  2)'(0)  des  dividendes 
cF(a)  =  c^y^l  du  système  C. 

d.  Le  système  des  dividendes  croissants  en  raison  de  la  réserve 
mathématique^'^*).     Dans   ce   système   le   dividende   d{a)   est  égalé  à 
y^a-x  ^^  ^a-1  ®®*  ^  réserve  mathématique.     On  déduit  encore  y 
de  la  valeur  y  du  système  a  en  écrivant  2y(0)  =»  -D(O). 

e.  Zr6  système  mixte^'^^)  où  le  dividende  est  décomposé  en  une 
somme  de  deux  éléments^  dont  le  premier  doit  être  constant  pendant 
la  durée  de  Tassurauce  tandis  que  le  second  croit  en  raison  directe 
de  la  réserve. 

f.  Les  systèmes  de  contribution.  Dans  ces  systèmes  les  dividendes 
d(m)  sont  un  ajustement  des  bénffîces  c^  attribués  à  la  police  par 
la  formule  de  contribution  [n^  63]. 

g.  Les  systèmes  de  tontine^"^^)  ou  d'accumulation^'''^).  Dans  ces 
systèmes  les  dividendes  sont  accumulés  pendant  une  période  stipulée 
à  l'avance  (période  dite  d'accumulation)  et  ils  ne  sont  payés  aux  polices 
en  vigueur  qu'à  la  fin  de  cette  période  [voir  formule  (50)]. 

Dans  tous  les  cas  aucun  dividende  ne  correspond  d'ordinaire  aux 
premières  années  de  l'assurance,  du  moins  tant  que  la  quantité  F^  est 
négative. 

Pour  qu'un  système  de  dividendes  puisse  être  qualifié  de  rationnel 
il  faut  quO;  après  un  nombre  donné  m  d'années  d'assurance,  le  divi- 


176)  Ce  système,  introduit  par  la  compagnie  d'assurances  sur  la  vie  ,,la 
Gotha^^  [Gothaer  LebensTersichemngsbank]  ressemble  en  quelque  sorte  au  système 
de  T.  B.  Sprcigue  ^*^.  Mais  l'accroissement  du  dividende  est  beaucoup  plus  rapide 
dans  le  système  de  ^^a  Gotha'^  que  dans  celui  où  Ton  applique  la  formule  de 
T.  B.  Sprague.  Par  un  choix  convenable  des  chargements  contenus  dans  les 
primes  du  tarif,  J.  Karup  [Die  Beform^'^]  a  montré  que  Ton  peut  concilier 
le  système  de  ,,U  Gotha^^  avec  les  principes  de  la  formule  de  contribution.  Voir 
aussi  les  systèmes  mentionnés  dans  la  note  168. 

176)  Autrefois  le  mot  de  tontine  désignait  une  annuité  viagère  dans  laquelle 
les  intérêts  du  capital  primitif  étaient  distribués  tous  les  ans  entre  les  membres 
survivants.  La  première  tontine  d'Etat  a  été  fondée  en  France  en  1689.  L*ez> 
pression  ^tontine*'  vient  de  ce  que  ce  genre  d'assurances  a  été  imaginé  (sans  doute 
vers  1668)  par  l'italien  L.  Tonti  [Cf.  A,  Manes^  Versicherungs-Lezikon  %  p.  1226]. 

177)  La  technique  de  ce  système  a  été  établie  de  deux  manières  distinctes, 
par  E,  Me  Clintock  [Papers  read  and  transactions,  Actuarial  society  of  America  1, 
quatrième  partie  (1890),  p.  28]  qui  s'appuie  sur  la  formule  originale  de  Sk,  Howums 
et  par  JR.  W.  Weelcs  [Actuarial  society  of  America,  Papers  and  transactions  6 
(1899/1900),  p.  367;  Actuarial  society  of  America,  Transactions  9  (1906/6),  p.  98] 
qui  emploie  le  principe  de  la  formule  (60)  du  texte. 
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dende  d(fn)  attribué  à  ane  police  émise  à  un  fige  donné  x  et  suivant 
un  plan  donne^  ne  yarie  pas  d'un  exercice  à  l'autre  tant  qu'il  en  est 
ainsi  pour  les  éléments  de  calcul  introduits  au  n°  63.  C'est  à  ce 
point  de  vue  qu'il  faut  examiner  les  divers  systèmes  de  dividendes 
énumérés  ci-dessus.  Nous  nous  contenterons  ici  de  le  faire  pour  le 
système  a^  qui  est  dit  à  dividendes  constants  parce  qu'on  cherche  à  y 
obtenir  un  pourcentage  y  constant  d'un  exercice  à  l'autrC;  et  qui  est 
un  système  m&^aniqtie  en  ce  sens  qu'on  n'y  a  aucun  égard  aux  diverses 
sources  du  bénéfice  total  g  de  l'exercice. 

En  fait;  le  pourcentage  y  ne  dépend  pas  seulement  des  éléments 
intrinsèques  du  bénéfice  du  n^  63  qui  déterminent  les  bénéfices  partiels  ^^ 
des  différentes  polices  h  conformément  à  la  formule  de  contribution, 
mais  aussi  de  la  fréquence  relative  de  ces  bénéfices  g^^,  donc  de  la 
fréquence  relative  des  diverses  années  d'émission,  des  différents  plans 
et  des  différents  âges  d'entrée.  Dans  la  pratique  la  fréquence  relative 
des  différents  âges  d'entrée  est  sensiblement  constante.  On  arrive 
d'autre  part  à  se  dégager  de  la  variation  de  la  fréquence  relative  des 
différents  plans  en  introduisant  une  prime  convenablement  ajustée  [n^  56] 
au  lieu  de  la  prime  actuelle.  Mais  la  fréquence  relative  des  diverses 
années  d'émission  ne  peut  être  envisagée  comme  constante  que  quand 
il  s'agit  de  compagnies  fondées  depuis  longtemps  et  parvenues  à  un 
état  quasi-stationnaire  quant  à  l'ensemble  des  assurances  qui  y  sont 
annuellement  contractées. 

Ce  ne  sont  donc  pas  seulement  des  raisons  théoriques  qui  amènent 
les  actuaires  à  introduire  la  formule  de  contribution;  c'est  aussi  le 
désir,  d'ordre  essentiellement  pratique,  de  ne  faire  varier  l'ensemble 
des  dividendes  présumés  que  dans  la  mesure  où  les  valeurs  moyennes 
des  éléments  intrinsèques  de  bénéfice  varient  eux-mêmes. 

On  peut  d'ailleurs,  dans  la  pratique,  introduire  des  simplifications 
considérables.  Ainsi  les  éléments  de  calcul  énumérés  au  commence- 
ment du  n^  63  une  fois  connus,  il  n'est  pas  nécessaire .  d'exécuter 
chaque  année  l'analyse  et  la  distribution  du  bénéfice  total  selon  les 
sources  comme  on  l'a  indiqué  dans  la  seconde  partie  du  n^  63. 

IV.  Théorie  dn  risque"»). 

68.  La  sécurité  en  général.  La  réserve  mathématique  suffirait 
seule  pour  garantir  l'accomplissement  des  engagements  d'une  com- 
pagnie d'assurances,   si  Ton  était  sûr  que  les  écarts  entre  la  réalité 

178)  La  théorie  du  risqne  n'est  pas  exposée  en  général  dans  les  traités 
SUT  les  assurances  sur  la  vie.    Mais  le  lecteur  trouvera  un  exposé  systématique 
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et  les  résultats  dn  calcul  ne  puissent  jamais  être  défavorables  à  la 
compagnie.  En  fait^  on  n'en  est  pas  sûr  du  tout  et  c'est  pourquoi 
on  s'arrange  de  façon  à  avoir  des  réserves  de  prévoyance  permettant 
de  parer  à  toute  éventualité. 

Cependant;  il  faut  bien  remarquer  que  les  réserres  de  prévoyance 
ne  constituent  pas  l'élément  principal  de  la  sécurité  d'une  compagnie 
d'assurances  sur  la  vie.  La  sécurité  dont  la  compagnie  a  besoin  lui 
est  donnée  en  toute  première  ligne  par  la  certitude  de  bénéfices  futurs 
considérables  résultant  des  hypothèses  sur  lesquelles  sont  basés  les 
calculs  indiqués  au  chapitre  précédent.  Et  si  l'on  demande  où  sont 
les  capitaux  de  sécurité  de  la  compagnie,  il  convient  de  citer  en  toute 
première  ligne  les  réserves  de  dividendes  [n^  66]  qui  figurent  dans  le 
bilan,  car,  dans  la  pratique,  on  ne  paye  de  dividendes  qu'au  fur  et  à 
mesure  de  la  réalisation  effectiTe  des  bénéfices  prévus. 

Pour  pouvoir  donner  ime  explication  scientifique  des  faits  observés, 
il  faut  avant  tout  fixer  une  mesure  de  la  sécurité  par  laquelle  une 
compagnie  est  garantie  contre  l'arrivée  d'un  événement  contraire  à 
ses  intérêts.  Pour  les  fluctuations  accidentelles  de  la  mortalité  dues 
au  hasard,  on  a  fixé  cette  mesure  de  sécurité  en  définissant  ces  fluc- 
tuations conformément  aux  règles  du  calcul  des  probabilités:  à  cet 
effet,  on  se  trouve  appliquer  les  hypothèses  énumérées  au  numéro  6. 

Nous  supposerons,  en  particulier,  que  les  probabilités  de  décès 
dont  nous  ferons  usage  fournissent  effectivement  la  mortalité  à  prévoir 
dans  l'avenir  [n^  63],  mais  pour  simplifier  nous  n'introduirons  pas  ici 
les  autres  éléments  de  calcul  du  n^  63  qu'il  faudrait  aussi  considérer 
dans  la  pratique. 

Envisageons  une  opération  déterminée  ou  un  ensemble  d'opé- 
rations à  un  moment  fixé  t^  et  pour  une  période  quelconque  (Îq,  i^)  où 
ti>tQ]  appelons  x  la  valeur  possible  de  la  perte  à  supporter  par  la 

de  cette  théorie  dans  les  traités  de  U,  Broggi  [Matematica  attaarîale,  Milan  1906, 
chap.  4;  éd.  française  publ.  par  8,  LaUèê^  Paris  1907,  p.  267]  et  de  E.  Czuber 
[Wahrscbeinlicbkeitsrechnung,  (1"  éd.)  Leipzig  1908,  4**»«  partie]. 

Une  série  d'articles  et  de  rapports  sur  la  théorie  du  risque  ont  été  publiés 
dans:  Gutachten,  Denkschriften  und  Verhandlungen  des  sechsten  intemationalen 
Eongresses  fÛr  Versicherungs  - Wissenschaft  (Vienne)  1  I  (1909),  p.  576  et  sniv.; 
id.  2  (1909),  p.  766  et  suiv. 

Un  rapport  d'ensemble  [id.  8  (1909),  p.  180J  sur  ces  divers  articles  a  été 
lu  au  congrès  de  Vienne  par  W.  KûUner, 

Des  applications  numériques  ont  été  données  par  E.  Csuber  [Wahrscheinlich- 
keitsrechnung,  (l'*  éd.)  Leipzig  1908,  p.  648;  (2»  éd.)  2,  Leipzig  1910,  p.  408],  par 
J.  H.  Peek  [Toepassing  der  Waarschijnlijkheids-Rekening  op  Leyensverzekenng  en 
Sterfte-Statistiek,  Diss.  Utrecht  1898]  et  par  G.  BoMmann  [Gutachten^^^^  1,  p.  693]. 
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compagnie  pendant  l'iatenralle  de  temps  (t^,  t^)  dans  le  fonds  net; 
admettons  qne  les  recettes  et  dépenses  sont  données  par  on  schéma 
analogue  à  celni  dn  n^  62,  sanf  qu'il  est  rapporté  à  (t^,  ^)  an  lieu 
d'être  rapporté  à  l'exercice  et  qu'il  suppose  qu'il  n'y  ait  pas  de  rési- 
liations. Soit  (p(x)  la  probabilité  que  ce  montant  soit  x,  x  étant  une 
variable  discontinue  susceptible  d'un  ncm&bre  fini  de  valeurs. 

On  considère  d'une  part:  le  risque  mathématique  que  l'on  appelle 
aussi  risque  moyen  linéaire  de  l'opération  envisagée  ^^);  ou  encore  la 
valeur  probable  de  la  perte  résultant  de  cette  opération 

2)  ^^xg){x), 

subie  par  la  compagnie;  ici  la  somme  s'étend  à  toutes  les  valeurs 
positives  (les  gains  étant  exclus)  que  peut  prendre  2;; 

et  l'on  considère  d'autre  part  le  risque  moyen^^)  auquel  on  donne 
aussi  le  nom  de  risque  moyen  quadratique 


m^y£x^ip{x)] 

la  somme  qui  figure  sous  le  radical  est  ici  étendue  à  toutes  les  valeurs 
sans  exception  (gains  compris)  que  peut  prendre  x. 

Le  risque  moyen  n'est  pas  autre  chose  que  l'erreur  moyenne  du 
bénéfice  sur  sa  valeur  probable  qui  est  nulle. 

D'après  le  calcul,  des  probabilités  il  faut  s'attendre  à  ce  que  la 
perte  à  craindre  (ou  le  bénéfice  à  attendre)  dans  l'intervalle  de  temps 
considéré  ne  dépasse  pas  un  certain  multiple  v  de  3Jt  [cf.  n^  6].  Le 
risque  moyen  est  donc  un  élément  de  mesure  de  la  sécurité;  le  nombre 
Vy  qui  est  arbitraire,  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  de  sécurité^^^). 

179}  J,  N.  letens  [Einleitimg  zm  Berechnung  dei  Leibrenten  2,  Leipzig 
1786,  p.  143,  144]  a,  le  premier,  calculé  le  gain  moyen  et  la  peite  moyenne  à 
laquelle  ou  peut  s'attendre  but  une  annuité  viagère.  Cependant  ses  formules 
sont  toiûonrs  basées  sur  la  fiction  que  les  valeurs  des  paiements  sont  des  nom- 
bres entiers. 

La  conception  correcte  du  risque  linéaire  est  due  à  M.  Ktmner  [Deutsche 
Yersicherungszeitung  1867,  p.  365;  Journal  des  CoUegiums  fElr  Lebens-Versiche- 
Tungs-Wissenscbaft  (Berlin)  2  (1871),  p.  1].  Les  ouvrages  allemands  publiés  sur 
la  théorie  du  risque  ont  été  énumérés  avec  beaucoup  de  soin  par  K,  W^agner, 
Das  Problem  vom  Bisiko  in  der  Lebensyërsichemng,  léna  1898. 

180)  Le  risque  moyen  de  l'annuité  viagère  a  été  déjà  calculé  pta  P,S.  Laplace^ 
Théorie  des  probabilités'");  Œuvres  7,  p.  440.  11  s'appuie  sur  la  loi  des  erreurs 
de  a  F.  Qams  [cf.  n^"  15,  note  15]. 

Mais  c'est  C.  Bremdker  [Das  Bisiko  bei  Lebensversicherungen,  Berlin  1869] 
qui  a  introduit  le  risque  moyen  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  la  fonction  fp(x)^ 
en  employant  les  méthodes  de  C.  F,  Grauss^  Theoria  combinationis  observationum 
enoribus  minimis  obnoxiae,  GOttingue  1821  ;  Werke  4,  GOttingue  1880,  p.  1. 

181)  H.  Lawrent^  J.  des  actuaires  français  2  (1878),  p.  79,  161. 
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578        O.  BiMmatm.    I  S5.   Théorie  du  risque.    H.  JMerm  âm  Maid. 

69.  Belatioiui.  Le  risque  moyen  d'un  ensemble  d'opérations  se 
dédoît  des  risques  moyens 

des  opérations  élémentaires  par  la  relation 

(52)  ^t„^^^+m,'+...  +  SR^t 

qni  a  lien  en  dehors  de  tonte  hypothèse  snr  la  fonction  q>^  }>onrm 
que  tontes  les  opérations  se  rapportent  à  des  individus  différents^ 

Si  Ton  considère  un  certain  nombre  d'assurances  ne  différant  que 
par  la  somme  assurée  et  si  le  total  de  ces  sommes  doit  être  constant 
il  résulte  de  la  formule  (52)  que  le  risque  moyen  de  l'ensemble  devient 
nn  minime  lorsque  toutes  les  sommes  assurées  sont  égales  entre  elles  ^ 

Si  de  plus  on  admet  la  loi  de  Gauss 

ç)  (x)  =  -r=  c"**^  dx  y 
X  étant  supposé  comme  une  variable  continue,  on  a 


-/ 


''^*c-*"'rfa;-      ^ 


!/«"  s»!/*' 


57? 


On  en  déduit"*) 


W-J^e-'^'^dx^èr,- 


1/2 


n 


182)  Cela  se  dédoit  immédiatement  da  théorème  général  de  C.  F.  (Tomm, 
Theoria  combinationiB^**);  Werke  4,  p.  19.  L'application  de  ce  théorème  aux 
asBorancei  but  la  vie  est  due  à  C.  BaedeU  [Vollstftndige  Anweisong,  die  Lebena> 
ffthigkeit  von  Yersichenmgsanstalten  in  Bezug  auf  das  menBchliche  Leben  nnd 
Sterben  zn  nntersnchen,  Berlin  1867,  p.  227]. 

188)  Ce  théorème  rentre  comme  cas  spécial  dans  nn  théorème  pins  général 
que  l*on  envisage  dans  la  pratique  sous  le  nom  de  principe  de  la  éittnXtvltkm 
des  risques.  Il  a  été  établi  par  Daniel  BemoulU  [Spécimen  theoriae  novae  de 
mensnra  sortis,  Comm.  Acad.  Petrop.  6  (1780/1),  éd.  1788,  p.  182  [1782];  trad. 
allemande  avec  notes  par  A.  iVm^sMffi,  préface  de  X.  Fiek,  Leipiig  1896,  p.  44]. 

Daniel  BemùuUi  [id.  p.  184/6]  a  appliqué  le  théorème  à  nn  exemple  tiré 
de  l'assurance  maritime  et  basé,  non  snr  le  risque  moyen,  mais  sur  Tespéiance 
morale.  Les  recherches  de  O,  J.  D.  Mounier^*^  ont  montré  que  cette  dernière 
expression  est  approximativement  égale  au  carré  du  risque  moyen.  Le  théorème 
même  du  texte  a  d'ailleurs  été  donné  explicitement  par  C  Landré  [Mathematiaeh- 
technische  Kapitel  sur  Lebensversichemng,  (2*  éd)  léna  1901,  p.  896]  dans  le  cas 
des  primes  naturelles. 

184)  Cette  approximation  a  été  employée  par  T.  Wittslein  [Mathematische 
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70.  Le  théorème  de  Laplace.  579 

Si  donc  la  loi  de  GaiiBs  8'appliqaait  rigoureusement  on  pourrait  déter- 
miner le  risque  mathématique  d'un  ensemble  d'opérations  au  moyen 
des  risques  mathématiques  des  opérations  élémentaires,  en  passant  par 
les  risques  moyens  de  ces  opérations  élémentaires. 

70,  Le  théorème  de  Laplace.  Lorsqu'on  a  un  grand  nombre 
d'affaires  qui  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  [n^  5,  déf.  II],  a 
loi  de  Gauss  a  lieu  approximatiTement.  Cela  résulte  d'un  théorème 
fondamental  du  calcul  des  probabilités  énoncé  par  P.  S.  Laplace^^)  et 
démontré  récemment  par  A,  A.  Markov^^)  et  A.  Liapunov^^''), 

Avant  d'énoncer  ce  théorème  il  conyient  d'indiquer  d'abord  nette- 
ment en  quoi  consiste  le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

Problème.  Soient  x^,  x^,  . . .,  x^  des  variables  indépendantes  que 
nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  n'être  chacune  susceptible  que 
d'un  nombre  fini  de  valeurs.  Désignons,  pour  i  »  1,  2,  . . .,  fi,  par 
Vki^ù^^k  ^^  probabilité  pour  que  la  Js^^*  variable  soit  comprise  entre 
les  limites  x^  et  x^  +  dx^,  et  supposons  que  la  probabilité  d'un  système 
donné  d'intervalles 

(a?i,  x^  +  dx^y    (a?„  x^  +  dx^)  . . .  (a?^,  x^  +  dx^ 
soit  donnée  par  le  produit 

9i(«i)  9>«(^«)  • . .  9^{^^àx^dx^  . . .  dx^. 

Sans  nuire  à  la  généralité  nous  pouvons  supposer  que  la  valeur 
probable  de  chacune  des  variables  Xj^  est  nulle. 

Cela  posé,  désignons  pour  i  =  1,  2,  . . .,  ft  par  m^^^  la  valeur  pro- 
bable de  X]^  et  envisageons  une  nouvelle  vaiiable  x  définie  par  la  relation 

X p ^; 


Statistik,  Hanovre  1867,  p.  13]  aux  assurances  en  cas  de  décès  à  prime  natu- 
relle. L'application  an  cas  général  est  due  à  K,  Hattendorf  [Bnndschan  der 
Yersichenmgen  (Leipzig)  18  (1868),  p.  147]. 

185)  P.  8.  Laplace,  Théorie  des  probabilités  ^'),  livre  II,  chap.  8  et  4;  Œuvres  7, 
p.  280,  309. 

186)  A.  A.  Markov  [Mém.  Acad.  Pétersb.  classe  phjs.-math.  (8)  10  (1900), 
mém.  n<»  9,  p.  1]  a  précisé  l'énoncé  d*un  théorème  de  P.  X.  Ùebyëëv  [J.  reine 
angew.  Math.  88  (1846^  p.  259;  Œuvres  1,  S*  Pétersbonrg  1899,  p.  17]  et  a  donné 
nne  nouvelle  démonstration  de  ce  théorème.  La  méthode  suivie  étant  basée  sur 
la  théorie  des  valeurs  limites  des  intégrales  fournit  aussi  des  limites  de  l'erreur. 
Cf.  C  A.  JPùssé^  Sur  quelques  applications  des  fractions  continues  algébriques, 
8*  Pétersbourg  1886. 

187)  A.  Ltapunov,  Bull.  Acad.  Pétersb.  (5)  13  (1900),  p.  359. 

Une  généralisation  de  ce  théorème  a  d'ailleurs  été  donnée  par  A.  Ltapunov^ 
Mém.  Acad.  Pétersb.  classe  phjs.-math.  (8)  12  (1902),  mém.  n^"  5,  p.  1. 

37» 
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580        O.  BMmawn.    I  26.   Théorie  du  risque.    H.  Poterin  du  MoUl. 

OÙ  m  représente  la  racine  carrée  positive  de 

w*=-mi*+W5*H +  «»/ 

P.  S.  Laplace  a  fait  voir  que  la  probabilité  0(a,  b)  pour  que  x 
soit  compris  entre  deux  nombres  finis  donnés  a  et  &  est  fournie  par 
l'expression 


9{a,h)^^Je-^dx  +  B^, 


où  e^  est  un  petit  nombre  qui  dépend  évidemment  de  fi. 

Le  problème  dont  il  s'agit  consiste  à  préciser  sous  quelles  con- 
ditions on  est  en  droit  d'affirmer  que  l'on  a 

lim  «   —  0 . 

//  =  +  •  '^ 

La  solution  de  ce  problème  donnée  par  A,  Hapunav  repose  sur 
le  théorème  suivant  dont  il  a  donné  la  démonstration  ^^^: 

Théorème  de  lAapunov.    Supposons 

1^)  que^  pour  une  valeur  donnée  de  fi,  L  soit  la  plus  grande  des 
valeurs  probables  de 

l*ilM*.l',  •■•,  W; 

2")  que,  quand  {i  tend  Ters  -|-  oo,  l'expression 

m 
tende  vers  zéro. 

Sous  ces  deux  hypothèses  la  quantité  «^^  qui  figure  dans  l'expression 
de  la  probabilité  $(a,&)  donnée  par  P.  S.  Laplace,  tend  aussi  vers 
zéro  quand  (i  tend  vers  -f  oo  et  elle  j  tend  unifarmémeni  quels  que 
soient  les  nombres  choisis  a  et  b. 

Les  deux  conditions  (1^)  et  (2^)  seront  toujours  remplies,  si  ks 
Il  nombres 

restent  inférieurs  à  un  même  nombre  fixe  qudque  grand  que  l'on 
choisisse  ft;  en  d'autres  termes  ces  conditions  (1^)  et  (2^)  seront  toujonrs 
remplies  si  tous  les  nombres  de  la  suite  infinie 

restent  inférieurs  à  un  nombje  fixe.  C'est  ce  qu'on  peut  toujours 
admettre  en  cas  d'assurances  sur  la  vie  parce  que,  dans  ces  assurances, 
on  peut  supposer  que  la  somme  assurée  ne  dépasse  jamais  une  certaine 
limite.  Le  théorème  de  Liapunov  est  donc  toujours  vrai  quand  fl 
s'agit  d'assurances  sur  la  vie. 
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71.  ÉTalnatîon  du  risque  moyen  et  du  risque  moyen  linéaire.         581 

Par  conséquent,  dans  les  assurances  sur  la  vie  où  le  nombre  f* 
des  opérations  est  grand  ^  la  loi  de  Oanss  a  lieu  approximativement, 
et  cette  approximation  est  d'autant  plus  grande  que  le  nombre  ii  est 
plus  grand. 

Mais  dans  la  pratique  des  assurances  sur  la  vie,  il  importerait 
de  connaître  ce  degré  d'approximation.  Il  est  fourni  par  l'erreur  s^ 
commise  en  appliquant  le  théorème  de  Llapunov,  qui  suppose  f(  —  +  oo, 
au  cas  envisagé  où  (i  est  fini.  Or  l'expression  de  cette  erreur  e 
semble  très  difficile  à  évaluer.  De  là  vient  que,  quoique  la  loi  de 
Gauss  ait  lieu  approximativement,  il  faut  cependant  de  toute  nécessité 
établir  pratiquement  la  théorie  du  risque  indépendamment  de  la  loi 
de  Gauss i««).     C'est  ce  qu'a  fait  C.  Bremiher^^). 

71.  iSvaliiation  du  risque  moyen  et  du  risque  moyen  linéaire. 
Les  valeurs  possibles  de  x  se  décomptent  de  la  façon  suivante.  On 
considère,  relativement  aux  opérations  en  vigueur  au  début  de  la 
période  envisagée,  tous  les  modes  de  groupement  possibles  des  décès 
pendant  la  période,  en  nombre  f(.    Supposons-les  numérotés 

l,2,...,iit. 
Soit  q^  la  probabilité  du  groupement  a,  en  sorte  que 

Dans  l'hypothèse  où  le  groupement  serait  a,  on  peut  déterminer 
le  bénéfice  ou  la  perte  qui  en  résulterait.  H  suffit  de  considérer  le 
montant  (escompté  au  début  de  la  période)  des  recettes,  soit  A^  et 
des  dépenses,  jB^,  résultant  de  l'hypothèse  a  (en  comptant  dans  les 
recettes  le  montant  des  réserves  au  début,  et  dans  les  dépenses  leur 
montant  en  fin  de  période).     On  a  d'une  part 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  indices  a  pour  lesquels  B^>  A^^  et 


188)  Malgré  l'exemple  donné  par  C.  BremOcer,  la  plupart  des  auteurs  con- 
temporains, parmi  lesquels  nous  citerons  M,  Karmer,  T.  Wittstein,  K.  Hattendorf 
et  H.  Laurent,  basent  encore  leurs  démonstrations  sur  la  loi  de  Gauss.  Cela 
est  d'autant  plus  singulier  que  C.  JP.  Gatt98  lui-même  [Theoria  combinationis'"^; 
Werke  4,  p.  1]  a  montré  que  les  résultats  obtenus  sont  indépendants  de  la  re- 
striction que  Ton  apporte  ainsi  à  la  fonction  9. 

J.  P.  Gratn  et  F.  Hausdorff  ont  repris  le  point  de  vue  de  C.  Bremiker. 
Voir  à  ce  sujet  les  notes  suivantes. 
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582        O.  Bohinumn,    I  85.   Théorie  du  risque.    H.  FùUrw  du  M<M. 
d'autre  part  ^^^ 

72.  Opération  isolée.  La  période  à  enrisager  pour  une  opération 
isolée  peut  s'étendre  soit  du  jour  de  la  souscription  (risque  de  Fassu- 
rance)^  soit  d'une  époque  quelconque  postérieure  (risque  futur)  jusqu'à 
une  époque  indéfiniment  éloignée. 

Soit  m  le  nombre  d'années  qui  se  sont  écoulées  depuis  le  début 
d'une  assurance  jusqu'au  moment  où  l'on  veut  calculer  les  risques 
futurs  ÎD^**)  et  SR^'"^  de  l'assurance.  Soit  $B„  l'excédent  de  la  yalear 
escomptée  des  dépenses  sur  la  valeur  escomptée  des  recettes  qu'il 
faudrait  enregistrer  si  le  décès  avait  lieu  dans  la  (m  +  aj^^  année 
de  l'assurance.  On  montre  aisément  que  la  réserve  mathématique  V^ 
n'est  autre  chose  que  la  valeur  probable  de  93^  et  que  le  risque  moyen 
futur  9K^"*^  de  l'assurance  est  ^l'erreur  moyenne"  de  la  réserve  F^. 
On  a  d'ailleurs  par  définition 

la  sommation  s'étendant  aux  a  qui  rendent  93^  >  V^,  et 

Aux  différentes  valeurs  que  peut  prendre  a  correspondent  les 
différentes  époques  auxquelles  le  décès  peut  se  produire.  Plaçons-nous 
en  particulier  dans  le  cas  où  m  »»  0.  Si  alors  l'expression  mathé- 
matique de  B^  —  A„  est  une  fonction  continue  de  a  variant  avec  a 
toujours  dans  le  même  sens^  ce  qui  a  lieu  dans  toutes  les  assurances  où 
l'époque  d'un  seul  décès  (de  tête  ou  de  groupe)  entre  en  jeu,  il  existe 
une  durée  et  une  seule  k,  dite  vie  malhénuxHque^  pour  laquelle 

A- s,. 

La  sommation  à  effectuer  pour  S)^^)  comprend  alors,  suivant  les  cas, 
ou  bien  toutes  les  époques  antérieures  à  la  vie  mathématique  ou 
bien  toutes  les  époques  postérieures  à  la  vie  mathématique. 

La  vie  mathématique  d'une  rente  temporaire,  celle  d'une  assurance 
mixte  à  prime  unique  et  celle  d'une  assurance  mixte  à  prime  annuelle 
sont  égales,  si  l'âge  d'entrée,  la  durée  de  Tassurance  et  la  période  du 
payement  des  primes  annuelles  sont  identiques  dans  les  trois  cas.  La 
vie  mathématique  de  ces  trois  assurances  est  donnée  par  la  relation 

où  A  est  la  prime  unique  de  l'assurance  mixte  ^. 
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78«  Risque  mojen  d'une  rente  viagère.  588 

73.  ^Bisque  moyen  et  risque  moyen  linéaire  d'une  aMuranoe 
sur  la  vie  entière  à  prime  unique.  Si  Fassurance  est  telle  que  la 
somme  assnrée  doive  être  payée  nécessairement  nne  fois  et  une  seule 
foîs^  on  peut  procéder  comme  nous  le  montrerons  pom:  rassnranoe 
snr  la  vie  entière.    Ici  la  prime  miiqne  est 

A  »»  ^,  t;"~^q„,  avec  la  condition  ^  q„  —  1. 

ami  aal 

Le  risqne  moyen  de  Fassurance  est  donc  domié  par  l'expression 

gail  gssl  ami  ami 

ou  encore  par  TexpreBsion^ 

(63)  aR(^)«-^W--4«, 

où  l'on  a  posé 


g^ï 


On  voit  que  A^^  ne  diffère  pas  de  la  prime  unique  calculée  à  un  taux 

Pour  calculer  le  risque  moyen  linéaire  ^(A)  de  la  même  assu- 
rance,  nous  désignerons  par  $r  —  1  le  plus  grand  nombre  entier  con- 
tenu dans  la  vie  mathématique  k  de  l'assurance.  On  démontre  que^ 
si  X  est  l'âge  d'entrée,  on  a 

(54)  ©(^)J2'"qa(-4-t>-^)-.^-î^-^.* 

amç  *  * 

74.  ^Bisque  moyen  et  risque  moyen  linéaire  d'une  rente 
viagère.  Pour  la  rente  viagère^  on  a,  en  admettant  que  les  décès  se 
produisent  au  commencement  d'année^ 

-4  =  1  —  ia 

en  sorte  que  a  est  donné  par  la  formule 

i  —  A 


189)  Ce  théorème  implicitement  admis  par  T.  Wittstein  [Das  mathematische 
Bisiko  derYerBicherongB-GeeeUBohaften,  Hanovre  1886]  a  été  démontré  par  M.  Madi, 
AflBeknranz-Jahrbuch  (Vienne)  12  (1891),  seconde  partie,  p.  11.  Voir  aussi  à  ce 
si:get  C.  Landré,  Mathematisch-technische  Eapitel  znr  Lebensyersichemng,  (8*  éd.) 
léna  1901,  p.  391;  (3*  éd.)  léna  1905; 

190)  C.  Bremiker^  Das  Risiko  béi  Lebensversicherongen,  Berlin  1869. 


Digitized  by  VjOOQIC 


584        (7.  BMmann.    I  25.   Théorie  du  risque.    H,  Paterm  du  Matd. 
Le  risque  moyen  de  a  eet 

il  en  résulte  que**^) 

(55)  $R(a)=,??(^. 

De  même  le  risque  moyen  linéaire  ^(à)  de  la  rente  viagère  se 
ramène  à  celui  ^(A)  de  Tassorance  sur  la  vie  entière  et  Ton  a 

(56)  S)(a)-?i^.* 

75.  ^BiBque  moyen  et  risque  moyen  linéaire  d*une  aasurance 
rar  la  vie  entière  à  prime  viagère.  Considérons  l'assurance  en  cas 
de  décès  à  prime  viagère 

P     .jL.  ^^ 

On  a^  au  début  de  Tassurance, 

-^^.(--'-??lrT(i+DV 

En  tenant  compte  de  ce  que 

»-       l  +  i^j^y     ^ -t"   »        i  +  i-^î     >  +  »"  ' 

on  en  déduit  que  Ton  a*'*) 

(57)       m(P)  -  jA±i-^  V^q.(.^-  -^-  ï?^  • 

La  même  déduction  s'applique  au  risque  moyen  linéaire  S)(P) 
de  l'assurance;  il  est  donné  par  la  relation 

(58)  <î)(p)_.^|l^)-. 

Les  formules  (53)  à  (58)  s'appliquent  aussi  à  l'assurance  mixte 
à  prime  unique^  à  la  rente  temporaire  correspondante  et  à  l'assurance 
mixte  à  prime  annuelle.  Elles  donnent,  dans  ces  trois  cas,  le  risque 
au  début  de  l'assurance.* 


191)  P.S.Laplace,  Théorie  des  probabilités^*);  Œuvres  7,  p.  440. 

192)  C.  Bremiker,  Daa  BIbUeg  bel  LebensTersichertingen,  Beriin  1869. 
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Pour  le  risque  fatur  après  m  années  les  formules  plus  géné- 
rales correspondantes  sont  les  suivantes  ^  où  x  désigne  toujours  Tâge 
d'entrée^"): 

2R(~)(-4J  =  i  aR('»)(aJ  -  (1  - 1;^)  2R(-)(PJ  -  2R(^^  J. 
De  même  on  a  pour  le  risque  moyen  linéaire  les  formules  ^'^) 
S)(»)(^J  -  <©(")(«.)  -  (1  -«J.)S)(-)(P,)  -  ©(^.+ J. 

76.  Bisque  moyen  d'une  seule  année  d'assurance.  Considérons 
une  assurance  en  cas  de  décès  contractée  à  l'âge  x  sur  xme  somme 
de  1  franc.  Le  risque  moyen  9R(w,  m  +  1)  de  la  (m  +  1)**™»  année 
de  l'assurance  est  alors  donné  par  la  formule  ^^) 

2R(m,  m  +  l)»-l).+„2.+„-  (1  -vr„^ry, 

OÙ  V^^i  représente  la  réserve  mathématique  à  la  fin  de  la  (m  +  !)**»»• 
année  de  l'assurance. 

Le  risque  moyen  3JI  pour  toute  la  durée  de  la  police  se  compose 
des  risques  moyens  des  années  individuelles  de  l'assurance;  on  l'obtient 
au  moyen  de  ces  derniers  en  appliquant  la  formule  ^••) 

aW»  =^  %t^  V*'  ■  2R(«,  a  + 1)», 

où  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  années  a  auxquelles  s'étend 
l'assurance. 

77.  Applications  du  risque  moyen  linéaire.  Le  risque  moyen 
linéaire  a  été  appliqué  à  la  détermination  du  chargement  des  primes 
[n®  67,  note  145],  Une  autre  application  théorique  concerne  la  réassu- 
rance ^•^. 


198)  F.  Hausdorff,  Bei.  Ges.  Lps.  49  (1897),  math.  p.  497/648. 

194)  Pour  «»»>0,  ces  relatioDS  ont  été  données  par  T,  WiUstein,  Das 
mathematische  Risiko  derYersicherungs-GeBeUschaften,  Hanovre  1886,  p.  28, 80,  82. 
T.  Wittstein  se  limite  d'ailleurs  au  cas  des  assurances  viagères.  L'extension 
aux  annuités  temporaires  et  aux  assurances  mixtes  a  été  donnée  par  M.  Mack, 
Assekuran&Jabrbuch  12  (1891),  seconde  partie,  p.  9. 

A.  Tauber  [Gatachten,  Denkschriften  und  Yerhandlungen  des  sechsten  inter- 
nationalen  Eongresses  fur  Yersicherungs -Wissenschaft  (Yienne)  1  (1909),  p.  781] 
a  étudié  les  modifications  qui  se  présentent  quand  on  tient  compte  aussi  des 
chargements  et  des  firais. 

196)  K.HatUndorf,  Rundschau  der  Yersicherungen  (Leipzig)  18  (1868),  p.  171. 

196)  K.  Hattendorf,  Rundschau  der  Yersicherungen  (Leipzig)  18  (1868),  p.  172, 
formule  (9). 

197)  L'interprétation  du  risque  moyen  linéaire  comme  prime  de  réassurance 
est  due  à  T.  Wittstein,  Assekuranz-Jahrbuch  8  (1887),  seconde  partie,  p.  8.  On  y 
trouve  aussi  Tidée  d'appUquer  ce  procédé  un  nombre  infini  de  fois.   La  démons- 
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Au  point  de  Yiie  théorique^  le  risqne  moyen  linéaire 


x>0 


OÙ  la  somme  est  étendue  aux  valeurs  (en  nombre  fini)  des  figes  x 
auxquels  on  a  contracté  des  assurances  ^  peut,  en  effet,  être  considéré 
comme  la  prime  unique  par  laquelle  la  compagnie  réassure  les  pertes 
possibles  x  auprès  d'une  autre  compagnie  dite  campctgnie  de  réassuÊranee. 
Cette  seconde   compagnie  peut  à  son  tour  réassurer  ses  pertes 


en  payant  à  une  troisième  compagnie  la  prime  unique 

où  la  somme  est  étendue  aux  valeurs  de  x  (en  nombre  fini)  plus 
grandes  que  2). 

De  la  même  manière  on  aura 

S)"-^(rc-ï)-S)09W. 

où  la  somme  est  étendue  aux  valeurs  de  x  (en  nombre  fini)  plus 
grandes  que  S)  +  ï)'. 

On  obtient  ainsi  une  série  infinie  cotwergmte,  à  termes  positi& 
décroissants^ 

3)  +  ©'+®"+ 7 

dont  la  somme  est  égale  à  la  plus  grande  de  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  Xy  c'est-à-dire  à  la  plus  grande  perte  possible  de  la  com- 
pagnie primitivement  considérée"^). 

78.  Assurances  sur  plusieurs  têtes.    Variables  continues.    Les 

coDsidérations  précédentes  s'appliquent  aussi  aux  assurances  sur  plu- 
sieurs têtes"®). 

En  employant  des  variables  continues^  on  s'affirancbit  de  quelques 
complications  qui  se  présentent  dans  la  méthode  des  variables  discon- 


tration  de  la  conyergence  de  la  série  que  Ton  obtient  alors  et  la  sommatioii 
de  cette  série  ont  été  données  dans  un  cas  très  spécial  par  T.  Wittstein,  Du 
mathematische  Risiko  der  VersicbenmgS'Gtosellschafken,  Hanovre  1886,  p.  6.  Le 
théorème  général  a  été  établi  par  G,  BoMmann^  Mitt.  des  Yerbandes  der  Osten. 
und  ungar.  Yersicherungstechniker  7  (1902),  p.  8. 

198)  M.  Mack,  Assekuranz-JahrbuCh  12  (1891),  seconde  partie,  p.  11.  J»  JS. 
Peek,  Toepassing  der  Waarschîjnl^'kheids-Rekening  op  Levensyerzekering  en 
Sterfte-Statistiek,  Diss.  Utrecht  1898. 
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tinaes.  C'est  ce  qa'ont  montré  J!  P.  Crram^^^)  pour  le  risque  moyen 
et  A,  Griddberg^)  pour  le  risque  moyen  linéaire. 

79.  Stabilité  absolue.  Béserve  de  risque.  Désignons  par  réserves 
libres  (freie  Beserven)  tous  les  fonds  de  la  compagnie  d'assurances  qui 
ne  sont  pas  destinés  à  Taccomplissement  des  engagements  stricts  de 
la  compagnie. 

Soit  F  le  total  de  ces  r^erres  à  la  fin  de  Texercice  considéré;  et 
soit  G  la  valeur  actuelle  des  bénéfices  futurs  à  attendre  sur  les  assu- 
rances en  cours  à  la  fin  de  l'exercice  de  sorte  que  G  représente  la 
somme  des  quantités  G^  [n^  64]  de  toutes  les  polices  en  cours  à  la 
fin  de  l'exercice;  enfin  soit  3JI  le  risque  moyen  futur  de  ces  polices 
à  la  fin  de  l'exercice. 

L'expression 

m^vm-G 

est  ce  qu'on  appelle  la  réserve  de  risque^^)  que  la  compagnie  d'assu- 
rances doit  posséder  pour  pouvoir  faire  face  aux  fiuctuations  acciden- 
telles de  la  mortalité  pour  toute  la  durée  future  de  l'ensemble  des 
polices  en  vigueur  à  la  fin  de  l'exercice. 

Si  JP'>  9%;  une  telle  réserve  est  comprise  implicitement  dans  les 
réserves  libres  et 

est  ce  qu'on  appelle  la  stabilité  (ibsoli4e^^  de  l'entreprise  vis-à-vis  des 
fluctuations  accidentelles  de  la  mortalité,  calculée  pour  toute  la  durée 
future  des  assurances  en  cours. 

Au  lieu  d'envisager  la  durée  future  totale  de  l'ensemble  des  po- 
lices eu  cours,  on  envisage  parfois  seulement  ce  qui  concerne  le  |}roc%am 
exercice,  c'est-à-dire  l'exercice  suivant  immédiatement  celui  qui  est  en 
cours. 


199)  J.  P.  Gram,  Tidsskrift  math.  EObenhavn  (Copenhagae)  (6)  6  (1888/9)^ 
p.  97. 

200)  A.  Gvldberg,  6utachten,  Denkschiifben  und  Yerhandlungen  des  sechsten 
intemationalen  Eongiesses  fûx  Versichernngs-Widsenschaft  (Vienne)  1  (1909), 
p.  76S. 

201)  L'idée  de  la  réserre  de  risque  est  due  à  T.  Wittstein,  Das  mathema- 
tiscbe  Bisiko  der  Yersicberangs-Gesellschaften,  Hanovre  1885,  p.  89.  L'introduction 
systématique  des  bénéfices  futors  dans  cette  expression  a  été  faite  par  P,  JRadtke 
[Zeitschrift  far  gesamte  Versicherangs -Wissensohaft  (Berlin)  3  (1903),  p.  399]  qui 
se  limite  au  risque  de  l'exercice  prochain.  La  définition  du  texte  a  été  adoptée 
par  G.Bohimanny  Gutachten,  Denkschriften  und  Yerhandlungen  des  sechsten  inter- 
nationalen  Eongresses  fur  Yersichenmgswissenschaft  (Yienne)  1  (1909),  p.  643. 

202)  Cf.  P.  Badtke^^^)  et  G,  BoMmann*''^), 
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Désignons   par  i'  le   taux   de  l'intérêt  actuel  [u^  53],   par  f  la 
quantité 


^-ï 


Fi' 


+  i 


T'^ 


enfin  par  m,  ^^  f  et  r  les  quantités  analogues  aux  nombres  9R,  Cr,  @ 
et  ^j  mais  se  rapportant  seulement  au  procliain  exercice. 
Alors 

est  la  stabilité  absolue^)  de  la  compagnie  d'assurances  ris-à-Tis 
des  fluctuations  accidentelles  de  la  mortalité,  calculée  pour  le  proehain 
exercice,  et 

r  =  vm  —-g 

est  la  réserve  de  risque^')  que  la  compagnie  doit  posséder  ponr 
pouvoir  parer  aux  fluctuations  accidentelles  de  la  mortalité  pendant 
le  procliain  exercice. 

Le  rapport  —  est  en  général  beaucoup  plus  grand  que  le  rapport 

--  et  la  réserve  de  risque  r  de  l'exercice  procliain  est  en  général  fort 
supérieure  à  la  réserve  de  risque  9t  de  toute  la  durée  future.  On  a 
en  effet  à  s'attendre  à  des  compensations  entre  les  gains  et  les  pertes 
des  divers  exercices.  Ce  fait  a  une  influence  caractéristique  sur  la 
grandeur  de  90*2,  mais  il  ne  peut  affecter  la  quantité  m. 

Soit  L  le  nombre  des  assurés.  Si  toutes  les  assurances  contractées 
par  eux  étaient  souscrites  en  même  temps,  et  par  des  individus  de 
même  âge,  sur  le  même  plan,  et  pour  la  même  somme,  on  aurait 

x-^vYLvx  —  Lg, 

où  WjVXy  Gy  g  se  réfèrent  ici  à  une  seule  assurance.  La  réserve  de 
risque  serait  donc  négative  pour  L  suffisamment  grand;  c'est  ce  qui 
arrive  pour  presque  toutes  les  compagnies  d'assurances  proprement 
dites. 

n  s'ensuit  que  les  compagnies  d'assurances  proprement  dites  n'ont 
pas  besoin  en  général  d'une  réserve  de  risque.  Néanmoins  elles  sont  à 
même  de  réserver  un  fonds  spécial,  par  exemple  égal  à 

1/ 90*2  ou  encore  à  i/tn, 

pour  faire  face  aux  fluctuations  accidentelles  de  la  mortalité,  afin 
de  libérer  ainsi  leurs  dividendes  futurs  de  l'influence  de  telles  fluc- 
tuations. 
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80.  Degré  de  stftbiliié.    Aisque  relatif.    81.  Le  plein  d'une  assurance.    589 

Le  nombre  Lq  pour  lequel  la  réserve  de  risqne  passe  du  positif 
au  négatif  est  dit  le  nombre  minime  des  assiirés^, 

80.  Degré  de  stabilité.     Bisque  relatif.    On  appelle 

le  degré  de  la  stabilité  d'une  entreprise  yis-à-vis  des  fluctuations  acci- 
dentelles de  la  mortalité;  calculé  pour  toute  la  durée  future  des  assu- 
rances en  cours.    L'expression 

vm. 

a  la  même  signification  quand  on  se  borne  à  envisager  le  prochain 
exercice  *^*). 

Les  valeurs  réciproques 

1        1 
¥'     n 

peuvent  être  désignées  comme  étant  les  risques  rdoMfs  des  assurances 
pour  la  période  considérée.  Elles  donnent  les  pourcentages  dont 
les  bénéfices^  ou  les  dividendes^  peuvent  être  réduits  par  les  fluctuations 
accidentelles  de  la  mortalité*^).  Le  risque  relatif  -^  se  réfère  aux 
dividendes  qui  sont  déterminés  en  prenant  des  moyennes  pour  toute  la 
durée  future  de  la  police,  tandis  que  le  risque  relatif  —  se  réfère  aux 
bénéfices  produits  pendant  un  exercice  isolé. 

81.  Le  plein  d'une  assoranoe.  On  appelle  plein  aune  assurance 
le  maxime  de  capital  assuré  qu'on  peut  accepter  sur  une  opération 
isolée. 

On  peut  déterminer  le  plein  d'une  assurance  par  la  condition 
que  l'adjonction  de-  la  nouvelle  opération  à  l'ensemble  en  cours 
n'augmente  pas  la  réserve  de  risque,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 
cette  adjonction  ne  diminue  en  rien  la  stabilité  absolue.  Cette  con- 
dition, qui,  au  fond,  est  due  à  JE  iawre»^*®*),  conduit  en  général  à  des 
maximes  fort  raisonnables. 


208)  Le  nombre  minime  des  assurés  mentionné  par  Q.  Landré  [Mathematisch- 
teohnische  Eapitel  znr  Lebensversichemng,  (2*  éd.)  léna  1901 ,  p.  408]  jone  nn 
rôle  important  dans  les  recherches  de  P.  Badtke*^% 

204)  Voir  G.Bohlmann,  Gntachten*^^)  1  (1909),  p.  644.  Divers  auteurs  ont 
proposé  des  définitions  dn  risque  relatif  qui  difPèrent  notablement  les  unes  des 
autres.  Dons  Tordre  des  idées  suivi  dans  le  texte,  la  définition  qui  y  est  donnée 
semble  la  plus  naturelle. 

205)  H.  Laurent  [J.  des  actuaires  français  2  (1878),  p.  79,  161;  Traité  du 
calcul  des  probabilités,  Paris  1878,  p.  247;  Assurances  sur  la  vie"^,  p.  116]  a, 
le  premier,  formulé  le  problème  et  a  indiqué  la  marche  à  suivre  pour  le  résoudre. 
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Naturellement  ces  maximes  sont  plus  élevés  lorsqu'on  prend  la 
durée  future  pour  période  de  calcul  que  lorsqu'on  limite  cette  période 
au  prochain  exercice. 

Un  examen  détaillé  montre  qu'en  général  le  risque  relatif*^  du 
n^  80  n'est  que  faiblement  augmenté  par  ce  plein  envisagé  par 
H,  Laurent,  ou,  ce  qui  revient  au  même^  que  le  degré  de  la  stabilité 
n'est  que  faiblement  diminué  par  lui*®'). 

Mais  Texpression  du  risque  moyen  à  laquelle  il  parvient  n^est  pas  correcte  au 
moins  dans  le  cas  des  prîmes  annuelles.  P.  Eadtke*^^)  et  G,  Bohlmann*^^)  ont 
donné  des  applications  numériques  des  formules  qu*ils  ont  établies  conformémeat 
aux  principes  formulés  par  H.  Lcmrent;  H,  Onnen  [Het  maximum  van  versekeEd 
bedrag,  Utrecht  1896]  a  écrit  une  dissertation  sur  le  plein  de  Tassurance. 
C,  Latidré  a  fait  un  rapport  sur  ce  sujet  au  second  congrès  international  dee 
actuaires  [Transactions  of  the  second  international  actuarial  congress,  Londres 
1899,  p.  110]. 

206)  C.  Landré  a  proposé  de  déterminer  le  plein  de  telle  sorte  que  son 
risque  relatif  ne  soit  pas  augmenté  par  Tadjonction  de  la  nouvelle  assurance. 
Comme  risque  relatif  il  considère  le  quotient  de  m  par  la  prime  naturelle  [Mathe- 
matisch-teclinisclie  Kapitel  zur  Lebensversicherung,  (2*  éd.)  léna  1901,  p.  408] 
ou  par  la  prime  de  risque  [Transactions  of  the  second  international  actuanal 
congress,  Londres  1899,  p.  116],  et  il  en  a  déduit  qu*en  doublant  la  somme 
moyenne  assurée  des  assurances  en  cours  d^exercice  on  obtiendrait  en  général  un 
maxime  de  caractère  suffisamment  stable. 

207)  G.  BMmann^^^),  p.  669. 
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I  26.  ECONOMIE  MATHÉMATIQUE. 

Exposé  par  V.  PABBTO  (laubannb). 


Le  problème  mathématique. 

1.  Position  de  la  question.  Comme  dans  tontes  les  études 
d'application  des  mathématiques,  nous  avons  ici  deux  problèmes  bien 
distincts: 

1^)  Un  problème  exclusivement  mathématique,  qui  déduit  les  consé- 
quences de  certaines  données; 

2^)  Un  problème  d'adaptation  des  données  et  des  conséquences 
théoriques  aux  cas  concrets  de  la  pratique. 

C'est  du  premier  de  ces  deux  problèmes  que  nous  nous  occuperons 
principalement  dans  cet  article. 

Au  point  de  vue  historique,  le  second  problème  précède  gâié- 
ralement  le  premier.  C'est  pour  résoudre  des  cas  pratiques  qu'on 
crée  la  théorie.  Fort  souvent  ensuite,  on  énonce  sous  forme  d'un 
théorème  pratique  les  conclusions  de  la  théorie.  Cette  manière  de 
raisonner  est  fautive,  ou  pour  le  moins  excessive^),  et  elle  a  conduit 
à  beaucoup  de  discussions  oiseuses  en  économie  politique.  La  plu- 
part des  objections  qu'on  a  faites  aux  théories  de  l'économie  mathé- 
matique sont  en  réalité  des  objections  à  certaines  applications  de  ces 
théories.  On  a  raisonné  comme  raisonneraient  des  personnes  qui, 
après  avoir  constaté  qu'il  existe  une  certaine  différence  entre  la  sur- 
face d'un  rectangle  concret  plus  ou  moins  imparfait,  et  le  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur,  en  concluraient  que  le  théorème  de  géométrie 
qui  fournit  l'expression  de  la  surface  d'un  rectangle  est  faux. 

Le  problème  mathématique  qui  forme  l'objet  de  notre  étude  peut 
s'énoncer  ainsi:  étant  données  les  lois  mathématiques  selon  lesquelles 
agissent  en  moyenne  certains  êtres,  déterminer  les  conséquences  de 
ces  lois. 

Au  point  de  vue  strictement  théorique,  ces  lois  pourraient  être 

1)  F.  Pareto,  Manuel  d'économie  politiqne^  Faris  1909,  p.  1/&9. 
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quelconques;  mais  il  est  éyident  qu'il  faut  nous  occuper  particulière- 
ment de  celles  qui,  par  abstraction,  peuvent  plus  ou  moins  bien 
correspondre  à  des  cas  concrets. 

Notre  étude  a  une  partie  statique  et  une  partie  dynamique;  nous 
nous  occuperons  presque  exclusivement  de  la  première. 

Une  position  des  individus  considérés  sera  dite  position  cCégitiUbrey 
si  elle  est  telle  que,  selon  les  lois  données,  les  individus  puissent  y 
demeurer  indéfiniment').  Gomme  en  mécanique.  Il  y  aura  lieu  de 
considérer  des  équilibres  stables  et  des  équilibres  instables  *). 

Pour  abréger  le  discours,  lorsqu'un  individu  agit  dans  le  sens 
de  faire  augmenter  une  certaine  quantité  x,  nous  dirons  qu'il  se  meut 
dans  le  sens  des  x  positives.  Lorsqu'il  passe  par  des  états  successifs, 
dans  lesquels  il  se  trouve  en  rapport  avec  des  quantité  Xy  y  liées  par 
l'équation 

(1)  My)-o, 

nous  dirons  qu'il  parcourt  le  chemin  ou  le  sentier  donné  par  cette 
équation.  Ce  sera  une  surface  dans  le  cas  de  trois  variables,  une 
variété  d'ordre  n  dans  le  cas  d'an  plus  grand  nombre  n  de  variables. 

Une  position  d'équilibre  économique  est  celle  où  l'individu  de- 
meure en  repos. 

On  peut  exposer  les  théories  de  l'économie  mathématique,  sans 
faire  explicitement  usage  de  la  notion  de  prix^),  et  cela  peut  être 
utile  à  un  point  de  vue  didactique,  mais  cette  notion  est  utile  pour 
éviter  des  longueurs,  et  il  convient  d'en  faire  usage  tout  d'abord. 
Le  prix  d'une  marchandise  X  en  une  autre  marchandise  !F^)  est  la 


2)  V.  Pareto,  Manuale  di  economia  politîca  con  una  introduzione  alla  sciensa 
sociale,  Milan  1906,  p.  160. 

8)  L'équiUbie  économique  présente  plus  d'une  analogie  avec  l'équilibre  mé- 
canique. Plusieurs  de  ces  analogies  sont  indiquées  dans  le  Cours  d'économie 
politique^  de  F.  Pareto, 

Dans  son  discours  d'ouverture  de  rUniversité  de  Borne  pour  l'année  1901/2, 
F.  VoUerra  a  signalé  les  analogies  des  formules  de  l'équilibre  économique  avec 
les  formules  déduites  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

4)  C'est  ce  que  F.  Pareio  fait  dans  un  chapitre  de  son  Manuel  d'économie 
politique  ^). 

6)  X.  Wàîras^  Éléments  d'économie  politique  pure  on  Théorie  de  la  zi* 
chesse  sociale,  (8*  éd.)  Lausanne  1896,  p.  71.  Cet  auteur  a  introduit  la  notion  du 
prix  d'une  marchandise  en  une  autre,  mais  sa  définition  laisse  à  désirer.  Il  dit 
(p.  71):  «En  appelant  généralement  prix  les  rapports  d'échange. . .»;  et  (p.  6S): 
«La  valeur  d'ééia/nge  est  la  propriété  qu'ont  certaines  choses  de  n'être  pas 
.obtenues  ni  cédées  gratuitement,  mais  d'être  achetées  ou  vendues,  reçues  ou 
données  en  certaines  proportions  de  quantité  contre  d'autres  choses.! 
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quantité*) 

y  étant  lié  à  x  par  Téqnation  (1). 

En  général,  si  Ton  a 
(2)  /•(a?,y,0,...)-O, 

on  posera 

et  p^  sera  le  prix  de  Y  en  X,  p,  sera  le  prix  de  Z  en  Xj  etc.    En 
ce  cas  X  est  dite  la  monnaie. 

n  convient;  pour  se  rapprocher  de  la  réalité,  de  choisir  les  va- 
riables de  manière  que  les  prix  soient  toujours  positifs. 

2.  lies  fonotiona  d^offre  et  de  demande.  Pour  déterminer  les 
actions  des  hommes,  on  peut  remonter  plus  ou  moins  haut  vers  leurs 
origines.  Si  nous  notons  seulement  ce  qui  se  passe  sur  un  marché 
donné,  nous  avons  une  simple  description  de  ces  actions;  ce  n'est  pas 
encore  une  théorie.  Si  nous  admettons  que  certains  éléments  puissent 
varier,  nous  pouvons  tâcher  de  déterminer  les  effets  de  ces  variations 
sur  les  autres  éléments.    Nous  avons  alors  des  théories  économiques. 

Les  économistes  ont  commencé  par  supposer  que  le  prix  d'ime 
marchandise  variait,  et  ils  ont  tâché  de  se  rendre  compte  de  la  va- 
riation que  subissait  la  quantité  achetée  ou  vendue  de  cette  marchan- 
dise. Ils  ont  introduit  dans  la  science  deux  termes,  dont  la  signifi- 
cation n'a  été  bien  précisée  que  par  l'économie  mathématique. 

A  un  prix  donné  p^,  un  individu  vend  la  quantité  ^o  '^  V  ^®  ^^ 
marchandise  Y;  cette  quantité  y^  —  y  est  dite  son  offre  de  Y;  y^  est 
la  quantité  initiale  qu'il  possède  de  Y. 

Au  prix  p^y  il  achète  la  quantité  B  —  8^  de  Z;  cette  quantité 
e  —  8q  est  dite  sa  demomde  de  Z. 

Si  les   marchandises   sont   au   nombre   de   n,   les  prix  sont  au 


6)  Cette  définition  a  le  grave  défaut  de  laisser  oroiie  que  la  valeur  d'échange 
est  quelque  chose  d'objectif,  une  propriété  des  choses  comme  le  serait  la  pesan- 
teur, la  composition  chimique,  etc.  C'est  une  réminiscence  des  entités  méta- 
physiques de  l'ancienne  économie  politique.  Voir  à  ce  siget:  F.  Pareto,  L'économie 
et  la  sociologie  au  point  de  vue  scientifique  [Hivista  di  sciensa  1  (1907)  n<*  S]. 

W,  Stanley  Jevona  [The  theory  of  political  economy,  (2*  éd.)  Londres  1879, 
(8*  éd.)  Londres  1888]  est  beaucoup  plus  scientifique.  Frappé  de  l'ambiguïté  du 
terme  valeur^  il  propose  de  le  remplacer  par  le  terme  rate  of  exchange, 

La  manière  dont  le  terme  valeur  est  employé  dans  un  ouvrage  est  un  bon 
diagnostic  pour  distinguer  la  métaphysique  économique  de  la  science  écono- 
mique [cf.  F.  Fareto,  Manuel  d'économie  politique^),  p.  208]. 

Biu^elop.  des  lelano.  mathémat    I  4.  88 
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nombre  de  n  —  1  ;  et  si  nous  snpposonB  les  prix  donnés,  les  n  in* 
connues  x^  y,  0,  . . ,  sont  déterminées  en  fonction  des  prix  et  des 
qnantités  initiales  des  inconnues,  par  un  système  de  n  équations,  par 
exemple 

/^*Ka^> y>  "yPff Pm}  -y ^07 yo7 •••)  =  O7 


(4) 


/^"K^7  y*  ••^l'r,  Al  •••7  «07  yo7  ..•)- 0- 


Toute  Féconomie  littéraire  peut  se  définir:  des  tentatives  fûtes 
pour  résoudre,  ayec  le  langage  vulgaire,  sans  faire  usage  des  mathé- 
matiques, ce  système  d'équations,  et  d'autres  analogues  que  Ton  a 
pour  la  production^.  Pour  cela,  les  économistes  littéraires  ont  tâché, 
au  moyen  d'artifices  plus  ou  moins  plausibles,  de  réduire  ces  systèmes 
d'équations  à  une  ou  deux  équations  au  plus;  car  c'était  là  le  seul 
problème  que  l'état  de  leurs  connaissances  leur  permit  d'aborder.  Us 
se  sont  donc  efforcé  de  substituer  partout  des  rapports  de  cause  à 
effet  aux  rapports  de  mutuelle  dépendance  des  phénomènes;  et  leur 
influence  a  été  telle  que  plusieurs  économistes  mathématiciens  les  ont 
suivis  dans  cette  voie  erronée. 

Si  dans  les  équations  (4)  nous  faisons  varier  seulement  p^,  nous 
déterminerons  les  valeurs  de 

dy      dx      dz 

ô 7     ô 7     7> 7    •  •  • 

^i>y         ^Py         ^i>y 

Les  économistes  littéraires  se  sont  généralement  occupés  seulement  de 
la  première  de  ces  quantités,  qui  leur  a  fourni  les  lois  de  ce  qu'ils 
appelaient  l'o£Ere  et  la  demande.  Il  ne  paraissent  jamais  s'être  bien 
rendu  compte  du  fiait  exprimé  par  l'équation 

et  quand  ils  l'ont  plus  ou  moins  entrevu,  ils  l'ont  tout  aussitôt 
négligé,  car  les  moyens  qu'ils  mettaient  en  usage  ne  leur  permettaient 
pas  d'ajouter  encore  cette  équation  aux  autres  dont  ils  n'étaient  déjà 
pas  capable  de  tenir  compte. 

Lorsqu'une  marchandise  Y  est  demandée,  on  peut  supposer 

yo-o, 

et  c'est  même  ce  qui  a  lieu  généralement;  mais  lorsqu'elle  est  offerte, 
yQ  doit  être  une  quantité  positive. 

7)  F.  Pareto,  Le  nnove  teorie  economiohe  [Oionude  degli  economiiti  (Borne) 
1901,  p.  242  et  fltdv.]. 
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Commençons  par  examiner  nn  cas  anssi  simple  que  possible: 
celui  de  deux  marchandises  X,  Y]  la  première  est  offerte;  et  sa 
quantité  initiale  est  0^0;  la  seconde  est  demandée,  et  sa  quantité 
initiale  est  zéro.    Le  prix  de  !F  en  X  est  p^). 

La  position  initiale  de  l'indiyidu  est  en  A^  OA  ^  x^.  Q  se 
meut  le  long  d'une  droite  ABy  inclinée  de  p  sur  Taxe  Oy\  ou,  en 
d'autres  termes ,  il  effectue  des  échanges  de  X  en  !F;  à  des  prix  p 
constants  pour  des  portions  successives.  Il  continuera,  jusqu'à  ce  qu'il 
arrive  à  un  certain  point  N^  que  l'observation  peut  déterminer.  Si, 
toujours  en  partant  de  Aj  nous  don- 
nons une  autre  valeur  à  jp,  nous  ob- 
tiendrons un  autre  point  N':^  et  de 
la  sorte  nous  pourrons  déterminer 
une  certaine  ligne  PQ,  sur  laquelle 
s'arrêtera  l'individu,  en  ses  échanges, 
quand  il  part  du  point  A.  Nous  la 
nommerons  la  ligne  cPoffre  et  de  de- 
ma/nde.  Maintenant  si  nous  faisons 
varier  x^  »  OAy  nous  obtiendrons 
d'autres  courbes  (a)  analogues  à  la 
courbe  PC,  et  nous  pourrons  en 
couvrir  tout  l'espace  angulaire  xOy. 
Après  cela  l'individu  peut  disparaître;  nous  n'en  avons  plus  besoin 
pour  déterminer  l'équilibre  économique;  les  lignes  (a)  nous  suffisent. 

Cette  conclusion  subsisterait,  si  l'individu  au  lieu  de  se  mouvoir 
selon  des  lignes  droites,  se  mouvait  selon  les  courbes  d'une  famille 

fij^j  Vj  i^)  =  0; 
et  Ton  obtiendrait  ainsi  d'autres  lignes  analogues,  mais  non  identiques 
aux  lignes  (a). 

Partant  du  point  N,  décrivons  la  courbe  (/î),  enveloppe  des  tan- 
gentes telles  que  ANB,  En  partant  d'autres  points,  nous  aurons 
d'autres  courbes  semblables. 

Pour  la  détermination  de  Féquilibre,  l'individu  peut  être  remplacé 
aussi  bien  par  les  courbes  (fi)  que  par  les  courbes  {(x). 

Dans   le  cas  général  d'un  nombre  quelconque  de  variables,   on 
obtient,  au  lieu  des  lignes  (a),  l'équation  d'une  variété 
^) F(x,y,..,,x^,y^,...)-(i 

8)  Des  problèmes  de  ce  genre  sont  traités  par  F,  F.  Edgeworth,  Mathema- 
tical  psychics,  Londres  1881.  Cet  ouvrage  est  important  et  remarquable  à 
plusieurs  égards,  sortont  pour  Tépoqne  où  il  a  été  écrit. 

S8* 


Fig.  1. 
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qui  d'ailleurs  résulte  de  l'éliiniiiation  des  p^,  P^f  '  -  -  entre  les  équa- 
tions (4). 

3.  Les  fonotlons-indioes^).  Les  fonctions  (5)  penyent  résulter 
de  l'expérience;  il  j  en  a  autant  qu'il  j  a  de  valeurs  de  x^,  Voy  •  -  - 
à  considérer.  Quelques  économistes  paraissent  supposer  que  les  fonc- 
tions (5)  peuvent  simplement  se  déduire  de  l'observation  d'un  marché 
donné;  c'est  une  erreur.  L'observation  d'un  marché  donné  ne  peut 
donner  qu'une  des  fonctions  (5):  celle  qui  correspond  aux  valeurs  de 
^07  Vq}  '  "  V^  existent  sur  ce  marché. 

Entre  les  n  équations  (4)  éliminons  les  n—  1  quantités  y^,  g^,  ...^ 
et  remplaçons  les  p  par  leurs  expressions  (3);  il  viendra  une  équation 
de  la  forme 

Cette  équation  étant  intégrée,  et  ensuite  l'intégrale  étant  différentiée 

totalement,  on  aura 

(6)  0  =  q^dx  +  q^dy  +  q,de  +  •  •  -, 

les  quantités  q^^  3,;  •  •  •  étant  fonctions  de  â;,  y,  . . .  et  de  x^. 

L'équation  (6)  ne  contient  plus  les  quantités  y^,  z^^  . . .,  et  nous 
verrons  que,  dans  un  cas  très  étendu,  x^  disparaît  aussi;  elle  est  donc 
beaucoup  plus  simple  que  le  système  (4)  qu'elle  remplace.  Cette 
simplification  serait  illusoire  si,  pour  obtenir  l'équation  (6),  nous  de- 
vions avoir  le  système  (4);  mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  et  l'on  peut 
obtenir,  par  l'expérience,  une  équation  qui  remplace  Téquation  (6). 
Supposons  que  l'individu  possède  les  quantités  a:,  y, . . .,  en  d'autres 

termes  qu'il  se  trouve   au  point  a;,  y, Faisons  varier  seulement 

•  ^  et  y.  Il  y  aura  un  certain  prix  p^  auquel  l'individu  achètera  la 
marchandise  T;  il  y  en  aura  un  autre  p^"  auquel  il  vendra  de  cette 
marchandise;  enfin,  à  un  certain  prix  intermédiaire  p^  il  ne  vendra  ni 
n'achètera.  On  conçoit,  au  moins  théoriquement,  qu'on  puisse  déterminer 
ce  prix.  Il  n'est  généralement  fonction  que  de  â?,  y, . . .,  et  non  des  valeurs 
initiales  de  ces  variables.     L'expérience  nous  donnera  donc 

9)  Ce  n^est  qne  graduellement  que,  nous  dégageant  des  conceptioni  de 
Tancienne  économie  politique,  nous  aTons  snbstitaé  la  notion  des  fonctîoii»- 
indices  à  la  notion  d*ophélimité.  Celle-ci  est  encore  exclusivement  employée 
dans  F.  Paretoi  Cours  d*économie  politique  professé  à  FUniTeisité  de  Lansanne  1, 
Lausanne  1896;  2,  Lausanne  1897.  Elle  est  remplacée  par  la  notion  des  indices 
d*ophélimité  dans  F.  Faireto^  Manuale  di  economia  politica^;  et  elle  devient 
encore  plus  générale  dans  F.  PareU),  Manuel  d'économie  politique  %  p.  659. 
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r^y  r^y  , , .    étant    des  fonctions  de  Xyy^ Par   conséquent   nous 

aurons  l'équation 

(7)  0  -  rfa;  +  r^dy  +  r,dz  +  •  •  • 

qui  est  équivalente  à  Téquation  (6).  En  multipliant  cette  équation 
par  un  facteur  arbitraire^  on  aura  une  infinité  d'équations  (6).  En  tous 
cas  on  a 

Les  expressions  g^,  2,;  •  •  •  jouissent  de  la  propriété  que  l'individu 
s'arrête  lorsque  les  expressions  précédentes  s'annulent;  on  peut  les 
nommer  des  fonctions-indices  élémentaires.  EUes  serrent  d'indices  des 
mouvements  de  l'individu. 

Si  l'équation  (7)  a  un  facteur  d'intégrabilité,  et  si  l'on  iudique  par 

F{ip)  ^  c 
son  intégrale,  F  étant  une  fonction  arbitraire,  on  aura 

(8)  0  =  (p^dx  +  tp^dy  H , 

où  ç>,  est  la  dérivée  partielle  de  qp  prise  par  rapport  à  Xj  q>  la 
dérivée  partielle  de  ç)  prise  par  rapport  à  y,  etc.  Cette  équation  (8) 
remplace  l'équation  (7)  ou  l'équation  (6). 

La  fonction  F{q>)  sera  nommée  fonction-indice.  En  restreignant 
un  peu  la  forme  arbitraire  de  Fy  on  peut  faire  en  sorte  que  la  fonction- 
indice  jouisse  des  propriétés  suivantes:  si  l'on  fait  croître  d'une  quantité 
positive  dy  une  des  variables  indépendantes  y,  et  que  l'on  considère  la 
différentielle  dl  résultant  de  cet  accroissement,  l'individu  se  mouvra 
dans  le  sens  des  y  positifs,  si  dF  est  positive;  il  se  mouvra  en  sens 
contraire  si  dF  est  négative;  il  s'arrêtera  si  dF^Q.  La  fonction  JP 
est  ainsi  un  indice  des  mouvements  de  l'individu. 

Toute  fonction  qui  jouira  de  ces  propriétés  pourra  être  prise  pour 
fonction-indice.  Nous  avons  obtenu  l'équation  (7)  et  nous  en  avons 
déduit  une  fonction-indice;  on  peut  suivre  la  marche  inverse:  trouver 
directement  une  fonction-indice,  et  en  déduire  Inéquation  (7). 

Au  point  de  vue  exclusivement  mathématique,  il  est  indifférent, 
pour  la  détermination  d'équilibre,  de  connûtre  les  actions  de  l'individu 
au  moyen  des  fonctions  d'offre  et  de  demande  ou  au  moyen  des 
fonctions-indices.  Ce  choix  résulte  de  considérations  d'opportunité 
expérimentale. 

4.  lia  pluralité  des  fonotions-indioeB^^).  Si  les  actions  de  l'indi- 
vidu devaient  être  déterminées  non  seulement  par  le  signe,  mais  en- 


10)  C'est  avec  raison  qne  les  fondatenre  de  réconomie  pure  ont  négligé  cette 
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core  par  la  yaleur  de  l'accroissement  de  la  fonction-indice,  le  choix 
de  cette  fonction  serait  beaucoup  pins  restreint,  et  elle  pourrait  être 
entièrement  déterminée. 

Par  exemple,  pour  traiter  un  problème  de  dynamique,  il  &ndrait 
connaître  non  seulement  le  sens  dans  lequel  l'individu  se  meut,  mais 
encore  rintensite  du  mouTement  correspondant  à  une  certaine  yalenr 
de  l'accroissement  de  la  fonction-indice.  Mais  pour  traiter  les  questions 
d'équilibre,  nous  n'avons  besoin  de  connaître  que  les  valeurs  des  variables 
qui  annulent  ces  accroissements. 

Même  dans  le  cas  de  l'équilibre,  on  peut  imposer  des  conditions 
accessoires  aux  fonctions-indices,  et  alors  le  choix  de  ces  fonctions 
devient  plus  ou  moins  restreint.  Nous  reviendrons  sur  ces  considé- 
rations. Pour  le  moment,  si  nous  ne  demandons  aux  fonctions-indices 
que  de  déterminer  les  conditions  de  l'équilibre,  nous  voyons  que  la 
détermination  des  fonctions-indices,  quand  on  part  de  l'observation  de 
l'équilibre,  n'est  pas  univoque;  et  si  l'on  a  trouvé  une  fonction-indice  % 
on  en  a  une  infinité  d'autres  F{<p). 

5*  lies  pointa  d'arrôt.  L'individu  qui  part  de  A  [cf.  Fig.  1, 
p.  595]  ne  s'arrête  qu'au  point  JT,  s'il  ne  trouve  pas  d'obstacles  sur 
son  chemin. 

Mais  il  arrive  souvent  que  d'autres  conditions  interviennent,  qui 
Tobligent  à  s'arrêter  avant;  on  a  ainsi  des  points  d'arrêt.  Par  exemple, 
la  quantité  x  ne  pouvant  pas  être  négative,  on  ne  peut  prolonger  la 
courbe  PQ  au-delà  de  f ,  et  tout  chemin  tel  que  Ah  s'arrête  en  A. 
De  même,  si  y  ne  peut  dépasser  une  certaine  limite,  tout  chemin  td 
que  Ah  s'arrête  en  h.  La  ligne  d'offire  et  de  demande  est  ainsi 
OhPNQJcR.  On  a  des  lignes  d'arrêt  OhP,  QkR]  on  peut  aussi  avoir 
des  points  d'arrêt  isolés. 

L'étude  analytique  que  nous  faisons  des  lignes  d'ofre  et  de  de- 
mande doit  s'entendre  exclusivement  de  la  portion  PNQ,  à  laquelle 
se  rapportent  les  fonctions-indices. 

6.  lies  cycles  ouverts  et  les  cydes  fermés.  L'individu  part 
d'un  point  :r,  y,  . . .  et,  en  suivant  un  chemin  déterminé,  il  arrive  à 
un  autre  point  afy  y\  , , ,.  Toutes  les  variables,  le  long  de  ce  chemin, 
étant  fonctions  d'une  seule  d'entre  elles,  l'expression  (6)  est  intégrable 
et  acquiert  une  certaine  valeur  en  passant  du  premier  point  au  se- 
cond. Gomme  d'habitude,  si  cette  valeur  est  différente  pour  deux 
chemins  conduisant  du  premier  point  au  second,  nous  dirons  que  ces 


matière.  Il  faut  scner  les  difScultéa.    Mais  le  moment  est  venu  de  tenir  oompte 
de  ces  caractères  des  fonctions-indices. 
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eheminB  constituent  un  cycle  ouyert;  si  cette  yaleur  demeure  la  même, 
le  cycle  est  fermé. 

An  point  de  yne  économique,  si  l'individa  &it  nsi^e  des  quan- 
tités successives  de  x^  y^  . . .  correspondant  aux  points  du  chemin 
parcouru,  les  cycles  ouyerts  se  rapportent  au  cas  où  Tordre  dans 
lequel  on  emploie  ces  quantités  influe  sur  le  résultat  obtenu,  et  les 
cycles  fermés  se  rapportent  au  cas  où  cet  ordre  est  indifférent  Ce 
dernier  cas  est  le  plus  important,  car  on  peut  assez  généralement 
supposer  que  Tindiridu  choisit  Tordre  qui  lui  est  le  plus  avantageux, 
ce  qui  détermine  le  chemin  à  suivre,  et  laisse  de  côté  la  considération 
des  cycles  ouverts. 

Dans  le  cas  où  Ton  a  des  fonctions-indices  telles  que  F(ip),  les 
cycles  sont  nécessairement  fermés. 

Lorsqu'il  n'y  a  que  deux  variables  x,  y,  tout  cycle  ouvert  peut^ 
quant  à  la  détermination  de  Téquilibre,  être  remplacé  par  un  cycle 
fermé,  puisque  l'expression 

q^dx  +  q^dy 

a  toujours  un  facteur  d'intégrabilité.   Vice  versa  tout  cycle  fermé  peut^ 
dans  ces  conditions,  être  transformé  en  un  cycle  ouvert. 

7.  lie  mazimnm  des  indices.  Les  équations  (6)  sont  vérifiées 
lorsque  la  fonction-indice  passe  par  un  maximum.  C'est  donc  en  un 
point  où  a  lieu  ce  maximum  (ou  un  minimum)  que  Téquilibre  a  lieu. 
On  peut  définir  la  fonction-indice  en  partant  de  cette  considération. 
Il  s'agira  alors  de  trouver  une  fonction  telle  que  Tindividu  se  meuve 
toujours  dans  le  sens  où  cette  fonction  augmente,  et  tant  qu'elle  peut 
croître.  Entre  deux  combinaisons  possibles  des  quantités  x,  y,  . . ., 
l'individu  choisit  toujours  celle  qui  a  le  plus  grand  indice. 

Les  indices  se  rapportant  à  des  individus  différents  sont  des  quan- 
tités hétérogènes,  et  il  ne  peut  être  question  de  les  sonmier,  ni  de 
trouver  le  maximum  d'une  somme  qui  n'existe  pas. 

8.  Les  liaisons  ^^).  Considérons  une  collectivité  formée  par  des 
individus  que  nous  indiquerons  par 

1,  2,  . . .,  n; 
les  quantités  se  rapportant  à  Tindividu  i  seront  indiquées  par 

^i9  Vit  •  •  •• 


11)  Dans  V.JPareto  [Mannale  di  economia  politica*),  p.  141/S87]  et  dans 
F.  Pareto  [Manuel  d'économie  politique  ^),  p.  146/248]  on  les  nomme  aussi  obstaeks; 
et  Ton  dit  que  Téquilibre  résulte  du  contraste  entre  les  goûts  et  les  obstacles. 
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Cette  collectivité  forme  im  système  économique.  Les  relatioim  que 
l'on  impose  entre  les  x,  y,  . . .,  sont  dites  les  UaisoffiS  de  oe  système. 

Si  les  équations  de  liaison  sont  en  nombre  éffl  à  celai  des 
TariableS;  tout  est  déterminé  dans  le  système,  sans  avoir  besoin  de 
recourir  aux  fonctions-indices.    Le  système  est  rigide. 

S'il  n'existe  pas  de  liaisons,  l'équilibre  est  déterminé  seulement 
par  les  fonctions-indices. 

Ces  deux  cas  extrêmes  n'ont  aucime  importance  en  économie 
politique.  Les  cas  à  étudier  sont  ceux  pour  lesquels  le  nombre  des 
équations  de  liaison  est  moindre  que  le  nombre  des  variables.  Les 
liaisons  du  système  permettent  ainsi  certains  mouvements,  qui  seront 
dits  compatibles  avec  les  liaisons;  et  les  fonctions-indices  déter- 
minent les  points  où,  avec  ces  mouvements,  on  arrive  à  une  position 
d'équilibre. 

Parmi  toutes  les  liaisons  qu'on  pourrait  inoaginer,  il  convient  de 
demander  à  l'observation  des  cas  concrets  queUes  sont  celles  qui  doi- 
vent particulièrement  nous  occuper. 

On  peut  les  distinguer  en  deux  genres.  Le  premier  a  été  connu 
de  tout  temps,  même  par  les  économistes  littéraires;  le  second  n'a  été 
considéré  que  récemment**). 

9.  Les  liaisons  du  premier  genre.  Elles  consistent  principale- 
ment en  des  équations  entre  les  valeurs  qu'acquièrent  les  variables 
au  point  d'équilibre. 

Nous  indiquerons  uniformément  ces  valeurs  par  xm  indice  supé- 
rieur 0.  Les  valeurs  initiales  seront  désignées  par  l'indice  inférieur  0. 
Ainsi  cfi  est  la  valeur  de  x  au  point  d'équilibre,  et  x^^  est  la  valeur 
initiale  de  x. 

Les  valeurs  de  certaines  variables  a;,  y,  . . .  augmentent  tandis 
que  les  valeurs  d'autres  variables  a,  &,  c,  . . .  diminuent.  Nous  dirons 
que  ces  secondes  quantités  sont  transformées  en  les  premières. 

Nous  avons  deux  groupes  d'équations  pour  les  liaisons  du  premier 
genre: 

a)  D  y  a  pour  chaque  individu  une  équation 

(9)  F,(x,',  y,\  . . .,  a,^  . . .)  -  0,        (i-l,2,...,n) 

qui,  comme  nous  le  verrons,  représente  le  biidget  de  l'individu. 
j3)  Posons 

X^Xi+  x^-\ ,    -l^a^  +  Oj-f---, 

y-yi  +  y,  +  "'y  B^b,  +  b,  +  "^, 


12)  F.  Pareto^  Manuaie  di  economia  politica')  p.  171  et  saiv. 
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Le   second   groupe   d'équations   consiste   en  des  équations  entre 

(10)  jç'cz»,  n...)-o, .... 

Ce  groupe  d'équations  sert  à  isoler  la  collectiTité  que  l'on  veut 
étudier  du  reste  du  monde  économique.  Par  exemple,  on  a  des 
équations  de  la  forme 

(11)  x"-^,  r"-r„  ..., 

qui  indiquent  que  les  quantités  totales  demeurent  constantes  (cas  de 
ïéàiange).  Ou  bien  on  a  des  équations  qui  indiquent  que  les  trans- 
formations de  Ay  Sy  , . ,  en,  XjYj  , . .  s'effectuent  sans  que  la  collec- 
tivité considérée  reçoive  rien  du  dehors,  et  sans  qu'elle  fournisse  rien 
au  dehors  (cas  de  la  production). 

Si  la  collectivité  reçoit  quelque  chose  du  dehors,  ou  fournit 
quelque  chose  au  dehors,  il  n'y  a  qu'à  en  tenir  compte,  et  après  on 
posera  des  équations  analogues  aux  précédentes. 

Il  7  a  enfin  des  équations  qui  indiquent  si  les  quantités 

qui  disparaissent,  sont  toutes  transformées  dans  les  quantités 

xo-Zo,  r»-r„..., 

ou  s'il  reste  un  résidu,  et,  en  ce  cas,  les  conditions  auxquelles  il  doit 
satisfaire. 

10.  Les  liaisons  du  second  genre  ^').  Elles  sont  données  par 
des  équations  se  rapportant  au  chemin  suivi  pour  passer  de  la  po- 
sition initiale  à  la  position  d'équilibre,  c'est-à-dire  par  les  opérations 
de  la  transformation  de  certaines  quantités  en  certaines  autres. 

a)  Pour  les  individus,  on  pourrait  donner  les  équations  des  che- 
mins qu'ils  doivent  parcourir.  Gela  arrive  rarement.  Plus  souvent 
on  donne  les  équations  de  familles  de  courbes  entre  lesquelles  peut 
choisir  l'individu.  Ces  équations  renferment  certains  paramètres,  qui 
s'ajoutent  au  nombre  des  inconnues  à  déterminer  pour  avoir  la  position 
d'équilibre.  Ces  paramètres  se  trouveront  ainsi  être  des  fonctions  des 
valeurs  qu'acquièrent  les  variables  à  un  point  d'équilibre. 

Par  exemple,  un  cas  très  important  est  celui  qui  est  caractérisé 
par  les  équations  suivantes: 

(12)  -Ë-n»   -|S  =  1'.---  («=1,2,. ..,«). 


18)  Elles  sont  considérées,  dans  des  cas  partionliers,  par  les  fondateurs  de 
réconomie  pure  et  dans  F.  Pareto^  Cours  d'économie  politique*).  La  théorie 
générale  apparaît  dans  V.  Pareto,  Manuaie  di  economia  politica^  et  continue 
à  être  développée  dans  F.  Pareto,  Manuel  d'économie  politique^). 
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Les  quantités  p^,  p,,  . . .  peuvent  être  des  constantes  ^^);  ce  sont 
alors  les  paramètres  dont  il  Tient  d'être  question.  Elles  peuvent  âtre 
aussi  des  fonctions  des  variables;  mais  il  ne  parut  pas,  du  moins 
pour  le  moment,  qu'il  soit  utile  de  considérer  ce  cas  dans  toute  sa 
généralité.    Il  convient  de  se  borner  à  poser 

(13)  _|g_^,(y^,      _|J_^,(^^,    ...  (i_l,2,. ..,«). 

n  est  bon  de  remarquer  que  les  équations  (9)  se  déduisent  des 
équations  (12)  ou  des  équations  (13).  Ainsi  un  des  groupes  de  liaisons 
du  premier  genre  peut  se  déduire  des  liaisons  du  second  genre;  mais 
non  vice  versa. 

j3)  Pour  les  transformations,  on  a  généralement  des  équations  de 
la  forme 

(14)  dB^bJX+b^dT+'", 

ccy  p,  . . .  étant  les  résidus  des  transformations. 
Les  quantités 

se  nomment  coefficients  de  fabricoHon^^)]  ils  peuvent  être  constants  ou 
variables,  être  donnés  directement  ou  se  déduire  de  certains  systèmes 
d'équations. 

L'intégration  des  équations  (14)  peut  donner  lieu  à  la  considé- 
ration des  cycles  fermés  et  des  cycles  ouverts. 

Les  quantités 

Xf  . . .,  -A,  . . . 

peuvent  se  partager  en  d'autres,  pour  lesquelles  auront  lieu  des 
équations  analogues  aux  équations  (14).  Certaines  de  ces  équations 
peuvent  être  remplacées  par  des  équations  d'un  autre  genre  entre  les 
quantités  transformées.  Nous  ne  considérons  ici  que  d'une  manière 
très  générale  la  question,  sans  entrer  dans  trop  de  détails. 

11.  lies  tsrpes  des  phénomènes  économiques^*).  Soit  x  une 
des  variables  qu'on  pont  considérer  comme  indépendantes;   s'il  existe 

14)  C'est  le  seul  cas  étudié  par  L.  WaJras. 

16)  Ce  nom  est  dû  à  L.  TToIra^,  Éléments  d'Économie  politique  pue*), 
(8«  éd.)  Lausanne  1889,  p.  281. 

16)  Dans  F.  Pareto  [Manuale  di  economia  politica*)]  on  a  substitué  cette 
notion  générale  et  précise  aux  notions  de  libre  concunenoe,  conourrenœ  parfiaite 
et  imparfaite,  monopole,  etc.  qui  étaient  en  usage  et  qui  manquaient  souTent 
de  précision. 
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une  fonction-indice  %  on  doit  avoir^  an  point  d'équilibre, 

(.6)  Oî)"-»'-- 

Au  point  de  yue  exclusivement  mathématique,  il  j  a  lieu  de 
distinguer  le  cas  (T)  où  l'on  dériye  ç)  en  supposant  constants  les 
paramètres,  du  cas  (U)  où  l'on  dériye  en  les  supposant  variables. 
C'est  la  distinction  si  connue  du  calcul  des  variations.  Dans  le  cas  (I), 
on  dérive  le  long  d'une  courbe  de  même  paramètre,  dans  le  cas  (II), 
on  dérive  en  passant  d'une  courbe  à  une  autre. 

Au  point  de  vue  économique,  l'individu  (1),  auquel  se  rapporte 
l'équation  (15),  lorsqu'il  agit  selon  le  type  (I),  essaye  les  différentes 
courbes  qui  correspondent  à  différents  paramètres,  jusqu'à  ce  qu'il 
trouve  la  courbe  qui  est  exigée  par  les  conditions  de  Féquilibre.  On 
dérive  en  supposant  le  paramètre  constant,  parce  que  l'individu  ne 
s'occupe  que  de  se  trouver  en  équilibre  sur  la  courbe  qui  correspond 
à  ce  paramètre.  Au  contraire,  dans  le  cas  du  type  (II),  l'individu 
veut  se  trouver  en  équilibre  lorsqu'il  passe  d'une  courbe  à  une  autre; 
on  doit  donc  dériver  en  supposant  variable  le  paramètre. 

Cette  distinction,  extrêmement  simple  et  élémentaire  au  point  de 
vue  mathématique,  devient  plus  compliquée  au  point  de  vue  écono- 
mique; mais  elle  est  capitale  à  ce  dernier  point  de  vue,  et  il  est  in- 
dispensable de  bien  la  comprendre  avant  de  se  livrer  à  l'étude  de 
Féconomie  mathématique. 

Les  valeurs  x^y  9o>  *  -  *  ^^  variables,  au  point  d'équilibre,  ne  figu- 
rent pas  explicitement  dans  les  fonctions  ç);  elles  n'y  figurent  qu'im- 
plicitement, parce  que  les  paramètres  s'expriment  en  fonction  de  ces 
valeurs;  donc  si  nous  supposons  les  paramètres  constants  et  si  nous 
remplaçons  dans  les  fonctions  tp  les  variables  x,y,.,.  par  Xq,  y^j . . ., 
nous  aurons 

Mais  ces  équations  ne  subsisteraient  plus  si,  avant  la  dérivation,  on 
remplaçait  les  paramètres  par  leurs  expressions  en  a^^,  ^q,  . . .,  et  qu'on 
les  supposât  variables.  Cette  observation,  si  élémentaire  au  point  de 
vue  mathématique,  a  été  souvent  oubliée  au  point  de  vue  économique, 
et  il  en  est  résulté  de  graves  erreurs. 

Correspondance  du  problème  mathématique  et  du  problème 

économiques^. 
12.    Données  foumies  par  Texpérienoe.    Nous  sommes  mainte- 
nant arrivés  au  point  où  il  faut  demander  au  phénomène  concret  un 
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gaide  pour  continuer  notre  étude.  Nous  allons  voir  si  rexpérienoe 
peut  nous  fournir  les  données  qui  nous  sont  nécessaires.  D  ne  s'agit 
pas  y  du  moins  pour  le  moment^  de  réaliser  pratiquement  ces  ex- 
périences, il  nous  suffira  de  constater  leur  possibilité  théorique. 

13.  Les  biens  éoononiiqiieB.     Les  variables 

représenteront  les  quantités  de  certaines  choses  dont  les  hommes  font 
usage.     Nous  représenterons  ces  choses  par 

X,  X,  . . .,  -A,  Bf  . . .. 

Les  A,  By  . . .  serrent  à  nous  procurer^  à  produire  les  X,  ^?  •  •  -f 
elles  se  transforment^)  en  X,  Y, 

On  pourrait  considérer  la  consommation  forcée  des  X,  Y,  . .., 
mais  il  convient^  pour  simplifier  et  se  rapprocher  de  la  réalité,  de  la 
considérer  comme  facultative.  Pour  les  mêmes  motifs,  il  convient  de 
supposer  que  la  consommation  a  lieu  dans  Tordre  que  préfère  l'indi- 
vidu. Gela  veut  dire  que,  économiquement,  la  disposition  o^y  est 
équivalente  à  la  disposition  yx,  car  on  ne  tient  pas  compte  de  Tordre. 

L'économie  n'étudie  que  des  phénomènes  moyens  et  souvent  ré- 
pétés.    Il  convient  donc  de  donner  aux  quantités 

a;,  y, . . .,  a,  6, . . . 

le  sens  de  quantités  dont  on  fait  usage  dans  l'unité  de  temps.  Par 
exemple  x  sera  la  quantité  de  pain  qu'un  homme  consomme  chaque 
jour,  a  sera  la  surface  d'un  champ  dont  il  jouit  chaque  jour,  etc. 

Enfin,  aux  variations  discontinues  qui  se  présentent  en  réalité,  il 
convient,  pour  faciliter  les  calculs,  de  substituer  des  variations  con- 
tinues^^). H  y  a  là  une  simple  question  de  représentation  approxi- 
mative des  phénomènes  concrets,  comme  lorsque  l'arpenteur  marque 
sur  son  plan  la  limite  d'un  champ  par  une  ligne  géométrique. 

14.  Les  fonotions-indioes.  Il  est  des  cas  très  simples  où  l'on  en 
découvre    immédiatement.     Par   exemple  un  négociant,  un  fabricant 


17)  Les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  réconomie  pure  ont  généralement  mêlé 
Tétnde  des  problèmes  théoriques  et  celle  des  problèmes  pratiques.  Cette  con- 
fusion présente  de  graves  inconvénients.  Elle  peut,  jusqu'à  un  certain  point 
justifier  certaines  critiques  que  /.  Bertrand  **)  adresse  à  tort  aux  théories  de  Téco- 
nomie  pure. 

18)  Cette  conception  générale  de  transformation  est  utile  pour  bien  com- 
prendre le  phénomène  économique  [Cf.  F.  Fareto,  Manuel  d'économie  politique  *), 
p.  176  et  suiv.]. 

19)  Cette  question  a  donné  lieu  à  beaucoup  d'objections  contre  les  théories 
de  l'économie  pure,  objections  qui  ont  peu  ou  point  de  valeur. 
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tâchent  de  réaliser  le  maximum  de  bénéfice.  Si  nous  ayons  une  ex- 
pression de  ce  bénéfice,  elle  pourra  servir  de  fonction-indice,  pour 
connaître  le  sens  dans  lequel  agiront  le  négociant  et  le  fabricant. 

Supposons  avec  A.  Gaumct^)  qu'un  individu  ait  le  monopole  d'une 
certaine  eau  minérale;  la  quantité  qu'il  peut  en  vendre,  au  prix  jp,  est 
F(jûi),  le  gain  de  l'individu  sera 

pF(p); 
et,  pour  le  rendre  maxime,  il  devra  poser 

F{p)+pF\p)^0. 

Cette  équation  est  analogue  à  l'équation  (8),  et  pF(jp)  est  analogue 
à  la  fonction-indice  q>, 

n  n'y  a  pas  identité  complète,  car: 

1^)  Ici  la  variable  indépendante  n'est  pas  une  quantité,  elle  est 
un  prix.  Gela  est  indifférent  dans  le  cas  de  deux  marchandises,  mais 
dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  de  marchandises,  on  ne  pourrait 
pas  prendre  seulement  les  prix  comme  variables  indépendantes. 

2°)  On  a  confondu  la  notion  des  liaisons  et  celle  des  fonctions- 
indices. 

Pour  traiter  le  problème  de  Coumot  selon  la  méthode  générale  de 
F.  ParetOy  désignons  par  x  la  quantité  d'eau  minérale  que  vend  l'indi- 
vidu ayant  le  monopole  de  la  vente  et  par  y  la  quantité  de  numéraire 
que  produit  cette  vente.  On  suppose  que  le  prix  est  constant  pour 
toutes  les  unités  d'eau  vendues;  il  y  a  une  liaison  du  second  genre 

dx      ^^ 
p  étant  une  constante,  et  Ton  a  pour  l'équation  (9) 


20)  A.  A.  Cournot,  Recherches  sur  les  principes  mathématiques  de  la  théorie 
des  richesses,  Paris  1888.  Cette  édition  originale  est  depuis  longtemps  introu- 
vable en  librairie.  Il  en  existe  une  traduction  italienne  A,  A.  Coumot,  Principii 
matematici  délia  teoria  délie  richezze,  Turin  1878  [Biblioteca  del  Feconomista 
(8)  S  (1878)]  et  une  traduction  anglaise  A.  A,  Coumot,  Besearches  into  the  mathe- 
matical  principles  of  the  theory  of  wealth^  translated  by  N,  T.  Bacon  with  a 
bibliography  of  mathematical  économies  by  Irving  Fither  [Economie  classics 
edited  by  TT.  J.  AsMey]  New  York  1897.  Dans  cette  édition,  le  traducteur 
N,  T.  Bacon,  a  corrigé  plusieurs  erreurs  évidentes:  «He  has  also  followed  out 
the  mathematical  opération  with  great  care,  and  in  so  doing  discovered  a  sur- 
priflingly  large  number  of  errors.  Most  of  thèse  are  misprints;  others  were  due 
to  obvions  carelessness  of  the  author,  while  still  othérs  are  doubtful  as  to  their 
origin.  Ail  hare  been  coxxected  except  two,  which  were  the  ones  seriously  affect- 
ing  the  argument»,  p.  YI  et  VU. 
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Il  7  a  une  autre  liaison^  qui  est  du  premier  genre;  elle  consiste  en 
ce  qnc;  à  un  prix  donné  p,  Tindividu  qui  a  le  monopole  de  la  yente, 
peut  Tendre  seulement  la  quantité 

La  fonction-indice  est  simplement  y^^  que  l'individu  qui  a  le 
monopole  de  la  vente  s'efforce  de  rendre  maxime.  Un  prix  étant  donné, 
cet  individu  vend  toute  l'eau  qu'il  peut  à  ce  prix,  c'est-à-dire  qu'il  con- 
tinue à  se  mouvoir  jusqu'aux  valeurs  afi,  y^.  Mais  ici  nous  sommes  dans 
le  cas  du  type  (ÏI);  c'est  l'individu  qui  a  le  monopole  lui-même  qui 
choisit  le  prix;  nous  devons  donc,  en  dérivant  la  fonction-indice  y^,  pour 
trouver  les  conditions  du  maxime,  supposer  p  variable,  et  puisque 

i/^^pF(j>) 
on  retrouve  l'équation  de  Coumot. 

A.  Jl  Coumot  a  pris  pF(joi)  comme  fonction-indice;  il  serait  arrivé 
exactement  au  même  résultat  s'il  avait  pris  %{pF(p))f  %  étant  une 
fonction  arbitraire.  Il  s'est  servi  de  fonctions-indices,  sans  s'en  rendre 
compte. 

A.  A,  Coumot^^)  a  voulu  étendre  sa  méthode  au  cas  de  la  libre  con- 
currence, mais  il  s'est  complètement  trompé  dans  ses  déductions"),  et  la 

21)  Frincipii  matematici*"),  p.  116  et  Buiv.  Besearches'^,  p.  79  et  suiv. 
Après  avoir  considéré  le  cas  où  un  seul  individu  a  le  monopole  de  la  vente, 
A.  Coumot  considère  le  cas  où  deux  individus  ont  ce  monopole  et  ensuite  le 
CVS  où  un  nombre  quelconque  d*individus  ont  ce  monopole. 

22)  J.  Bertrand  [Bull.  se.  math.  (2)  7  (1883),  p.  293/308]  a  critiqué  les  théories 
de  A.  A.  Coumot  et  de  L,  Walras;  mais  il  tombe  lui-même  en  de  telles  erreurs 
qu*il  est  absolument  impossible  de  les  expliquer  de  la  part  d*un  géomètre  aussi 
éminent.  La  seule  explication  possible  serait  qu*il  a  rédigé  son  artidp  sans 
avoir  sous  les  yeux  les  livres  des  auteurs  qu'il  critiquait,  et  que  sa  mémoire  Fa 
mal  servi. 

A  propos  du  problème  qui  nous  occupe,  après  avoir  noté  que,  deux  individus 
ayant  le  monopole  de  la  vente  étant  en  présence,  la  baisse  ne  devrait  pas  avoir 
de  limite,  il  ajoute,  p.  298:  «Si  les  formules  de  A.  A.  Coumot  masquent  ce  r^uliat 
évident  c'est  que  par  ime  simple  inadvertance,  il  y  introduit,  sous  le  nom  de  D  et  D\ 
les  quantités  vendues  par  les  deux  concurrents,  et  que,  les  traitant  comme  des 
variables  indépendantes,  il  suppose  que.  Tune  venant  à  changer  par  la  volonté  de 
Tun  des  propriétaires,  Fautre  pourra  rester  constante>. 

Les  quantités  que  A.  A.  Coumot  désigne  ici  par  2>  et  D'  sont  celles  qui  aont 
désignées  par  D^  et  D,  dans  Touvrage  „Be8earches'^  cité  note  20  et  nous  oon- 
serverons  cette  notation. 

Or  il  est  de  toute  évidence  non  seulement  que  D,  et  I>,  sont  bien  des 
variables  indépendantes,  mais  encore  que  Terreux  de  A.  A.  Coumot  est  précisément 
de  ne  pas  les  avoir  traitées  comme  telles. 

En  effet  A.  A.  Coumot  suppose  que  Ton  connaisse  le  prix  p  en  fonction  de  la 
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eonflidéraiion  des  indices  déduits  des  quantités  qu'on  échange  à  cer- 
quantité  totale  D^-^-D^,  c^est-à-dire  il  suppose  qne  Ton  ait  Timiqae  équation 

(«)  1>-AA  +  A). 

n  est  donc  incontestable  qne,  n'ayant  que  cette  équation  entre  les  trois  yariables 
p,  I>i ,  D, ,  deux  de  celles-ci  peuvent  être  considérées  comme  variables  indépen- 
dantes. A.  A.  Ckmmoft  choisit  pour  telles  D|  et  D, ,  et  Ton  ne  peut  rien  objecter  à 
ce  choix.  Ensuite  il  observe  que  les  gains  des  individus  ayant  le  monopole  de 
la  vente  seront  respectivement 

((J)  D,AA+A).  AfCA  +  A). 

n  se  propose  de  rendre  maximées  ces  deux  quantités.  Pour  cela,  B*il  conti- 
nuait à  traiter  D^  et  D,  comme  des  variables  indépendantes,  il  devrait  égaler  à 
zéro  les  deux  dérivées  partielles  de  la  première  quantité  et  les  deux  dérivées 
partielles  de  la  seconde;  il  aurait  ainsi  quatre  équations,  qui  se  réduisent  au 
système 

ou  bien  au  système 

Le  premier  système  est  étranger  au  problème,  car  il  indique  que  même  à  un 
prix  zéro  on  ne  vend  aucune  quantité  de  la  marchandise.  Le  second  système 
se  compose  de  deux  équations  qui  sont  en  général  incompatibles.  D'ailleurs  elles 
ne  résolvent  pas  le  problème  du  maximum,  car  la  première  indique  que  le  prix 
est  zéro,  et  que,  par  conséquent,  le  gain  du  monopoleur  est  nul. 

C'est  peui-être  cette  première  équation  qui  a  induit  en  erreur  J.  Bertrand^ 
et  lui  a  fait  croire  que  la  baisse  n'aurait  pas  de  limite,  n  n'a  pas  fait  attention 
qu'il  faut  encore  satisfaire  à  la  seconde  équation. 

En  général,  le  prix  n*est  pas,  ainsi  que  le  suppose  A.  A.  Coumot^  fonction  de  la 
somme  Dy+D^;  il  est  une  autre  fonction  de  D^,  D^.  C'est  là  une  des  erreurs 
très  communes,  très  souvent  répétées,  même  par  des  économistes  mathématiciens, 
et  qui  proviennent  de  l'oubli  de  la  dépendance  des  phénomènes  économiques. 
Or  quand  on  a  |>  »  f{Di ,  !>,)  et  que  l'on  se  propose  de  déterminer  un  commun 
maxime  des  expressions 


on  obtient 


^-»'  ^=0'  ë-r'-' 


et  l'on  a  ainsi  trois  équations  pour  déterminer  les  deux  inconnues  D^^  D^.  Le 
problème  est  donc  insoluble,  parce  qu'il  est  trop  déterminé.  Notons  en  passant 
que  c'est  là  la  conclusion  correcte,  et  non,  ainsi  que  se  l'imagine  J.  Bertrandy 
que  la  baisse  n'aura  pas  de  limites. 

Four  échapper  à  la  difficulté  qui  se  présentait,  et  résoudre  néanmoins  son 
problème,  A.  A.  Coumot  en  change  les  conditions,  sans  avertir  son  lecteur  et  sans 
probablement  s'en  rendre  compte  lui-même.  Il  n'égale  à  zéro  que  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à  Dj  de  la  première  des  expressions  (^,  et  la  dérivée  partielle  par 
rapport  à  I>,  de  la  seconde  des  expressions  (f).  Ce  faisant,  si  g,  D^^  D^  sont  les 
coordonnées  de  la  surfEM^e 

A,  A.  Coumci  obtient  d'abord  le  lieu  des  points  où  une  parallèle  à  l'axe  des  D^ 
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tains  prix,  a  été  abandonnée  pour  nhe  antre  méthode,  dont  nons 
parlerons  plus  loin.  Pourtant,  en  raisonnant  correctement,  nous  pou- 
vons, ainsi  que  nous  l'avons  tu  aux  n®'  2  et  3,  déduire  les  fonctions- 
indices  de  la  considération  des  quantités  échangées  à  certains  pnx^. 
16,  Mesure  du  plaisir.  Si  nous  pouvions  mesurer  le  plaisir 
que  cause  la  consommation,  ou  plus  généralement  la  possession  d'une 
marchandise,  nous  aurions  ainsi  une  des  fonctions-indices.  Admettons, 
au  moins  comme  hypothèse,  que  ce  plaisir  soit  une  quantité  et 
que  nous  puissions  le  tr^ter  comme  tel;  nous  aurons  ainsi  le  fond 
des  théories  de  TT.  SU  Jevons,  K.  Menger,  L.  Wàlras,  W.  LaunkaréU^ 


est  tangente  à  cette  surface;  il  obtient  ensuite  le  lieu  des  points  où  une  parallèle 
à  Taxe  des  D,  est  tangente  à  la  surface 

Nous  avons  bien  ainsi  trois  équations 

(y)  i>-AA  +  A),  /'(A  +  A)  +  Ar(A  +  ^t)-o, 

AA  +  A)  +  Ar(A  +  A)  -  0 

pour  déterminer  les  trois  inconnues  jd,  D|,  D,,  mais  ces  trois  équations  ne  déter- 
minent nullement  les  maxima  qu*ayait  en  vue  A,A,C(mmot;  elles  déterminent 
le  point  de  rencontre  des  projections  des  lieux  de  tangentes  dont  nons  aTons 
parlé;  et  rien  ne  permet  de  supposer  que  les  individus  ayant  le  monopole  de  la 
vente  doivent  s*arrêter  en  ce  point  de  rencontre. 

Le  fait  que  D^ ,  D,  peuvent  être  prises  comme  variables  indépendantes 
n'implique  pas  le  moins  du  monde  la  supposition  de  A.  A,  Coumot^  que  le  premier 
individu  ayant  le  monopole  ne  puisse  agir  que  sur  D^ ,  et  le  second  sur  2>, .  Au 
contraire,  dans  le  cas  de  la  concurrence,  que  A.  A.  Coumot  croit  traiter,  le  premier 
individu  ayant  le  monopole  peut  agir  sur  D, ,  en  enlevant  des  clients  à  son  con- 
current, et  vice  versa.  En  réalité  le  problème  que  traite  A,  A,  Coumot  n'est  pas 
celui  de  la  concurrence,  mais  c'est  un  autre  problème  qu*on  peut  formuler  ainsi: 
supposons  que  nous  ayons  deux  individus  ayant  le  monopole  de  la  vente  et 
supposons  d'abord  que  le  premier  puisse  fixer  arbitrairement  la  quantité  D^  qu^ 
vendra,  que  le  second  doive  la  lui  laisser  vendre,  et  que,  seulement  sous  cette 
condition,  il  puisse  déterminer  la  quantité  D,  qu'il  vendra  pour  se  {irocurer  le 
maxime  de  bénéfice.  Nous  déterminerons  ainsi  les  valeurs  de  D,,p,  qui  corres- 
pondent à  une  valeur  arbitraire  de  D^ .  Ensuite,  supposons  que  ce  soit  le  second 
individu  ayant  le  monopole  qui  ait  le  privilège  de  pouvoir  fixer  arbitraîremeni 
la  quantité  !>,'  qu'il  vendra,  et  que  le  premier,  tout  en  respectant  cette  con- 
dition, détermine  la  quantité  D/  qu'il  vendra,  pour  se  procurer  le  maxime  de 
bénéfice.  Enfin,  posons  la  condition  que  ces  deux  déterminations  donnent  les 
mêmes  valeurs  pour  A  t  A  »  P- 

Four  une  autre  erreur  que  fait  «T.  Bertrcmâ,  au  sn^^  du  livre  de  L.  Wairag^ 
cf  F.  JPoreto,  Cours  d'économie  politique^  1,  p.  67  (n®  146). 

88)  Manuale  di  economia  politica*),  p.  611. 

E.  Barone  [Il  ministère  délia  produzione  nello  stato  collettivista,  Giomale 
degli  economisti  (Rome)  1908,  p.  267/98,  891/414]  a  suivi  cette  voie. 
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A.  MarshaUj  M.  Pcmtcieoniy  F.  T.  Edgeworfh,  Irving  Fisher,  J.  Lehr, 
H.  H.  Oassen,  et  d'autres  encore. 

W.  8t.  Jeoons  a  discuté  longuement  cette  hypothèse*^)  pour  prouyer 
qu'elle  était  admissible;  et  en  réalité  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on 
Faccepte  sous  la  résenre  de  la  vérifier  par  les  résultats  qu'on  en 
déduit. 

n  y  a  dans  cette  théorie  quelque  chose  de  superflu  pour  le  but 
que  nous  nous  proposons:  la  détermination  de  l'équilibre  économique; 
et  ce  quelque  chose  de  superflu  est  précisément  ce  qu'il  y  a  de  dou- 
teux dans  la  théorie.  A  yrai  dire,  pour  déterminer  l'équilibre  économi- 
que, nous  n'avons  nullement  besoin  de  connaître  la  mesure  du  plaisir; 
un  indice  du  plaisir  nous  suffii  De  cette  considération  est  née  la 
théorie  que  F.  Pcyreto  a  commencé  à  exposer  en  1898,  qu'il  a  ensuite 
développée,  et  qui  est  présentée  ici  dans  toute  sa  généralité. 

Supposons  d'abord  que,  le  plaisir  pouvant  se  mesurer,  le  plaisir 
que  procure  la  consommation  ou  la  possession  de  dx  soit  q>gdXy  que 
celui* qui  correspond  à  dy  soit  ff^dy,  etc.;  il  est  dair  que  l'individu 
continuera  ses  échanges  tant  que  l'expression 

ip^dx  +  g>^dy  H 

est  différente  de  zéro,  et  qu'il  ne  s'arrêtera  que  quand  cette  expression 
est  zéro,  sauf  bien  entendu  la  considération  des  points  d'arrêt.  Nous 
obtenons  ainsi  l'équation  (8). 

Mais  pour  obtenir  une  équation  de  cette  forme,  il  est  inatile 
d'admettre  l'hypothèse  que  le  plaisir  est  une  quantité.  Considérons 
deux  variables  x,  y,  et  supposons  que  l'individu  se  trouve  au  point  x,  y. 
Cherchons  quelle  quantité  dx  de  X  il  faut  lui  donner  pour  compenser 
une  quantité  dy  de   7;  nous  obtiendrons  ainsi  une  équation 

(p^dx  +  (p^dy  =  0. 

Le  choix  entre  les  combinaisons  x,y  et  x  +  dx,  y  +  dy  est  indifférent 
pour  l'individu.  En  cherchant  de  la  sorte  des  combinaisons  successives 
dont  le  choix  est  indiflFérent,  nous  trouverons  une  ligne  d'indifférence^^). 

24)  Avec  la  conception  actuelle  de  la  quantité  en  mathématique,  on  ne  peut 
plus  admettre  les  considérations  de  F.  Y.  Edgeworth,  Math,  psychics  ^,  p.  7.  Mais 
on  peut  choisir  librement  un  postulatum,  et  dans  ce  sens  on  peut  accepter  ce 
qui  est  dit  p.  69:  «Axiom-Fleasure  is  measnrable,  and  ail  pleasuzes  are  com- 
mensurable;  so  much  of  one  sort  of  pleasure  felt  by  one  sentient  being  equa- 
table  to  80  much  of  other  sorts  of  pleasure  felt  by  other  sentient>.  Naturel- 
lement il  faut  ensuite  vérifier  si,  par  ses  conséquences,  ce  postulatum  s^accorde 
avec  les  faits. 

26)  La  locution  Une  of  indifférence  a  été  introduite  dans  la  science  par 
F.  T.  Edgeworih  [Math,  psychics^,  P-  21],  qui  supposait  Tezistence  de  Tophé- 

Encjdop.  des  Boieno.  mathémat.    II.  39 
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Ensurke,  si  nous  partons  d'nn  point  x',  y'  n'appartenant  pas  à  la  ligne 
que  nous  Tenons  de  trouyer,  nous  aurons  une  autre  ligne  d'indifférenoe. 
De  la  sorte  nous  pourrons  couvrir  de  ces  lignes  toute  une  région  du 
plan.  EUes  nous  représentent  les  goûts  de  rindiyidu.  Ce  sont  les 
lignes  (fi)  de  la  fig.  1.  Nous  les  ayons  déjà  trouvées  d'une  autre 
manière  au  n®  8,  par  la  considération  des  prix. 

On  peut  considérer  ces  lignes  comme  la  projection,  sur  le  plan 
des  Xf  y  supposé  horizontal,  des  lignes  de  niveau  d'une  certaine  sur* 
face.     Donnons  à  ces  lignes  des  cotes  soumises  à  deux  conditions: 

1°)  qu'elles  puissent  représenter  les  valeurs  d'une  fonction  continue; 

2^)  que  la  cote  d'une  ligne  que  l'individu  choisirait  de  préférence 
à  une  autre,  soit  plus  grande  que  celle  de  cette  dernière.  Du  reste  ces 
cotes  sont  entièrement  arbitraires.  Nous  obtiendrons  ainsi  des  surfaces 
que  nous  pourrons  nommer  les  surfaces  des  indices  du  plaisir. 

Dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  la  considéra- 
tion des  lignes  d'indifférence  conduit  à  une  équation  de  la  forme  (6), 
qui  sera,  au  moins  théoriquement,  le  produit  de  l'expérience.  *  Pour 
l'obtenir,  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  le  plaisir,  et 
nous  avons  seulement  comparé  entre  elles  certaines  quantités  de  mar- 
chandises. 

Au  point  de  vue  exclusivement  mathématique,  on  pourrait  se 
passer  de  donner  un  nom  aux  fonctions-indices.  Au  point  de  vue 
didactique,  il  peut  être  utile  de  leur  donner  un  nom.  Si  le  plaisir 
existe,  et  s'il  est  représenté  par  une  fonction  ç),  ceUe-ci  est  YfdUité 
totale  de  certains  économistes,  pour  lesquels  <p^,  q>^  sont  les  utilités 
marginales,  tandis  que  ce  sont  les  raretés  pour  L.  WaJras,  etc. 

Dans  le  seul  but  d'éviter  les  logomachies  auxquelles  les  idées 
accessoires  que  suggèrent  les  termes  d^utUtté,  de  rareté^  etc.  n'ont  que 
trop  souvent  donné  lieu,  parmi  les  économistes  littéraires  et  quelque 
fois  parmi  les  économistes  mathématiciens,  F.  Pareto  a  proposé  le 
terme  à^ophélimité  totale  pour  tp  et  i^ophélimiiés  élémentaires  pour  97^, 

9>y, Cette   dénomination  n'a   que  le  seul  avantage  de  ne  pas 

suggérer  d'idées  accessoires  et  d'obliger  ainsi  de  s'en  tenir  à  Ia  dé- 
finition de  la  fonction  qp  pour  savoir  ce  qu'est  cette  fonction.  Du 
reste,  au  point  de  vue  rigoureusement  scientifique,  toutes  ces  questions 
de  terminologie  n'ont  pas  la  moindre  importance. 

16.  Les  oaraotères  des  lignes  d'indifférenoe*  Si  l'on  pouvait 
faire,  sur  la  société  humaine,  des  expériences  semblables  à  celles  que 


limité,  et  en  déduisait  les  lignes  d*indifféience.    V.Pareio  [ICannel  d^économie 
politique  *),  p.  640]  a  inversé  le  problème,  et  c^est  du  connu  qa*il  déduit  rinoonnu. 
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fait  le  chimiste  dons  son  laboratoire^  la  détermination  des  lignes  (a) 
de  la  figure  1  conduirait  probablement  aux  résultats  les  plus  précis. 
Mais  la  difficulté,  ou  pour  mieux  dire  l'impossibilité;  d'exécuter  ces 
expériences  est  cause  que  nous  connaissons  fort  peu  de  chose  au  sujet 
des  lignes  (a) y  tandis  que  nous  connaissons  quelque  chose  de  plus^ 
bien  peu  encore^  au  sujet  des  lignes  (fi). 

Au  sujet  des  lignes  (a),  nous  pouYons  dire  que^  pour  beaucoup 
de  marchandises^  la  quantité  de  T  qui  est  achetée,  la  demande  dé  Yy  dé- 
croît quand  p  augmente;  et  que  la  quantité  de  X  vendue,  Voffre,  au- 
gmente, bien  qu'elle  puisse  décroître  aussi  quand  p  augmente.  Mais 
ce  dernier  fait  n'a  été  qu'entreyu  au  moyen  de  l'obserration  directe, 
et  ce  n'est  que  la  théorie  mathématique  de  l'échange  qui  Ta  bien  mis 
en  lumière. 

Au  sujet  des  lignes  (fi),  nous  avons  quelques  notions  plus  étendues. 
D'abord,  en  général,  il  faut  augmenter  la  quantité  de  T  pour  com- 
penser une  diminution  de  X;  donc  si  x,  y  sont  les  coordonnées  d'une 
courbe  d'indifférence,  on  doit  avoir 

(17)  g<0. 

En  général,  et  sauf  un  très  petit  nombre  d^exceptions,  la  quantité 
variable  dy  que  Ton  est  disposé  à  donner,  le  long  d'une  ligne  d'in- 
différence, pour  une  quantité  constante  dx,  diminue  à  mesure  que  x 
augmente;  on  a  ainsi  le  second  caractère  des  lignes  d'indifférence 

(18)  3>0. 

Pourtant  dy  diminue  d'autant  moins  que  x  est  plus  grand,  ce 
qui  fait  que,  sauf  toujours  des  cas  exceptionnels,  on  doit  avoir 

(19)  S<0- 

Pour  une  classe  très  étendue  de  biens  économiques  [cf.  n^  16], 
lorsqu'on  passe  d'une  ligne  d'indifférence  à  une  autre,  les  variations 
selon  l'axe  des  x  et  celles  selon  l'axe  des  y  donnent 

(20)  *.||>0,        <î,||<0. 

17.  Les  oaraotères  des  indices  d'ophélimité.  On  peut  les  dé- 
duire, en  partie,  des  caractères  des  lignes  d'indifférence.  Soit  q)  la 
fonction-indice;  on  a,  le  long  d'une  ligne  d'indifférence, 

dX  tpy  ' 

et  puisque,  en  vertu  de  l'inégalité  (17),  le  premier  membre  est  négatif, 

89* 
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9«7  9 y  doivent  être  de  même  signe;  nous  adopterons  le  signe  positif. 
C'est  le  premier  caractère  des  indices. 
Les  inégalités  (20)  donnent 

(21)  9««9y -  9xy^x <  0 ,     %y9x-  9xf% <  0 ; 

9^^  indiquant  la  dérivée  seconde  par  rapport  à  Xy  etc.  C'est  le  second 
caractère  des  indices.  Les  inégalités  (18)  ne  donnent  pas  de  nouveau 
caractère. 

Dans  le  cas  très  important  où  fp^  ne  dépend  que  de  Xy  et  q>^  ne 
dépend  que  de  y  y  on  a  ^^^  »  0^  et  les  inégalités  (21)  deviennent 

(22)  <P..<0,    <P,,<0. 

Ce  second  caractère  des  indices  a  été  tout  d'abord  établi  sous  le  nom 
de  décroissance  du  degré  final  d'tUilité  ou  décroissance  du  degré  final 
de  rareté^). 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  les  inégalités  (19)  donnent 

(23)  9«.>0,    9)„,>0. 

Ces  caractères  des  indices  d'ophélimité  peuvent  être  obtenus  di- 
rectement par  Texpérience;  et  Ton  en  déduira  alors  les  caractères  des 
lignes  d'indifférence. 

L'expérience  nous  donne  encore  d'autres  notions.  U  y  a  là  un 
champ  d'études  qui  est  à  peine  exploré.  Provisoirement,  nous  pouvons 
diviser  les  marchandises  en  trois  genres*^,  qui  se  distingueront  selon 
les  valeurs  de  9,^. 

V*)  (Pgy'='  0^.  Les  marchandises  X  et  Y  seront  dites  indépendantes. 
Le  plaisir  que  cause  la  consommation  de  X,  ou  la  possession  de  X, 
est  indépendant  de  la  quantité  de  T  consommée,  ou  possédée,  et  vice 
versa. 

Un  très  grand  nombre  de  biens  économiques  présentent  approxi- 
mativement ce  caractère. 

2^)  ^xy  ^  ^-  Nous  dirons  que  les  marchandises  X  et  T"  ont  une 
dépendance  du  premier  genre*  Ce  sont  des  biens  économiques  qui 
réunis  nous  donnent  plus  de  plaisir  que  séparés.  Il  y  en  a  un  très 
grand  nombre. 

26)  On  a  vouln  domier  à  ce  caractère  nne  valeur  absolue,  en  faire  une  sorte 
d'axiome.    Il  faut  simplement  dire  qu'il  se  vérifie  dans  nn  grand  nombre  de  cas. 

27)  F.  Pareto^  Mannale  di  economia  poUtica*),  p.  239  et  sniv.  Il  faat  en 
outre  considérer  la  hiéraréhie  des  marchandises  [F.  Poreto,  Manuale  di  economia 
poiitica*),  p.  245  et  suiv.;  Manuel  d'économie  politique^),  p.  267  et  suiy.].  Ici, 
traitant  la  partie  exclusivement  mathématique,  nous  ne  nous  occupons  pas  de 
bon  nombre  de  questions,  qui  sont  pourtant  très  importantes  an  point  de  vue 
^onomique. 


Digitized  by  VjOOQIC 


17.  Les  cttractèree  des  indices  d'ophélimité.  613 

3^)  (Pa,^<  0.  Nous  dirons  que  les  marchandises  X  et  7  ont  une 
dépendance  du  second  genre.  Ce  caractère  appartient  spécialement 
aux  biens  économiques  qui  peuvent  se  substituer  Fun  à  l'autre  pour 
la  consommation. 

Pour  les  biens  indépendants^  on  a  généralement  le  caractère  (22). 
n  y  a  une  exception  importante^  qui  est  celle  de  l'épargne. 

Ce  caractère  subsiste  aussi  pour  les  biens  dépendants;  mais  les 
exceptions  sont  plus  nombreuses. 

Quand  il  s'agit  des  biens  indépendants  et  des  biens  ayant  une 
dépendance  du  premier  genre^  une  marchandise  composée  de  propor- 
tions constantes  de  X  et  Ty  par  exemple  40  7o  àe  X  et  60  7o  de  Y 
peut  être  considérée  comme  une  marchandise  simple  par  rapport  au 
caractère  (22)^  c'est-à-dire  que  pour  cette  marchandise  composée  on 
doit  avoir 

et,  si  l'on  pose  y  »  ax,  on  aura 

ÎP«.+  2a<3P,,+  aVyy<0. 
Pour  cela^  il  faut  que  l'on  ait 

(24)  SP.ar^yy  —  qp2y>0. 

Cette  inégalité  est  vérifiée  pour  les  biens  indépendants ,  pour  les- 
quels on  a 

ÎP..<0,    <P,,<0,    fp,,^0. 

Elle  l'est  aussi  pour  les  biens  ayant  une  dépendance  du  premier  genre, 
car  elle  est  alors  une  conséquence  des  inégalités  (21).  Elle  peut 
subsister,  ou  ne  pas  subsister,  pour  les  biens  ayant  une  dépendance 
du  second  genre. 

Dans  le  cas  de  plusieurs  variables  on  posera 

y  ==  aXy    z  =  ^Xy 

et  l'on  devra  avoir 

V..+  «V,y+  •  •  •  +  2«i3P,,i-  •  •  •  +  2«^9y.+ . . .  <  0. 

On  sait  que,  pour  cela,  on  doit  avoir 

9xx      Vxy       9xM 

(26)        9«,<0,      /-     ^''!>0, 

I   9^xy      %v  I 


>0,. 


rxy        ryy        r^y» 

I 

W  W  CP       ! 

x»»       'y*      '** 

ce  qui  nous  donne  d'autres  caractères  des  indices  d'ophélimité. 

18.  L'ophélimité.  Si  Tophélimité  existe,  on  doit  la  trouver  parmi 
les  fonctions -indices  de  l'ophélimité.  Il  s'agit  de  savoir  en  quel  cas 
on  peut  la  distinguer. 
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D'abord   cela   est   possible   quand   les   biens   sont   indépendants. 

L'équation 

0  ='2,rfa?  +  îyrfy  +  <i^dB  H 

que  nous  donne  alors  l'expérience,  doit  avoir  un  feu^teur  d'intégrabilité 
tel  que  l'équation  précédente  donne 

0  =  ^>Jix  +  ç)yrfy  +  •  •  • 

9«;  Vyf  '  '  '  étant  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction^  et 
étant  telles  que  9)^  soit  fonction  seulement  de  x,  q>^  de  y  y  etc.  H  n'y 
a  d'aiUeurs  qu'une  seule  fonction  remplissant  ces  conditions,  car  les 
autres  étant  de  la  forme  F(jp)  donnent  une  dérivée  partielle  VgF'(jip) 
qui  n'est  pas  seulement  fonction  de  x.  Abstraction  fskite  d'ane  con- 
stante,  qui  sert  à  fixer  l'unité  de  mesure,  on  peut  donc  établir  une 
correspondance  univoque  entre  la  fonction  q>  et  l'ophélimité  (le  plai- 
sir), que  cette  fonction  peut  ainsi  servir  à  mesurer. 

Après  ce  cas,  il  en  est  un  autre  dans  lequel  on  peut  encore 
établir  une  correspondance  univoque  entre  la  fonction  9  et  l'ophélimité, 
par  l'expérience,  et  c'est  celui  où  le  cycle  est  ouvert.  Alors,  si  l'on 
admet  que  l'on  puisse  faire  les  expériences  nécessaires,  on  peut  an 
moins  théoriquement  déterminer  l'ophélimité**). 

n  faut  remarquer  que  ces  recherches  demeurent  étraDgëres  à  la 
détermination  de  l'équilibre. 

19.  Correspondance  entre  les  indices  d'ophélimité  et  les  lignes 
d*ofl!re  et  de  demande.  Supposons  d'abord  que  nous  ayons  deux 
marchandises.  On  peut  se  donner,  d'après  le  peu  que  nous  savons 
des  lois  d'ofi&e  et  de  demande,  les  lignes  (a)  de  la  fig.  1,  et  cherdier 
les  lignes  (/î);  mais  on  trouve  fort  souvent  pour  celles-ci  des  formes 
qui  sont  en  dehors  des  faits  que  nous  connaissons.  La  voie  inverse 
réussit  mieux.  Si  Ton  se  donne  les  lignes  (j3),  d'après  ce  qu'on  connidt 
des  choix,  on  trouve  plus  facilement  des  lignes  (a)  qui  sont  d'accord 
avec  l'expérienct. 

Des  économistes  ont  cru  qu'on  pouvait  ainsi,  en  partant  des 
(/S),  donner  une  démonstration  des  lois  d'oflfre  et  de  demande.  C'est 
une  erreur.  Au  contraire  certaines  formes  des  lignes  (fi)  sont  rendues 
probables,  par  l'accord  avec  les  faits  d'observation  des  propriétés  des 
lignes  (a)  qui  se  déduisent  de  ces  formes  des  lignes  (fi). 

Supposons  qu'un  individu  ait  une  quantité  OA  =  x^  de  la  mar- 
chandise X,  et  prenons  pour  les  lignes  (a)  de  la  figure  2,  des  lignes 
droites  BC,  telles  que  ABC  soit  un  angle  aigu,  et  OB  =  mx^.    Ces 


28)  F.  Pareto,  Manuel  d^économie  politique*),  p.  646  et  biût. 
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formes  des  lignes  (a)  ne  sont  pas  en  contradiction  avec  ce  que  nous 
savons^  pour  certaines  marchandises ,  des  lois  de  ïoSre  et  de  la  de- 
mande. 

Les  lignes  (^)  qui  leur  correspondent  ont  ponr  équation  diffé- 
rentielle ^ 

OÙ  n  ->  tang  ABC. 

L'intégrale  de  cette  équation  donne  pour 
la  fonction-indice 

ç)  -  c  -f- î-=-^logy  +  log(na?  —  y); 

et  par  conséquent  les  fonctions-indices^   en  Fig.  2. 

général,  sont 

^y         my(nx  —  y)    ^   ^^-^  ' 

Nous  ne  connaissons  pas  de  marchandises  auxquelles  ces  expres- 
sions puissent  s'appliquer. 

20.  Un  nombre  quelconque  de  marohandises.  En  général,  si 
l'équation  des  yariétés  d'offire  et  de  demande  est 

(27)  x^f{x,,y,ss,...), 

il  faudra  que  cette  yaleur  de  x,  substituée  dans  l'équation 

(28)  (^0-  ^)<P,-  y<Py+  ^9?.  +  •  •  -, 
la  rende  une  identité. 

L'équation  (28)  se  rapporte  au  cas  où  l'on  o&e  X  et  Ton  demande 
T,Z,... 

Si  l'on  veut  que  q>^  dépende  seulement  de  x,  que  g>^  dépende 
seulement  de  y,  . . .,  on  devra  avoir 

-'■-  (^-)-(fe-i)'^-».  - 


(28) 
OU  bien 

(30) 


dxdy 


,dydM 


"'      dydu      "'    ••• 


WdxJ      dxj  dy  +  dx,dy  dx,  ^*»      '^f 


~  fi^  a«v^o  — *;  — "> 


dx*  dy 
d*f  df  df 
3V  8y  d* 


d'f    df  df 


a«,a«a«,  dy 
dv   df  df  .    ay  /3a«    ^ 

[     dx^dydx^df^  dxdt\dxj^^'     ••• 
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Telles  sont  les  conditions  qui  doivent  être  rempUes  pour  qu'une 
loi  d'offre  et  de  demande  soit  compatible  avec  l'indépendance  des  con- 
sommations. 

21.  Forme  linéaire  des  variétéa  d'oAre  et  de  demande,  et 
oonaommationfi  indépendantes.  Maintenant  nous  pouvons  résoudre 
le  problème  suivant:  une  forme  linéaire  des  variétés  d'offire  et  de 
demande  est-elle  compatible  avec  la  condition  que  les  consommations 
des  marchandises  soient  indépendantes? 

Si  cela  est  possible^  il  faut  qu'en  posant 
(31)  a;-a  +  /Jy  +  yir  + , 

Uj  p, étant  des  fonctions   de  Xq,  les  identités  (30)   soient  vé- 
rifiées. 

1^)  Si  Ton  n'a  que  deux  marchandises, 

x^a  +  fiy, 
les  identités  (30)  se  réduisent  à  une  seule,  la  première,  et  l'on  a 

Les  accents  indiquent  des  dérivées  par  rapport  à  a;^.    De  ces  identi- 
tés, on  tire 

a  =  A(a;o  —  n)  +  w,    )3  =  m{x^  —  w), 

m,  n,  h  étant  des  constantes  arbitraires. 

2^)  Si  Ton  a  trois  marchandises,  les  identités  (30)  sont  au  nombre 
de  trois.  Les  deux  premières  sont  satisfaites  par  les  valeurs  précé- 
dentes de  a  et  /3,  et  par 

y  ^  m(x^  -  n), 

mais  la  dernière  donne  la  condition  impossible 

2m«(a;o-6)  =  0. 

Un  résultat  analogue  s'obtient  dans  le  cas  où  les  marchandises 
sont  en  nombre  supérieur  à  trois.  La  forme  (31)  n^est  donc  pas  possible 
pour  plus  de  deux  marchandises. 

Dans  le  cas  de  deux  marchandises,  on  a 

x^n  +  h{xQ  —  w)  +  m(a:o  —  n)y, 

A  j    1  —  h  —  my 

9>«-5^r^?     Vf--^    y(h  +  fny)    ' 

9>  =  0  +  Alog(x  —  w)  —  ^  -=-  logy  —  j^logQi  +  my) . 

Ces  formes  des  fonctions-indices  sont  acceptables,  et  pourvu  que  Ton 
ait  my  <  h,  les  inégalités  (17),  (18),  (19)  sont  vérifiées  pour  q>^. 
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22.  Fonotions-indioeB  correspondant  à  certaines  lignes  d'ofE^ 
et  de  demande.  Quelle  est^  même  si  les  consommationB  sont  dépen- 
danteS;  la  fonction-indice  qui  correspond,  aux  lignes  d'offre  et  de 
demande  x  ^  a  +  j3y? 

Nous  ayons 

Par  un  changement  de  yariables  indépendantes,  cette  équation  devient 

(«-^o)|5  +  y(^'y+«')|f-o, 

et^  en  intégrant,  nous  avons 

^  y         J  «0  -  «      ' 

dxt,. 


(O  =    f 


Dans  le  cas  précédent,  on  a 

h 

o  =  j-3^1og(a?o-«),     q>-{x^-n)       -^~' 

En  disposant  convenablement  de  la  fonction  arbitraire  F{(p)j  nous  pou- 
vons changer  cette  valeur  de  (p  en  celle  qui  a  été  précédemment  obtenue. 

23.  Forme  hyperbolique  des  lignes  d'offire  et  de  demande. 
Les  lignes  d'offre  et  de  demande  sont  généralement  données  par  des 
relations  entre  les  quantités  et  les  prix. 

A  la  suite  de  A.  MarsMUy  plusieurs  économistes  ont  supposé 
des  lignes  d'offre  et  de  demande  données  par  l'équation'^) 

où  c  désigne  une  constante. 

Il  faut  rechercher  à  quelles  fonctions-indices  cette  forme  corres- 
pond; car  si  l'on  néglige  cette  recherche,  on  s'expose  à  énoncer  des 
propositions  contradictoires. 

1^)  Si  l'on  ne  considère  que  deux  marchandises,  on  posera 

s  =  yp% 
s  étant  une  fonction  de  Xq.    En  indiquant  par  ^^  la  fonction  inverse 
de  9>^,  nous  aurons 

Par  des  dérivations  successives  par  rapport  k  y  et  k  p,  considérées 
comme  variables  indépendantes,  on  obtiendra  l'équation 

9/+  y<Py%y  -  ny\^q)^^^  +  2ny^<P?y  -  0, 
29)  A.  Marahad,  Frinciples  of  économies,  (5*  éd.)  1,  Londres  1907,  p.  888/40. 
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dont  riiit%rale  générale  est 

1 

% r- 

Ay  +  By"" 
De  là  résulte 

M  M 


MBy^'-y 


»»-(ft)" 


Ces  valeurs  sont  acceptables^  mais  seulement  dans  de  certaines 
limites.     11  faut  que  9^  soit  positive  et  que  q>^^  soit  négative. 
La  quantité  x  ne  pouvant  devenir  négative,  on  a  toujours 

ce  qui  donne 


(32) 

1 

y" 

-1 
> 

1 
BM 

Pour 

que  çjy 

BOit 

positive, 

on 

1 

doit 
-1 

avoir 

1 

et  pour  que  tp^^  soit  négatÏTe,  on  doit  avoir 

^         ^  BM 
On  a  deux  cas  à  considérer: 

1^)  n  <  1.  Les  conditions  relatives  à  9^,  9^^  subsistent  toujours 
quand  l'inégalité  (32)  est  vérifiée.  Les  lignes  d'offire  et  de  demande 
peuvent  s'admettre  sans  restriction. 

2**)  n  >  1.     Pour  que  a;  >  0,  9y>  0,  on  doit  avoir 

1-1 
y    ""KMB, 

et  pour  quç  %^<^j  il  faut  que 

La  portion  de  courbe  d'offire  et  de  demande  comprise  dans  l'intervalle 

1 — -  -  1  —  —        MB 

y     '<  MB,       y    *>  ^ 

n'est  donc  pas  admissible;  tandis  qu'elle  l'aurait  été,  si  l'on  n'avait 
pas  tenu  compte  de  la  condition  9yy<0. 
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Prnnons^  par  exemple, 

n-2,    MB  "2,    a?o-10; 
on  aura 


pry—*'; 

itr  ^   J.V  — 
1 

'.     1 
Vy 

1  ' 

«Vy-y 

Par  conséquent 

(«Vy-y)' 

y- 

0,04 

0,25 

1 

4 

P- 

25 

10 

5 

2,5 

a:  — 

9 

7,5 

5 

0 

rr^- 

4 

1 

0 

_  1 

2 

'Pn- 

— 

— 

0 

+ 

Si  l'on  ne  considérait  pas  le  signe  de  9?^^,  on  pourrait  donc  faire 
varier  y  de  zéro  à  4.  Mais  si  Ton  vent  que  9^^  soit  négative,  il  faut 
s'arrêter  à  j/  »  1. 

Cette  analyse  fait  voir  qu'on  ne  saurait  adopter  sans  restriction 
la  forme 

xp^  =  constante 

pour  les  lignes  d'offre  et  de  demande,  si  l'on  admet  que*®) 

5°)  Si  Ton  a  plus  de  deux  marchandises,  trois  par  exemple,  et 
si  les  prix  de  ces  trois  marchandises  X,  T,  Z  sont 

on  devra  supposer  que  l'on   a 

alors,  p^  demeurant  constant,  on  aura 

yp^  —  constante. 
Voyons  si  cela  est  possible. 

L'équation  précédente  peut  s'écrire 

et  l'on  devra  avoir 

fiPyV^,  P.)  -  9.{^^%)  +P,y+P.9s  (~  <P,)' 


80)  A,  Marahaïl*^  admet  ces  inégalités,  mais  il  ne  parait  pas  connaître 
Tezistence  des  restrictions  qa*elles  entraînent. 
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Prenons  comme  yariables  indépendantes  y  y  p^y  p^.    Nous  Terrons  que. 
j^  est  une  fonction  de  —  9?y  et  que,  par  conséquent^ 

M 

y» 

L'identité  précédente  deviendra  donc 

1 


/^(i>,y-,  p.)  =  ^.  f-^\  +P,y  +P.^.  f-^ 


7 


qui  n'est  possible  que  si  n  »  1.  Ainsi,  ce  cas  excepte,  on  ne  saurait 
admettre  que,  sur  un  marché  où  s'échangent  plusieurs  marchandises 
dont  les  consommations  sont  indépendantes,  on  ait'^) 

où  c  désigne  une  constante. 

24.    Formes  à  essayer  pour  les  lignes  d*ofl^  et  de  demande. 

Si  l'on  prend,  pour  les  fonctions-indices  élémentaires,  des  fonctions 

de  la  forme 

A  B 

^'       a.«  ^y       y^ 

J.,  J5,  . . . ,  a,  /3,  .  . .  étant  des  quantités  positives,  les  in^^alités 

ÎP,>0,9,,<0, 

sont  vérifiées.  Mais  pour  tenir  compte  de  particularités  qui  se  pr^ 
sentent  en  pratique,  on  doit  avoir  recours  à  des  fonctions  de  la  forme 

les  quantités  A,  A^,  , . .  pouvant  être  en  partie  négatives.  Et  alors  il 
7  a  lieu  d'examiner  sous  quelles  conditions  les  inégalités 

V.>0,   ()P,,<0,     ... 
sont  satisfaites. 

Il  serait  fort  utile  de  continuer  des  recherches  de  ce  genre  et  de 
tacher  de  mettre  ainsi  en  rapport  tous  les  faits  qui  nous  sont  connus 
au  sujet  de  l'échange  des  marchandises. 

26.  Les  liaisons  du  premier  genre.  Les  cas  concrets  de 
l'échange  se  rapprochent  beaucoup  du  cas  théorique,  où  Ton  sup- 
pose que  les  liaisons  consistent  en  ce  que  la  somme  totale  des 
marchandises   demeure    constante.      Mais  il   y  a   un   grand   nombre 


31)  n  n'y  a  nulle  trace  de  semblables  recherches  dans  Touvrage  de 
A.  Marshall*^;  et,  par  conséquent,  les  résultats  auxquels  il  est  conduit,  sont  in- 
complets et,  en  partie,  erronés. 
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d'antres  liaisons  dont  il  £ant  tenir  compte.  Il  7  a  d'abord  les  pré- 
lèvements an  moyen  de  l'impôt^  et  les  dépenses  de  l'antorité  publique. 
Les  fonctions-indioes  (si  elles  existent)  pour  ces  recettes  et  ces  dé- 
penses, sont  évidemment  d'un  genre  tout  différent  de  celui  des  fonc- 
tions-indices pour  l'individu.  Il  7  a  des  marchandises  dont  le  prix 
est  fixé  par  la  loi  (par  exemple  le  tabac  en  France),  par  la  coutume, 
l'usage,  etc.  Il  7  a  une  multitude  de  liaisons  provenant  du  commerce 
en  gros  et  en  détaiL 

n  est  tout  aussi  impossible  d'énumérer  toutes  les  liaisons  des  systèmes 
économiques,  qu'il  le  serait  d'énumérer  toutes  celles  des  S7stèmes  mé- 
caniques. Dans  un  cas  et  dans  l'autre,  il  faut  étudier  les  différents 
t7pes  que  Ton  juge  avoir  une  certaine  importance. 

JÇiCS  cas  concrets  de  la  production  présentent  un  très  grand 
nombre  de  tTpes  de  liaisons.  Il  convient  d'abord  de  séparer  différentes 
collectivités,  ce  qui  conduit  à  étudier  ce  que  les  économistes  ont  appelé 
le  commerce  national  séparément  du  commerce  international.  Mais 
dans  un  même  pa7S,  on  peut  trouver  ces  deux  t7pes.  Pour  procéder 
rigoureusement,  il  faut  étudier  une  collectivité  isolée,  et  ensuite  con- 
sidérer plusieurs  de  ces  collectivités  se  trouvant  en  des  rapports  variés. 

Ensuite  un  type  de  liaison  très  important  est  celui  qui  établit 
les  rapports  entre  les  quantités  reçues  par  le  producteur  et  les  quan- 
tités transformées.  Cette  étude  se  rattache  à  celle  des  types  d'orga- 
nisation économique. 

Il  y  a  des  productions  indépendantes,  d'autres  qui  sont  plus  ou 
moins  dépendantes,  certaines  le  sont  étroitement,  par  exemple  la 
production  de  la  paille  et  du  blé.  Ces  considérations  amènent  à 
étudier  une  classe  nombreuse  de  liaisons''). 

Le  coût  de  production  est  en  rapport  avec  l'importance  de  l'entre- 
prise qui  se  livre  à  la  production.     De  là  naissent  d'autres  liaisons. 

Nous  avons  vu  que  si  l'on  suppose  que,  pour  fabriquer  dx^  on 
doive  employer  a^^dx  de  A,  b^dx  de  B,  etc.,  les  quantités  a„  b^, ... 
se  nomment  les  coefficients  de  production  ou  de  fabrication.  Des 
liaisons  établissent  certains  rapports  entre  ces  coefficients  de  production 
et  les  quantités  produites.     Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  ces 


32)  On  ne  saurait  admettre  la  définition  de  L.  Wàlras  [Eléments  d'économie 
politique  pure  '),  p.  XU]  :  <(Jj  économie  politique  pure  est  essentiellement  la  théorie 
de  la  détermination  des  prix  sous  un  régime  hypothétique  de  libre  concarrence 
absolue.»  Du  moins,  si  on  Fadmet,  car  il  ne  faut  jamais  disputer  sur  les 
mots,  il  est  nécessaire  d^avoir  un  autre  terme  pour  indiquer  la  théorie  des  phéno- 
mènes économiques  tels  qu'ils  se  présentent  en  réalité.  La  définition  de  L.  Wakas 
exclurait  de  Téconomie  politique  pure,  même  la  théorie  du  monopole. 
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coefficients  sont  constants;  ils  peuvent  être  fonction,  continiie  on 
discontinue,  des  quantités  produites  totales,  des  quantités  produites  par 
chaque  entreprise,  etc. 

Une  classe  très  importante  de  relations  est  celle  qui  établit  des 
rapports  entre  les  coefficients.  Depuis  longtemps,  on  avait  entrevu 
vaguement  ces  rapports  dans  les  phénomènes  de  l'agriculture  extensive. 
En  général,  il  y  a  certains  groupes  de  coefficients  tels  que  l'augmen- 
tation des  uns  peut  être  compensée  par  la  diminution  des  autres''). 
Nous  avons   ainsi,   entre  les  coefficients  de  ce  groupe,  une  équation 

L'existence  de  ces  équations  est  incontestable;  leur  nature  est 
encore  fort  peu  connue.  Un  vaste  champ  s'ouvre  ici  aux  études  de 
l'économie  mathématique. 

Enfin  on  a  un  très  grand  nombre  de  liaisons  qui  résultent  des 
lois  fiscales,  des  lois  dites  sociales,  des  mesures  imposées  par  les  syn- 
dicats, etc. 

L'économie  appliquée  doit  étudier  toutes  ces  Uaisons;  l'économie 
pure  tire  seulement  de  cette  étude  la  notion  des  types  qu'il  lui  con- 
vient d'étudier. 

26.  Les  liaisons  du  second  genre '^).  Elles  consistent  dans  la 
détermination  des  voies  parcourues  dans  l'échange;  le  système  le  plus 
simple  de  ces  liaisons  est  celui  des  prix  constants;  c'est  aussi  un  des 
plus  répandu  dans  la  pratique. 

Les  prix  variables  peuvent  l'être  avec  la  quantité  totale  de  la 
marchandise.     C'est  ce  qu'il  est  nécessaire  d'admettre,  si  l'on  ne  veut 


88)  L.  Walras,  dans  les  premières  éditions  de  son  ouvrage:  Éléments  d^éoo- 
nomie  politique  pure'),  a  considéré  d*une  manière  correcte  les  coefficients  de 
fabrication.  Il  a  eu  tort  de  changer  son  point  de  yue  dans  la  troisième  édition, 
Lausanne  1896,  p.  486/92. 

34)  L'origine  de  cette  théorie  peut  se  voir  dans  le  fameux  problème  du 
basket  de  A.  Mar^ialî;  ce  problème  a  été  aussi  étudié  par  F.  T.  Bdgeworth 
[Giomale  degli  economisti  (Rome)  1891,  p.  283/45].  Mais  ces  auteurs  ne  pa- 
raissent pas  s*être  rendu  compte  de  la  généralité  et  de  Timportanoe  de  la 
question.  F.Y.Edgeucarth  [id.  p.  284]  dit  même  en  note:  «Moite  sottigliesze  che 
sono  necessarie  per  rifinire  log^camente  (le  dottrine  economiche)  nella  loro  fonna 
piû  générale  ed  astratta,  hanno  una  ristrettîssima  portata  pratica.  A.  ManhàU, 
Prindples  V,  4,  7.> 

Au  contraire,  la  considération  des  liaisons  du  second  genre  est  fondamen- 
mentale  pour  établir  la  théorie  de  Téquilibre  économique;  et  celle-ci  peut  ne  pas 
avoir  d'importance  pratique  quand  elle  est  traitée  comme  le  fait  A.  MaréhaUy 
mais  elle  en  acquiert  quand  elle  est  traitée  d'une  manière  générale,  qui  la  rap- 
proche de  la  réalité. 
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ayoir  qu'un  prix  sur  le  marché.  Us  penvent  l'être  ayec  la  quantité 
achetée^  ou  yendue,  par  chaque  individu;  et  alors  on  a  plusieurs  prix 
sur  un  même  marché.  La  pratique  nous  offire  des  exemples  de  ces 
deux  cas. 

Les  Yoies  suivies  dans  la  production  présentent  des  cas  analogues; 
et  les  types  se  compliquent  par  les  différents  caractères  que  peuvent 
avoir  les  coefficients  de  production. 

Les  liaisons  du  second  genre  sont  très  importantes  à  considérer 
pour  la  spéculation  et  autres  phénomènes  analogues^). 

27.  Les  types  des  phénomènes  économiques^).  Au  point  de 
vue  concret^  on  peut  distinguer  deux  types  principaux^  dont  le  second 
se'  divise  en  deux^  ce  qui  donne  en  tout  trois  types:  I)  Libre  con- 
currence; U)  Monopole  exercé  dans  l'intérêt  de  certains  individus; 
in)  Monopole  exercé  dans  l'intérêt  de  la  collectivité. 

Le  premier  type  se  distingue  des  deux  autres^  d'abord  en  ce  que 
les  personnes  qui  agissent  selon  ce  type  acceptent  les  prix  du  marché 
tels  qu'ils  sont^  et  ne  cherchent  pas  à  les  modifier  directement,  bien 
que,  sans  le  vouloir  ou  sans  s'en  rendre  compte,  eUes  les  modifient 
indirectement.  Les  personnes  qui  agissent  selon  les  deux  derniers 
types  savent,  veulent,  peuvent  modifier  directement  ces  prix;  et  c'est 
la  différence  des  buts  qu'elles  se  proposent  qui  différencie  les  deux 
types. 

Nous  avons  vu  au  n^  11  comment  ces  considérations  se  traduisent 
en  langage  mathématique. 

On  peut  d'ailleurs  considérer  une  infinité  d'autres  types,  selon 
les  conditions  que  l'on  voudra  imposer  [n°  37]. 

Ensuite,  quant  à  la  production,  le  type  I  est  caractérisé  par  le 
fait  que  le  coût  de  production  total  est  égal  au  prix  de  vente;  le 
type  n  par  le  fait  que  le  prix  de  vente  est  plus  grand  que  le  coût 
de  production;  le  type  III  n'établit  pas  a  priori  de  rapport  entre  le 
coût  de  production  et  le  prix  de  vente;  ce  rapport  résultera  de  la  con- 
dition qui  est  propre  à  ce  type,  et  qui  consiste  dans  la  réalisation 
d'un  certain  maximum  pour  la  collectivité. 

L'égalité  du  coût  de  production  et  du  prix  de  vente  ne  doit  pas 


S5)  La  théorie  génénle  a  été  donnée  dans  F.  Tart^o^  Manaale  di  economia 
politica'),  p.  172  et  suiv.,  p.  610  et  sniv. 

86)  n  vaut  mieux  parlez  de  types  abstraits,  dont  on  établit  rigonreusement 
les  conditions  mathématiqueB,  que  de  considérer  les  types  concrets  et  néces- 
sairement on  peu  vagnes  de  libre  concurrence,  de  monopoles,  etc.,  ainsi  qu'on  le 
fait  généralement  et  ainsi  que  Ta  fait  F.  Poreto,  dans  son  Cours  d'économie 
politique^. 
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exister  seulement  pour  la  quantité  totale,  mais  aussi  pour  la  dernière 
parcelle  produite*^.  H  se  pent  que  ces  deux  conditions  ne  puissent 
être  réalisées  ensemble;  ce  qui  introduit  de  nouyelles  subdivisions  dans 
les  types  considérés. 

28.  Le  maxime  d'ophélimité  pour  une  ooUeotivité*^.  Les 
termes  employés  pour  définir  le  III**™*  type  concret,  sont  yagues  et 
doivent  être  précisés  dans  une  étude  rigoureusement  scientifique. 

Il  y  a  deux  problèmes  à  résoudre  pour  procurer  le  maxime  de 
bien  être  à  une  collectivité.  Il  faut  d'abord  fixer  les  règles  de  distri- 
bution que  l'on  juge  à  propos  d'établir.  La  solution  de  ce  problème 
est  principalement  du  domaine  de  la  sociologie.  Ces  r^les  de  distri- 
bution étant  adoptées,  on  peut  rechercher  quelle  position  donne,  tou- 
jours en  suivant  ces  règles,  le  plus  grand  bien  être  possible  aux  individus 
de  la  collectivité. 

Considérons  une  position  quelconque,  et  supposons  qu'on  s'en 
éloigne  d'une  quantité  très  petite,  compatiblement  avec  les  liaisons. 
Si  en  faisant  cela,  on  augmente  le  bien  être  de  tous  les  individus  de 
la  collectivité,  il  est  évident  que  la  nouvelle  position  est  plus  avanta- 
geuse à  chacun  d'entre  eux;  et  vice  versa  elle  l'est  moins  si  on  dimi- 
nue le  bien  être  de  tous  les  individus.  Le  bien  être  de  certains 
d'entre  eux  peut  d'ailleurs  demeurer  constant  sans  que  ces  conclusions 
changent.  Mais  si,  au  contraire,  ce  petit  mouvement  fait  augmenter 
le  bien  être  de  certains  individus  et  diminuer  celui  d'autres,  on  ne  peut 
plus  affirmer  qu'il  est  avantageux  à  toute  la  collectivité  d'effectuer  ce 
mouvement. 

Ce  sont  ces  considérations  qui  conduisent  à  définir  comme  po- 
sition de  maximum  d'ophélimité,  celle  dont  il  est  impossible  de  s'éloi- 
gner d'une  quantité  très  petite,  en  sorte  que  toutes  les  ophélimitÀ 
dont  jouissent  les  individus,  sauf  celles  qui  demeurent  constantes,  re- 
çoivent une  augmentation  ou  une  diminution.  En  d'autres  termes, 
les  fonctions-indices  ne  doivent  pas  toutes  augmenter,  ni  toutes  diminuer, 
sauf  celles  qui  demeurent  constantes. 

Soient  pour  les  individus  1,  2,  3, les  fonctions-indices  to- 
tales *i,  0„  0j, et  9?!^,  9?2a7  93a; ^^  fonctions-indices 


87)  Y.'Bartto^  Manuale  di  economia  politica*),  p.  541;  Manuel  d'économie 
politique*),  p.  620. 

Lob  économistes  littéraires  ne  soupçonnent  même  pas  Tezistence  de  sem- 
blables problèmes   et  de  beaucoup  d'autres  analogues. 

88)  F.  Pareto,  Cours  d'économie  politique*)  1,  p.  267  (n^  886);  id.  2,  p.  92 
(n""  721);  Manuel  d'économie  politique'),  p.  354,  362,  617,  655  et  suiv. 
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de  A.    Considérons  l'expression 

Si  les  60^,  â0^y  ...  sont  nuls  dans  tontes  les  directions,  les 
individus  ont  de  tont  à  satiété.  Sauf  ce  cas,  qu'il  est  inntUe  de 
considérer,  l'expression  qne  l'on  vient  d'écrire  ne  pent  devenir  nulle 
que  si  une  partie  de  â  O  est  positive  et  une  antre  pa^e  négative; 
par  conséquent 

(34)  âS^O 

caractérise,    selon  notre  définition,  le  maxime  d'ophélimité  pour  la 
collectivité  considérée. 

Cette  quantité  âS  représente  une  quantité  de  marchandise  A. 

Lorsque  la  collectivité  se  réduit  à  un  seul  individu,  la  définition 
que  nous  venons  de  donner  du  maxime  d'ophélimité  pour  cette  col- 
lectivité devient  identique  à  la  définition  du  maxime  d'ophélimité 
pour  un  individu'^). 

29.  Les  transformations^^).     Les  variables 

X,  y,  0,  ... 
peuvent  représenter  des  quantités  de  choses  matérielles,  ou  des  emplois 
de  ces  choses  pendant  l'unité  de  temps,  des  quantités  d'énergie,  etc. 
Par  exemple  x  peut  représenter  un  cheval  qui  fidt  tourner  un  ma- 
nège, l'énergie  mécanique  développée  par  ce  cheval  dans  l'unité  de 
temps,  l'emploi  de  ce  cheval  pendant  l'unité  de  temps.  Il  est  indiffé- 
rent, au  point  de  vue  de  l'étude  de  l'équilibre  économique,  que  x  re- 
présente Fénergie  mécanique  d'un  cours  d'eau,  énergie  qui  est  trans- 
formée dans  la  production  et  consommée,  ou  bien  l'emploi  de  ce  cours 
d'eau.  Cette  distinction  n'acquiert  d'importance  qu'au  point  de  vue 
de  la  manière  dont  s'établit  la  comptabilité  de  l'entreprise  qui  se 
livre  à  la  production.  La  notion  de  capital,  qui  est  d'une  très  grande 
importance  pour  les  économistes  littéraires,  n'est  donc,  au  point  de  vue 
de  l'économie  mathématique,  qu'une  notion  très  secondaire,  se  rappor- 
tant à  la  manière  d'établir  la  comptabilité  des  entreprises^^). 

Selon  les  circonstances  suivant  lesquelles  elle  se  présente,  un  seul 
et  même  objet  matériel  peut  correspondre  à  des  biens  économiques 

89)  Manuel  d'économie  politique*),  p.  618. 

40)  Manuale  di  economia  politica*),  p.  172,  291.  Il  convient  de  sabstituer, 
en  une  étude  d'économie  pure,  cette  notion  abstraite  et  générale  aux  notions 
en  usage,  concrètes  et  peu  précises. 

41)  Nous  ne  pouvons  nous  étendre  ici  sur  cette  matière,  très  importante 
an  point  de  vue  économique.  On  la  trouvera  étudiée  dans  F.  Pareto^  Manuel 
d'économie  politique*). 

Sn^dop.  dea  toiano.  mAthénuit.    14.  40 
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différents;  on  doit  alors  distinguer  ces  derniers  par  des  letiares  diffé- 
rentes. A  ce  point  de  vue,  on  peut  considérer  trois  genres  principaux 
de  transformations^  à  savoir  les  transformations  matérielles,  les  trans- 
formations dans  l'espace  et  les  transformations  dans  le  temps. 

80.  L'économie  mathématique  ne  résout  pas  directement  des 
cas  pratiques.  Cet  aperça  extrêmement  sommaire  des  correspondances 
entre  les  cas  concrets  et  les  cas  théoriques,  deyrait  être  loi^^ement 
développé;  mais  c'est  là  l'objet  de  l'économie  appliquée,  dont  ici  nous 
n'avons  pas  à  nous  occuper. 

Une  erreur  profonde,  à  laquelle  ne  sont  mallieureusement  pas 
étrangers  quelques  économistes  mathématiciens,  consiste  à  se  figurer 
que  l'économie  mathématique  peut  directement  résoudre  les  problèmes 
de  l'économie  pratique.  Il  n'en  est  rien.  L'économie  matiiématique 
n'est  qu'une  des  nombreuses  parties  qui,  réunies  par  la  synthèse,  pour- 
ront donner  la  solution  des  problèmes  pratiques^).  Elle  est  à  ceux- 
ci  dans  le  même  rapport  que  la  mécanique  rationnelle  aux  problèmes 
de  la  mécanique  pratique,  que  la  thermodynamique  aux  études  prar 
tiques  de  construction  et  d'usage  des  machines  à  vapeur,  que  la  chimie 
théorique  à  la  pratique  de  l'agriculture,  etc**). 

Les  objections  faites  à  l'étude  de  l'économie  mathématique  n'ont 
ni  plus,  ni  moins  de  valeur  que  celles  qui  ont  déjà  été  soulevées 
contre  l'étude  de  la  mécanique  rationnelle,  de  la  thermodynamique  et 
d'autres  sciences  analogues. 

Nous  allons  maintenant  laisser  entièrement  de  côté  l'examen  des 
cas  concrets,  et  nous  nous  occuperons  exclusivement  de  l'étude  mathé- 
matique de  certains  cas  théoriques. 

Détermination  de  l'équilibre  économique. 
31.    Échange.     Libre  concurrence  et  prix  constants^).     C'est 
un  type  fort  important,   qui  peut  aussi  s'entendre  de  la  distribution 
de  certaines  quantités  de  marchandises  entre  les  membres  d'une  col- 
lectivité. 

Indiquons  par 

1,  2,  3,  . . .,  e  -f.1 

les  individus,  et  mettons,  comme  indices,  ces  chiffres,  aux  quantités  et 
aux  fonctions  qui  se  rapportent  à  ces  individus.  Les  prix  de  m 
marchandises  X,  F,  Z,  . . .  seront 

42)  Cf.  note  54. 

48)  C'est  le  seul  cas  étudié  par  X.  Waka», 
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Pour  déterminer  l'équilibre^  nous   ayons  les  éqnatione  Bnirantes: 


(A) 


Vl«="^yiF'"^yi. ="•••> 

< 

1                     1 

1          1 

h  -  ^10  +i>,(yi  - yio)  +  a(^i  -  O  + < 

h  -  ^10  +Pyhft  -  yw)  +i>.(^«  -  O  + ( 

(B)  

a?tf  — a7so  +  l>y(y«-y«o)+l>,(i^s— ir^o)H =  0, 

U  -  a?io  +  a^  -  a?fo +  •••-- 0, 

(^)  pi  -  yio  +  y«  -  y«o  + o» 

On  remarquera  que  Ton  n'écrit  pas,  dans. le  système  (B),  l'éqna- 
tion  qui  correspond  à  l'indice  d  +  1^  c<u^  oU®  ^  1a  conséquence 
des  autres  équations  (B)  et  des  équations  (G).  Si  l'on  voulait  écrire 
cette  équation,  il  faudrait  en  supprimer  une  autre. 

Les  systèmes  (A),  (B),  (G)  ont  une  signification  économique. 
Le  système  (A)  indique  que,  étant  données  les  liaisons,  les  goûts  des 
individus  sont  satisfaits,  que  ces  individus  se  sont  arrêtés  sur  une  variété 
d'indifférence.  Le  système  (B)  représente  les  budgets  des  individus.  IL 
appartient  aux  liaisons  du  premier  genre.  Le  fait  que  les  p^^  !>•;••• 
sont  constants,  se  rapporte  aux  liaisons  du  second  genre.  Le  système 
(G)  fait  partie  des  liaisons  du  premier  genre:  il  indique  que  les  quan- 
tités totales  de  marchandises  demeurent  constantes. 

Les  inconnues  sont 

1°)  les  w  —  1  prix; 

2°)  les  md  +  m  quantités  x^y  x^, ...  y^,  y„ ; 

soit  en  tout  mO  +  2m  —  1. 

Les  équations  sont 

V)  les  (w  -  l)(e  +  1)  équations  (A); 

2^)  les  6  équations  (B);  les  m  équations  (G);  en  tout  mO  +  2in  —-1. 
Les  équations  sont  en  même  nombre  que  les  inconnues,  et  le  problème 
est  bien  déterminé. 

Les  difficultés  mathématiques  du  problème  proviennent  du  grand 
nombre  d'équations  entre  lesquelles  il  faut  procéder  à  des  éliminations 
compliquées^).  Mais  on  peut,  sans  procéder  à  l'élimination,  obtenir 
certains  théorèmes  au  sujet  des  quantités  et  des  prix. 

44)  Pour  éviter  ces  difficnltés,  la  plupart  des  auteurs  qui  traitent  ces  ma- 

40* 
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y». 

9».» 

<P„,     ■■ 

9.» 

9„ 

9m    •  • 

9,. 

9,, 

9..  • •  • 

32«  Lois  générales  de  TofCre  et  de  la  demande^.    Gonaidéroiis 
un  indiyidii  quelconque;  les  équations  (Â)  et  (B)  donuOTont  pour  lui 

Posons   g>g^My   m   est   l'indice   élémentaire  de  la  marchandise 
dont  le  prix  est  un,   c'est-à-dire   de  la  monnaie.     Soit  22  le  hessien 


JB- 


Substituons  1,  p^,  p^,  ...  aux  éléments  de  la  première  colonne  de  ce 
déterminant,  de  la  seconde  colonne,  de  la  troisième  , . . .  et  indiquons 
par  jR|,  i2|,  22,,  ...  les  déterminants  qui  résultent  de  ces  substitu- 
tions. Soit  en  outre  S^^  le  mineur  que  l'on  obtient  en  supprimant 
dans  jR  la  i^^^  ligne  et  la  n^^^  colonne,  ce  mineur  étant  pris  avec  le 
signe  qu'il  doit  avoir  dans  le  développement  de  JR,  en  sorte  que 

Formons  le  déterminant 


M 


0 

1 

P, 

P.    •• 

1 

V^x 

'P>y 

V,.- 

p» 

f'f 

fyy 

%,■ 

p. 

9x, 

%' 

9„     • 

... 

tières  ont  une  tendance  très  marquée  à  ne  considérer  que  l'échange  de  deox 
marchandises.  Ce  cas  très  simple  présente  en  outre  Tayantage  de  pouToiz  èke 
exposé  avec  des  courbes  et  des  diagrammes;  Tintuition  risuelle  supplée  à  l'étude 
analytique.  Gela  peut  être  utile  au  point  de  me  didactique.  Cela  peut  être 
aussi  utile,  au  point  de  yue  théorique,  pour  tâcher  de  deviner  la  voie  qu*on 
pourra  suivre  dans  des  cas  plus  compliqués.  Mais,  tôt  ou  tard,  il  £aut  en  venir 
à  Tétude  de  ces  cas,  avec  un  nombre  quelconque  de  variables,  car  seuls  ils  se 
rapprochent  de  la  réalité. 

Irving  Fiàher,  Mathematical  investigation  in  the  theoij  of  value  and  pdces 
[Trans.  Gonnecticut  academy  9  (1892),  juillet]  est  entré  largement  dans  cette 
voie  dès  1899. 

45)  F.  Pareto^  Manuel  d'économie  politique  *),  p.  679'  et  suiv. 

La  plupart  des  auteurs  ne  considèrent  que  l'échange  entre  deux  marehaa- 
dises.  On  ne  peut  ainsi  avoir  les  lois  générales  de  l'offire  et  de  la  demande,  et 
Ton  arrive  souvent  à  des  résultats  erronés. 
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et  soient,  comme  préc^emment,  M^^^  ses  mineurs,  chacun  pris  ayeo  le 
signe  convenable  pour  qn'on  ait 


Posons  encore 


De  la  sorte,  on  obtiendra**) 


^       B 


(35) 


dm 
'dpi 


y  —  Vo  +«- 


M, 


M 


dy  _ 

^      ""  •         Bf    \ 

^«.»-B/  B, 

dp, 

de 

T 

B 
■  ^,..^/  B, 

dp» 

T 

B 

33*   Consommations  indépendantes.    Si  les  consommations  sont 
indépendantes, 

Vxy-^y     <)Px,-=0, , 

et  l'on  a 


(36) 


y  —  yo  +  « 


En  outre 


dm 
dPv 

dpy 

dz    __    dm^   p^ 

dpy  dpy     fp,g 


Pv 

<Pyy 


-(y-yo)i>v+m(i-g^) 


^Vyy 


(37) 


dpv(y  —  yo)  ^  _  _^w_  / , 


pA\ 


dpy  dpy   \  (pyyj 

T— i-  +  ^  +  ^  + 

9>xx  9V»  9mb 

34,   Variations  de  Toffre  et  de  la  demande.     On  tire  de  ces 
formules  les  conclusions  suivantes: 

1^)  Si  la  marchandise  Y  est  demandée,  on  a  toujours 

dpy    ^ 

La  demande  décroît  quand  le  prix  augmente. 


46)  Ces  formules  et  les  suivantes  ont  été  données  par  F.  Pareto^  Giomale 
degli  economisti  (Rome)  1892,  p.  119/67;  id.  1893,  p.  279/321. 
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Quant  à  -J^y  il  peut  se  présenter  trois  cas: 

a)   L'individu   réduit    sa   dépense   fûte    en    acliat    de    Y.      L'indice 

d'ophélimité  de  la  monnaie  décroît. 
/})  Cette  dépense   demeure   la    même.     L'indice    d'ophélimité    de    la 

monnaie  ne  change  pas. 
y)   Cette  dépense  croît.    L'indice  d'ophélimité  de  la  monnaie  croît. 
2^)  Si  la  marchandise  Y  est  offerte^   on  ne  peut  rien  conclure 

au  sujet  du  signe  de  -^—  ■     Cette  quantité  peut  croître  et  décroître, 

en  passant  par  zéro.    On  a  toujours 

36*  Consommations  dépendantes.  Supposons  maintenant  que 
la  consommation  des  deux  marchandises  Y,  Z  soit  dépendante,  celles 
des  autres  marchandises  demeurant  indépendantes.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  que  nous  ayons  quatre  marchandises.     On  aura 

V,.     0        0       0 

T'yy        T'y» 

0      ft.     9.. 
0       0        0 

Les  équations  (85)  deviendront 
_      _       IV 


B 


0 
0 

Vuu 


y  —  yo  +  »» 


Vyy^ 


T^zx 


y_y_  ^ \vxx     9»s     ^uJ 

dpy  Tq>yyk 

a.       -<'-'-'^-'-(S;(£  +  £)+^^) 

dpf  Tv„k 

k=l--J!^,      A»l_a^l        l^l-?!.TïL 

Pm  Vrr  P»  V,M 


VrrVt, 


2p^.- 


9v» 


+ 


P.'      I     Pu' 


fPffyfp9»k 

Pour  une  dépendance  du  premier  genre 

alors  h,  l  sont  des  quantités  positives  et,  si  h  est  aussi  positive,  les 
condusions  sont  les  mêmes  que  pour  les  marchandises  à  consommations 
indépendantes. 
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Pour  une  dépendance  du  second  genre 

on  peut  ayoir  Z  <  0  ou  A  <  0;  les  conclusions  changent.  Il  faut  surtout 
remarquer  que  -^  peut  croître  avec  p^  quand  Y  est  demandée.  Cette 
conclusion  théorique  correspond  à  des  cas  observés  en  pratique  ^^. 

86.  Consommation  d*an  grand  nombre  de  marohandises.  Sup« 
posons  que  nous  ayons  une  grand  nombre  de  marchandises  dont  la 
consommation  est  indépendante.  La  quantité  T  peut  être  très  grande 
en  valeur  absolue^  sans  qu'aucun  de  ses  termes  soit  très  grand.  On 
pourrait  être  tenté  de  supposer  T^  +  oo,  et  de  considérer,  au  moins 
approximativement;  l'indice  d'ophélimité  de  la  monnaie  comme  constant, 
les  formules  (35)  donnant  ^ —  —  0.  Cette  hypothèse  a  le  grand  avan- 
tage de  permettre  de  considérer  séparément  les  variations  des  ofiBres 
et  des  demandes  des  marchandises,  les  formules  (35)  donnant 
dy  ^  _w_       d£_  ^  Q 

dpy  9yy  dpy  ' 

On  comprend  qu'elle  ait  séduit  des  économistes  qui  ne  voulaient  pas 
se  donner  la  peine  de  considérer  l'équilibre  économique  dans  toute  sa 
généralité.  Malheureusement  elle  conduit,  au  moins  en  général,  à  des 
résidtats  erronés  et  inacceptables,  et  par  conséquent  eUe  doit  être 
rejetée*®). 

87«  Échange.  Prix  variables  et  différents.  Supposons  que  les 
vendeurs  de  Y  s'accordent  entre  eux  pour  établir  des  prix  différents 
selon  la  quantité  achetée  par  chaque  client.  Nous  avons  ici  un  type 
en  dehors  de  ceux  qui  ont  été  considérés  au  n^  11;  les  personnes  qui 
ont  le  pouvoir  de  fixer  les  prix  ne  les  déterminant  pas  par  la  con- 
dition d'obtenir  un  maxime  de  gain  en  numéraire,  ou  en  ophélimité. 

Soient 

Piyy  Ajr; 

les  prix  auxquels  la  marchandise  Y  est  vendue  aux  individus 

1,  2,  ...,  e+1. 

Au  point  d'équilibre,  ces  prix  deviendront 

1>1%;  Plyy 


En  général  nous  affecterons  de  l'indice  supérieur  0  les  quantités 
qui  se  rapportent  au  point  d'équilibre. 

47)  F.  Pareto,  Cours  d'économie  politique  •)  2,  p.  838  (n°  977). 

48)  F.  Pareto  a  insisté  stu  ce  point  [Giomale  degli  economisti  (Borne) 
1896,  p.  476/8]  et  dans  son  Couzs  d^économie  politique^  1,  p.  36  (n<>  84);  Manuel 
d'économie  politique  %  p.  626. 
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Supposons  que  Y  soit  yendne  par  xm  inâiyidQ  pour  lequel  cette 
marchandise  n'est  pas  ophéUnie.  Les  quantités  se  rapportant  à  cet 
individu  seront  sans  indice  inférieur.  Il  ofi&e  toute  la  quantité  y^ 
qu'il  possède.     Les  équations  de  l'équilibre  sont  les  suivantes: 


(A) 


J>/   "'         tu 


(B) 


«0  -^  +7ii,<ï»i+/ft/y,— •+A«K-*")+"— 0, 

0  0 

0 


ja;»  -  a;,  +  «i»  -  «10  +  «î*  -  «.0  +  •  • 

.  =  0, 

-yo  +  yi"  +  y«"  +  — ^o, 

^-*0+V-'»10+V-'»M+-- 

.  =  0, 

(C) 


38*  Échange.  Prix  constants.  Monopole  d^in  individu  et 
d^ine  marchandise.  Puisque  l'individu  qui  a  le  monopole  de  la 
marchandise  Y  ne  tient  pas  compte  de  l'indice  d'ophélimité  de  cette 
marchandise,  il  7  a  une  équation  de  moins,  ceUe  en  q>^^j  dans  le 
système  (A)  du  n^  31.  On  peut  déterminer  toutes  les  inconnues  en 
fonction  d'une  d'entre  elles,  par  exemple  p^y  et,  le  monopole  étant 
détenu  par  l'individu  1,  on  aura 

yio-yi=/'(j>y)- 

(a)  Si  l'individu  qui  a  le  monopole  se  propose  d'en  tirer  la  plus 
grande  somme  possible  de  monnaie,  on  devra  poser 

Cette  équation  remplace  ceUe  qui  manque  dans  le  système  (A),  et  le 
problème  est  bien  déterminé. 

(p)  Si  l'individu  qui  a  le  monopole  se  propose  d'en  tirer  le 
maxime  d'ophélimité,  il  faut,  au  lieu  de  l'équation  précédente,  poser 
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c'est-à-dire 

et  le  problème  est  encore  bien  déterminé. 

39.  Monopole  de  denx  individus  et  d*nne  marchandise^.  Les 
deux  individus  sont  1^  2;  la  marchandise  est  Y. 

Autant  pour  le  maxime  de  gain  en  numéraire  que  pour  le 
maxime  d'ophélimité^  on  obtient  un  nombre  d'équations  plus  grand 
que  le  nombre  des  inconnues  à  déterminer,  ou  bien  des  équations 
qui,  en  général,  sont  incompatibles^).  On  en  conclut  que  Thypo- 
thèse  qu'on  a  faite  n'est  pas  admissible,  et  que  deux  individus  ayant 
le  monopole  d'une  seule  marchandise  ne  peuvent  agir  efiPéctivement 
selon  le  type  IL 

40.  Monopole  de  deux  individus  et  de  deux  marohandises.  En 

posant  la  condition  d'un  maxime  de  gain  en  numéraire,  ou  celle  d'un 
maxime  d'ophélimité  pour  les  individus  ayant  le  monopole  nous  obte- 
nons un  nombre  d'équations  égal  à  celui  des  inconnues;  et  ces  équa- 
tions ne  sont  pas,  en  général,  incompatibles.  Le  problème  est  donc 
bien  déterminé,   et  l'hypothèse  que  nous  avons  faite  est  admissible. 

Il  serait  utile  d'étudier  d'autres  cas  de  l'échange,  et  naturellement 
on  devrait  les  choisir  parmi  ceux  qui  correspondent  plus  ou  moins  à 
des  cas  réels.    Le  progrès  de  la  science  dépend  d'études  de  ce  genre. 

Le  cas  du  type  III  du  n^  27  sera  examiné  plus  loin. 

41.  Production.  Nous  avons  deux  phénomènes  économiques  qui 
viennent  se  souder  ensemble,  et  nous  avons  à  considérer: 

1^)  l'équilibre  des  consommateurs  et  des  fournisseurs  des  entreprises; 

2°)  l'équilibre  des  entreprises. 

Le  premier  équilibre  a  déjà  été  déterminé:  c'est  celui  de  l'échange; 
seulement  ici  les  quantités  des  marchandises  ne  demeurent  pas  cons- 
tantes; eUes  varient  grâce  aux  transformations  de  la  production,  et 
c'est  la  détermination  de  ces  quantités  qui  représente  la  soudure  des 
deux  phénomènes. 

Si  nous  posons 

^10  +  ^20  H =*  ^o;        VlO  +  ^20  H =  ^0?      •  •  •  ; 

49)  F.  Y.  Edgeworih  [Giomale  degli  economisti  (Rome)  1897,  p.  13/81]  a  le 
premier  traité,  en  faisant  certaines  hypothèses,  un  cas  particulier  de  ce  problème. 

50)  La  démonstration  se  trouve  dans  F.  Fareto^  Manuel  d'économie  pohtique  % 
p.  695  et  suiv. 

Seule  l'économie  mathématique  a  permis,  jusqu^à  présent,  de  traiter  ce 
problème,  que  ne  comprennent  même  pas  les  économistes  littéraires. 
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les  équations^  pour  rechange,  du  système  (G)  dn  n"^  31  peuvent  s'écrire 

(38)        X,  +  X,+X,  + X^,      y^  +  y^  +  y^  + T,,      ..., 

et  les  quantités  Xo,  Tb;  •  •  •  sont  données  et  constantes.    Ce  caractère 
de  constance  donne  une  des  liaisons  de  rechange. 

Dans  le  cas  de  la  production,  on  remplacera  les  quantités  cons- 
tantes Xoy  Tb>  . . .  des  équations  (38)  par  les  quantités  yariables 
X,  Y,  Z,  . . . ,  et  le  système  (C)  deviendra 

!Xi  +  x^  +  x^  +  ""^X, 
yi  +  y«  +  y,  +  -  —  ^, 


42.  Notations.  Après  cela  il  faut  s'occuper  de  l'équilibre  des 
entreprises,  ou,  en  d'autres  termes,  des  transformations  de  la  pro- 
duction. 

On  est  obligé  de  considérer  un  grand  nombre  de  quantités,  ce 
qui  complique  les  notations.     Il  est  bon  de  les  résumer. 

A,  Bf  Cf  . . . ,  biens  économiques,  ou  services  de  capitaux,  qui 
sont  transformés  en  X,  7,  Z,  . . . 

0  -f-  1,  nombre  des  individus. 

w,  nombre  des  choses  Ay  B,  C,  . . . 

w,  nombre  des  choses  X,  Y,  Z,  . . . 

Pour  les  consommateurs,  qui  sont  en  même  temps  les  foumisseun 
de  ^,  J?,  . . .,  à  l'entreprise: 

les  quantités  qui  sont  consommées  jusqu'à  une  position  intermédiaire. 
Pour  simplifier,  on  suppose  que  les  quantités  initiales  des  marchan- 
dises X,  F, . . .  sont  zéro;  quant  aux  quantités  initiales  de  ui,  J?,. ..,  on 
les  indiquera  par  a^^,  6^^,  . .  .,  Oi^,  h^,  . . .,  et  l'on  désignera  par 

Px7  Py7  •  •  •;  Paf  Pft,  . . . ,  les  prix, 

X,  Y,  . . .,  A,By  . . .,  les  quantités  totales  consommées,  jusqu'à 
une  position  intermédiaire. 

Pour  l'entreprise  qui  transforme  ^,  B,  ...  en  X,  Y,  . . .,  et  pour 
une  position  intermédiaire  on  désignera  par 

a,  b,  . . .,  les  quantités  reçues, 

A' y  B'y  . . . ,  les  quantités  transformées, 

Xy  y  y  . . . ,  les  quantités  produites, 

TC^y  Tt^y  . . .,  les  prix  de  revient  des  marchandises, 

Hof  y  Ily  y  .  • . ,  les  sommes  totales  que  coûtent  les  productions  de 

Xy      yy      .    ,    ,    y 
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J7oa»y  IIop,  . .  .y  les  sommes  totales  qu'il  faut  dépenser  avant  de 
commencer  la  production^ 

■P«py  Py;  . . .,  les  sommes  totales  que  Ton  retire  de  la  vente  de 

A4  y  S^j  -  "y  les  quantités  de  marchandises  dont  il  est  néces- 
saire de  disposer  avant  de  commencer  la  production, 

Aiggy  BoiBy  ...y  Ao^y  Bo^f  '"y  ^s  quautités  afférentes  à  la 
production  de  X,  à  ceUe  de  Y,  , . . . 

Pour  la  position  d'équilibre,  on  affectera  d'un  indice  supérieur  0 
les  quantités,  les  prix,  etc.  qui  se  rapportent  à  cette  position.  Pour- 
tant, quand  on  n'a  pas  à  craindre  d'équivoques,  on  omettra  ces  in- 
dices, qui  surchargeraient  inutilement  les  formules. 

Selon  ces  définitions,  nous  aurons 

'^1  +  ^i  H ^  ^7      «1  +  a,  H =  Ay 

yi  +  y,  +  "'-Yy      6i  +  6,  + By 

V+  V+  •  ■  —  X^      a,H  a,«+ A^y 

^10+  «ïoH =  A>      *io+  *2o  H ^  Bq,     ... 

(40)  a'^A,-A'y    h^^B,^B^y  ... 

-^  =  -^0»  +  -^1  +  ■  ■  ■  > 


(39) 


(41) 


43*  lies  liaisons.  Des  liaisons  du  premier  genre  établissent  des 
rapports  entre  les  quantités  transformées  et  les  quantités  produites.  La 
chaîne  des  transformations  peut  être  plus  ou  moins  longue.  On  peut 
transformer  certaines  choses  en  d'autres,  qui  serviront  à  en  produire 
d'autres,  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  dernières  choses  obtenues,  qui 
sont  directement  ophélimes  pour  les  consommateurs.  Les  premiers 
chunons  se  nomment  souvent  capiéàliscUiony  et  on  réserve  le  nom  de 
production  au  dernier.  Il  est  bien  entendu  que  par  le  terme  de 
choseSy  on  entend  non  seulement  des  choses  matérielles,  mais  encore 
l'usage  de  certaines  choses  (services  des  capitaux). 

Les  conditions  techniques  de  la  production  nous  feront  connaître 
les  quantités  A' y  B',  ...  en  fonction  de  a?,  y,  . . .,  soit 

(42)     A'  =  A^  +  F,{x,y,..),    B' ^B,' +  F,(x,y, ...),    ... 

Les  coefficients  de  production  sont 

(4«J)  «.--âF  '     **-  Tx'  •••'«»=  17-'  ••  • 
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En  admettant  l'existence  des  fonctions  intégrales  JFmj  J^àf  -f 
nous  admettons  implicitement  que  les  quantités  A',  B\  ...,  em- 
ployées pour  la  production,  ne  dépendent  pas  de  la  yoie  suirie  pour 
arriver  au  point  que  Ton  considère.  C'est  le  cas  le  plus  général,  en 
réalité.  On  pourrait  partir  de  la  considération  des  quantités  (43),  et 
alors  on  aurait  des  cycles  fermés  et  des  cycles  ouverts. 

La  considération  des  liaisons  du  second  genre  donnerait  aussi  de 
ces  cycles.  C'est  un  sujet  intéressant,  mais  nous  ne  nous  y  arrêterons 
paS;  car  il  n'a  été  encore  que  peu  ou  point  étudié. 

Les .  coeffîcients  de  fabrication  peuvent  être  fonctions  ou  ne  pas 
être  fonctions  des  quantités  x,  y,  .  .  .y  des  quantités  totales  produites 
par  chaque  entreprise;  ils  peuvent  être  constants  ou  variables.  En 
général,  certains  d'entre  eux  sont  constants  et  d'autres  variables.  Soit 
un  groupe  de  k  coefficients  variables  b^,  c^,  . . .,  6^;  on  aura  entre  eux 
l'équation 

(44)  /-(ft,,  V-..,  «^-0, 

et  l'entreprise  devra  les  déterminer. 

44*  Les  coûts  de  production.  Soit  X  une  marchandise  dont 
la  production  est  indépendante  de  celle  des  autres;  le  coût  de  pro- 
duction de  dx  sera 

(45)  njx^p^ajx+  p^\dx  +  •  •  • 

Pour  avoir  le  coût  de  production  de  la  quantité  Xj  il  faudra  int^rer 
cette  expression,  et  y  ajouter  les  quantités  initiales  A^xy  Sis,  -  •  - 
afférentes  à  la  production  de  X. 

S'il  y  a  un  groupe  de  productions  dépendantes,  par  exemple 
celles  de  X,  Y,  Z,  on  ne  pourra  avoir  que  le  coût  de  production 
du  groupe. 

Pour  les  productions  indépendantes,  nous  supposerons,  en  général, 
que  a^,  6^,  ...  ne  dépendent  que  de  x,  etc.    En  ce  cas,  on  aura 


(46) 


0  0 

nj"-  A)x+ A,d^,     ^/=  n^y  +J\ày7 


Les  coûts  de  production  ne  sont  pas  donnés  a  priori,  ce  sont  des 
fonctions  des  inconnues.  Cette  observation  si  simple  échappe  géné- 
ralement aux  économistes  littéraires. 
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46.  Ii68  types.  Ainsi  que  nous  rayons  vn  an'n^  27,  si  la  pro- 
duction de  X  se  fait  rigonrensement  selon  le  type  I^  on  doit  avoir^^) 

(47)  P.»  =  JT.»,    !>/  =  «.•• 

Mais  il  se  pent  que  ces  deux  équations  soient  incompatibles. 

En  réalité,  dans  le  cas  de  la  Ubre  concuirence,  on  doit  avoir 

(48)  PJ'^nj»,  pJ^^^J. 

Dans  le  cas  où  l'égalité  est  possible^  on  a  les  équations  (47).    Quand 
elle  n'est  pas  possible,  on  a  les  deux  cas  suivants 

(«)  PJ'>Jrj>,  j>,»-«.», 

ifi)  P,'-nj>,  pj>>nj>. 

Ces  cas  sont  en  rapport  avec  le  phénomène  de  la  rente.  Leur 
étude  est  très  intéressante,  mais  nous  ne  pouYons  pas  la  faire  ici^^. 

L'entreprise  s'eflforce  de  rendre  minime  le  coût  de  production 
J7y  de  la  marchandise  Y  qu'elle  produit.  L'équation  (44^  ayant  lieu 
entre  les  Je  quantités  ft^,  c^,  ...  «y,  on  peut  en  prendre  i  —  1,  soit 
c^f  •  •  -^  ^y;  comme  yariables  indépendantes  et  l'on  aura,  pour  le  mini- 
mum de  77y, 

^^^}         dby   dcy  "*"  dcy  -^^^    •••'     a&y   de„  "^acy"""^- 

Si  l'entreprise  agit  selon  le  type  I,  on  doit,  en  dérivant,  sup- 
poser constants  les  prix  ou  les  paramètres  qui  entrent  dans  les  ex- 
pressions des  prix. 

On  éliminera  -^~- ,  . . .  grâce  aux  équations  qu'on  obtiendra 
en  dérivant  l'équation  (44)  et  l'on  aura  ainsi  i  —  1  équations,  qui 
jointes  à  l'équation  (44)  nous  donnent  les  k  équations  nécessaires 
pour  la  détermination  des  h  inconnues  b^,  c^}  -  •   j  ^y 

Quand  l'entreprise  agit  selon  le  type  U,  elle  s'efforce  de  rendre 
maximée  la  différence  P^  —  77^,  autant  par  l'action  qu'elle  peut  exer- 
cer sur  les  prix  que  par  ceUe  qu'elle  peut  exercer  sur  les  coefficients 
de  fabrication. 

Dans  le  cas,  où  un  seul  iudividu  a  xm  monopole,  on  pourrait 
considérer  aussi  un  maxime  d'ophélimité;  mais  dans  la  réalité  ce  cas 
se  présente  bien  rarement.  Il  est  pourtant  utile  de  l'étudier  pour 
voir  les  différences  qu'il  présente  avec  le  cas  précédent,  dans  lequel 
les  comptes  se  font  en  numéraire. 

61)  C'est  à  tort  que,  lorsqu'on  étudie  le  cas  de  la  libre  concurrence,  on  ne 
tient  généralement  compte  que  de  la  première  de  ces  équations. 

62)  Les  développements  se  trouvent  dans  F.  FaretOy  Manuel  d'économie 
politique^);  mais  il  reste  encore  beaucoup  de  points  à  étudier. 
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46*  Équilibre  de  la  production  dans  le  cas  le  plus  simple^. 
Nous  supposons:  les  prix  constants;  les  coefficients  de  &brication  con- 
stants; l'absence  des  frais  indépendants  des  quantités,  c'est-à-dire 
^o.-^O,  Jloy^O, 

Le  type  est  celui  de  la  libre  concurrence,  qui  peut  être  rigoureusement 
obtenu,  les  équations  (47)  n'étant  pas  incompatibles. 

Nous  avons  d'abord  les  systèmes  (A),  (B)  du  n^  31  et  le  système 
(G^)  du  n°  41.    Ensuite  nous  ayons 


(E) 
(D) 


Px  =-  ^xPa  +  ^xPb  + 
Py  =  <^yPa  +  ^yPt>  + 


On  démontre  que  le  nombre  des  inconnues  est  égal  au  nombre 
des  équations;  et  le  problème  est  bien  déterminé. 

47.  Capitalisation.  Supposons  qu'il  y  ait  une  nouyelle  chose 
T  (un  capital)  qui  n'est  pas  ophéUme  directement,  mais  qui  sert  à 
fabriquer  des  marchandises 

X,  F,  Z,  . . . 
Dans  les  équations  (D),  il  y  aura  de  nouTeaux  termes 

^xPt>    ^pPn    '  '  ' 

Nous  avons  deux  inconnues  en  plus,   soit  la  quantité  t^  de  T  et  le 
prix  j)/,  mais  nous  avons  aussi  deux  équations  en  plus,  c'est-à-dire 

Pt-='<^tPa+^tPt  +  "" 

Le  problème  continue  donc  à  être  bien  déterminé,  pendant  que 
s'allonge  la  chaîne  des  transformations  successives  (capitalisation). 

Il  faut  remarquer  qu'une  nouvelle  quantité  de  T  peut  être  obtenue 
au  moyen  d'une  autre  quantité  déjà  existante,  ce  qui  fait  qu'on  peut 
avoir  des  termes  tjp^. 


68)  C'est  le  cas  qu*a  étudié  excliuiiyement  X.  TTaïroff,  et  il  a  eu  laiion 
de  commencer  par  les  cas  les  plus  simples.  Mais  il  faut  eiiBnite  8*occaper  des 
cas  plus  compliqués. 

Ce  qui  principalement  éloigne   ce   cas   de  la  réalité,  c'est  la  condition 

Hos'-O,  Jloy-0, 

et  en  outre  celle  que  les  coefficients  de  fabrication  sont  constants. 
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48«  Capitalisation  sons  diflérents  points  de  vue.  An  point  de 
Tue  strictement  mathématique  de  la  détermination  de  l'équilibre,  la 
capitalisation  ne  diffère  donc  pas  de  la  fabrication  de  choses  quelconques. 
IL  en  est  autrement  au  point  de  Tue  de  l'économie  appliquée,  qui  doit 
étudier  longuement  ce  sujet  extrêmement  touffu. 

n  importe  beaucoup  de  bien  se  rendre  compte  de  la  nature  de 
cette  étude,  et  pour  cela  nous  commencerons  par  avoir  recours  à  une 
comparaison.  L'arpentage  peut  nous  présenter  trois  sortes  de  propo- 
sitions: 

a)  Un  champ  ayant  la  forme  d'un  trapèze,  quelle  est  sa  surface? 
C'est  une  proposition  de  pure  géométrie. 

p)  Dans  une  commune  donnée,  tous  les  champs,  ou  presque  tous 
les  champs,  ont  la  forme  de  trapèzes  ayant  certaines  dimensions. 
C'est  une  proposition  qui  résulte  de  l' observation. 

y)  Dans  cette  commune,  les  champs  ont  des  superficies  qui  résultent 
des  dimensions  qu'on  leur  a  trouvées.  C'est  une  proposition  synthétique, 
qui  résulte  des  propositions  (a)  et  (/3). 

Maintenant  l'étude  de  l'économie  nous  présente  les  propositions 
suivantes: 

a)  Les  fonctions-indices  et  les  liaisons  étant  données,  quels  sont 
les  points  d'équilibre?  C'est  une  proposition  d'économie  pure;  et  c'est 
de  questions  de  ce  genre  que  nous  venons  de  nous  occuper^). 

64)  C'est  ce  dont  n'a  pas  tenu  compte  /.  Bertrand**).  Ses  objections  à 
L.  Walras  pèchent  par  plus  d'un  côté.  A  la  détermination  de  Téquilibre  éco- 
nomique, il  objecte,  p.  SOI:  «Supposons  qne  d'après  les  intentions  connues  des 
acheteurs  et  des  vendeurs,  le  cours  d'équilibre  calculé  une  heure  avant  l'ouver- 
ture du  marché  .....  soit  26  irancs  l'hectolitre.  Un  nouvel  acheteur  se  présente, 
au-dessous  de  26  francs,  il  veut  acheter  sans  limite,  et  ne  rien  prendre  ni  à  ce  cours 
ni  a  fortiori  au-dessus.  Sa  présence,  si  l'on  en  croit  la  règle  de  L.  Walras 
n'exercerait  aucune  influence;  elle  relève  en  effet  jusqu'à  l'infini  la  courbe  des 
demandes  pour  les  points  dont  l'abscisse  est  inférieure  à  26,  sans  la  changer  en 
rien  poux  les  autres;  l'intersection  dont  on  a  fait  dépendre  le  résultat  restera  la 
même  et  correspondra  toujours  à  l'abscisse  26.  Peut-on  admettre  une  telle  con- 
clusion? Le  cours  de  26  francs,  en  supposant  qu'il  tende  à  s'établir,  ne  sera 
ni  le  seul  ni  le  premier;  les  prix  oscilleront  autour  de  lui;  chaque  fois  qu'ils  lui 
seront  inférieurs,  l'acheteur  nouveau  se  présentera,  etc.» 

Il  s'agit  d'un  problème  théorique,  soumis  à  certaines  conditions,  et  notre 
auteur  traite  un  problème  pratique  avec  d'autres  conditions;  il  s'agit  d'xm  pro- 
blème de  statique,  et  notre  auteur  traite  un  problème  de  dynamique. 

Les  objections  de  /.  Bertrand  s'appliquent  mot  à  mot  à  la  détermination  de 
l'équilibre  mécanique.  Un  point  matériel  est  posé  sur  un  plan;  des  forces  lui 
sont  appliquées,  dont  la  résultante,  normale  au  plan,  presse  le  point  contre  ce 
plan.  La  statique  nous  dit  qu'il  demeurera  en  équilibre.  Ce  n'est  pas  vrai,  ré- 
pondrons-nous avec  J.  Bertrand,   Supposons  qu'on  ait  pratiqué  une  coupure  dans 
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p)  Dans  une  société  donnée  copines  fonctions-indices  ont  une 
forme  qui  résulte  de  Tobseryation,  et  il  en  est  de  même  de  certaines 
liaisons^  etc.     C'est  une  proposition  descriptiTe. 

y)  Dans  cette  société,  l'équilibre  a  lieu  en  de  certaines  circons- 
tances qui  sont  la  conséquence  de  (a)  et  de  (fi).  C'est  là  une  pro- 
position synthétique  qui  résulte  de  (a)  et  (/S). 

On  pourrait  se  liyrer  à  des  tentatives  pour  déduire^  en  certaines 
circonstances,  l'ophélimité  des  aliments  de  leur  composition  chimique 
combinée  avec  leur  degré  d'assimilabilité,  mais  cette  yoie  ne  paraît 
pas  devoir  conduire  à  des  résultats  bien  appréciables. 

n  en  est  autrement  d'une  tentative  semblable  faite  pour  trouver 
la  fonction-indice  de  l'épargne  qui  est  prêtée  et  restituée^).  Il  y  a 
des  caractères  qui  affectent  presque  tous  les  hommes  d'une  manière 
à  peu  près  uniforme.  Les  études  de  l'économie  scientifique  sur  la 
capitalisation  et  l'intérêt  sont  en  réalité  des  études  pour  tâcher  de  dé- 
couvrir certaines  fonctions-indices. 

On  a  essayé  une  voie  qui  paraît  très  simple.  L'ophélimité  de 
l'épargne  se  confondrait  avec  l'intérêt  qu'on  en  tire;  sa  production 
serait  en  fonction  de  cet  intérêt.  Cette  théorie  ne  représente  pas 
bien  les  faits. 

La  fonction -indice  de  l'épargne  dépend  d'une  infinité  de  circons- 
tances A,  B,  Cy  . , , . ,  Parmi  ces  circonstances  il  en  est  trois  qui, 
dans  bien  des  cas,  doiment  la  partie  principale  du  phénomène.   Ce  sont: 

1*^)  la  durée  du  prêt; 

2^)  la  prime  d'assurance  pour  les  cas  où  la  chose  viendrait  à  périr 
par  un  cas  fortuit; 

3**)  la  prime  d'amortissement  pour  parer  à  un  dépérissement  régulier. 


le  plan  à  nne  très  petite  distance  du  point  (c*est  Tachetenr  qni  achète 
limite  an-dessons  de  26  francs,  et  qni  n^achète  rien  an-dessns).  L^éqnilibre  du  point 
ne  s^établira  pas  immédiatement;  il  oscillera  antonr  de  sa  position  d^éqniiibre, 
et  qnand  U  arrivera  à  la  conpxue  (quand  les  prix  seront  inférieurs  à  86  francs) 
il  quittera  le  plan,  et  Téquilibre  sur  ce  plan  n*aura  plus  lieu. 

Ce  qu*il  y  a  de  vrai  dans  les  observations  de  J,  Bertrand,  autant  pour  Téco- 
nomie  pure  que  pour  la  mécanique  rationnelle,  c*est  qu^on  ne  peut  pas  tnos- 
porter  ipso  facto  aux  cas  pratiques  les  résultats  de  ces  théories. 

Nous  avons  cité  in  extenso  Tobjection  de  J.Bertrand,,  parce  qu'elle  est  le 
type  d'un  très  grand  nombre  d'objections  semblables  qui  ont  été  fiûtes  aux 
théories  de  Téconomie  pure. 

66)  Outre  le  livre  classique  de  E,  von  Bâhm  Bawerk  [Positive  Théorie  des 
Sapitals,  Innsbruck  1900]  il  faut  consulter  les  très  importants  ouvrages  de  Irving 
Fither  [The  nature  of  capital  and  income,  New  York  1906;  The  rate  of  inteiesii 
its  nature,  détermination  and  relation  to  économie  phenomena,  New  York  1907]. 
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